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1 Introduccién

En economias de intercambio puro, con un numero finito de consumidores, los
agentes individuales pueden manipular el mecanismo competitivo en su propio
beneficio. Es decir, en economias finitas los agentes individuales, y por tanto
las coaliciones de agentes, tienen incentivos a declarar caracteristicas distintas
de las reales que mejoran su utilidad indirecta. Se sabe también (Roberts y
Postlewaite (1976)) que en economias de intercambio, donde no se consideran
bienes ptblicos, el incentivo individual a desviarse de un comportamiento precio-
aceptante decrece conforme aumenta el numero de agentes. El objetivo de este
trabajo es obtener resultados en un marco mas general, que no se concentre
unicamente en acciones individuales y que considere estrategias colectivas. Ello
nos permitird estudiar propiedades del mecanismo competitivo referentes a incen-
tivos coalicionales. Concretamente, formalizamos tests de competencia perfecta
en términos de los incentivos que la s coaliciones tienen para desviarse de un
comportamiento precio-aceptante en funcién de su tamaiio.

En el marco de la Teoria de Juegos, Hurwicz (1972) introduce el término
compatibilidad de incentivos. Los agentes econdémicos son los jugadores y las
caracteristicas declaradas (preferencias, dotaciones iniciales o tecnologias) son las
variables estratégicas. Cuando se juega una estrategia se caracteriza un entorno
éconémico, y el mecanismo en consideracion determina una asignacion resul-
tante. Esta asignacién, evaluada con las preferencias reales de cada consumidor,
es el pago asociado a la estrategia jugada. Hurwicz dice que el mecanismo es
¢ompatible en incentivos individualmente si el vector de caracteristicas reales es
un equilibrio de Nash del juego. Utilizando el marco y el lenguaje de la Teoria
de Juegos, considera una economia de intercambio con dos consumidores y dos
mercancias, y prueba que si un consumidor falsifica sus preferencias puede ma-
nipular la formacidn de precios de equilibrio y obtener beneficios. Este resultado
es generalizado por Otani y Sicilian (1982) para el caso de mds consumidores
0 mas mercancias. Postlewaite (1979) y Thomson (1979) prueban resultados
analogos, referentes a falsificacién de recursos. Mds ain, Dasgupta, Hammond
y Maskin (1979) prueban que con un nimero finito de agentes no existe ningiin
mecanismo de asignacién que sea compatible en incentivos y éptimo de Pareto.

En vista de estos resultados negativos, y dado que la literatura de compa-
tibilidad de incentivos consiste, en su mayoria, en resultados de imposibilidad,
se plantean soluciones de tipo “second-best”, que hacen referencia al grado de
manipulacién del mecanismo competitivo. Por ejemplo, se estudian cuestiones
limites sobre qué sucede cuando aumenta el nimero de agentes de una economia.
Este tipo de anélisis tiene el interés afiadido de que, desde el punto de vista de los
incentivos, las diferencias notables entre bienes piiblicos y privados se manifiestan
solamente al aumentar el nimero de agentes, y analizar el efecto que ello pro-
duce sobre los incentivos a una revelacién sincera. (Véase Roberts (1974)). No
obstante, en este trabajo nos centramos en economias de intercambio puro, sin




bienes publicos, para estudiar problemas de incentivos coalicionales, referentes
al grado de manipulacién del mecanismo competitivo.

Los resultados obtenidos por Hurwicz (1979), Thomson (1979), Roberts (1980),
y Otani y Sicilian (1990), entre otros, muestran que el conjunto de asignaciones
de equilibrio de Nash de un juego de mercado (considerando como estrategias
recursos, preferencias o demandas), puede estar lejos del conjunto de asigna-
ciones de equilibrio walrasiano, independientemente del ndimero de agentes. Por
ello, estamos interesados en propiedades limites de compatibilidad de incentivos
coalicionales del mecanismo competitivo desde un punto de vista genérico.

Roberts y Postlewaite (1976) prueban que el incentivo individual a desviarse
de un comportamiento precio-aceptante converge a cero a medida que el nimero
de agentes aumenta mediante réplicas, o bien si la sucesién de economias converge
a una economia donde la correspondencia de precios de equilibrio sea continua.

Roberts (1980) utiliza también las técnicas de replicacién de Debreu y Scarf
(1963) para estudiar los puntos limites de equilibrios monopolisticamente com-
petitivos. Con un anélisis similar al utilizado por Gabszewicz y Vial (1972),
pero con hipdtesis menos restrictivas, prueba que, si los equilibrios perfecta-
mente competitivos no son criticos (lo que ocurre genéricamente), entonces son
puntos limite de equilibrios monopolisticamente competitivos.

Safra (1985) considera juegos de manipulacién del equilibrio walrasiano via
dotaciones iniciales (sin destruccién), donde los agentes pueden declarar falsos
recursos y afiadir lo que ocultan a la asignacién walrasiana resultante. Prueba que
en economias con un numero de agentes suficientemente grande existe equilibrio
de Nash y que, bajo determinadas condiciones de regularidad la sucesién de
asignaciones de equilibrio de Nash converge a las asignaciones walrasianas.

Los resultados previamente citados pueden interpretarse en términos de compa-
tibilidad de incentivos de los individuos, sin considerar desviaciones de coali-
ciones. Roberts y Postlewaite (1976) sefialan, de hecho, que la concentracién en
acciones individuales es, precisamente, el punto débil de esta linea de trabajo.
Como ya se ha senalado, el objetivo fundamental de este trabajo es considerar
comportamientos estratégicos de las coaliciones, y estudiar propiedades limites
del mecanismo competitivo en términos de incentivos coalicionales. La intencién
no es mas que obtener una justificacién, distinta a las usuales, del supuesto
competitivo en economias continuas y, por tanto, del acierto de denominarlas
economias perfectamente competitivas.

Desde que Aumann (1964) introdujo un modelo de equilibrio general en una
economia continua, la idea de competencia perfecta ha sido asociada a la no
existencia de dtomos en el espacio de los agentes. Ostroy y Zame (1994) mues-
tran que si el espacio de mercancias es de dimenensién infinita, la hipétesis de
no existencia de atomos difiere de la hipétesis de competencia perfecta. La dis-
tincién se basa en lo que ellos denominan “espesor” o “grosor” de la economia.
Sugieren como test de competencia perfecta el hecho de que la manipulacién




de precios por grupos de agentes, via falsificacién de recursos, sea tan pequefia
como se quiera si el tamafio de las coaliciones es arbitrariamente pequefio. Este
test, que denominan test de withholding, es un modo de justificar la competencia
perfecta que estd en la linea de la justificacién que proporciona la relacién entre
equilibrios no cooperativos y equilibrios walrasianos (véase, por ejemplo, Gab-
szewicz y Vial (1972); Roberts y Postlewaite (1976); Novshek y Sonnenschein
(1978); Dubey, Mas-Colell y Shubik (1980)). Otra justificacién alternativa es
aportada por la literatura sobre la relacién entre el Nucleo y las asignaciones
de equilibrio competitivo (véase Edgeworth (1881); Shubik (1959); Debreu y
Scarf (1963); Aumann (1964)), y nos referiremos a ella como test de equiva-
lencia Core-Walras. Se sabe que en economias sin dtomos definidas sobre un
espacio de mercancias finito-dimensional, el Nicleo coinciden con el conjunto de
asignaciones walrasianas. Mds aun, basta considerar el veto de un subconjunto'
del conjunto total de coaliciones (el veto de coaliciones pequefias) para eliminar
los estados que no son perfectamente competitivos. (Véase Schmeidler (1972) y
Moreno y Hervés (1996)). El concepto de Niicleo es un concepto de equilibrio
cooperativo que no requiere el uso de los precios. Si suponemos que el inter-
cambio en una economia es guiado por precios que los agentes individuales o
las coaliciones de agentes van a intentar manipular, deberiamos poder obtener
alguna propiedad del mecanismo competitivo, en términos del grado de manip-
ulacién o en términos de incentivos coalicionales, para poder concluir que la
economia es perfectamente competitiva. Por ello, en este trabajo, formalizamos
tests de competencia perfecta que consideran comportamientos estratégicos coa-
licionales, y que denominamos tests de compatibilidad de incentivos coalicionales
en el limite. Esta denominacién se debe a que este tipo de tests aportan una
justificacién de la competencia perfecta en términos del grado de manipulacién
de los precios por grupos de agentes, y en términos de medidas de incentivos
coalicionales, en funcién del tamafio de las coaliciones.

En el articulo ya citado de Ostroy y Zame se prueba que, si el espacio de mer-
cancias es de dimensién infinita, existen economias con un continuo de agentes
que no superan el test de equivalencia Core-Walras ni el test de withholding.
Concretamente, prueban que existe una familia de preferencias y un conjunto
abierto de asignaciones iniciales que definen economias, cuyos equilibrios wal-
rasianos no superan ninguno de los dos tests de competencia perfecta. Ademss,
hacen ver que las mismas condiciones de “grosor” de los mercados, que conducen
a la equivalencia Core-Walras, garantizan la continuidad genérica de la corres-
pondencia de precios de equilibrio. De hecho, muestran que las economias que
consideran tienen la propiedad de que si superan uno de los tests de competencia
perfecta, también superan el otro, al menos genéricamente.

Estos resultados conducen a preguntarse si, en el caso finito-dimensional, el
test de equivalencia Core-Walras es equivalente al test de compatibilidad de in-
centivos coalicionales en el limite. Mds aln, nos preguntamos si cualquiera de
estos tests de competencia perfecta son una caracterizacién de las economias per-




fectamente competitivas. Por ejemplo, el hecho de que una economia verifique
que el veto de coaliciones pequefias elimine los estados que no son de equili-
brio competitivo, ;permite concluir que dicha economia supera cualquiera de los
tests de competencia perfecta a que hemos hecho referencia?. Es decir, cabe
preguntarse si un resultado analogo se mantiene en cualquier economia perfec-
tamente competitiva (economias “espesas”, fisica o econémicamente). Esto es,
si en economias continuas que no son “espesas” (thin market economies) no es
cierto que sea suficiente considerar el veto de coaliciones pequefias para obtener
los estados del nucleo y de equilibrio.

Como ya se ha senalado, se definen aqui tests de competencia perfecta en
términos de los incentivos que pueden tener las coaliciones a adoptar un compor-
tamiento estratégico, desviandose de un comportamiento precio-aceptante para
manipular la formaciéon de precios de equilibrio en su propio beneficio. Los re-
sultados que se obtienen, ponen de manifiesto que, en el caso finito-dimensional,
el problema de la competencia perfecta se resuelve al considerar un continuo
de agentes, en el sentido de que los precios de equilibrio competitivo pueden
considerarse como aquellos que no son manipulados por grupos de agentes ar-
bitrariamente pequefios. En este trabajo, consideramos que el incentivo de una
coalicién a desviarse de un comportamiento precio-aceptante es medido bien por
el incremento medio de utilidad indirecta que puedan conseguir los agentes que
la forman o bien por el incremento agregado de ésta. Probamos que para un con-
junto genérico de economias continuas, definidas sobre un espacio de mercancias
de dimensién finita, el incentivo de una coalicién a adoptar un comportamiento
no competitivo puede ser despreciado si el tamafio de la coalicion es arbitraria-
mente pequefio. Los resultados establecidos para economias continuas admiten
interpretaciones discretas que conducen a resultados limites sobre compatibilidad
de incentivos coalicionales para sucesiones de economias finitas, generalizando los
resultados obtenidos por Roberts y Postlewaite.

El resto de esta nota se organiza como sigue. La seccidn 2 contiene notaciones
y definiciones. Se formaliza un test de competencia perfecta, que denominamos
test de compatibilidad de incentivos coalicionales. En la seccién 3 se considera
una economia con un continuo de agentes, donde sdlo se distingue un numero
finito de consumidores distintos. Probamos que en estas economias continuas de
m tipos el incentivo de cualquier coalicién a comportarse no competitivamente es
arbitrariamente pequefio si el tamafio de la coalicién es suficientemente pequeiio.
Algunos resultados de Garcia-Cutrin y Hervés (1993) nos permiten establecer, en
la seccién 4, una interpretacién discreta para economias réplicas. En la seccion
5 introducimos un concepto de compatibilidad de incentivos coalicionales en el
limite en sentido fuerte. Probamos que el mecanismo competitivo satisface este
tipo de compatibilidad en un conjunto residual de economias. Este resultado
admite una interpretacién discreta para sucesiones de economias descritas via
medidas simples, que establecemos en la seccién 6. En la seccién 7 consideramos
un test de competencia perfecta mas particular, considerando como estrategias




dnicamente recursos. La seccién 8 contiene comentarios y observaciones finales.

2 Notacién y definiciones

Consideremos una economia de intercambio puro £ definida sobre el espacio
de mercancfas X = IR%. El espacio de medida (I,.A, u) representa los agentes
que constituyen £ , siendo I el conjunto de agentes y u una medida sobre la
a-algebra A de conjuntos medibles. Cada agente t € I viene caracterizado por
su conjunto de consumo X; C X, sus recursos iniciales w; € X}, y una relacién
de preferencias >; sobre su conjunto de consumo, representable por una funcién
de utilidad U, : X; — R continua.

Sea P el simplex de R%. Denotemos por C; la correspondencia de exceso
de demanda competitiva del agente t € I. Esto es, para cada p € P Cy(p) =
{z € R¥|z + w; maximiza U, sobre By(p)}, siendo By(p) = {z € Xi|pz < w;}
la restriccién presupuestaria del agente ¢t € I cuando p es el sistema de precios
que prevalece. Son bien conocidas condiciones suficientes para que Ci(p) # 0.
Obsérvese que Cy(p) es cerrado para todo agente t € I y para todo sistema de
precios p € P. Se dice que el sistema de precios p € P es de equilibrio competitivo
en la economia £ si0 € [; Cy(p)du(t). Denotemos por II(€) el conjunto de precios
de equilibrio competitivo de la economia £ . Nétese que para determinar II(£)
basta conocer las correspondencias de respuesta competitiva C; para cada agente
tel

Una coalicién de agentes en la economia £ es un conjunto medible S C I,
tal que p(S) > 0. Estamos interesados en estudiar propiedades de incentivos
c¢oalicionales del comportamiento competivo o precio-aceptante. Para ello, con-
sideramos que los agentes pueden declarar otras correspondencias de respuesta
a los precios diferentes de la competitiva C;. Asi pues, denotemos por O, el
¢onjunto de estrategias que el agente ¢t € I puede utilizar para desviarse de un
c¢omportamiento precio-aceptante. Para cada t € I se define @, como el siguiente
conjunto de correspondencias de P en IR

O;={ Z:P— R |Paracada p€ P se verifica que Z(p)+w: C X;
¥, p8 <0 cualquiera que sea 8 € Z(p)}

Por ejemplo, las estrategias de un agente t € I pueden consistir en las correspon-
dencias de exceso de demanda competitivas resultantes de declarar preferencias
definidas por U! en vez de U y recursos iniciales w! < w,. Un caso particu-
lar es el considerado por Hurwicz (1972) donde las estrategias consideradas son
tinicamente preferencias.

Un perfil de estrategias es una aplicacién © : I — |J,c; ©4, tal que O(t) = ©; €
O, para casi todo t € I. Sea S C I una coalicién de agentes de la economia £ .
Un perfil de estrategias para la coalicién S es una aplicacién @5 : § — Uyes ©:
tal que ©5(¢t) = ©F € O, para casi todo ¢t € S. Decimos que un sistema de
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precios p € P es alcanzable por la coalicion S en la economia £ , y denotamos
p € TI(S5,€), si existe un perfil de estrategias ©5 para la coalicién S tal que

0 € /ns Cilp)dp(t) + Js O7(p)du(t). Es decir, si p € TI(S,&) entonces existen |
2; € Cy(p), para cada t ¢ Sy 8, € Z;(p), para cada t € S;, con Z; € O, tales

que 0 = [ps2du(t) + [s0:dp(t). Decimos entonces que 2% : S — Uses X, con
z5(t) = 0, + w; es una asignacién factible para la coalicién S en la economia £ ,
y denotamos z° € X(S,£).

Sea S un conjunto de coaliciones en la economia £ . Definamos II(S,€) =
Uses I1(S,E). Nétese que si S’ C S, entonces II(S’, £) C II(S, £). En particular,
I(E) C II(S,€) C II(I,€) cualquiera que sea la coalicién S C I.

Definicién 2.1 Decimos que la respuesta competitiva es S-compatible en incen-
tivos en la economia £ si para cualquier coalicién S € S y cualquier z € X(S,€)
eziste una asignacion competitiva z* tal que U,(z}) > Ui(z:), para casitodot € S.

Observaciones. Si S es el conjunto de coaliciones formados por un sélo agente,
entonces la definicién 2.1 coincide con la nocién de compatibilidad de incentivos

individual establecida por Roberts y Postlewaite (1976). En este caso, si la |

respuesta competitiva no es S-compatible en incentivos, entonces declarar la
verdadera demanda no es perfil de equilibrio Cournot-Nash en el sentido de
Otani y Sicilian (1982).

Se sabe que en economias con un nimero finito de agentes hay incentivos a
no adoptar un comportamiento precio-aceptante. Si un agente se comporta es-
tratégicamente, puede manipular la formacién de precios en su propio beneficio.
Es decir, el mecanismo competitivo no es compatible en incentivos individual-
mente y, por tanto, tampoco es compatible en incentivos coalicionalmente. En
economias continuas un agente individual (o un conjunto de agentes de medida
nula) no influye en la formacién de precios por un cambio de comportamiento.
Sin embargo, si una coalicidén actia estratégicamente puede modificar los pre-
cios de equilibrio en beneficio de todos los individuos que la constituyen. Por
otra parte, si consideramos el juego de mercado asociado a una economia con un
continuo de agentes, entonces los equilibrios de Nash de dicho juego conducen

a los equilibrios walrasianos de la economia, y reciprocamente (véase Moreno y
Hervés (1994)).

A pesar de que en economias sin atomos las coaliciones tengan incentivo a
no adoptar un comportamiento precio-aceptante, cabe esperar que tal incen-
tivo disminuya a medida que el tamafio de la coalicién se hace menor. De he-
cho, para concluir que una economia continua es perfectamente competitiva de-
beriamos poder decir que tiene la propiedad de que la ganancia de utilidad que
los miembros de una coalicién pueden conseguir, actuando no competitivamente,
converge a cero si consideramos sucesiones de coaliciones cuya medida converja
a cero. Interpretamos esta propiedad como un test de competencia perfecta, y




nos referiremos a él como test de compatibilidad de incentivos coalicionales en el
limite. A continuacién formalizamos dicho test.

Definicidén 2.2 Decimos que el mecanismo competitivo es compatible en incen-
tivos coalicionalmente en el limite en la economia £ si para cualquier sucesidn
de coaliciones (S,) C I, con p(Sn) — 0 cuando n — oo, se verifica que para cada
g > 0 existe 71, tal que para todo n > 7 se tiene lo siguiente. Si 2™ € X(S,,€)
entonces existe ¢ asignacion competitiva de £ tal que Uy(z(t)) > U (z™(t)) — €,
para casi todo t € S,,.

Definicién 2.3 Decimos que la economia sin dtomos & supera el test de compa-
tibilidad de incentivos coalicionales si mecanismo competitivo es compatible en
incentivos coalicionalmente en el limite en la economia £ .

La interpretacién de la definicion de compatibilidad coalicional en el limite
es la siguiente. Consideremos que el incentivo de una coalicién a comportarse
no competitivamente viene dado por la ganancia agregada de utilidad (o si se
quiere por la ganancia media) que los agentes que la forman pueden conseguir
por desviarse de un comportamiento precio-aceptante. Entonces, si el mecanismo
competitivo es compatible en incentivos coalicionalmente en el limite, se tiene que
el incentivo de cualquier coalicién S C I a comportarse no competitivamente es
arbitrariamente pequefio si el tamafio de la coalicién es suficientemente pequefio.
En este caso, diremos que la economia supera el test de competencia perfecta
que hemos denominado test compatibilidad de incentivos coalicionales.

3 Compatibilidad coalicional de incentivos en
el limite en economias continuas de m tipos
de agentes

Consideremos una economia de intercambio puro € con un continuo de agentes,
y definida sobre el espacio de mercancias X = IR’. Los agentes que constituyen
& vienen representados por el espacio de medida (I, A4, y), siendo I = [0,1] el
¢onjunto de agentes, A la o-algebra de conjuntos medibles y g la medida de
Lebesgue sobre A. A pesar de que la economia esté formada por un continuo
de agentes, consideramos que el observador tiene una capacidad limitada y sélo
distingue un ndmero finito de tipos distintos. Asi, el intervalo real [0,1] estd
dividido en m subintervalos disjuntos dos a dos, cada uno de los cuales representa
un tipo de agente. Esto es, I = UZ, I;, donde I; = [gi—1,¢i), si i # m, I, =
lgm-1,1]; con go = 0,¢; € Q, para cadai =1,...,m—1. La medida p([;) de cada
subintervalo I; representa el peso relativo que los agentes de tipo : tienen en la
economfa.




Observacién. Noétese que estamos considerando subintervalos de extremos

racionales. Por tanto, podemos escribir q; = %i, con a;,q € IN, para cada
i =1,...,m — 1. De este modo, podemos considerar que el intervalo I = [0, 1]

estd dividido en ¢ subintervalos de igual longitud, con ¢ > m. En este caso
puede suceder que subintervalos distintos representes tipos idénticos. Por ello,
aunque los subintervalos que representan diferentes tipos no tengan por qué ser

de la misma longitud, por simplicidad suponemos que I; = [ﬂ i), si t # m,

Im=[mT'1,1]. mr

Cada agente t € I viene caracterizado por su conjunto de consumo X; C X
cerrado y convexo, sus recursos iniciales w; € X;, y una relacidén de preferencias
>, sobre su conjunto de consumo, representable por una funcién de utilidad
Uy : X; — R continua y cuasi-céncava. Como en la economia € sélo distinguimos
un ndmero finito m de agentes distintos, se tiene que las caracteristicas de cada
consumidor t € I vienen dadas por X; = X;, wy = w;, y Uy = Uy, si t € I, siendo
I; el conjunto de agentes de tipo .

Consideramos que agentes pueden actuar estratégicamente. Asi, para cada
t € I, el conjunto de estrategias ©;, viene dado por O; = 0,,si t € I;.

Siguiendo la notacién utilizada en la seccién anterior, O; es €l siguiente con-
junto de correspondencias de P en IR

©;={ Z:P— R’ |Paracada p€ P se verifica que Z(p)+ w; C X;
¥, p8 <0 cualquiera que sea 6 € Z(p)}

Denotemos por C; la correspondencia de exceso de demanda competitiva de los
agentes t € I, esto es, de los agentes de tipo .

Como hemos sefialado, aunque en economias continuas las coaliciones tengan
incentivo a no adoptar un comportamiento precio-aceptante, cabe esperar que tal
incentivo disminuya a medida que el tamafio de la coalicién se hace menor. En
efecto, el objetivo central de esta seccidén es demostrar que la ganancia de utilidad
que los miembros de una coalicién pueden conseguir, actuando no competitiva-
mente, converge a cero si consideramos sucesiones de coaliciones cuya medida
converja a cero. Esto es, se trata de probar que las economias continuas de m
tipos de agentes superan el test de compatibilidad de incentivos coalicionales.

Para comprobar la compatibilidad de incentivos coalicionales en el limite
del mecanismo competitivo, establecemos algunos resultados previos, donde uti-
lizaremos la notacién que sigue. Dada una coalicién S, denotamos S* = SN I;,
para cada i € {1,...,m}. Definimos Js = {i € {1,...,m}|u(L;\ ) = 0}, y
Hs = {i e {1,...,m}|u(S?) > 0}.

Lema 3.1 Sip € II(S,€) para alguna coalicién S € A, entonces p es alcanzable
por S via una estrategia comin para todos los agentes del mismo tipo.

Demostracién. Sea una coalicién S C I y sea p € II(S, ). Veamos que entonces
existen z; € Ci(p), para cada ¢ ¢ Js y existen 6; € Z;(p), con Z, € ©;, para cada

8




t e S tales que 0 = X7, (u(L:) — p(SY)) zi + ¥, 1(5)6;. Como p € II(S,€)
de tiene que existen z, € Cy(p), para cada t € I\ S y existen 8, € Z;(p), con
Z, € Oy, para cada t € S, tales que 0 = 7, [1\si 2:du(t) + 7, Joi Oudp(2).
Defininamos z; = u_ﬂl\':q'fjfl.»\s-' zdu(t) para cada i ¢ Js, y 6; = Tg,; Jsi 0:dp(t)
para cada z € Hg. (Por construccién de 6; y por definicién de los conjuntos de
estrategias, se tiene que §; € ©,, para todo i. Basta ahora probar que para
cualquier tipo ¢ se verifica que 2; € Ci(p). Supongamos que no sucede asi.
Por construccién pz; < 0 para todo i. Luego, si z; ¢ Ci(p) para algtn tipo i,
entonces existe z tal que pz < pw; y = >; z; + w;. Consideremos el conjunto
A= {y € X;|ly =; z}. Nétese que 2z, +w; € A, para todo t € I;\ S*. Teniendo en
¢uenta que los conjuntos de consumo son convexos y cerrados y las preferencias
continuas y convexas, se deduce A es cerrado y convexo. Por otra parte, se
tiene que 2z; + w; € co(z + w(l; \ S*)). Luego z; + w; € A, lo que contradice que
& >; 2; + w;. En consecuencia, para todo i se tiene que 2; € C;(p). Esto permite
concluir que, si p € II(S,£), entonces p es alcanzable por la coalicién S via un
perfil de estrategias ©° constante en tipos.

Q.E.D.

Corolario 3.1 Sean las coaliciones S,8" C I, verificando p(S*) < u(S") para
todo i € {1,...,m}. Entonces II(S,€) C II(S, £).

Demostracién. Basta tener en cuenta que la correspondencia de exceso de de-
manda C; de los agentes de tipo ¢ pertenece a su conjunto de estrategias ©;
¢cualquiera que sea i € {1,...,m}, y aplicar el lema anterior.

Q.E.D.
Lema 3.2 Para cada sucesidn de coaliciones (S, ), tal que u(S,) converge a cero,
eziste una sucesion de coaliciones (S}), tal que u(S}) converge a cero y ademds

(Sn41,E) CI(Sh,1,E) CI(SL, E), para todo n.

Demostracién. Teniendo en cuenta que u(S,) — 0, definamos la aplicacién
@ : IN — IN como sigue. Dado k € IN, o(k) es un entero positivo, tal que para todo
n > o(k) se verifica p(S;) < 3, para todo ¢ = 1,...,m. Ademés o(k +1) >
o(k), para todo k. Tomamos S| = UZ, S, con S} = |&1, =1 m—:_—k), si
a(k) £ n < o(k+1). Por construccién pu(S.) converge a cero y para cada n se
verifica u(S%) < u(S2) v u(S) < u(Sii,), cualquiera que sea i € {1,...,m}.
Luego, I1(S,,,€) C II(S,, &) y 1I(S,,,,€) C II(S,,,E), para todo n.

| Q.E.D.

Lema 3.3 Sean C;, i = 1,...,m, conjuntos cerrados y acotados inferiormente
de RY, y C C RT, cualquier cerrado de R™. Entonces, la correspondencia F :
C — R, definida por F(a) = ¥, o,C;, es cerrada.




Demostracion. Consideremos la sucesién (a”, z"), tal que 2™ € F(a™) para todo
n, (@) converge a a € R}, y (") converge a z € IR. Veamos que z € F(a).

m
En efecto, 2" = Za}‘c?, con ¢} € C;, para todo n. Luego para cualquier k €
=1
AN 'Y
{1,...,2} se tiene que (f)r = — — )_—=(c?)r. Como los conjuntos C; estan
o ST
ik
acotados inferiormente, la sucesién (a”,2") estd acotada, y a >> 0, se deduce
entonces que la sucesién (c}) esta en un compacto, para todo ¢ € {1,...,m}.

Por tanto, existe una subsucesién (c!*) convergente a ¢; € C;, para cada ¢ €
m
{1,...,m}. Se-concluye entonces que z = »_a;c;, y por tanto z € F(a).

i=1
Q.E.D.

Observaciones.

1. Nétese que en el lema puede sustituirse R, por —IR% .

2. Si alguna coordenada de a es cero, entonces el lema puede no ser cierto.
Por ejemplo, consideremos C; = [1,00) x {0} y C; = {0} x [1, 00). Se tiene

1
que (1,1) € F <(;,1>) , para todo n, y sin embargo, (1,1) ¢ F((0,1)) =
{(0,y) € IR?*|ly > 1}. Por tanto, en este caso F no es cerrada en ningin
entorno de a = (0,1). Mas ain, nétese que la correspodencia F' no tiene

grafo cerrado en ningiin entorno de (z,y) € Fr(IR%, donde Fr(IR% denota
la frontera de IRZ.

3. Senalar también que bajo las condiciones del lema, e incluso afiadiendo el
supuesto de convexidad de los conjuntos C;, F' : R™ — IR no tiene por qué
ser cerrada. En efecto, sean C, y C; los conjuntos cerrados, acotados infe-

. . 1
riormente y convexos, definidos por C; = {(x,y) ERYz>1,y>z+ —} ,
T

1
C = {(l',y) ERO<y<=z- ;}, y sea F : R? — IR? definida por
1 1
F(a) = a1C + azC;. Tomemos o™ = (1 +—=,-1+ -—2) . La sucesién
n n

(a™) converge a (1, —1). Por otra parte 2" = (g, é) € F(a") para todo n,
n’'n
y (2™) converge a (0,0). Sin embargo, (0,0) ¢ F(1,-1), ya que C, NC; # 0.

4. Nétese que la suma de cerrados no es, en general, un conjunto cerrado. La
acotacion inferior de que los conjuntos C; es pues, necesaria para garantizar
que la correspondencia F' tome valores cerrados.

5. Por otra parte, observése que la correspondencia F' no tiene por qué ser
semicontinua superiormente. Para ello, considérese F : IR”? — IR? definida
por F(a) = eyC; + ayCysiendo € = [1,00) x {0} y € = {0} x [1,00).
Veamos que F no es semicontinua superiormente en (1,1). En efecto, sea
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U= {(m,y) € lell-}-Lm <y, > O}D{(m,y) € IRzllyTy <z, y> O}.U

es entorno de F(1,1) = [1,00) x [1,00), y para cualquier entorno V de
(1,1) se verifica que F(a’)NU® # 0, con o’ € V. Més atn, andlogamente
se prueba que F' no es semicontinua superiormente en ningin punto de IRZ.

Lema 3.4 Supongamos que para cada i los conjuntos de consumo X; son aco-
tados inferiormente y que dado p = (py,...,p¢) € P se verifica que p, = 0 =
zp > 0 para todo z € Ci(p), para todo 1 € {1,...,m}. Sea (S,) una sucesion de
coaliciones, tal que u(S,) converge a cero. Sip € II(S,,€E), para todo n > ny,
entonces p € II(E).

Demostracién. Supongamos que p € II(S,,€) para todo n > ng y p ¢ II(E).

Entonces, para cada n > no existen 2! € Ci(p), para cada i ¢ Js, = Jy, y
0F € Zi(p),con Z; € O;, paracadai € Hs, = H,,talesque 0 = Y ¢, %%uzf‘-i-

icH, iu((%ﬂ)) ", Sea a € IR® una cota inferior para todo X;. Podemos suponer a <
0. Se deduce entonces que Y;epr, 4(S5)07 > Tica, #(S )(a — w;). Consideremos
una sucesién de nimeros reales (k,) tal que para todo n se verifica %((%)l < t
piara todo 7, y k, — o00. Tomando A" = (Z,y" J“J(I—)nlz?), se tiene que
W 2 YieHn 'i::(a - wi).

- Definamos la siguiente correspondencia F. Dado a = (e;)2,, con o; € R,
F(a) = ¥k, o;Ci(p). 0 ¢ F(1), pues p ¢ II(E). Por el lema 3.3 se tiene que
F tiene grafo cerrado en cualquier entorno U de 1 € R™, que esté contenido en
IR™, . Por tanto, existe n*, tal que para todo n > n* se verifica 0 ¢ F(as,), siendo

o, = (&%%m),_l- M4és atin, como A"™ € F(a,) y (a,) converge a 1 € R™, la

sucesmn k™ no puede converger a cero.

- Sea B ={h € {L,...,£}|pn = 0}. Si B # 0, entonces, por hipdtesis, (2}'), > 0,
piara, todo h € B, para todo n y para todo i € {1,...,m}. De la desigualdad
knh™ > Yien. (a — w;) para todo n, se deduce que (2), converge a cero, para
todo h € B, todo ¢ € {1,...,m}. Luego (h™), converge a cero, para todo h € B.
Por otra parte se tiene que ph™ = 0 para todo n. Esto implica que la sucesién
(h”) converge a cero, lo que esta en contradiccion con el caracter cerrado de F.

~ Supongamos ahora B = ), esto es p >> 0. Veamos que entonces que alguna
cpmponente de A" es estrictamente negativa. Supongamos que no es asi, es decir,
supongamos p >> 0 y A" > 0. Como los conjuntos de consumo son acotados
inferiormente se deduce entonces que —h" > Yi(a — wi). Luego, —h™ tiene
aFguna subsucesién convergente a A y h # 0, pues 0 ¢ F(1). Por otra parte,
—Lh" > ieH, %n)len y #(S}) — 0, para todo i. Esto implica que existe 1
tal que la sucesidn (67) no estd acotada en alguna componente k. Pero esto
contradice el que pf? < 0 para todo n y para todo i. Luego, en efecto, k™ tiene
aﬁlguna componente negativa para todo n > n*. Para cada n > n* sea j(n) tal
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que hJ(n) < 0. Pero como k hJ(n) (ZzeH (a w;))j(n), Y knh},) < 0 para todo
n > n*, se deduce que la sucesién hJ(n) converge a cero. Por tanto, la sucesién
_ cuyo n-ésimo término es la coordenada menor de A" converge a cero. - Como
ph™ = 0 para todo n y p >> 0, se obtiene que (h") converge a 0 € IR¢. Esto
contradice el que F' sea cerrada. La contradiccién proviene de haber supuesto
que p ¢ II(E).

Q.E.D.

El siguiente lema establece condiciones suficientes para que el conjunto de pre-
cios alcanzables por una coalicién sea un conjunto cerrado. Para ello, denotemos

P* = {p € P| [, Ci(p)du(t) # 0}.

Lema 3.5 Supongamos que la economia £ verifica

(i) X; es acotado inferiormente para todo i € {1,...,m}

(ii) C; tiene grafo cerrado sobre P* para todot € I , y

(iii) St p € P\ P* se verifica lo siguiente. Para cadar € R existe un entorno
V de p y un tipo de agente i € {1,...,m} tal que si z = (21,...,20) € Ci(p'),
con p' € V, entonces z, > r, para algin h € {1,...,£}.

Entonces I1(S,E) es cerrado para cualquier coalicién S que verifique Jg = 0,
es decir, p(I; \ S*) > 0 para todo i € {1,...,m}.

Demostracién. Sea S C I en las condiciones del lema y sea (p;) una sucesién de
precios convergente a po, tal que p; € II(S, ), para todo k. Ndtese que entonces
(px) C P*. Definamos la correspondencia G como la que a cada p € P le asocia el
conjunto G(p) = C(p)+ L%, u(S)Gi(p) en RE, siendo C(p) = ¥, u(L:\SH)Ci(p)
y Gi(p) = {Zi(p)|Z; € ©;}. C tiene grafo cerrado sobre P, pues para todo
t € I se verifica que C; es cerrada sobre P* y toma valores cerrados y acotados
inferiormente. Por definicién de ©;, se tiene que G; es cerrada y toma valores
cerrados y acotados inferiormente. Luego, G tiene grafo cerrado sobre P*. Basta
ahora probar que po € P*. Supongamos que no ocurre asi. Como 0 € G(p), para
todo k, existen zf € Ci(px), y existen 6F € G;(px), tales que para todo k se verifica
1,u(] \ S%)zF + ST, u(S%)0F = 0. Ademds, existe b < 0, tal que b < (25), y
b 5 (6%)4, para t_odo he{l,....,0  y para_todo k. Sea r > —b (m — 1).
Por (iii) existe k tal que para cada k > k se tiene que (z¥), > r, para algin
¢ € {1,...,m} y para algln bien A € {l,...,£}. Lo cual contradice el que
0 € G(px), para todo k 6, equivalentemente, p; € II(S,£), para todo k.
Q.E.D.

Consideremos una sucesién de coaliciones (S,), con p(S,) — 0. Supongamos
que el incentivo de la coalicién S, a desviarse de un comportamiento precio-
aceptante viene dado bien por el incremento medio de utilidad que pueden con-
seguir los agentes que la forman, o bien por el incremento agregado. A con-
tinuacién se prueba que entonces el incentivo de la coalicién S, a adoptar un
comportamiento no competitivo es arbitrariamente pequefio si n es suficiente-
mente grande.
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Teorema 3.1 Sea £ una economia en las condiciones de los lemas anteriores.
Supongamos que las funciones indirectas de utilidad V; son continuas en cualquier
p € TI(E), para todo i € {1,...,m}. Entonces el mecanismo competitivo es
compatible en incentivos coalicionalmente en el limite en £ .

I:Pemostracién. Supongamos que no se verifica la compatibilidad en incentivos
cpalicional en el limite. Entonces, existe € > 0 y existe una sucesién de asig-
naciones (z¥) tal que z¥ € X(Sk,£), y tal que para cada asignacién compe-
titiva z existe algin tipo de agente ip € {1,...,m} para el que se verifica
Ui (zf) > Ui (z) + ¢, , para casi todo t € S, para todo k. Sea p* € TI(Sy, )
el sistema de precios via el cual z* es una asignacién alcanzable por la coalicién
§. Por el lema 3.1, existe (S}), con u(Sy) — 0, tal que p* € TI(SL,E), para
todo k' < k. (p¥) es acotada y, por tanto, contiene una subsucesién, que también
denotamos (p*), convergente a p. Por el lema 3.5, TI(S4, £) es cerrado para todo
K > ko. Luego, p € Misk, II(S;,€). Aplicando el lema 3.4 se tiene que p € TI(£).
Por otra parte se tiene que V;(p*) > U,(zf), para casi todo ¢ € S*, para todo i y
para todo k. Sea z asignacién de equilibrio competitivo a precios p, con z; = x;
para casi todo t € I;, para todo i. Como V; es continua en p, se deduce que
limg sup U;(zF) < Vi(p) = Vi(:), para casi todo t € I. Por definicién, existe k
tal que limy sup Ui(z¥) > Ui(z¥) — &, para todo i, para todo k > k. Se obtiene
entonces una contradiccién con que Uy, (z¥) > U, (z;) + ¢, para casi todo ¢ € S,
pbra todo k.

: Q.E.D.

~ Obtenemos de este modo que una economia con un continuo de agentes, donde
sélo se distinguen un niamero finito de caracteristicas distintas, supera el test de
compatibilidad de incentivos coalicionales.

4 TUna interpretacion discreta: Sucesiones de
- economias réplicas

Por lo que al equilibrio competitivo se refiere, una economia con un continuo de
agentes, donde sélo se distinguen un nimero finito de caracteristicas distintas,
puede entenderse como una economia con un conjunto finito de agentes, y vice-
versa. (Véase Garcia-Cutrin y Hervés (1993)). Siguiendo esta idea, el objetivo
de esta seccién es discretizar el resultado limite de compatibilidad en incentivos
coalicionales obtenido para economias continuas de m tipos.

" A pesar de que en economias finitas los agentes individuales, y por tano las
coaliciones, tengan incentivos a adoptar un comportamiento no competitivo, cabe
esperar que tal incentivo disminuya a medida que aumenta el nimero de agentes.
En efecto, Roberts y Postlewaite (1976) prueban que la ganancia de utilidad que
un agente individual puede conseguir actuando estratégicamente converge a cero
si el nimero de agentes aumenta mediante réplicas o si la sucesién de economias
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converge a una economia en la que la correspondencia de precios de equilibrio
competitivo sea continua. En lo que sigue probamos que se obtiene el mismo
resultado si consideramos desviaciones de coaliciones. De hecho, como veremos,
no es mas que una interpretacion discreta del resultado obtenido para economias
continuas en la seccion anterior.

Consideremos una economia continua & como la descrita en la seccién 3,
donde sélo se distinguen m tipos de agentes. Siguiendo Garcia-Cutrin y Hervés
(1993), podemos interpretar esta economia continua &, como una economia con
m agentes donde el agente ¢ representa infinitos agente idénticos. También pode-
mos interpretar £ como una economia con m agentes no homogéneos, donde la
influencia relativa del agente ¢ viene dada por la medida p(I;) del subintervalo
I; que representa el tipo ¢. Para ello, asociamos a la economia &, una economia
discreta &, con m agentes, donde cada agente ¢ € I, = {1,...,m} viene caracte-
rizado por su conjunto de consumo X;, sus dotaciones iniciales w; y su relacién
de preferencias >;, representable por la funcién de utilidad U;. De este modo,
una asignacién f en & puede interpretarse como una asignacién z = (z1,...,Zn)
en &, donde z; = #I‘) J1, fdu. Reciprocamente, una asignacién z en &, puede
interpretarse como una asignacién f en &, , donde f es la funcién escalonada
definida por f(t) = zi,sit € I;.

Para cada r entero positivo, definimos la r-réplica de la economia &,,, que
denotamos por r€,,, como una nueva economia con rm agentes indiciados por
ij,i=1,...,m;j=1,...,r, tal que cada consumidor zj viene caracterizado por
su conjunto de consumo X;; = Xj, sus recursos iniciales w;; = w; y su funcién de
utilidad U;; = U;. Sea ©;; el conjunto de estrategias del agente ¢5 en la economia
r€n. Para cada i € I, definimos ©,; = O, para todo j € {1,...,r}.

Consideremos la sucesién de economias réplicas (r€,,). Denotemos por rl,,
(resp. por P(rl,)) el conjunto de agentes (resp. el conjunto de coaliciones) en
cada economia r€,,. Sea 7 entero positivo y sea S C 7l,, (resp. § C P(Fln))
una coalicién (resp. un conjunto de coaliciones) en la economia réplica 7€,,. A
continuacién introducimos la nocién de compatibilidad en incentivos coalicional
en el limite asociada a una coalicién S y a un conjunto de coaliciones S, respec-
tivamente.

Definicién 4.1 Decimos que el mecanismo competitivo es compatible en incen-
tivos para la coalicion S (o S-compatible en incentivos) en el limite en la sucesion
de economias réplicas (r&,,) si para todo € > 0 eziste r*, tal que para todo r > r*
se verifica lo siguiente. Si z” € X(S,r€,) entonces ezxiste x asignacion competi-
tiva de En tal que Ui(z:) > Ui(zT;) — ¢, para todo ij € S.

Definicién 4.2 Decimos que el mecanismo competitivo es compatible en incen-
tivos para el conjunto de coaliciones S (o S-compatible en incentivos) en el limite
en la sucesidén de economias réplicas (r€,,) si es S-compatible en incentivos en
el limite en (r€,,) para toda coalicion S € S.
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' La interpretacién de la definicién de compatibilidad coalicional en el limite en
e#conorm’as réplicas es la siguiente. Consideremos que el incentivo de una coalicién
a comportarse no competitivamente viene dado por la suma (o si se quiere por la
rbedia.) de la ganancia de utilidad que los agentes que la forman pueden conseguir
por desviarse de un comportamiento precio-aceptante. Entonces, si el mecanismo
dompetitivo es S-compatible en incentivos en el limite en (r€,,), se tiene que el
ihcentivo de cualquier coalicion S € § a comportarse no competitivamente es
dilrbitrariarnente pequefio si el nimero de agentes es suficientemente grande.

. A continuacién obtenemos la compatibilidad de incentivos coalicional en el
limite del mecanismo competitivo en economias réplicas como una interpretacién
iscreta del resultado establecido para economias continuas de m tipos de agentes.

ara ello, necesitamos un lema previo que relaciona el conjunto de precios al-
canzables por una coalicién en una economia finita con el conjunto de pre-
cios alcanzables por determinadas coaliciones asociadas en la economia conti-
nua. Utilizaremos la siguiente notacion. Para cada coalicién S en r&,, sea
Sh ={7€{l1,...,r}ij € S} y sea r; = card(S;). Dada una coalicién cualquiera
S C rI,, le asociamos el conjunto S, de coaliciones en la economia continua &, .
. estd formado por las coaliciones S, C [0, 1], tales que u(S;) = X, para todo
i€ {l,...,m}.

Lema 4.1 Sea S una coalicién en la economia réplica r€. Se verifica que
H(S, r€) = (8., &), siendo S, el conjunto de coaliciones asociado a S en la
ekonomz’a continua &, .

ﬂ?emostracién. Sea p un sistema de precios alcanzable por la coalicién S en
r€m via el perfil de estrategias (6;;);jcs- Basta hacer notar que entonces existen
z; € Ci(p), para cada i € I, tales que 0 = Y7, ri; + X7 (r — 7;)z;, con 0; =
%{EjeS.- 0;;. Por definicién de los conjuntos de estrategias, se tiene que §; € O;,
para todo ¢ € {1,...,m}. Por tanto p € II(S,, &.), cualquiera que sea S, € S..
Recfprocarnente, si p € TI(S,, &), para alguna coalicién S, € S, entonces por el
lema 3.1 existen z; € Ci(p), para cada i ¢ Js, y existen 6; € Z,(p), con Z, € O,
p;yara cada t € S, tales que 0 = ¥, (u(L) — u(S¥)) 2z + &7, p(Si)8;. Luego
p € II(S,r&n).

| Q.E.D.

|

| Hemos obtenido que un sistema de precios p es alcanzable por una coalicién S
en la economia r€,, si y solo si p es alcanzable por cualquier coalicién S, € S. en la
economia continua &, . Como consecuencia inmediata se tiene que si los consumos

| . < e _ 1 - .
(ﬁ‘tij);jgs son factibles para la coalicién S en r&,,, entonces f(t) = = 2ijes: Tijy S
ti€ S, es factible para la coalicién S, € S.. Reciprocamente, si f € X(S,, &),

c?n S € S, entonces z;; = z; = Tlsé—) Jsi fdu es factible para S en r&,.
. Los siguientes lemas permiten caracterizar los precios de equilibrio competi-

tivo de la economia &,, como aquellos que son alcanzables por alguna coalicién
en cualquier réplica r€,, con r suficientemente grande.
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Lema 4.2 Sea S € § C P(FI). Entonces II(S,r€,) C I(S,7E,) para todo
r > 7. Por tanto, II(S,r m) II(S,7Ey), para todo r > 7.

Demostracién. Basta hacer notar que si r > 7, entonces II(S,r€y,) = II(S., &) y
I1(S,7Ex) = (S, £.), con u(S?) < u(S?), para todo ¢ € {1,...,m}.
Q.E.D.

Observaciones. Obsérvese que II(S,r€) C I(7l,,7E,), para todo r > 7.
Ademis II(rI,,r€,) = I(r'I,,r"Ey), para cualesquiera r,r’ enteros positivos.
Luego, para todo r’ € IN se verifica II(S,r€,) C (r'I,,r"Ey). Por el lema
anterior, considerando S € P(Fl,), se tiene que II(S,rE,) C I(S,7E,), para
todo r > 7. La pregunta es, si S € P(rl,)\ P(r'l,) con r’ < r, jexiste alguna
coalicién S’ € P(r'l,), distinta de r'I,,, tal que II(S,rE,,) C II(S',r'E,)?. La
respuesta es si. En efecto, sea S € P(rl,) \ P(r'ln) y sea H = {1 € I,|r; > '},
H # 0 pues S ¢ P(r'I,). Tomemos S’ € P(r'l,) como la coalicién formada
por r; agentes de tipo ¢, si ¢ ¢ H, y r’ agentes de tipo ¢, si ¢ € H. Sea ahora
p € II(S,r€,). Entonces existen z; € Ci(p), para cada ¢ € I, y 6; € Z;(p),
con Z; € O;, para cada ¢ € J, tales que 0 = Y72, (r — )z + S m ribi. Sea
J = {i € I,|r; > 0}.Definamos para cada 7 € J la estrategia 8} = (1 —\;)z;+ \9;,
con A\; = Iri sit¢g Hy A\ = % sit € H. Se deduce que 0 = Yippy(r' — 1)z +
Yign i0; + ien v'0;. Por tanto p € II(S',r'Ey).

Como interpretacién discreta del lema 3.4 se obtiéne el siguiente resultado.

Lema 4.3 Supongamos que la economia &, verifica las condiciones del lema 3.2.
Entonces, st existe S C 71, tal que p € I1(S,rE,,) para todo r > 7 se tiene que
p € II(&L).

Demostracién. Para cada r € IN, se tiene que II(S,rE,) = P(SL, &), y u(S7)
converge a cero cuando r — oo. Por €l teorema 1 a) en Garcia-Cutrin y Hervés,
se verifica que II(£,,) = [I(£,.). Basta aplicar ahora el lema 3.2.

Q.E.D.

La interpretacién discreta del lema 3.5 establece condiciones suficientes para
que el conjunto de precios alcanzables por una coalicién en una economia réplica
sea un conjunto cerrado. Para ello, consideremos una coalicion S C 7I. Recordar
que r; = card(S;), siendo S; = {j € {1,...,7}|ij € S}. Recordar también que
P* = {pe P|ZL, Cip) # 0}

Lema 4.4 Supongamos que la economia &,, verifica las condiciones establecidas
en el lema 3.5. Entonces II(S, 7€) es cerrado para todo r > max;er,, {r:}.

Demostracién. Es suficiente tener en cuenta que II(S,r€,) = II(S.,&), y
(u(L;) — u(I;NS7)) > 0, para todo ¢ € I, si y sélo si r > maxer, {r:}.
Q.E.D.
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Por 1ltimo, el teorema 3.1 permite concluir que para sucesiones de economias
réplicas (r€,,), el mecanismo competitivo es S-compatible en incentivos en el
lﬁmite, cualquiera que sea el conjunto de coaliciones § C P(rl,), para algin
r entero positivo. En particular, el mecanismo competitivo es compatible en

|
ibpcentivos individualmente en el limite.

Teorema 4.1 Sea la economia £, en las condiciones del teorema 3.1. Conside-
remos la sucesion de economias réplicas (r€,), y una coalicion S C rl,,, para
algin r. Entonces, el mecanismo competitivo es compatible en incentivos para la
¢oalicion S en el limite en (r€y).

Demostracién. Si f es asignacién de equilibrio competitivo en &, , entonces z,
) _ 1 . .. o1 . )

don z; = 75 . fdu, es asignacién de equilibrio competitivo en &, (teorema
1.a) en Garcia-Cutrin y Hervés). Utilizando ahora el teorema 3.1 se concluye la
prueba.

Q.E.D.

5 Compatibilidad coalicional de incentivos en
el limite en sucesiones de economias conti-
nuas

En la seccién 3 se ha probado que el mecanismo competitivo es compatible en
ihcentivos coalicionalmente en el limite en economias continuas con un nimero
finito de tipos. Ello, permite generalizar el resultado obtenido por Roberts y
Postlewaite (1976) para sucesiones de economias réplicas, donde sélo se consi-
deran incentivos individuales. Concretamente, permite obtener, como una in-
terpretacion discreta, la compatibilidad de incentivos coalicional en el limite del
mecanismo competitivo en economias réplicas. En el citado articulo de Roberts y
Postlewaite se establece un ejemplo de una sucesién de economias finitas, donde
qi!l nimero de agentes converge a infinito de modo que la dotacién de cada agente
se hace arbitrariamente pequefia respecto a la dotacién agregada y, sin embargo,
dl mecanismo competitivo no es compatible en incentivos individualmente en el
limite. Por tanto, si consideramos situaciones en las que el nimero de agentes
q‘;umenta de manera arbitraria, el resultado obtenido para economias réplicas no
qu, en general, cierto.

. El objetivo de esta seccién es extender el teorema 3.1 a situaciones mas gene-
ﬂales, de modo que nos permita obtener una interpretacion discreta en términos
de sucesiones de economias finitas, donde el numero de agentes no aumente me-
djante réplicas, sino de manera arbitraria. Como veremos a continuacion, para
abtener la compatibilidad coalicional en el limite en casos mas generales, es
@ndicién suficiente la continuidad de la correspondencia II de precios que vacia
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los mercados. Para formalizar dicha condicién necesitamos definir una topologia
en el conjunto de economias.

Sea £ una economia de intercambio puro sin dtomos. El espacio de agentes
viene representado por el espacio de medida (I, 4, ), siendo I = [0, 1] el con-
junto de consumidores, A el conjunto formado por los subconjuntos medibles de
I y pu la medida de Lebesgue. Cada agente ¢t € I viene caracterizado por ‘su
conjunto de consumo X; = IR, sus recursos iniciales w; € X;, y una relacién de
preferencias >; sobre su conjunto de consumo, representable por una funcién de
utilidad U, : X; — IR continua. Sea C; la correspondencia de exceso de demanda
competitiva del agente t € I en la economia €. Para estudiar propiedades de in-
centivos coalicionales en estas economias mas generales que la economia continua
de m tipos de agentes, consideramos que los agentes pueden declarar otras corre-
spondencias de respuesta a los precios diferentes de la competitiva. Denotemos
por O el conjunto de estrategias de cada agente t € I, definido como sigue

0={ Z:P- IT?.llZ es una correspondencia cerrada, con valores no vacios,
y para cada p"€ P seiverifica que p8 < 0 para todo 6 € Z(p)}

R = IRU{oc} denota la compactificacién de Alexandroff de IR. Como IR es un
espacio métrico, localmente compacto y separable R es compacto y metrizable.
Témese, por ejemplo, la distancia definida por d(z,y) = min{| arctg z—arctgy |,
7— | arctgx —arctgy |}, si 2,y # oo,y d(z,00) = min{} —arctg z, +arctg z}.
Consideremos en R’ la topologia producto. Decimos que una correspondencia
Z definida en P y con valores en R es cerrada si su grafo gr(Z) = {(p,9) €
P x F‘w € Z(p)} es cerrado en P x R’. Denotemos por F(P x W) el conjunto
formado por todos los subconjuntos cerrados no vacios de P x R’. Consideremos
en F(P x ﬁe) la la distancia de Hausdorff, que denotamos por éy. P x R es
un espacio métrico compacto. Por tanto, (F(P x W),ay) es un espacio métrico
compacto. Como cada correspondencia Z € O es cerrada, podemos interpretar
© como un subconjunto de F(P x W). Consideremos en O la distancia 0p.

Observaciones. Supongamos que el comportamiento estratégico de cada agente
t € I consiste en declarar una funcién de utilidad U;, que representa unas prefe-
rencias distintas de sus preferencias reales, y unos recursos iniciales w, < wy.
Entonces, las correspondencias de exceso de demanda, procedentes de dicho
comportamiento, son semicontinuas superiormente en int(P) y toman valores
cerrados en IR¢, por tanto, tienen grafo cerrado en int(P) x IR®. (Véase Hilde-
brand (1974)). Sea Z : int(P) — IR® una correspondencia de exceso de demanda
de este tipo que procede de una funcién de utilidad U y unos recursos iniciales
w. Sea F, = {z € ﬁelxh =00 y Tk € [~wk,00] paratodo k # h}, donde
para cada = € W, z;, denota la h-ésima coordenada de z. Para cada p € P
sea H(p) = {h € {1,...,£}|pn = 0}. Definamos 7 como la correspondencia

dada por Z(p) = Z(p), si H(p) = 0, y Z(p) = {z € R'|pz < 0} M{User) Fr}, si
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H(p) # 0. Nétese que Z € ©. En efecto, por construccién se tiene que cualquiera
que sea p € P se verifica pf < 0 para todo 8 € Z(p). Como Z tiene grafo ce-
ﬁrado en int(P) x IR, se deduce que Z tiene grafo cerrado en P x R’. Ademds
0 € [;Zi(p)du si y slo si 0 € [; Zi(p)du. Asi pues, podemos considerar, como
daso particular, que las estrategias de un agente t € I consisten en las correspon-
dencias de exceso de demanda resultantes de declarar caracteristicas diferentes
de las reales, es decir, correspondencias de exceso de demanda procedentes de
preferencias definidas por U] y recursos iniciales w!, en vez de U, y w;.

| Por dltimo, sefialar que uno podria pensar en definir Z de modo que (Z(p))x =

~

g0, para cada h € H(p). Pero en este caso no podemos garantizar que Z tenga

ifafo cerrado en P x R'. La razén es que si (p,) en int(P) converge a p, con
ard(H(p)) > 1, entonces existe h € H(p) tal que (Z(p,))s converge a oo, pero
(Z(p,))n puede no converger a co para todo k € H(p). (Véase Aliprantis, Brown
y Burkinshaw (1990), pag. 27). '

Un perfil de estrategias para es una aplicacién medible § : I — ©. Sea 8
el perfil de estrategias dado por g(t) = C,, para cada t € I. Para determinar
lbs precios de equilibrio competitivo de la economia € es suficiente describir
& como una medida & sobre O, definida por @ = p o 1. Nos referiremos a
@ como la medida de probabilidad que describe la economia £ . Sea M(O) el
conjunto de medidas de probabilidad de Borel sobre ©. Consideremos en M(0)
lb topologia de la convergencia débil de medidas. Cada perfil de estrategias 6
define una medida de probabilidad ay € M(0O) dada por oy = p 0 ~!. Ademds,
dada elemento de M(0) puede entenderse como la descripcién de una economia
a‘isbstracta.

" Dado un sistema de precios p € P definimos la correspondencia (-, p) : @ —

ifﬁz dada por ¢(Z,p) = Z(p), para cada Z € ©. Decimos que p € P es un
sistema de precios que vacia los mercados en la economia descrita por la medida
a € M(0), y denotamos p € II(a), si 0 € fg@(Z,p)de = [g Z(p)dx. Decimos
que un sistema de precios p € P es alcanzable por la coalicién S en la economia
$ , ¥y denotamos p € II(S, ), si existe un perfil de estrategias 6, con 6(t) = C,
para cada t ¢ S, tal que 0 € Jg ¢(Z, p)dve, equivalentemente, p € II(ag). Luego,
si p € II(S,€) entonces existen 2, € Ci(p), para cada t ¢ Sy 6, € Zi(p), con
Z, € O para cada t € S, tales que 0 = Jns 2du(t) + fs0:dp(t). Si para todo
t! € S se verifica que 8, + w, € IRﬂ_, decimos entonces que z5 : § — IRﬂ_, con
25(t) = 8; 4+ w; es una asignacién factible para la coalicién S en la economfa € ,

y denotamos z° € X (S, ).

- Consideremos ahora una sucesién (£,) de economias de intercambio puro sin
tomos. En cada economia £, el espacio de agentes viene representado por el
pacio de medida (I, A, i), siendo I = [0,1] el conjunto de condumidores, A el
‘onjunto formado por los subconjuntos medibles de I y p la medida de Lebesgue.
j}ada agente t en la economia &, viene caracterizado por su conjunto de consumo
X: = IR%, sus recursos iniciales w € X;, y una relacién de preferencias =7 sobre
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su conjunto de consumo, representable por una funcién de utilidad U} : X; — R
continua. Sea C}' la correspondencia de exceso de demanda competitiva del
agente t € I en la economia &,. Sea S una coalicidn en la economia &,. Decimos
que S pertenece también a la economia &, si existe una coalicién S’ en &, con
g(S) = pu(S’) y una biyeccién = : § — §’, tal que para todo agente t € S se
verifica que wi = w,':it) yU!= ,’:('t). Como el mecanismo competitivo es anénimo,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 7 es la identidad. Decimos
que la sucesién de economias (£,) coverge a la economia £ si la sucesién de
medidas a,, converge débilmente a a, siendo ¢, (resp. a) la medida que describe

E, (resp. £).

Definicién 5.1 Sea (£,) una sucesion de economia sin dtomos que converge a la
economia £ . Decimos que el mecanismo competitivo es compatible en incentivos
coalicionalmente en el limite en sentido fuerte en la sucesion de economias (£,)
si para cualquier sucesion de coaliciones (Sy,) con las propiedades

i) S, pertenece a &, para todo n,

ii) Eriste 0 tal que, para cadan > 7 S, pertenece a €y para todo 7 < n' < n,
Y,

ii1) u(S,) converge a cero,
se verifica que para cada € > 0 eziste n*, tal que para todo n > n* se tliene
que st z" € X(S,,&,), entonces existe z;, asignacion walrasiana de &,, tal que
U(z(8)) > U(z™(t)) — €, para casi todo t € S,,.

Definicion 5.2 Decimos que el mecanismo competitivo es compatible en incen-
tivos coalictonalemte en el limite en sentido fuerte en la economia sin dtomos
E silo es en cualquier sucesion de economias (£,) que converja a £ . En este
caso diremos que € supera el test de compatibilidad de incentivoa coalicionales
en sentido fuerte.

Nétese que la compatibilidad coalicional de incentivos en el limite en sentido
fuerte implica la compatibilidad coalicional de incentivos en el limite. La in-
terpretacién continua del ejemplo que aparece en Roberts y Postlewaite (1976)
prueba que las hipétesis que garantizan que el mecanismo competitivo sea compa-
tible en incentivos coalicionalmente en el limite en economias continuas de m
tipos no son suficientes si consideramos economias mas generales. Probamos
a continuacién que la continuidad de la correspondencia de precios que vacian
los mercados es condicién suficiente para obtener la compatibilidad coalicional
de incentivos en el limite en sentido fuerte. Probablemente esta condicién de
continuidad sea mds fuerte que necesaria. Lo que realmente necesitamos es que
cuando n — oo y las economias reales y aparentes estin cerca, entonces los
precios que vacian los mercados estén también cerca. Esto es precisamente lo
establecido directamente en el lema 3.2 para el caso de economias continuas de
m tipos de agentes y, en el lema 4.3 para el caso de economias réplicas.
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Teorema 5.1 Sea £ una economia continua y sea o € M(O) una medida de
probabilidad que describe a € . Supongamos que la correspondencia de precios que
vacian los mercados es continua en a y que las funciones indirectas de utilidad
V; ezisten y son continuas en un entorno de II(a) para casi todo agente t € I.
Entonces £ supera el test de compatibilidad de incentivoa coalicionales en sentido
fuerte.

Demostracio’n. Supongamos que no se verifica la compatibilidad de incentivos
goalicional en el limite en sentido fuerte. Entonces, existen una sucesién de
economias (&,) que converge a £ , una sucesion de coaliciones (S,) con las
sropiedades (7), (ii) y (iti) en la definicidn 5.1, existe € > 0 y, existe una sucesién
ﬁe asignaciones (z") € X(Sn,&x), tales que para cada asignacién competitiva 7
de &, se verifica U;(z™(t)) > Uz (t)) +e, para todot € S, C Sy, con u(S.) > 0,
para todo n. Para cada n, sea p, € II(S,,&,) el sistema de precios via el cual
2" es una asignacién alcanzable por la coalicién S, en la economia &,, y sea
8, el perfil de estrategias via el cual p, es alcanzable por la coalicién S, en la
aconomfa &,. Consideremos o/, = y 0 6. Como u(S,) converge a cero, se tiene
que a;, converge débilmente a a. Sea a, la medida de probabilidad que describe
4 la economia &,. Por la desigualdad triangular, se tiene que para cada 6 > 0
existe 7 tal que 6p(Il(a;,),11(an)) < 6, para todo n > 7. Luego, para cada n
suficientemente grande, existe p, € II(ay) tal que p, estd arbitrariamente cer-
dano a p, y ambos en un entorno de II(a), donde las funciones V; son continuas.
Sea Z" asignacién competitiva a precios f, en la economia £,. Se tiene entonces
que Vi(pa) 2 Ui(a(t)) > U(2™(t)) + € = Vi(Pn) + ¢, para todo t € Sy, C S},
don u(S)) > 0, para cada n suficientemente grande. Pero esto contradice la
continuidad de las funciones de utilidad indirecta.

Q.E.D.

¢orolario 5.1 Sea & una economia continua y sea « € M(0O) una medida de
probabilidad que describe a £ . Supongamos que la correspondencia de precios que
vacian los mercados es continua en o y que las funciones indirectas de utilidad
V. ezisten y son continuas en un entorno de II(a) para casi todo agente t € I.
sntonces el mecanismo competitivo es compatible en incentivos coalicionalmente

én el limite en la economia € .

IjDemostracién. Basta considerar &, = £ para todo n.

| Q.ED.
‘ Para establecer el resultado de compatibilidad coalicional en el limite en sen-
tbdo fuerte en economias continuas mas generales que las de m tipos, hemos
supuesto que la correspondencia de precios que vacian los mercados sea continua
en la medida de probabilidad que describe la economia. En lo que sigue, obte-
rJ@emos que esta continuidad es genérica, en el sentido de que se verifica en un
cbnjunto residual de M(0). Un conjunto residual de un espacio métrico es aquel
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que contiene una interseccién numerable de subconjuntos abiertos y densos o,

equivalentemente, su complementario esta contenido en un conjunto de primera
categoria (unién numerable de conjuntos diseminados, esto es, unién numerable

de conjuntos cuya clausura tiene interior vacio). El teorema de Baire establece

que un residual de un espacio métrico completo es denso. su complementario es

de primera categoria (unién numerable de conjuntos diseminados, esto es, unién

numerable de conjuntos cuya clausura tiene interior vacio).

En la prueba de que la correspondencia II es continua en un subconjunto
residual de M(0), utilizaremos el siguiente lema.

Lema 5.1 La corfespondencia p:Ox P — R, definida por o(Z,p) = Z(p), es
semicontinua supertormente.

Demostracién. Supongamos que ¢ no es semicontinua superior en (Z,p) € O x P.
Entonces, existe una sucesién (Z,,p,) en © X P, tal que (Z,) converge a Z
con la distancia de Hausdorff §y y (p,) converge a p, y existe un abierto G
entorno de ¢(Z, p) en TR—[, tal que existe una subsucesién (Z,,,p., ), que verifica
Zr (pr, )NG® # 0. Denotemos F,, = Z,,(pr,) NG®. (F,,) es una sucesién de
subconjuntos cerrados no vacios de R’. Por tanto, existe una subsucesién, que
también denotamos por (F,,) y existe F' C R, F # 0 tal que Li(F,,) = F =
Ls(Fy,,). (Véase Hildebrand (1974)). Sea § € F, recurriendo si es necesario a
una subsucesién, existe 8,, € Z,, (p,,) NG®, tal que 8, converge a §. Como
Z tiene grafo cerrado y G° es cerrado, se deduce que 8 € Z(p)NG°. Lo que
contredice que ¢(Z,p) C G.

Q.E.D.

Teorema 5.2 Consideremos el espacio M(0O) con la topologia de la convergen-
cia débil. La correspondencia que vacia los mercados es continua en un subcon-

junto residual de M(O).

Demostracién. Veamos en primer lugar que © es compacto. Para ello basta ver
que es cerrado, pues (F(P x W), 81 ) es un espacio métrico y compacto. Sea (Z,)
una sucesién en © que converge a Z con éy. Entonces Li(Gr(Z,)) = Gr(Z) =
Ls(Gr(Z,)). Por definicién de limite superior e inferior, se tiene que Z toma va-
lores no vacios, tiene grafo cerrado y pf < 0 para cada p € P. Luego Z € ©. Por
tanto, © es un subconjunto compacto de un espacio métrico y, en consecuencia
es separable y completo. Se obtiene entonces que la convergencia débil define
una topologia separable y metrizable en M(0) y ademas, por ser © compacto y
completo, M(0O) es compacto y completo. (Véase Mas-Colell (1985)). Asi pues,
la correspondencia de precios que vacian los mercados esta definida en un espa-
cio métrico completo y toma valores en un espacio métrico completo y separable.
Luego, para demostrar que II es continua en un subconjunto residual de M(©O)
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H)asta ver que es semicontinua superiormente. ( Véase teorema 1.4.13 en Aubin

¥ Frankowska (1990)).

l Sea 6 un perfil de estrategias y oy € M(O) la medida de probabilidad aso-

ciada. Sea p € P. Definimos F(ag,p) = [ov(Z,p)dag = [;0(t)de. Como ¢ es
semicontinua superiormente, se verifica si uo8;! converge débilmente a pof-1y
P converge a p, entonces Ls(F(q,,pa)) C F(ag,p). (Véase Mas-Colell (1985)).
Por tanto, II es semicontinua superiormente.

Q.E.D.

Observaciones. Supongamos que las estrategias son funciones de demanda,
consideradas como caracteristicas de los agentes. Entonces, se sabe que el con-
jhnto de economias regulares es abierto y denso en el espacio de economias. Para
este tipo de resultados véase, por ejemplo, Hildebrand (1974) (teorema 5, pag.
171), Dierker (1982) (pag. 816-817), y Mas-Colell (1985) (cap. 8).

6 Una interpretacién discreta: Sucesiones de
economias descritas via medidas simples

¢omo hemos visto, el teorema 3.1, establecido para economias continuas de m
tﬁpos de agentes, permite una interpretacion discreta en términos de economias
réplicas. Veremos en esta seccidn que el correspondiente resultado para economias
continuas mds generales, permite una interpretacién discreta en términos de
économfas descritas via medidas simples.

Sea £ una economia de intercambio puro con un conjunto finito de agentes
I = {1,...,n} definida sobre el espacio de mercancias X = IR®. Cada agente
i € I se caracteriza por su conjunto de consumo X; = R, sus recursos iniciales
cnl},' € X; y su funcién de utilidad U; : X; — R continua y creciente. Sea C; la
correspondencia de exceso de demanda del agente i € I y sea ©; = O el conjunto
(ﬁe estrategias para cada agente ¢ € I. Para determinar los precios de equilibrio
dompetltlvo de la economia € basta describir £ por la medida simple a € M(0),

dﬁefimda por a(B) = C‘"d(Bn{C" Cu}) , para cada subconjunto de Borel B de ©.

| Asociemos a la economia discreta £ la economia continua &, de m tipos dis-
tEntos, com m < n, donde el conjunto de agentes, representado por el intervalo
[‘ , 1] se divide en n subintervalos disjuntos I,,...,I,, con I; = [’nl , %), siz#n,
I, = [%, ] Las caracteristicas de cada consumidor ¢ € [0,1] vienen dadas por
X, Xiywy =w;, y Uy = Ui, sit € I, siendo I; el conjunto de agentes asociado
a{ll agente .

‘ Consideremos ahora una sucesién (&,) de economias discretas. En cada
q‘conomfa &, el espacio de agentes viene representado por el espacio de medida

(}In, P(1,), ), siendo I, €l conjunto de condumidores, P(I,) el conjunto formado
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por los subconjuntos no vacios de I, y p la medida de contar. En cada economia
&, cada agente agente ¢ € I, viene caracterizado por su conjunto de consumo
X; = IR%, sus recursos iniciales w? € X;, y una funcién de utilidad U? : X; — IR
continua y creciente. Sea CT la correspondencia de exceso de demanda compe-
titiva del agente ¢ € I, en la economia &,. Sea S una coalicién en la economia
&,. Decimos que S pertenece también a la economia &, si existe una coalicién
S’ en &, con Card(S) = Card(S’) y una biyeccién 7 : S — S, tal que para todo
agente : € S se verifica que W} = :Ei) yUr = 1?('1')' Como en la seccién anterior,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 7 es la identidad.

A continuacién introducimos la nocién de compatibilidad en incentivos coali-
cional en el limite en la sucesién de economias (£,) asociada a una coalicién S y
a un conjunto de coaliciones S, respectivamente. '

Definicién 6.1 Sea (£,) de sucesidn economias finitas y S una coalicidn per-
teneciente a £, para todo n > n. Decimos que el mecanismo competitivo es
compatible en incentivos para la coalicion S (o S-compatible en incentivos) en
el limite en la sucesion de economias (£,) st para todo € > 0 eziste n*, tal que
para todo n > n* se verifica lo siguiente. Si z™ € X(S,&,) entonces eziste T"

asignacion competitiva de &, tal que U;(Z?) > U;(z}) — €, para todo i € S.

Definicién 6.2 Sea & un conjunto de coaliciones tal que cada coalicién S € S
pertenece a &, para todo n > @. Decimos que el mecanismo competitivo es
compatible en incentivos para el conjunto de coaliciones S (o S-compatible en
incentivos) en el limite en la sucesién de economias finitas (£,) st es S-compatible
en incentivos en el limite en (&,) para toda coalicion S € S.

Si consideramos que la sucesién de economias &, verifica que Card(l,) con-
verge a 0o, entonces la interpretacién de la definicién coalicional en el limite en
este tipo de economias, donde el nimero de agentes aumenta de manera arbi-
traria, es la misma que en el caso de economias réplicas.

A continuacion obtenemos la compatibilidad de incentivos coalicional en el
limite del mecanismo competitivo en sucesiones de economias finitas, mas gene-
rales que las economias réplicas, como una interpretacién discreta del resultado
establecido para economias continuas més generales que las de m tipos de agentes.

Teorema 6.1 Sea (£,) una sucesion de economias con un conjunto finito de
agentes (I,), tal que k(n) = Card(I,) converge a oo. Supongamos que la su-
cension de medidas simples (a,) en M(O) que describe la sucesion de economias
(&,) converge a una medida o € M(O) donde la correspondencia II de pre-
cios que vacian los mercados es continua. Sea S una coalicion de agentes en
la economia £, para todo n > ny. Supongamos que para cada @ € S la funcidn
indirecta de utilidad V; esziste y es continua en un entorno de II(a). Entonces el
mecanismo competitivo es compatible en incentivos en el limite para la coalicion
S en la sucesion de economias (£,).
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emostracién. Denotemos por &, la economia continua de m(n) tipos, con
(n) < k(n) asociada a la economia finita &,. La sucensién de medidas simples
) en M(0), que describe la sucesién de economias (£,), describe también
sucesién de economias continuas (&(n)). Asociemos a la coalicién S en la

,conomia &y la coalicién S.(») en la economia &y, deﬁnida por Se(n) = Uses I,-k (”),
iendo I,-k(n) = [,:(;nl), k—(’n—)), si 1 # k(n), I,’:f:)) = -’5&%7)-1, 1]. Por el teorema 5.1 se
btiene que el mecanismo competitivo es compatible en incentivos coalicional-
mente en el limite en sentido fuerte en la sucesién de economias (€y,)). Por otra
varte I1(S, E,) = II(Se(n), Ec(n)) ¥ (Se(n)) verifica las condiciones establecidas en
la definicién 5.1. Luego se tiene, en particular, que el mecanismo competitivo
#s compatible en incentivos en el limite para la coalicién S en la sucesién de
economfas (&,).

Q.E.D.

7 El problema de withholding en el limite

En una economia de intercambio puro, fijados los conjuntos de consumo, cada
agente se caracteriza por sus preferencias y sus recursos iniciales. Podemos consi-
derar situaciones donde obtener informacién completa de las dotaciones iniciales
de cada agente no sea siempre posible, o situaciones donde conseguir tal infor-
macién suponga costes muy altos. Asi, en una economia de propiedad privada,
parece razonable considerar que los agentes tienen la posibilidad de llevar al
mercado no todos sus recursos sino unicamente parte de ellos. Con un compor-
tamiento estratégico de este tipo los agentes pueden alterar la formacién de
precios, guiados a su propio benefecio. De hecho, situaciones econémicas donde
se queman bienes con la intencién de manipular precios son bastante comunes en
la realidad, por ejemplo, cuando hay un exceso de produccién de determinadas
mercancias. En este caso se ocultan bienes inicamente para alterar la formacién
de los precios. Pero este tipo de comportamiento estratégico en recursos puede
considerarse no solo guiado a variar precios sino también con la intencién de
dedicar al consumo todo o parte de aquello que se oculta. Este problema de
poder manipular precios y obtener beneficios falsificando recursos, se conoce en
la literatura como problema de withholding (con rendimiento total o parcial,
gegln se consuma todo o parte de lo que no se lleva al mercado).

Postlewatite (1979) y Thomson (1987) prueban que cualquier mecanismo de
asignacién de recursos 6ptimo de Pareto e individualmente racional esta sujeto al
problema de withholding con rendimiento total (Postlewaite) y rendimiento par-
cial (Thomson). Posteriormente Yi (1991) generaliza estos resultados y prueba
que la hipétesis de individualidad racional puede ser eliminada en ambos casos,
es decir, el problema de withholding se presenta en cualquier mecanismo de asig-
nacion optimo de Pareto, sea o no individualmente racional, tanto si los agentes
consumen la totalidad de los recursos que ocultan como si consumen unicamente
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parte de aquello que no llevan al mercado.

Por otra parte, desde que Aumann (1964) planted un modelo de equilibrio ge-
neral sin 4tomos y presenté su conexion con el supuesto de competencia perfecta,
la hipétesis de un comportamiento precio-aceptante ha sido unida a la no exis-
tencia de atomos. Sin embargo, Ostroy y Zame (1994) ponen de manifiesto que,
en general, el problema de la competencia perfecta no se resuelve al considerar
un continuo de agentes, pues, aun siendo asi, depende de los que ellos denominan .
“espesor” o “grosor” de la economia. A pesar de esto y de los resultados de impo-
sibilidad anteriormente mencionados, cabe conjeturar que en economias con un
continuo de agentes y con un espacio de mercancias de dimensién finita se verifi-
que (al menos genéricamente), que grupos arbitrariamente pequefios de agentes
tengan una influencia arbitariamente pequefia en la formacién de precios, si adop-
tan un comportamiento estratégico consistente en ocultar parte de sus recursos
iniciales. El objetivo de esta seccidn es probar que dicha conjetura es cierta. Para
ello, consideramos una economia £ con un continuo de agentes, como la definida
en la seccidén 5, esto es, £ = (I = [0,1],4,p),X; = R, ,w; € X, Uyt € ).
Suponemos que £ verifica los supuestos establecidos en Aumann (1964) que
garantizan la existencia de equilibrio competitivo en economias continuas
(1) frw(t)d(t) >> 0,

(H.2) Las funciones de utilidad U; son estrictamente monétonas, y
(H.3) Las funciones U;(z) son medibles simultdneamente en z y ¢ respecto a la
topologia compacto-abierta.

Como ya hemos sefialado, queremos concentrarnos ahora en manipulacién de
precios via comportamientos estratégicos en recursos. Por ello, supondremos que
las preferencias de los agentes son fijas y bien conocidas.

Sea ©, = {6 € R, |6 <w } el conjunto de estrategias del agente ¢t € 1.
Un perfil de estrategias es una aplicacién 8 : I — U,¢; Oy, tal que 6(t) € O,
para todo t € I. Asi, si los agentes declaran un perfil de estrategias 6 diferente
de w, aparentan una economia & distinta de la real &, definida por recursos
iniciales 6(t) en vez de wy, para cada t € I. Para garantizar que exista equilibrio
competitivo en las economias aparentes, decimos que un perfil 8 es admisible si

[16(t)du(t) >> 0.

Siguiendo Ostroy y Zame (1994), para concluir que un equilibrio walrasiano
(p,z) de la economia & es perfectamente competitivo deberiamos poder decir
que, si (S,) es una sucesién de coaliciones cuyo tamaifio converge a cero y (6,)
es una sucesién de perfiles (que converge a w) en los que S, oculta parte de sus
dotaciones, entonces debe existir una sucesién de equilibrios walrasianos (p,, z,)
asociados a la sucesién de economias (&, ), tal que p, converge a p. Esto es un
modo de decir que los precios de equilibrio competitivo pueden considerarse como
aquellos que no pueden ser manipulados por grupos de agentes arbitrariamente
pequefios. A continuacién formalizamos este test de competencia perfecta.

Definicién 7.1 Sea (p,z) un equilibrio competitivo de la economia £. Decimos
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que (p,z) pasa el test de withholding si se verifica lo siguiente. Dada cualquier
sucesidn de coaliciones (S,) tal que u(S,) converge a cero y, dada una sucesion
de perfiles (0,) tal que 0,.(t) = w; para todo t ¢ S,, existe un equilibrio walrasiano
(pn, Tr) para cada &,, tal que p, converge a p.

El test de withholding hace referencia a convergencia de precios y no a con-
vergencia de asignaciones. Ndtese que, aunque las asignaciones walrasianas no
tienen por qué estar unicamente determinadas por precios, las utilidades corre-
spondientes si lo estan. Por tanto, aunque las asignaciones z, no converjan a
z, las utilidades U;(z,(t)) si convergen a U;(z(t)). Nétese también que no se
dice que la coalicion que actia estratégicamente se beneficie de dicho comporta-
miento. Esto estd en relacion con la interpretacién de competencia perfecta como
la no manipulacion de precios por grupos arbitrariamente pequefios. Cualquier
manipulacién de precios, favorable o no, contradice la nocién de competencia
perfecta. En un modelo con un mecanismo competitivo bien definido, la ma-
nipulacién no favorable podria ser ignorada. Sin embargo, en un modelo de
negociacién, a pesar de que los individuos puedan no beneficiarse directamente,
su capacidad para influir en la formacién de precios podria favorecer o perjudicar
a otros agentes, lo que da lugar a una oportunidad de beneficio potencial (por
ejemplo, los agente podrian amenazar con un posible comportamiento estratégico
para obtener alguna recompensa por no actuar de ese modo).

El test de withholding estd relacionado con propiedades de continuidad de
la correspondencia de precios de equilibrio walrasiano. Cuando una coalicién
pequefia falsifica sus recursos produce una perturbacién pequeila en los datos
de la economia. El test de withholding requiere que, ante tales pertubaciones
pequeiias, los precios de equilibrio no varien demasiado. Esto es, la correspon-
dencia de precios de equilibrio debe ser continua.

Seria demasiado pedir que todo equilibrio walrasiano pase el test de withhold-
ing. De hecho no es el caso. (Véase Ostroy (1980)). Por ello, para aplicar este
test tomamos un punto de vista genérico, es decir, nos preguntamos si el test
de withholding se verifica para un conjunto genérico de equilibrios walrasianos.
Concretamente, digamos que la asignacién inicial w : I — IRY pasa el test de
withholding si todo equilibrio walrasiano correspondiente a w pasa dicho test.
Probamos en esta secciéon que un conjunto residual de recursos iniciales supera
el test de withholding.

Sea W ={w:I—= R, | fwdu(t) >> 0} C Li(y). Consideremos en
W la norma || - ||;. Para cada w € W sea £, una economia cuyos recursos
iniciales vienen dados por w. Las funciones de utilidad de cada agente t € I
estdn fijas y verifican (H.2) y (H.3). Sea II : W — P la correspondencia que
a cada w € W le asigna los precios de equilibrio competitivo de &,. Dado

L C W, denotemos por Il|,, la restriccién de I a L. Para cada n entero positivo
sea W, = { w: I — |Ri | flwtdp(t) > (—,.l).,%) } y sea W, = { w:l —

1
RS | [ywedu(t) > (£,.9.,1) }. Asi, podemos escribir W = 32, W, = U2, W,.

n
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A continuacién establecemos algunos resultadas que utilizaremos para probar
que un conjunto genérico de dotaciones iniciales pasa el test de withholding. En
particular, obtenemos que existe un conjunto denso de dotaciones iniciales que
pasa dicho test.

Lema 7.1 Para cada n entero positivo se verifica que Il|; es semicontinua
superiormente.

Demostracién. Como Il |7 toma valores en un compacto, basta probar que
Il tiene grafo cerrado. Sea (wn) una sucesién de asignaciones iniciales en W,
que converge en || - |1 a w y sea (p,) una sucesién de precios que converge a p,
tal que p, € II(w,) para todo n. Se tiene entonces que lim,_,., f;w,(t)du(t) =
frw(t)du(t). Por tanto, w € W,. Ademds, existe una subsucesién (w,,), y una
funcién h € Ly(x), tal que wy,(t) < h(t) para casi todo t € I y w,, converge
a w en casi todo punto. Luego, por el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue, obtenemos que p o w;! converge débilmente a y o w™!. Como las
preferencias estan fijas, podemos concluir que la distribucién de caracteristicas
en &,, converge débilmente a la distribucién de caracteristicas en €. Por tanto,
Ls(Tlls7, (wn,)) C O, (w). (Véase Hildebrand (1974), proposicién 4, pag.
152). Luego p € Ill5, (w), lo que nos permite concluir que |z es semicontinua
superiormente en cualquier w € W,.

Q.E.D.

Lema 7.2 Para cada n, sea D, un subconjunto residual de W,,. Entonces, D =

% 1 Drn es un subconjunto residual de W

Demostracién. Para probar que D es residual en W veamos que es residual en
W={w:I-Ry| fjwdu(t) >0} Como W es un espacio métrico completo,
basta ver que D es de primera categoria en W. Para ello, consideremos el conjunto
A= { w:I— Ry | ( fjwdu(t))r =0, paraalgin h€{1,...,£} }. As{, W =
WUA,y W\ D = (AU(UL; Wa))\ D € AU(URL, (Wa \ Dn)) . El conjunto A
es cerrado en W y tiene interior vacio, luego A es de primera categoria en W.
Por hipétesis, para cada n, D, es residual en W,,, que es un conjunto abierto
cuya frontera tiene interior vacio en W, luego W, \ D, es de primera categoria
en W. Por tanto, se tiene que W \ D es de primera categoria, por ser unién
numerable de conjuntos de primera categoria. El teorema de Baire nos permite
concluir que D es residual en W.

Q.E.D.

Observacién. La prueba del lema se basa en la definicién de W y en la con-
struccidn paricular de los conjuntos W,,. En realidad el resultado es cierto en un
marco general, independiente de la definicién de W y W,. En efecto, se verifica
la siguiente proposicion.
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Proposicién 7.1 Sea X un espacio topolégico, y sea (X,) un recubrimiento
abierto de X que verifica X, C X,41, donde X, denota la clausura de X,,. Sea
D un subconjunto de X tal que DN X, = D, es residual en X, para cada n.
Entonces D es residual en X.

Demostracién. Denotemos F = X\ D,y F, = X, \ D, = FNX,. Veamos que
F esta contenido en un conjunto que es unién numerable de cerrados con interior
vacio. Por hipétesis Fi, C UjZ; Crj, donde Cy; son cerrados sin interior de X,.
Veamos que Cy; = CpjXn-1 es un cerrado sin interior de X. Se tiene que
Cy; es un cerriio de X,_1, pues C,; es cerrado de X,,. Como un cerrado Cr;
de un cerrado X,_; es un cerrado del espacio, concluimos que C; es cerrado de
X. Evidentemente C;; tiene interior vacio. Basta ahora ver que F' C U32, C7;.

En efecto, U, ; Cy; = Usz, U2, (ann—Xn—ll) = Unl; (( 221 an) myn—l) D

% (FaN X)) = (U2 F) N (U2 Xnct) = FNX = F.
Q.E.D.

Corolario 7.1 Para cada n, sea D, un subconjunto residual de W,,. Entonces,
D =2, D, es un subconjunto residual de W. Ademds, si D, es interseccion
"numerable de abiertos densos de W, entonces D es interseccion numerable de
abiertos densos de W.

Demostracién. Para probar la primera afirmacién basta notar que D,, C DN\ W,,
'y por tanto D W, es residual en W,,. La misma demostracion de la proposicion,
sustituyendo C y D por igualdades, prueba la segunda parte.

Q.E.D.

A continuacién probamos que la economia continua £ supera el test de with-
holding genéricamente.

Teorema 7.1 Eriste un subconjunto residual en W que pasa el test de withhold-
ing.

Demostracion. Basta probar que II es continua en un subconjunto residual de
W. Para cada n consideremos Il|. Por el lema 7.1, Il|zp, es semicontinua
superiormente. W, es un espacio métrico completo y P es un espacio métrico
completo y separable. Por tanto, para cada n, existe un subconjunto residual
D, de W,, tal que H|W" es continua en D,. Denotemos D! = D.NW, y
D, = Ui, D;. Para cada n, se tiene que D, es residual en W, y Il |w, es
continua en D,,. Como W, es abierto, Il es continua en D,. Luego, podemos

concluir que II es continua en D = [J32, D,. Por el corolario 7.1, D es residual
en W.
Q.E.D.

Observacién. Nétese que la construccién de los conjuntos D, se debe a que,
en general, no podemos concluir que II sea continua en (J32; D,. Consideremos
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el siguiente ejemplo. Sea A, = [—n,n]. Sea f: IR — R definida por f(z) =1, si
T€ Ay f(z)=n,siz € A, \ An-1, con n > 1. f|4, es continua en D, = A,.
Para cada n > 1, se tiene que f|4, es continua en D, = (Up-; Ax) \ (Ui‘;i{k})
Sin embargo, f no es continua en 72, Dy.

Este resultado puede interpretarse como una justificacién mas de que, en el
caso finito-dimensional, el lugar adecuado donde suponer un comportamiento
precio-aceptante lo proporciona el marco de las economias continuas, denomi-
nadas economias perfectamente competitivas.

8 Conclusiones

En este trabajo, se han obtenido resultados limites de compatibilidad de in-
centivos coalicionales del mecanismo competitivo en economias continuas y en
sucesiones de economias finitas. El conjunto de estrategias considerado es lo
suficientemente general como para permitir considerar como casos particulares
falsificacidn de preferencias y/o de recursos, que es lo que realmente caracteriza
a un consumidor en una economia de intercambio puro. Como ya se ha sefialado
en la introduccidn, la interpretacién no es mas que una justificacién del supuesto
competitivo en economias continuas o en economias suficientemente grandes,
definidas sobre un espacio de mercancias de dimension finita. De hecho, las no-
ciones que se han introducido de compatibilidad de incentivos coalicionales son
interpretadas como tests de competencia perfecta.

Ostroy y Zame (1994) prueban que los resultados obtenidos en la seccién 7
no son ciertos en el caso infinito-dimensional. Argumentan que si el espacio de
mercancias es de dimensién infinita, entonces es el “espesor” de los mercados,
mas que la no existencia de atomos, lo que conduce a la competencia perfecta.
Maés aln, muestran que esta misma condicion de “espesor” o “grosor” de los
mercados, que conduce a la equivalencia Core-Walras, garantiza la continuidad
genérica de la correspondencia de precios de equilibrio.

La literatura econémica sugiere varios tests para distinguir la existencia de
equilibrio walrasiano del supuesto de competencia perfecta, esto es, de suponer
un comportamiento precio-aceptante por parte de los agentes. Esto conduce
a plantear algunas preguntas de interés. Por ejemplo, json equivalentes, al
menos genéricamente, cualquiera de los tests de competencia perfecta que se
han citado?. Concretamente, en el caso finito-dimensional ;el test de equiva-
lencia Core-Walras es equivalente a los tests de compatibilidad de incentivos
coalicionales?. Mads ain, ;Constituyen estos tests una caracterizacion de las
economias perfectamente competitivas?. En economias que no sean fisica o
econdmicamente “espesas” (thin market economies), ;no es cierto que sea su-
ficiente considerar el veto de coaliciones pequeiias para obtener los estados del
nucleo y de equilibrio?. Sera objeto de investigaciones posteriores tratar de dar
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respuesta a este tipo de preguntas.

En este trabajo, simplemente se ha probado que la ganancia de utilidad
que una coalicién puede conseguir por desviarse de un comportamiento precio-
aceptante es muy pequefia si aumentamos lo suficiente el nimero de agentes
que constituyen la economia. Ello se ha obtenido como interpretaciones dis-
cretas de resultados obtenidos para economias continuas. Concretamente, en
economias con un continuo de agente el incentivo de una coalicién a no compor-
tarse competitivamente es muy pequeiio si el tamafio de la coalicién es suficien-
temente pequefio. De aqui no se deduce que las respuestas a los precios que son
Sptimas para una coalicidén converjan a la respuesta competitiva cuando aumenta
el nimero de agentes. Jackson (1992) prueba que cuando aumenta la economia,
las funciones de demanda que son Optimas para cada agente converjen a la de-
manda competitiva. Seria interesante generalizar este resultado a situaciones
mas generales, considerando acciones colectivas.

Por otra parte, el hecho de considerar desviaciones de grupos de agentes de
un comportamiento precio-aceptante, conduce a plantear conceptos de equilibrio
con estrategias colectivas y estudiar propiedades limites.

Por dltimo, es clara la conexién del tema de incentivos con ciertasdreas de la
Economia del Bienestar. De hecho, el término compatibilidad de incentivos fue
introducido por Hurwicz (1972) precisamente para referirse al problema de imple-
mentacién de las denominadas reglas de eleccién social. Asi, podrian plantearse
estudios que relacionasen estos resultados con temas de Economia del Bienestar.
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