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1 INTRODUCCION

El método de los elementos finitos (MEF) ha adquirido una gran importancia en la
solucion de problemas en el campo de la ingenieria, de la fisica, etc., ya que
permite resolver casos que hasta hace poco tiempo eran practicamente imposibles
de resolver por métodos matematicos tradicionales. Esta circunstancia obligaba a
realizar prototipos, ensayarlos e ir realizando mejoras de forma iterativa, lo que
traia consigo un elevado coste tanto econémico como en tiempo de desarrollo.

El MEF permite realizar un modelo matematico de calculo del sistema real, mas
facil y econémico de modificar que un prototipo. Sin embargo no deja de ser un
método aproximado de célculo debido a las hipdtesis basicas del método. Los
prototipos, por lo tanto, siguen siendo necesarios pero en menor numero, ya que el
primero puede acercarse bastante mas al disefo éptimo. En la Figura 1 puede
verse un tipico modelo de elementos finitos de una pieza mecanica.

Figura 1: Discretizacion mediante el método de los Elementos Finitos

El método de los elementos finitos como formulacion matematica es relativamente
nueva; aunque su estructura basica es conocida desde hace bastante tiempo, en
los ultimos afios ha sufrido un gran desarrollo debido a los avances informaticos.
Han sido precisamente estos avances informaticos los que han puesto a
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disposicion de los usuarios gran cantidad de programas que permiten realizar
calculos con elementos finitos. Pero no hay que llevarse a engano, el manejo
correcto de este tipo de programas exige un profundo conocimiento no sélo del
material con el que se trabaja, sino también de los principios del MEF. Sélo en este
caso se estara en condiciones de garantizar que los resultados obtenidos en los
analisis se ajustan a la realidad.

El principio basico del andlisis mediante el método de los elementos finitos,
explicado de una forma simplificada (una descripcién de este principio mucho mas
detallada se realiza mas adelante en el Capitulo 3), consiste en que una regién
compleja que define un campo continuo se discretiza en formas geométricas
simples llamadas elementos finitos. Las propiedades del material y las relaciones
gobernantes son consideradas sobre estos elementos finitos y expresadas en
términos de valores desconocidos en los bordes de estos. Un proceso de
ensamble, una vez consideradas debidamente las cargas que van a actuar y las
restricciones, da lugar a un conjunto de ecuaciones, siendo la soluciéon de estas
ecuaciones la que da el comportamiento aproximado del continuo.

El método de los elementos finitos es en realidad un método numérico matricial, y
aunque ya existen actualmente una gran cantidad de programas de calculo
especificos que se usan comercialmente para la resolucion de modelos por este
método como pueden ser NASTRAN, ANSYS, SINDA, AVACUS,...., etc. también
existen otros programas de calculo genéricos basados en calculo matricial que
pueden resolver problemas siguiendo este método con mas o menos éxito.

El “rey” de los programas de calculo basado en calculo matricial es MATLAB, con
el cual se pueden desarrollar, si se programan adecuadamente, ademas de
muchos otros tipos de calculo numérico, el método de los elementos finitos, lo que
le da a este programa una aplicacion extra muy potente, ademas de todas las que
ya tiene, ya que el método de los elementos finitos hoy por hoy es una de la
herramientas mas usada en calculo estructural (del cual, es el campo de problemas
gue se va a tratar a lo largo de este proyecto), calculo térmico, de fluidos,...etc.

Lo que no se sabe aun es la fiabilidad de los resultados que proporciona MATLAB
al realizar calculos con elementos finitos, por lo que el método mas eficaz de
averiguar su exactitud es comparar los resultados que ofrezca MATLAB con los
que ofrezca un programa de elementos finitos comercial especifico como los que
antes se han mencionado, de los cuales ya esta sobradamente demostrado que
sus resultados tienen una gran precision. Asi pues, en este proyecto esta
comparacién se realizara con el solver especifico de elementos finitos NASTRAN, y
usando como interface gréafica para éste el programa FEMAP.

1.1 Obijetivo

El objetivo de este proyecto es comprobar la idoneidad de MATLAB para la
resolucién de problemas estructurales a través del método de los elementos finitos,
mediante la comparacién entre los resultados que ofrece MATLAB, al resolver una
serie de problemas estructurales con distintos tipos de Elementos Finitos, con los
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resultados que ofrece NASTRAN al resolver la misma serie de problemas con los
mismos tipos de Elementos Finitos.

1.2 Estructura del Proyecto

El contenido de este proyecto se estructura en los siguientes capitulos de la
siguiente forma:

Capitulo 1: En este capitulo se da una breve introducciéon al método de los
elementos finitos y se describe el objetivo de este proyecto.

Capitulo 2: En este capitulo se describe el estado de arte del método de los
elementos finitos, que engloba una breve explicacién de los inicios y de la
evolucién que ha sufrido a lo largo de su historia este método de analisis
numeérico, las areas de analisis en las que se utiliza este método y las
aplicaciones mas comunes del MEF dentro de las aplicaciones industriales.

Capitulo 3: En este capitulo se presenta, en primer lugar, el procedimiento
general de un modo detallado, para el célculo de medios continuos por el
método de los elementos finitos, y en segundo lugar se explica el método
especifico de calculo del método de desplazamientos de los elementos
finitos, segun el cual han sido programados los algoritmos de MATLAB para
este proyecto.

Capitulo 4: En este capitulo se da una detallada introduccion teorica del
elemento finito longitudinal unidimensional. Seguidamente se desarrolla un
estudio comparativo sobre un modelo de una viga empotrada de seccion
variable, realizado con este tipo de elemento finito en MATLAB y NASTRAN.
Este capitulo se cierra exponiendo las conclusiones obtenidas tras el estudio
de los resultados ofrecidos por sendos programas al analizar el modelo.

Capitulo 5: En este capitulo se da una breve introduccion teérica del
elemento finito longitudinal bidimensional articulado. Seguidamente se
desarrolla un estudio comparativo sobre un modelo de un triangulo
cuadrilatero articulado, realizado con este tipo de elemento finito en
MATLAB y NASTRAN. Este capitulo se cierra exponiendo las conclusiones
obtenidas tras el estudio de los resultados ofrecidos por sendos programas
al analizar el modelo.

Capitulo 6: En este capitulo se da una breve introduccion tedrica del
elemento finito longitudinal bidimensional reticulado. Seguidamente se
desarrolla un estudio comparativo sobre un modelo de un portico reticulado,
realizado con este tipo de elemento finito en MATLAB y NASTRAN. Este
capitulo se cierra exponiendo las conclusiones obtenidas tras el estudio de
los resultados ofrecidos por sendos programas al analizar el modelo.
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Capitulo 7: En este capitulo se da una muy breve introduccién teérica de la
matriz de rigidez del elemento finito longitudinal tridimensional reticulado.
Seguidamente se desarrolla un estudio comparativo sobre un modelo de un
marco tridimensional reticulado, realizado con este tipo de elemento finito en
MATLAB y NASTRAN. Este capitulo se cierra exponiendo las conclusiones
obtenidas tras el estudio de los resultados ofrecidos por sendos programas
al analizar el modelo.

Capitulo 8: En este capitulo se da una detallada introduccion teorica del
elemento finito cuadrilatero bidimensional isoparamétrico. Seguidamente se
desarrolla un estudio comparativo sobre un modelo de una placa esbelta y
delgada en voladizo, realizado con este tipo de elemento finito en MATLAB y
NASTRAN. Este capitulo se cierra exponiendo las conclusiones obtenidas
tras el estudio de los resultados ofrecidos por sendos programas al analizar
el modelo.

Capitulo 10: En este capitulo se da una breve introduccion teérica del
elemento finito hexaédrico tridimensional isoparamétrico. Seguidamente se
desarrolla un estudio comparativo sobre un modelo de una viga en voladizo,
realizado con este tipo de elemento finito en MATLAB y NASTRAN. Este
capitulo se cierra exponiendo las conclusiones obtenidas tras el estudio de
los resultados ofrecidos por sendos programas al analizar el modelo.

Capitulo 10: En este capitulo se exponen las conclusiones finales obtenidas
tras el estudio comparativo elaborado sobre los distintos tipos de elementos
finitos programados con MATLAB y los posibles trabajos futuros que
deberian ser llevados a cabo.

10
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2 ESTADO DEL ARTE

2.1 Perspectiva Histérica de los Elementos Finitos

El conocimiento de la técnica numérica del método de los Elementos Finitos,
resulta actualmente casi imprescindible para aquellos que se desenvuelven tanto
en el ambito de la Ingenieria Civil asi como en el de la Ingenieria Mecanica, ya que
la mayor parte de los analisis de tensiones que se llevan a cabo en la industria
estan basados en ellas.

A pesar de su gran difusion actual, el procedimiento de los Elementos Finitos tal y
como se entienden hoy en dia son relativamente modernos. Su nacimiento y
evolucién son una consecuencia de la disponibilidad de herramientas electrénicas
de célculo cada vez mas potentes. Puede decirse, por tanto, que el auge de este
método numérico en la resolucién de distintos tipos de problemas en el ambito de
la ingenieria es un resultado mas de la revolucién informatica desarrollada a lo
largo del siglo XX.

2.1.1 Origenes de los Elementos Finitos

El contexto historico del método de los Elementos Finitos (MEF) hay que iniciarla
en la década de los cincuenta, cuando el recién creado ordenador digital hacia por
fin posible el célculo automatico de estructuras de barras sin recurrir a tediosos
procedimientos de relajacion, como el de Cross o el de Kani. Se concibié entonces
una nueva técnica de calculo, inabordable sin la ayuda del ordenador, que fue
bautizada con el nombre de “calculo matricial de estructuras", en reconocimiento
del papel fundamental que desempena el algebra matricial en su formalismo
matematico [1].

Se debe recordar que el calculo matricial de estructuras se basa en la idea de
dividir la estructura en barras, dentro de las cuales se conoce la solucién exacta en
funcion de ciertos coeficientes que se hacen coincidir con los movimientos de los
nodos extremos. Dichos coeficientes se obtienen planteando el equilibrio de todos
los nodos de la estructura y resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta. De
esta manera, conocidos los coeficientes o0 movimientos nodales, se desciende de
nuevo al nivel local de cada barra y se obtiene la solucion de esfuerzos vy
movimientos en el conjunto de la estructura por agregacién de soluciones locales.

El MEF naci6é como una generalizacién de esta idea basica del célculo matricial.
Cuando se trabajaba con sistemas estructurales complejos, que no se idealizaban
bien mediante entramados de barras, se pens6 que se podria dividir su estructura
en zonas o “elementos" mas complejos que una simple barra. Estos elementos
estarian conectados entre si también mediante nodos pero, a diferencia del calculo

11
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matricial, dentro de ellos solamente se conocia la solucién de manera aproximada
en funcién de los movimientos nodales. Al igual que en el célculo matricial, a partir
de las soluciones locales se podia plantear el equilibrio de los nodos y obtener los
movimientos nodales resolviendo un sistema de ecuaciones. Estos movimientos
nodales definian la solucién dentro de cada uno de los “elementos" en que se
habia dividido la estructura y, por agregacién, la solucion en toda ella. Lo que
ocurria es que, ahora, esta solucidén no era la exacta, sino una aproximacion.

El punto de partida del método de los elementos finitos, en la que se publica por
primera vez la idea anterior, estd fechada en 1956. Se trata de un articulo
aparecido en una revista relacionada con la industria aeronautica [2].

Asi pues, el MEF naci6 en el ambito del calculo de estructuras y esto ha
impregnado toda la terminologia asociada al mismo. En un principio se presento
como un procedimiento de célculo més, entre los muchos desarrollados por
ingenieros ocupados en resolver problemas practicos. Sin embargo, durante los
anos sesenta los investigadores descubrieron que la esencia de lo que habia sido
una mera generalizacion del calculo matricial podia utilizarse, no sélo para resolver
problemas de célculo de estructuras, sino también problemas de campo en
general, tales como problemas de elasticidad o de conduccion de calor. La idea
basica seguia siendo la misma: la divisibn del dominio de calculo en pequefos
subdominios y la aproximacion en ellos de la variable de campo en funcion de su
valor en puntos privilegiados llamados nodos. Aparecia asi el MEF moderno.

Por otro lado, tras el éxito en las primeras aplicaciones, se comprobd que a pesar
de haber sido desarrollado con mentalidad practica (ingenieril), el método tenia
hondas raices matematicas, en la linea del procedimiento de Ritz [3] para obtener
soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales o dentro de los llamados
métodos de residuos ponderados.

En su aplicacion a la elasticidad, el método podia interpretarse también como una
forma aproximada de resolver las condiciones de equilibrio derivadas del clasico
principio de los trabajos virtuales [4], el cual serd desarrollado en el capitulo
siguiente, en el que se explican los principios matematicos de este método.

Esta generalidad empezé a atraer el interés de los matematicos, los cuales
contribuyeron decisivamente a explicar con rigor las bases del MEF. Sin embargo,
debe hacerse notar que la contribucién de los matematicos al MEF ha ido siempre
muy por detras de las aplicaciones practicas. EI MEF nacié como una herramienta
ingenieril y sus lineas basicas de desarrollo han estado siempre muy vinculadas a
la presion de la industria por resolver problemas. En muchas etapas de su
evolucién se ha concebido y aplicado con éxito una determinada técnica numérica
antes de encontrar su justificacion matematica rigurosa. De hecho, es sintomatico
que el primer libro importante en que se analiza el MEF desde el punto de vista
matematico se publicara en 1973 [5] cuando el método llevaba al menos quince
anos empleandose en la industria y habia alcanzado una gran madurez en su
aplicaciéon a problemas lineales.
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2.1.2 Evolucion

El MEF alcanza su mayoria de edad hacia finales de los sesenta, con la aparicion
de los primeros programas comerciales. En ese momento entra en franca
competencia con el unico método de calculo numérico disponible hasta entonces
para problemas de campo: el método de diferencias finitas [6]. En el ambito del
analisis de tensiones en sélidos, el MEF se impuso rapidamente, ya que esta libre
de las restricciones de tipo geométrico que dificultan el uso de los procedimientos
clasicos de diferencias finitas en este campo.

Al final de la década de los sesenta el MEF habia demostrado ya su potencia y su
versatilidad, pero su empleo estaba todavia muy restringido dentro de la industria
aeroespacial y de defensa, debido al altisimo precio de los ordenadores de
entonces.

Empiezan a aparecer en aquel momento los llamados “centros de calculo”,
companias que vendian tiempo de ordenador a usuarios que carecian de los
“‘grandes" ordenadores necesarios para resolver problemas industriales. Los
centros de calculo se organizaban alrededor de un ordenador en el que se
encontraban instalados, entre otros, los programas de elementos finitos. Los
ingenieros del centro proporcionaban al usuario la documentacién necesaria para
preparar la entrada de datos a los programas e interpretar los resultados que se
producian. El usuario preparaba sus datos y los remitia al centro de calculo,
inicialmente mediante paquetes de tarjetas perforadas y, mas tarde, mediante
ficheros que se enviaban a través de una linea telefénica. Los datos se procesaban
en el ordenador del centro de célculo y los resultados le llegaban al usuario al cabo
de unos dias, normalmente en forma de tremendos listados de numeros que
tardaban también varios dias en ser comprobados e interpretados.

Los centros de calculo tuvieron su auge en la década de los setenta. Contribuyeron
de manera muy importante a la popularizacion del MEF en industrias como la del
automovil, la nuclear y la de grandes obras civiles. Por otro lado, los centros de
calculo universitarios pusieron la infraestructura necesaria para el enorme esfuerzo
investigador que se llevé a cabo en esta década [1].

Si los anos sesenta fueron la época de los pioneros, los afios setenta son los de los
grandes desarrollos del MEF, tanto en tecnologia de elementos como en
procedimientos de calculo y aumento de prestaciones. El nUmero de publicaciones
sobre el método crecié exponencialmente y el MEF se aplicé progresivamente a
problemas cada vez mas complejos, como el célculo de transitorios o el estudio de
respuestas no lineales [7]. Puede decirse que al final de la década el desarrollo de
las técnicas numéricas casi se pone por delante de la potencia de célculo que son
capaces de proporcionar los ordenadores.

Los centros de calculo inician su declive con la apariciéon de los llamados “mini"
ordenadores, a principios de los ochenta. Los avances tecnol6gicos permitieron
poner en el mercado maquinas comparables a aquellas de que disponian los
centros de calculo, pero a precios mucho mas bajos y con unos costes de
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mantenimiento y explotacién muy inferiores. El avance se hizo vertiginoso hacia el
final de la década, con la aparicion de las primeras “estaciones de trabajo",
ordenadores pensados para un solo usuario, con una potencia de célculo nada
despreciable, dotadas de capacidades graficas y con un precio pequeno. Como
consecuencia, los ordenadores se trasladan desde los centros de célculo a las
oficinas de los ingenieros, gracias a esto, se gana una gran autonomia para usar el
MEF y experimentar con él.

Durante la década de los ochenta el desarrollo de las técnicas de elementos finitos
no fue tan espectacular como en los setenta. El esfuerzo investigador puntero se
concentr6 mas en estos afnos en aplicaciones dentro del ambito no lineal, las
cuales podian empezar a ser utilizadas de manera rutinaria gracias a los avances
en la potencia de célculo.

Donde si hubo un avance importante fue en la popularizacién del MEF y en su
facilidad de uso, tanto por el abaratamiento espectacular de los ordenadores, como
por las capacidades graficas que proporcionaban. En la década de los ochenta
empiezan a comercializarse pre y post-procesadores graficos para los calculos de
elementos finitos, siendo este un paso muy importante de cara a poder abordar de
manera rutinaria y con un minimo de garantia célculos tridimensionales con
geometrias complejas, como las que aparecen en el disefio mecanico.

La década de los noventa se caracteriza por un abaratamiento de los ordenadores
impensable en la década anterior. Desde el punto de vista de lo que realmente
hace falta para el calculo por elementos finitos, se puede decir que a finales del
siglo XX resulta normalmente mas caro el programa de calculo que el ordenador
que se necesita para ejecutarlo. Todo lo contrario de lo que sucedia hace apenas
una década antes de lo 90, cuando el vendedor de ordenadores (el “hardware")
practicamente regalaba los programas (el “software") al hacer una venta. Ademas,
con mucho, los mayores gastos asociados a un analisis por elementos finitos no
son ya los correspondientes al analisis mismo (amortizacion del ordenador y
licencia de uso del programa) sino los de preparacion del modelo e interpretacion
de resultados.

2.1.3 Estado Actual De los Elementos Finitos

Hoy por hoy el abaratamiento de ordenadores, que comenzd en la década de los
90, y de programas ha contribuido a que la difusién de las herramientas de
elementos finitos sea muy grande. Cualquier oficina técnica, por pequefia que sea,
las tiene a su alcance. Hay que decir a este respecto que la difusién de las
herramientas no siempre se corresponde con la adecuada formacién para su uso.
Hoy en dia resulta relativamente frecuente que se lleven a cabo calculos por
personal que desconoce casi absolutamente los fundamentos del MEF y sus
limitaciones y que, por tanto, es incapaz de evaluar la bondad de los resultados
que esta obteniendo.
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Otro aspecto importante del momento actual es la integracion del calculo por
elementos finitos con otras ramas de lo que se ha dado en llamar Ingenieria
Asistida por Ordenador (“Computer Aided Engineering" — CAE). En la actualidad
todos los programas comerciales existentes de elementos finitos, ya llevan
incorporada la integracion del célculo por elementos finitos (“Finite Element
Analysis" — FEA) y el dibujo asistido por ordenador (Computer Aided Design" —
CAD) de un modo muy avanzado, con el objetivo, siempre, de reducir los tiempos
de proyecto o de puesta del producto en el mercado. De hecho, con los programas
actuales se permite la importacion de geometrias desde programas de disefio
como pueden ser Catia V5, SolidEdge, SolidWorks,....,etc. Teniendo incluso
algunos de estos programas de disefio incorporados médulos sencillos y bastante
reducidos de calculo por elementos finitos

Las técnicas de célculo no lineal han alcanzado una madurez suficiente como para
poder ser empleadas por la industria de forma rutinaria. No tienen aun la difusion
alcanzada por los métodos de calculo lineal y requieren de ordenadores mas
potentes, pero se emplean ya ampliamente en campos tales como el estudio de la
resistencia a impacto de vehiculos (“crashworthiness"), el disefio de procesos de
conformado de piezas metalicas (forja, estampacién, extrusion, laminacién) y el
proyecto de componentes elastoméricos. El objetivo es también el mismo, reducir
al maximo el numero de pruebas con prototipos reales para acortar los plazos de
disefio o de puesta en el mercado.

No se esta viviendo actualmente una época de grandes avances en cuanto a las
técnicas de célculo por el método de los elementos finitos. Se sigue investigando,
pero el MEF ha alcanzado ya un grado de madurez que no se presta a progresos
espectaculares como los vividos en las décadas anteriores.

Hoy por hoy, se podrian clasificar las lineas de investigacion actuales, a través de
las cuales se esta desarrollando el método de los elementos finitos, los siguientes
cuatro puntos:

o Adaptacion de algoritmos de calculo a las nuevas arquitecturas de
ordenadores, con objeto de aumentar la velocidad de calculo y, por
tanto, el tamafo maximo de los problemas abordables.

o Desarrollo de medidas de error, mallados autoadaptativos vy
elementos de altas prestaciones, con objeto de aumentar la precision
y fiabilidad de los resultados obtenidos por usuarios inexpertos en
entornos de calculo integrados con el CAD.

o Desarrollo de nuevos elementos y técnicas de solucion encaminados
a aumentar la eficiencia, robustez y fiabilidad de los célculos en el
ambito no lineal.
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o Modelos numéricos de leyes de comportamiento de materiales, sobre
todo para la prediccion del fallo y para la representacion del
comportamiento de nuevos materiales.

2.2 Areas de Analisis con Elementos Finitos

En el campo de la Ingeniera, la Fisica y las Matematicas aplicadas, existen tres
areas principales de aplicacién, donde el método de los elementos finitos es usado
para resolver los analisis, los cuales se pasan a explicar con detalle a continuacién.

2.2.1 Analisis de Equilibrio.

En los problemas de equilibrio [8] el sistema al cual se le aplica el calculo no varia
con el tiempo, siendo claros ejemplos de este tipo de calculo: el andlisis de
tensiones de sistemas lineales elasticos, el andlisis estatico de sistemas
electrénicos, sistemas magnéticos, sistemas térmicos y sistemas fluidos.

Para solucionar este tipo de problemas, mediante el método de los elementos
finitos, aplicado sobre un sistema estructural lineal elastico (que es justo el tipo de
problema que se van a tratar en este proyecto) o no lineal elastico. La estructura
primero se divide en distintas regiones finitas no superpuestas conocidas por el
nombre de elementos, siendo estos sobre los cuales las variables se interpolan.
Estos elementos se conectan entre si por un nimero discreto de puntos a lo largo
de sus periferias, estos puntos son conocidos por el nombre de nodos. En la
Figura 2 se puede ver el tipico modelo de un herraje en equilibrio con una fuerza
vertical (flechas rojas aplicada sobre su taladro), realizado con elementos finitos
para el calculo de tensiones y deformaciones estéaticas y en la Figura 3 se aprecia
la imagen de la deformacién del herraje producida por las fuerza aplicada.

Figura 2: Modelo de Herraje en Equilibrio Con Cargas Estaticas Aplicadas
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Figura 3: Modelo de Herraje en Equilibrio Deformado por Causa de las Cargas Aplicadas

En el modelo del herraje presentado en las Figura 2 y Figura 3 se usaron 60
elementos ‘solidos’ (hexaédricos) de 8 nodos. La geometria un tanto compleja del
herraje hace que sea el tipico problema en el cual el uso del método de elementos
finitos sea muy util para su solucion.

2.2.2 Analisis de Valores Propios

Dentro de este tipo de problema, se encuentran los problemas de modos propios y
coeficientes de pandeo. Este tipo de analisis es una extension de problemas de
equilibrio en los que valores especificos o criticos de ciertos parametros deben ser
determinados

[9]. La estabilidad de la estructura y la determinacién de las frecuencias naturales
de un sistema elastico lineal o no lineal son ejemplos de este tipo de problema. Asi
por ejemplo, en la solucibn mediante elementos finitos de un problema de
vibracién, cada modo propio o vector propio del sistema estd asociado con
autovalor. En la Figura 4 se puede observar los tres primeros modos propios de
una placa en voladizo.
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Figura 4: Tres Primeros Modos Propios de una Placa en Voladizo

2.2.3 Analisis de Propagacion

Aqui se incluyen los problemas en los que los resultados obtenidos evolucionan en
funcién del tiempo, en otras palabras se trata de soluciones transitorias [8], como
son las soluciones de problemas dinamicos de estructuras lineales y no lineales,
soluciones transitorias de flujos térmicos o magnéticos y problemas
hidrodindmicos. En la Figura 5 se muestra un ejemplo de problema transitorio de
flujo térmico [10], en el que se puede apreciar la evoluciéon de la temperatura para
cuatro instantes determinados, ordenados de forma secuencial de izquierda a
derecha y de arriba abajo, en una pieza mecanica, la cual recibe un flujo de calor
en su zona superior, mientras que las condiciones de contorno se la aplican en su
base (simulando el contacto con el suelo),
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Figura 5: Secuencia de Distintos Instantes de Tiempo en la Evolucion de Distribucion de
Temperaturas el Modelo de un Herraje Sometido a una Carga Térmica

El éxito del método de los elementos finitos como ayuda para el dimensionado de
disenos, depende totalmente de disponer de una herramienta capaz de resolver
sistemas de ecuaciones lineales y no lineales muy grandes con eficiencia. Como se
puede suponer, los ordenadores actuales son la herramienta basica con la que se
puede usar este método de céalculo de un modo satisfactorio.
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2.3 Estado de los Elementos Finitos Para Aplicaciones Industriales Actuales

Hoy en dia la aplicacién industrial mayoritaria del MEF es el calculo de tensiones
en solidos y estructuras. En esta parcela practicamente no se usa otro
procedimiento numérico. Para problemas muy concretos, tales como los
relacionados con dominios infinitos (acustica, suelos) o el estudio de fracturas, es
posible que en un futuro el Método de los Elementos de Contorno (MEC) pueda
desplazar al MEF, por ser intrinsecamente mas adecuado. Sin embargo, el
conocimiento y el uso del MEC, no ya en la industria, sino incluso dentro de los
ambientes docentes, son minimos. No parece, ni siquiera a medio plazo, que el
MEC pueda jugar un papel significativo en la practica industrial.

Dentro del calculo de tensiones hay que distinguir entre dos tipos generales de
aplicaciones: el célculo lineal y el no lineal. La gran mayoria de los usuarios del
MEF en la actualidad, en torno al 80%, realiza calculos lineales. Las técnicas de
calculo lineal estan lo suficientemente maduras y probadas como para que puedan
emplearse de modo generalizado sin apenas incertidumbres en cuanto a los
recursos necesarios para llegar al resultado.

El calculo lineal de tensiones, tanto estatico como dinamico, se utiliza sobre todo
en la fase de disefio o de proyecto, donde se busca hacer un uso eficiente del
material y, en ocasiones, justificar el cumplimiento de una normativa o codigo de
buena practica. Su uso esta muy difundido en el proyecto de elementos mecanicos
y estructuras complejas. Se utiliza mucho también en el estudio de vibraciones. Por
otro lado, los célculos lineales por elementos finitos juegan un papel destacado en
los procesos de certificacién de componentes en la industria nuclear o aeronautica.

El calculo y la visualizacion de los resultados permiten al ingeniero entender mejor
el funcionamiento de sus disefios y, en consecuencia, optimizarlos. En este
sentido, el calculo lineal ha sustituido casi completamente a los ensayos y pruebas
de prototipos en que se basaba buena parte del disefio mecanico hace sélo unas
décadas. En comparacién a los ensayos y pruebas de prototipos, el calculo
mediante Elementos Finitos es mas barato y ademas es mucho mas rapido e
interactivo. Otra de las grandes ventajas de este tipo de analisis es que permite
realizar muchas pruebas de forma rapida y eficiente lo que facilita enormemente la
compenetracién entre el proyectista y su disefo.

En determinados sectores industriales, la no linealidad de los célculos es de
necesaria aplicacién, ya que es parte intrinseca del comportamiento que intenta
simularse. Es el caso normalmente de la industria de defensa (balistica terminal), la
ingenieria de determinados procesos de fabricacidon (conformado de metales y
vidrio), la industria de componentes elastoméricos (juntas de goma, soportes de
caucho-metal), las aplicaciones geotécnicas o el estudio de la seguridad a impacto
de vehiculos (“crashworthiness"). Es en estas areas donde se encuentra mas
difundido el calculo no lineal de tensiones utilizando el MEF.
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En circulos mas minoritarios, el calculo no lineal de tensiones se utiliza también en
la investigacion de causas de accidentes (ingenieria forense).
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3 TEORIA DEL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

En este capitulo se da una explicacién técnica y detallada sobre el método de los
elementos finitos, ya que para la programacion que ha sido desarrollada con
MATLAB, fue necesaria como es logico, la aplicacion de las ecuaciones que
gobiernan este método de anélisis numérico.

El método de los elementos finitos es basicamente un método general para la
solucién de problemas de contorno gobernados por ecuaciones diferenciales
ordinarias o parciales. En esencia se trata de una técnica que sustituye el problema
diferencial por otro algebraico aproximadamente equivalente, para el cual se
conocen técnicas generales de resoluciéon. Para ello, se hace uso de la
"discretizacién" o subdivision de una regién sobre la cual estan definidas las
ecuaciones en formas geométricas simples denominadas elementos finitos. Las
propiedades de los materiales y las relaciones gobernantes en estos elementos
(propiedades fisicas del medio continuo) se expresan en funcion de los valores
desconocidos en los extremos de los elementos o nodos (ver Figura 6).

Una de las ventajas de este método es su facilidad de implementacién en un
programa computacional, que a su vez es una condicion basica para su utilizacion
ya que para el tratamiento de un problema en particular debe efectuarse un numero
muy elevado de operaciones para resolver sistemas algebraicos del orden de
cientos 0 miles de ecuaciones. No obstante, esta cantidad no es una limitacién con
los ordenadores que existen actualmente.

i =

Proceso de
Dizcretizacion

Sistema Continua Modelo Discreto

Figura 6: Ejemplo de Discretizacion de un Medio Continuo.
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3.1 Procedimientos generales para el calculo de Elementos Finitos

A lo largo de este proyecto, el desarrollo del método de los elementos finitos se
limitara a la aplicacién de problemas de equilibrio lineal, de hecho dentro de este
tipo de problemas solamente se consideraran los que se aplican al método de
desplazamientos de elementos finitos para analisis estructural. Aunque sélo se
vean este tipo de problemas a lo largo del desarrollo de este proyecto, todas las
similitudes que existen entre los varios tipos de problemas de equilibrio lineal, dejan
entrever con bastante claridad como se realizarian el resto de problemas de
equilibrio lineal que existen, como son los antes mencionados de modos propios y
de propagacion.

Para definir los términos, a continuacién se presentaran brevemente los términos
basicos del método de los elementos finitos.

En cualquier medio continuo el numero de grados de libertad es infinito y aunque
una forma aproximada de célculo es posible, un analisis exacto (con las hipotesis
correspondientes) es del todo imposible. Para cualquier aproximacion numérica
una solucion aproximada se puede llegar a alcanzar, si se supone que la existencia
de medio continuo se puede representar mediante un nimero finito de incognitas;
de hecho, como ya se mencioné con anterioridad, en el método de los elementos
finitos el medio continuo es dividido en una serie de elementos, los cuales estan
conectados entre si, por un numero finito de puntos, que son llamados nodos. Este
proceso de dividir el medio continuo en una serie de elementos finitos, es conocido
como discretizacidén del continuo, y las tipicas subdivisiones se pueden apreciar en
las figuras ya mostradas en el Capitulo 2 (Figura 2, Figura 3, Figura 4 y Figura 5).

Para aplicaciones de calculo estructural, las ecuaciones gobernantes de equilibrio
se pueden obtener minimizando la energia potencial del sistema [7]. Asi pues, la
energia potencial total, 1, puede ser expresada como:

7= % [ lo1 edv - 8 pav - [ 6] qds (3.1)
Donde:
e 0 = Vector de tensiones.
* ¢ = Vector de deformaciones.
e O = Desplazamientos en cualquier punto.
* p = Fuerzas unidad de volumen.
e = Fuerzas superficiales.
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Como se puede apreciar en la férmula, las integrales se toman sobre el volumen de
la estructura en el caso de las dos primeras integrales y sobre la superficie cargada
en el caso de la ultima.

El primer término del lado derecho de la ecuacion (3.1) es la energia de
deformaciéon interna de la estructura, el segundo y el tercer término son,
respectivamente, las contribuciones del trabajo realizado por las fuerzas de
volumen y por las fuerzas superficiales.

En el método de desplazamientos de los elementos finitos [11], se asume que los
desplazamientos tienen valores desconocidos en los puntos de control, es decir, en
los puntos nodales; asi pues estos desplazamientos nodales seran las incognitas
del problema. El resto de desplazamientos en cualquier punto dentro del elemento

se describe en términos de los valores de los puntos nodales mediante funciones
de interpolacién, asi pues:

§=N-5° (3.2)

Donde:
e N = Grupo de funciones de interpolacion.
e O = Vector de desplazamientos de cualquier punto dentro del elemento.
e 5° = Vector de desplazamientos en los puntos nodales del elemento.

Las deformaciones dentro del elemento pueden ser expresadas en relacién a los
términos de los desplazamientos nodales como:

e=Bo° (3.3)
Donde:
e ¢ = Deformaciones dentro del elemento.
e B = Matriz de deformaciones.

e ©° = ¢°vector desplazamiento de los puntos nodales.
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Finalmente, las tensiones en el elemento, pueden ser relacionadas con las
deformaciones usando la matriz de elasticidad de la forma siguiente:

oc=D¢ (3.4)

Donde:

e o = Tensiones dentro del elemento.
e D = Matriz de elasticidad.

e ¢ = Deformaciones dentro del elemento.

Una vez que se obtiene de forma correcta los términos de la matriz de
deformaciones, de modo que no se produzcan singularidades a la hora de
integrarlas, la energia potencial total del todo el medio continuo es la suma de las
contribuciones de la energia potencial de cada uno de todos los elementos finitos
gue conforman el medio continuo. Asi pues:

T=>Y7, (3.5)

Donde:

e 1 = Energia potencial total del medio continuo.

e 1, = Energia potencial de cada elemento finito.

Con las relaciones (3.1) y (3.3) se puede expresar la energia potencial de cada
elemento finito de la siguiente manera:

7= | [6T B DBE AV = [ (8 INY pdv - [ [ETINY qds (3.6)

Donde:
e Ve = Volumen del elemento finito.

e Se = Superficie cargada del elemento finito.
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Ahora, el siguiente paso consiste en minimizar la energia potencial con respecto a
los desplazamientos de los nodos, para lo cual se deriva la energia potencial de los
elementos en funcién del desplazamiento de sus nodos, como se puede ver a
continuacién:

on
00°

:%J-VL([B]TDB)é‘edV_.[Ve[N]TpdV_J-SQ[N]quS (37)

También se puede expresar la minimizacion de la energia potencial de la siguiente
forma:

—=K*0°-F° (3.8)
206°

Donde:
e F°® = Fuerzas nodales equivalentes en cada elemento.

e K°® = Matriz de rigidez de cada elemento.

Relacionando (3.7) con (3.8), se puede deducir que:

F¢= jye [NT"-p-dV + ISC[N]T-q-dS (3.9)

Y también:
K¢ = jV ((B]"-D-B)-dV (3.10)

A continuacién si se suman todos los términos de la ecuacion (3.7) para todo el
medio continuo y se iguala a cero, se obtiene como resultado un sistema de
ecuaciones de equilibrio para todo el medio continuo representado mediante
elementos finitos. Estas ecuaciones se resuelven por cualquiera de las técnicas
habituales, obteniendo como resultado los desplazamientos de los nodos.

Una vez que se ha presentado el procedimiento general para el calculo de
elementos finitos, se puede pasar a presentar cuales son los pasos a seguir para
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obtener la solucién de un problema de Elementos Finitos de un modo metédico,
siendo estos pasos los que se puntualizan a continuacion:

e Sub-divisién del medio continuo que se quiere estudiar en Elementos
Finitos.

e Evaluacién de las rigideces de los elementos y los términos de carga
sobre el medio continuo.

e Ensamblaje de las rigideces de los elementos y de los términos de carga.

e Solucion del sistema simultaneo de ecuaciones lineales resultante, para
la obtencién de los desplazamientos nodales.

e Obtencion de las tensiones en los Elementos Finitos a través de los
desplazamientos nodales.

3.2 Método de Desplazamientos de los Elementos Finitos

3.2.1 Variables Nodales Basicas — Desplazamientos Generalizados

Aunque a lo largo de este proyecto solamente se traten aplicaciones de problemas
estructurales, aun permanece abierta la opcion para elegir como variable nodal las
tensiones. Por este motivo los problemas estructurales pueden ser planteados de
distintas maneras. También cabria la posibilidad de mezclar tensiones y
desplazamientos como variables nodales dentro de un mismo problema.

Si se escoge la opcidon de los desplazamientos como variables nodales del
problema a tratar, que es como seran tratados los distintos problemas en este
proyecto, obteniendo por lo tanto las tensiones a partir de la obtencién de estos
desplazamientos, el proceso de resolucibn es Illamado método de
desplazamientos [11]. Los pasos principales que se siguen para su desarrollo han
sido explicados con anterioridad en el apartado 3.1.

Alternativamente, como se comentaba antes, también es posible proceder con las
tensiones como las variables nodales, lo que es llamado método de equilibrio. Si
los desplazamientos y las tensiones son elegidos a la vez como variables nodales,
entones el método se llamara de resolucién mixto o hibrido.

Los desplazamientos nodales también suelen ser llamados desplazamientos
generalizados, ya que como se viene diciendo desde un principio, con el método de
los elementos finitos no se obtienen directamente los desplazamientos de todo el
cuerpo continuo, sino que sélo se pueden obtener los desplazamientos de los
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puntos del cuerpo continuo que se representen dentro del modelo y donde se
aplicaran los desplazamientos como variables.

Asi por ejemplo en la Figura 7 donde se muestra la representacion de un elemento
cuadrildtero de dos dimensiones, se pueden ver las direcciones de los
desplazamientos en el nodo genérico i y de las fuerzas aplicadas sobre el mismo,
las cuales son llamadas fuerzas generalizadas por el mismo motivo que los
desplazamientos generalizados.

| Vi Py
Xi» Py
Nodo generérico i
Y
» X
Figura 7: Elemento Finito Cuadrilatero con Representacién de Fuerza y Desplazamientos en el

Nodo i

Los desplazamientos y las fuerzas generalizadas para cada elemento, pueden ser
escritos de la siguiente forma:

2 £
52 F2

5= Fe=|" (3.11)
_5}1_ _F""_

Donde:
e 3° = Vector de Desplazamientos Generalizados en cada elemento.

e F° = Vector de Fuerzas Generalizadas en cada elemento.
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Se asume que, dependiendo del tipo de Elemento Finito elegido, variaran la
cantidad de puntos nodales del Elemento, al igual que los grados de libertad que
estos posean. Asi por ejemplo, para un elemento cuadrilatero de dos dimensiones,
existiran 4 puntos nodales con dos grados de libertad cada uno, y se representaran
de la siguiente manera los desplazamientos y fuerzas aplicadas sobre un nodo
genérico:

5i:|:u[:| ’ F;:|:px1:| (312)
V,‘ pyi

Donde:
e & = Vector de Desplazamientos Generalizados de un Nodo.

e yu; = Componente cartesiano en direccién X del Vector de
Desplazamientos de un nodo generalizado.

e v, = Componente cartesiano en direccién Y del Vector de
Desplazamientos de un nodo generalizado.

e F, = Vector de Fuerzas Cartesianas de un Nodo Generalizado.

Como ya se ha explicado en el apartado 3.1, los desplazamientos dentro de los
elementos finitos se expresan en funcién de los desplazamientos nodales. Esta
relacion entre los desplazamientos dentro del elemento y los desplazamientos
nodales se expresa a través de las funciones de forma [11], tal y como se
expresa en la siguiente ecuacion:

5:H N6 =N, & (3.13)
v i=l
Donde:
e O = Vector de Desplazamientos de un punto cualquiera dentro del
elemento.
e Ni = Funciones de forma.
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Ademas, lo correcto es expresar las funciones de forma de la siguiente manera:

N =N (3.14)

1 1

Donde:

e | = Es una matriz identidad de r columnas por r filas, siendo r el nimero
de variables por nodo.

Cualquier funcién de forma N; que sea utilizada en la resolucién del problema, debe
tener un valor unitario cuando se insertan en la funcién los valores de las
coordenadas del nodo i y debe ser cero cuando se insertan las coordenadas de
cualquier otro nodo del elemento.

3.2.2 Relaciones entre Desplazamientos y Deformaciones

Antes de pasar a determinar la relacion entre las fuerzas generalizadas y los
desplazamientos generalizados, que da como resultado el sistema de ecuaciones
donde se calculan los desplazamientos nodales, los cuales son el objetivo final de
este método que se esta desarrollando, es necesario poder establecer las
deformaciones en términos de los desplazamientos.

Las deformaciones dentro de los elementos finitos, se expresan correctamente en
términos de las derivadas de los desplazamientos. Asi, por ejemplo, en un caso
tensional plano, como es el caso del elemento cuadrilatero plano, en el que cada
uno de sus 4 nodos tiene dos grados de libertad, las deformaciones se definen
como:

ou
X a Bx
E=| €, |= Vay (3.15)
Ve ou 0Jv
7+7
| dy  Ox |
Donde:
e ¢ = Vector de Deformaciones de un punto cualquiera dentro del
elemento.
e ¢ = Componente cartesiano en direccion X del Vector de
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Deformaciones de un punto cualquiera dentro del elemento.

Componente cartesiano en direccion Y del Vector de
Deformaciones de un punto cualquiera dentro del elemento.

[ ] gy
e vy, = Componente de la deformacion angular del Vector de
Deformaciones de un punto cualquiera dentro del elemento.

Ahora, sustituyendo la expresidon de los desplazamientos por la de la ecuacién
(3.13), da como resultado:

£=B6 =Y B3, (3.16)
i=1
Donde:
ON. |
L0
ox N
B=| o W (3.17)
dy
N, 9N,
| dy  Ox |

En la expresion (3.17), las deformaciones del elemento estan expresadas en
términos de los desplazamientos nodales. A partir de ahora, cada vez que se
nombre a la matriz B a lo largo del texto, sera referida como la matriz de
deformaciones.

3.2.3 Ley Constitutiva

La relacion entre las tensiones y las deformaciones dependen otra vez de la
aplicacion que se vaya a llevar a cabo. Para un estado tensional plano es facil de
verificar que las deformaciones pueden ser expresadas en términos de las
componentes de la tensién como:
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o 1 Y
E, —E; _EGX_EGy

gy—gy:EGy—EO-x (318)
o 20+v)
;/X’ - Xy = Tz-xy
Donde:
* Oy = Componente cartesiano en direccién X del Vector de
Tensiones.
* Oy = Componente cartesiano en direccién X del Vector de
Tensiones.
e T, = Componente de la tension tangencial del Vector de
Tensiones.
e E = Moddulo de elasticidad.
e U = Modulo de Poisson.

Ademés, se denotan con los simbolos, &, €°, 1,° a las componentes de las
deformaciones iniciales del sélido. Estas deformaciones iniciales deberian ser
interpretadas fisicamente, por ejemplo, como deformaciones producidas en el
sélido por efectos térmicos 0 como dislocaciones en la estructura interna de este.
Asi pues, cuando (3.18) es desarrollada para la obtencién de tensiones, valiendo
también para la obtencién de tensiones iniciales o° distribuidas por el sélido antes
de que ninguna carga externa haya sido aplicada sobre este, se puede escribir la
ecuacion de la siguiente manera:

o=Dle-¢")+0" (3.19)
Donde:
1 » 0
Dzli-v 10 (3.20)
-0 _
2
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A través de esta matriz D, las tensiones son totalmente definidas a partir de los
términos de las deformaciones.

3.2.4 Ecuaciones de Equilibrio (Método de los Trabajos Virtuales)

En el Método de los Trabajos Virtuales se considera que el equilibrio de un
elemento en el que, ademas de ser aplicadas fuerzas en sus correspondientes
nodos, también le son aplicadas fuerzas distribuidas sobre su volumen. Estas
fuerzas distribuidas sobre el volumen del elemento representan, por ejemplo, la
fuerza de la gravedad o una fuerza centrifuga.

Este tipo de cargas distribuidas para un caso tensional plano se representan como
se muestra a continuacion:

X
p:[ } 3. 21)
Y
Donde:
e P = Vector de Fuerzas por Unidad de Volumen.
e X = Es la componente cartesiana en la direccién X de las Fuerzas de
por Unidad de Volumen.
o Y = Es la componente cartesiana en la direccion Y de las Fuerzas por

Unidad de Volumen.

Las ecuaciones gobernantes de un elemento ya han sido introducidas en el
apartado 3.1 donde se derivaban estas funciones para luego proceder a
minimizarlas, lo cual da lugar a la obtencién de la energia potencial total del
continuo para aplicaciones estructurales. Una aproximacion alternativa a la ya
desarrollada para la obtencién de las ecuaciones gobernantes, se puede llevar a
cabo a través de una sencilla aplicacion del Teorema de los Trabajos Virtuales.
Para desarrollar esta nueva aproximacion, se derivan las ecuaciones, pero en este
caso incluyendo los términos de tensiones iniciales y deformaciones iniciales.

Para empezar a desarrollar el Teorema de los Trabajos Virtuales, se considera un
unico elemento finito, el cual esta sometido a la aplicacién de fuerzas nodales y
fuerzas de volumen, lo que resulta en un campo de tensiones equilibradas en el
susodicho elemento. Ahora, se tiene que suponer que este elemento esta sujeto a
un patrén arbitrario de desplazamientos nodales virtuales, el cual tiene que resultar
compatible tanto para los desplazamientos que se producen dentro del elemento,
asi como para su distribucion de deformaciones. Por lo que, el principio de los
trabajos virtuales requiere que:
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o:1-Fe+ [ 6.1 pav =] ] cav (3. 22)

Donde:

o ¢ = Desplazamiento Nodal Virtual.

e F¢ = Fuerzas Nodales.

e p = Fuerzas de Volumen.

e . = Desplazamientos Internos.

e ¢ = Distribucién de deformaciones.

e o = Campo de tensiones equilibradas.

En esta ecuacion la integracién se realiza sobre los elementos de volumen. Si se
sustituyen algunos términos por los usados en las ecuaciones (3.13) y (3.16), da
como resultado lo siguiente:

E3 {F + [ N1 p-dV}z [o:1 [ [8]-c-av (3.23)

Ya que el sistema de desplazamientos nodales es arbitrario, la expresién anterior
debe mantenerse para todos los valores de ¢, . Por lo tanto:

Fo+[ INVpav =] [B] oar (3.24)

A continuacién, si sustituye en la ecuacion (3.24) el término del campo de
tensiones por su expresion de la ecuacion (3.19) y ademas se usa las expresiones
que relacionan las deformaciones con los desplazamientos nodales de la ecuacién
(3.16), se obtiene la expresidon que se muestra a continuacion:

F¢+ jV [N] -pdv = {[Ve [B] -D- BdV}ée - jVe [B] D&'av + jVe [B] o®dv  (3.25)
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La ecuacién (3.25), también se puede escribir de la siguiente forma:

FC+FS+FS+Ff = K6 (3.26)
Donde:
K= [B] -D-BdV (3.27)
Fy = [NI'pav (3.28)
Fi=| [B] D-€"-av (3.29)
F == [B]o"ar (3.30)

Se debe puntualizar que las expresiones desde la (3. 22) hasta la (3.26), solamente
son validas si se aplican sobre un unico elemento finito. Si se desea considerar
mas de un elemento finito, los términos de estas ecuaciones deberan ser aplicados
sobre todos y cada uno de los elementos que forman la estructura completa.

Las siguientes expresiones, que van desde la ecuacion (3.27) hasta la ecuacion
(3.30), definen respectivamente la matriz de rigidez del elemento, las fuerzas
nodales, las fuerzas equivalentes nodales que representan las fuerzas de volumen,
las deformaciones iniciales y las tensiones iniciales.

En este desarrollo del Teorema de los Trabajos Virtuales aplicado al método de los
elementos finitos, se puede apreciar que en le ecuacién (3.27), la matriz de rigidez
del elemento finito es idéntica a la ya obtenida anteriormente en la ecuacion (3.9), y
también se observa que las fuerzas equivalentes nodales que representan las
fuerzas de volumen en la ecuacion (3.28) son coherentes con los términos
correspondientes de la ecuacion (3.9).

Como ya se explicd con anterioridad en el apartado 3.1, la ecuacién (3.27) es para
un elemento aislado, por lo que se debe proceder a un proceso de ensamblaje de
todas las matrices de rigidez de cada elemento que conforman el total de la
estructura y resolverlo por el método de desplazamientos.
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4 ESTUDIO COMPARATIVO PARA UN
ELEMENTO FINITO LONGITUDINAL
UNIDIMENSIONAL

4.1 Introduccion al Elemento Finito Longitudinal Unidimensional

El elemento finito llamado BAR 1D es uno de los mas basicos que existen, por lo
que parece légico que el estudio comparativo del proyecto se empiece por él. En el
elemento finito longitudinal unidimensional las coordenadas globales y locales del
elemento coinciden.

Este tipo de elemento finito longitudinal unidimensional esta caracterizado por sus
funciones de forma lineales, las cuales seran estudiadas con detalle a lo largo de
este capitulo, por las propiedades fisicas que lo definen, siendo estas: el médulo de
elasticidad, la longitud y la seccion. Cada elemento finito longitudinal
unidimensional esta delimitado por dos puntos nodales, en los cuales se obtienen
los datos de desplazamiento y una vez obtenidos estos, se pueden obtener los
esfuerzos y las tensiones en el elemento finito.

Para el elemento finito longitudinal unidimensional seran usados en su desarrollo la
minimizaciéon de la energia potencial y las relaciones de esfuerzo-deformacion
unitaria y deformacion unitaria-desplazamiento.

En el problema unidimensional, el esfuerzo, la deformacion unitaria, el
desplazamiento, y la carga dependen sélo de la variable x por lo que:

u = u(x) o =0(x), € = €(x)

r =T(x), p= p(x)

Donde:
e yu = Vector de desplazamientos.
e ¢ = Vector de deformaciones unitarias.
e o = Vector de tensiones.
e p = Vectorde fuerzas de cuerpo.
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e T = Vectorde de traccion o compresion.

Las relaciones esfuerzo-deformacién unitaria y deformacion unitaria-
desplazamiento son:

Donde:

e E = Mddulo de Young.

Teniendo en cuenta que el problema que se va a tratar ahora es unidimensional, la
diferencial de volumen se escribe de la siguiente manera:

dV = Adx (4. 3)

Donde:
e A = Seccién transversal del elemento finito.

Las cargas que se pueden simular sobre este elemento pueden ser de tres tipos,
fuerza de cuerpo f, fuerza de traccién o compresion T y carga puntual P, este
ultimo tipo de carga es el que se aplica en el modelo de este elemento finito que se
desarrolla en este capitulo para el estudio comparativo entre Matlab y Nastran. Una
fuerza de cuerpo es una fuerza distribuida que actia sobre todo el volumen
elemental del cuerpo, un ejemplo de este tipo de fuerza es el propio peso debido a
la gravedad. Una fuerza de traccion o compresién es una carga distribuida que
actla sobre la superficie de un cuerpo, siendo la resistencia por friccion, la
resistencia viscosa y el cortante superficial ejemplos de fuerzas de traccion.
Finalmente P es una fuerza que actia en un punto determinado i y u; es el
desplazamiento x de dicho punto.

Seguidamente se pasa a considerar la modelizacion por elementos finitos
longitudinal unidimensionales, siendo la idea basica la discretizacién de la regién a
modelar mediante estos elementos, y expresar el campo de desplazamientos en
términos de valores en puntos discretos.
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4.2 Division del Continuo en Elementos Finitos Longitudinales
unidimensionales

A continuacion se considera, que el continuo a modelar es una barra empotrada
de seccibén variable como la que se representa en la Figura 8.

—

Figura 8: Viga empotrada de seccién variable

El primer paso es modelar la barra empotrada con un numero discreto de
elementos finitos, cada uno de los cuales tiene una seccién transversal uniforme ya
que este tipo de elemento finito no puede sufrir variaciones de seccion. Asi pues, la
discretizacion de la barra empotrada se realiza con tres elementos finitos
longitudinales unidimensionales (como se ve claramente en la Figura 9), cada uno
de los cuales, con una seccidn transversal igual a la media de la seccion variable
de la zona de barra que representan.

A

/.1 %2 ?° ?e

Figura 9: Viga discretizada con tres elementos de seccién constante
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El modelo resultante queda entonces formado por tres elementos y cuatro nodos.
Como se puede apreciar en la Figura 9, cada elemento finito longitudinal
unidimensional esta conecta a dos nodos.

4.3 Numeracion de Nodos y Elementos

La similitud de los diversos elementos es una razén por la que el método de los
elementos finitos es muy adecuado para ser desarrollado mediante ordenador.
Para su facil implantacion debe adoptarse un esquema ordenado de numeracién
para sus nodos y elementos.

En un problema unidimensional los nodos sélo se pueden desplazar en la direccién
+X, por lo que cada nodo sélo tiene un grado de libertad. Por lo tanto, el modelo
gue se muestra como ejemplo tiene cuatro grados de libertad.

Como cada elemento tiene dos nodos, el modo mas l6gico de numerar los nodos y
los elementos es el que se puede ver en Figura 10 y en la Tabla 1.

@ () (@)

- = = »

Figura 10: Numeracién de elementos y nodos

Elementos Nodos
1 1 2
2 2 3
3 3 4

Tabla 1: Numeracion de elementos y nodos

4.4 Coordenadas y Funciones de Forma

Para poder explicar las coordenadas y las funciones de forma del elemento finito
longitudinal unidimensional, se toma como ejemplo un elemento aislado como el
que se muestra en la Figura 11, siendo la numeracion de los nodos de este
elemento finito 1 y 2.
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elemento

EN . @ =

Figura 11: Coordenadas del elemento finito unidimensional

Se usa la notacién x4 como la coordenada x del nodo 1 y x» como la coordenada x
del nodo 2, y se define un sistema coordenado intrinseco al elemento, denotado
por ¢ como:

fzﬁ(X_Xl)_l (4.4)

En la Figura 12 se puede observar que el sistema de coordenadas intrinseco toma
el valor ¢=-1 en el nodo 1y el valor &=1 en el nodo 2. La longitud de un elemento se
cubre en su totalidad cuando ¢ cambia desde -1 hasta 1. Se usa este sistema de
coordenadas cuando se definen funciones de forma, las cuales interpolan el campo
de desplazamientos dentro del elemento finito.

elemento

ml @ @

g=-1 &= 1

Figura 12: Coordenadas intrinsecas del elemento longitudinal unidimensional

El campo de desplazamiento desconocido dentro de un elemento se interpola a
través de una distribucion lineal, la cual es implementada usando funciones de
forma. Cuantos mas elementos se usen para realizar un modelo de elementos
finitos, mas aproximada resulta la interpolacién lineal para describir el campo de
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desplazamientos total del modelo. Las funciones de forma que se utilizan para esta
interpolacién son las siguientes:

SN

N,($) ZI_T (4.5)

N, () = % (4.6)

Las funciones de forma N; y N2 se pueden ver en la Figura 13 y Figura 14. Las
graficas de las funciones de forma Ny N> se obtienen de las ecuaciones antes
expuestas y se puede observar facilmente que Ni= 1 para &=-1 y que Ni= 0 para
¢=1, que es justo lo contrario que pasa para la grafica de la funcion de forma N,. En
ambos casos las ecuaciones de forma describen una recta entre estos dos puntos.

M

1 | 2
§=0

Figura 13: Funcién de forma N1

N

Figura 14: Funcion de forma N2
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Una vez definidas las funciones de forma Ny y Ny, el campo de desplazamiento
lineal que se origina dentro del elemento puede escribirse en términos de los
desplazamientos nodales como se expresa en la ecuacion:

u=N,q,+N,q, (4.7)

Donde:

e u = Campo de desplazamiento lineal del elemento finito longitudinal
unidimensional.
e i = Desplazamiento del nodo 1.

e (> = Desplazamiento del nodo 2.

En la Figura 15, se puede ver la gréfica que refleja el campo de desplazamientos
dentro de un elemento finito longitudinal unidimensional.

u=Nrq,+N,q,

i
s

Qs
Q4

v
v

Figura 15: Interpolacion Lineal entre N1y N2

En notacién matricial se puede expresar la ecuacidén del campo de desplazamiento
lineal de la siguiente manera:

u=Ngq (4.8)
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Donde:

« N=[N,N,].
e g=lg.q].

El vector q es llamado vector de desplazamientos del elemento.

Ahora, una vez definidas las ecuaciones de forma del elemento, puede verse
facilmente que la trasformacion de x a ¢ en la ecuacién (4.4), puede escribirse en
términos de las funciones de forma N y N> como:

x=N,x +N,x, (4.9)

Si se compara esta Ultima ecuaciéon con la ecuacién que describe el campo de
desplazamiento lineal, se observa que tanto el desplazamiento u como la
coordenada x son interpoladas dentro del elemento, usando las mismas funciones
de forma. Esto es lo que se llama formulacion isoparamétrica.

En general las funciones de forma, ya sean lineales o cuadraticas, deben cumplir
siempre lo siguiente:

e Sus primeras derivadas deben ser finitas dentro del elemento.

e Los desplazamientos deben ser continuos a través de la frontera del
elemento.

e Los movimientos del cuerpo rigido no deben generar ningln esfuerzo en el
elemento.

Una vez definido el elemento finito longitudinal unidimensional en coordenadas
globales e intrinsecas, y hallado el campo de desplazamientos del elemento finito a
través de las funciones de forma; el siguiente paso es definir la relacién
deformaciéon unitaria-desplazamiento, que no es mas que la derivada del
desplazamiento en funcion de la coordenada en la que este se produce. Asi pues,
usando la regla de la cadena de diferenciacién sobre esta expresion resulta lo
siguiente:

o dé

- (4.10)

De la relacion que se muestra en la ecuacion (4.4), entre x y ¢ se plantea lo
siguiente:
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ds __ 2 (4.11)
dx x,—x
Ademas, como:
1- 1+
”:Nl'%"'Nz'%:T;%"'T;% (4.12)

La ecuacién (4.10) queda de la siguiente manera una vez derivada:

(-q,+4q,) (4.13)

Xy =X

La relacién anterior también se puede escribir para definir de forma genérica las
relaciones entre desplazamientos nodales y deformaciones (tal y como se
menciono en la seccidon 3.2.2), de la siguiente manera:

£=Byq (4.14)

En este caso la matriz B es especifica para un elemento finito longitudinal
unidimensional, y esta dada por:

1

Xy =X

B=

[-11] (4.15)

El resultado de usar funciones de forma lineales es por lo tanto una matriz de
deformaciones, esto indica una deformacion unitaria constante dentro del elemento
finito. El esfuerzo de la ley de Hooke se puede escribir como se muestra a
continuacion:

o =EByq (4.16)
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El esfuerzo también es constante como es de suponer dentro del elemento. Sin
embargo, para fines de interpolacion el esfuerzo que se ha obtenido en la
expresion anterior, puede considerarse como el valor de este en el centroide del
elemento.

4.5 Enfoque de la Energia Potencial para un Elemento Finito
Longitudinal Unidimensional

Para poder obtener la matriz de rigidez del elemento finito longitudinal
unidimensional, es necesario partir de la expresidbn general para la energia
potencial, la cual ya fue estudiada en la seccion 3.1, asi pues:

7= % [ lo1 eav —[ (81 -pav - js[d]Tq-dS (4.17)

Como el continuo que se estudia ha sido discretizado en elementos finitos, la
expresién se puede escribir de la siguiente manera:

= z%’ﬂ"]r'g'd’c -2l pdx =3 L[”]TT dv=3 0P (4.18)

El altimo término supone que las cargas puntuales Pi estan aplicadas en los nodos.
Esta suposicion hace que la deduccién de la energia potencial sea mas simple con
respecto a la notacién y también es una practica muy comun en el modelado.

La expresion anterior, también puede escribirse como se muestra a continuacion:

2=3U, -3 [l -padc= [[u] T-de~Y 0P (4.19)
Siendo:
U, =~[o" et (4. 20)
e 2 -
Donde:
e U, = Eslaenergia de deformacion unitaria del elemento finito.
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4.5.1 Matriz de rigidez del Elemento Finito Longitudinal unidimensional

Para poder deducir la matriz de rigidez del elemento, es necesario expresar la
energia de deformacion unitaria en funcién de la matriz de deformaciones, por lo
que se realizan las siguientes sustituciones del término de esfuerzos y del término
de deformaciones en la ecuacion de la energia de deformaciéon unitaria del
elemento:

c=EBq y &=Bq (4.21)

La expresion de la energia de deformacién unitaria de elemento queda de la
siguiente manera:

1
U= j q'-B'"-E-B-q-Adx (4.22)

El 4rea de cada elemento finito longitudinal unidimensional es constante, ademas,
B también es constante, lo que conlleva que la transformaciéon de x a ¢ en la
ecuacion que describe el sistema coordenado natural o intrinseco del elemento
longitudinal unidimensional se exprese de la siguiente forma:

dx = %-dﬁ (4.23)
O lo que es lo mismo:
le
dx =—-d¢ (4.24)
Donde:
o -1<¢g<1.

e le = Longitud del elemento.

Ahora es posible expresar la energia de deformacion unitaria del elemento finito
ongitudinal unidimensional como se muestra a continuacion:
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1 t .le . t. . l .
U.=314 {Ange B'B Ld&f}q (4.25)

Donde:

e E., =Mobdulo de Young del elemento.

De la ecuacién (4.25), se puede concluir facilmente que:
1
L dé=2 (4.26)

Ademas si se sustituye en la ecuacion de la energia de deformacién unitaria (4.22),
la matriz B por su expresién desarrollada, queda como se ve a continuacion:

1, 1 (-1
Ue:?q Ag-leEg-l—z | -1 1}q (4.27)

Que conduce directamente a la siguiente expresion:

1 ,AE |1 -1
Ue = _.qf. e e { }q (4.28)
La ecuacién que se acaba de presentar en realidad es de le forma:

U,= ;-q’-ke-q (4.29)

Donde:

e k® = Matriz de rigidez del elemento finito longitudinal
unidimensional.
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Asi pues, la expresion desarrollada de la matriz de rigidez del elemento finito
longitudinal unidimensional se obtiene del desarrollo de la ecuacién de la energia
de deformacion unitaria del elemento finito, quedando esta como sigue:

je = Lot { : _1} (4.30)

Se puede observar de la expresion (4.30) que la matriz de rigidez del elemento
finito longitudinal unidimensional es linealmente proporcional al producto Ag-Ee, €
inversamente proporcional a la longitud del elemento finito Ie.

4.6 Ensamble de la Matriz de Rigidez Global y del Vector de Carga
Nodal

Una vez obtenida la expresién de la matriz de rigidez del elemento longitudinal
unidimensional, se puede expresar la ecuacion de la energia potencial aplicada a
este elemento de la siguiente manera:

1 t e t e t e
m=2 kK q=2q"p =2 4" T =2 RO, (4.31)
Esta ecuacion también puede escribirse de la siguiente manera:
7= %-Q’-K-Q _Q'F (4.32)

Donde:

e K = Matriz de Rigidez Global.

e F = Vectorde Carga.
La ecuacién (4.32) implica llevar a cabo el ensamblaje de K y de F a partir de las
matrices de rigidez y de fuerza del elemento finito longitudinal unidimensional, por
lo que es necesario explicar como se realizan estas operaciones de ensamblaje.
Para llevar a cabo el proceso de ensamblaje de las matrices de rigidez del

elemento finito longitudinal unidimensional, se toma como ejemplo el modelo de la
viga empotrada discretizada mediante tres elementos finitos longitudinales
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unidimensionales de la seccion 4.2. Para empezar este proceso da igual cual de
los elementos finitos que conforman el modelo se elija primero, asi que en este
caso se ha elegido al azar el elemento finito longitudinal unidimensional numero 3.

Primero se considera el término de la energia de deformacion unitaria en EL
elemento elegido:

U, =%qt'k3'q (4.33)
Si se desarrolla mas esta ecuacion, se obtiene:
1 E. A |1 -1
U, =—q' —>- 4.34
=31 {_1 : }q (4.34)

Dado que los nodos de este elemento finito tienen como numeracién 3 y 4, el
vector de desplazamientos asociados a estos mismos es:

q= [Q3 Q4]t

(4.35)

Ensamblando la energia de deformacién unitaria perteneciente al tercer elemento,
dentro de la expresion de la energia de deformacion unitaria del modelo entero (sin
tener en cuenta las energias de deformacion unitaria de los otros elementos), se
obtiene la siguiente expresioén:

0 0
0 0 @)
1 E; A, E; 4, Qz
U=U, 2[Q1 0, 0 0l L L o (4.36)
0 0 —E;'A3 E;'A3 0,
L 3 3 _

En esta expresidn se aprecia que los elementos de la matriz de rigidez del tercer
elemento de la viga ocupan las filas y las columnas tercera y cuarta
respectivamente de la matriz K (Matriz de rigidez global del modelo), con base en
la conectividad de dicho elemento (nodo 3 y nodo 4). Los elementos que
comparten nodos simplemente se suman en las posiciones que comparten en la
matriz global.
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La matriz de rigidez global K de la estructura de la viga empotrada y discretizada
mediante tres elementos, queda entonces de la siguiente manera:

E\ -4, _ E\ -4, 0 0
l, l,
3 Ell'A1 EII'A1 4 EZI'A2 3 Ezl A4, 0
K = 1 1 2 2 4. 37
0 _ E, 4, E,4, " E; 4, Ey-4, ( )
L L I, l,
0 0 _ E; 4, E;-4,

El vector de carga nodal F se ensambla de la misma manera que la matriz de
rigidez K. Como para el estudio comparativo desarrollado en este texto, solamente
se van a aplicar fuerzas puntuales en los nodos, el vector de carga queda de la
siguiente manera para la viga empotrada y discretizada mediante tres elementos:

o O O

(4. 38)

~

Una vez que ya se tienen las expresiones de la matriz de rigidez global y del vector
de carga, se minimiza la ecuacion de la energia potencial total del continuo en
funcién de los desplazamientos nodales. Una vez hecho esto, es posible mostrar
en su forma desarrollada, la ecuacién que relaciona cargas y desplazamientos
nodales. Dicha relacién es la mas importante en los céalculos que se llevan a cabo
en este estudio, porque a partir de ella se obtienen todos los resultados que se
calculan en los problemas realizados. Asi pues esta relacién queda de la siguiente
manera para el modelo que se considera en este capitulo:
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| E -4, _ E -4 0 0
/i [
0 _ E-4, E4 " E, 4, _ E, 4, 0 0
o P R R e |V (4.39)
0 0 _E,4, E, -4, n Ey-4, Ey4 ||U,
P, l lz l, [, U,
0 0 _ E; 4, E; 4,
L l3 13 _

4.7 Descripcion de la Elaboracion del Modelo Usado para el
Estudio Comparativo del Elemento Longitudinal
unidimensional

El problema que se va a estudiar para poder comparar los resultados que se
ofrecen tanto MATLAB como NASTRAN para el célculo con un elemento finito
longitudinal unidimensional es el mismo que se ha estado mostrando como ejemplo
a lo largo de todo este capitulo para explicar toda la teoria del elemento finito
longitudinal unidimensional. Por lo tanto, el problema a analizar consiste en una
viga empotrada en uno de sus extremos, siendo la viga de seccidén variable y
sometida a una fuerza puntual de traccion en el extremo opuesto a su
empotramiento.

A la hora de realizar el modelo de elementos finitos de esta viga empotrada, se
procede a discretizarla mediante tres elementos finitos en “serie” de secciones
distintas, utilizando, como es légico, para su conectividad cuatro nodos.

Una representacion de esta viga y de su discretizaciéon (incluyendo la numeracién
de nodos y elementos) han sido presentadas en la Figura 8 y Figura 9.

Los datos necesarios en ambos programas para la modelizacion de la viga son la
longitud de esta, su material (del material el dato que interesa en este caso es
solamente el M6dulo de Elasticidad), su seccién y la fuerza que se aplica. Asi pues
a continuaciéon se puntualizan los datos necesarios del problema que se quiere
estudiar:

Longitud de la viga empotrada
Modulo de Elasticidad del Material:
Seccion variable

(Decrece de modo constante desde

la base hasta su extremo opuesto)

Fuerza puntual de traccién

1.2m

: 200-10° N/m?

- Desde 0.005 m? hasta0.0025 m?

: 75000 N
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A la hora de modelar este problema, se ha procedido dando las siguientes
propiedades a cada elemento finito longitudinal unidimensional utilizado:

Elemento 1:
e Conectividad
e Longitud
e Seccion

e Modulo de elasticidad

Elemento 2:
e Conectividad
e Longitud
e Seccibn

e Modulo de elasticidad

Elemento 3:

e (Conectividad

e Longitud

Seccién
e Modulo de elasticidad

Carga aplicada:

e 75000N

: Nodo 1 (Nodo empotrado)
: Nodo 2 (Unién elemento 2)
:0.4m

:0.0046 m?

: 200-10° N/m?

:Nodo 2 (Unién elemento 1)

:Nodo 3 (Unidn elemento 3)
:04m

:0.0037 m?

: 200-10° N/m?

:Nodo3  (Union elemento 2)
:Nodo 4 (Fin de elemento)

(Aplicacion de carga)
:0.4m

:0.0029 m?
: 200-10° N/m?

Nodo 4 (extremo de la viga)
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4.7.1 Modelado con MATLAB

Como se ha explicado a lo largo del proyecto, MATLAB no es un programa
especifico de calculo por elementos finitos, pero es uno de los programas mas
potentes basado en céalculo matricial; este es el motivo, por el que se intenta probar
en este proyecto su precision para el calculo estructural por el método de los
elementos finitos, dado que este es un método numérico basado en el calculo
matricial.

La labor de modelado con MATLAB es bastante compleja ya que no se tiene un
“asistente grafico especifico” que te “ayude”, y por lo tanto el proceso de modelado
ha sido llevado a cabo realizando un programa (y diversas funciones “externas”
gue también han tenido que ser programadas) con el editor de MATLAB. Dado lo
complejo que seria explicar todo el programa solo se explicaran brevemente los
méddulos en que consiste.

Moddulo de entrada de Datos.

En este médulo se le pide al usuario que introduzca los valores de longitud, de
seccién transversal y moédulo de elasticidad de cada uno de los tres elementos
finitos de los que consta la viga. Ademas, también se calculan las matrices de
rigidez de cada elemento mediante funciones externas y se muestran al usuario.

Modulo de representacion de la estructura sin deformar.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacién grafica de la estructura que se va a estudiar.

Médulo de ensamblaje de la matriz de rigidez global del sistema.

En este mddulo se procede a realizar la operacion de ensamblaje de la matriz de
rigidez global del sistema mediante una funcién externa y una vez ensamblada, se
le muestra al usuario como ha quedado la matriz de rigidez global.

Modulo de calculo de desplazamientos de los nodos.

En este mddulo se aplican las condiciones de contorno, se pide al usuario que
introduzca el valor de la fuerza sobre el nodo 4 y se soluciona la ecuacién que
relaciona la matriz de rigidez global del sistema con los desplazamientos. Por
ultimo se muestran al usuario los resultados de los desplazamientos de cada nodo

Médulo de representacion de la estructura sin deformar y deformada.
Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacidén grafica de la estructura primero sin deformar (como ya se mostro

en un moédulo anterior) y luego sin deformar y deformada, bajo la carga que ha
seleccionado el usuario, superpuestas.
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Moddulo de calculo de reacciones.

En este médulo se calcula la reaccion que se produce en el empotramiento (nodo

1).
Moddulo de calculo de fuerza en el elemento finito.

En esta parte se calculan las fuerzas que se originan en cada barra bajo la carga
aplicada mediante funciones externas y se muestran al usuario.

Modulo de calculo de tensiones en el elemento finito.
En esta parte se calculan las tensiones que se originan en cada barra bajo la carga

aplicada mediante funciones externas y se muestran al usuario los resultados de
estas.

4.7.2 Modelado con FEMAP para el Solver NASTRAN

El proceso de modelado con FEMAP es infinitamente mas facil que con MATLAB,
ya que FEMAP dispone de una “Interface Grafica” que simplifica mucho este
proceso. Lo Unico a destacar del proceso de modelado elaborado mediante
FEMAP, es que se han usado elementos longitudinales unidimensionales llamados
CROD por NASTRAN, capaces de trasmitir fuerzas axiales y momentos
torsionales.

4.8 Calculo Comparativo del Elemento Finito Longitudinal
unidimensional

A lo largo de la siguiente seccién, se van a comparar los distintos tipos de
resultados que se han obtenido al calcular el modelo con MATLAB y NASTRAN
paralelamente. Estos resultados sometidos al estudio son los siguientes:

e Desplazamientos nodales.

e Reaccién en el apoyo.

e Fuerza en el elemento.

e Tensiéon en el elemento.
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4.8.1Desplazamientos Nodales

Los desplazamientos nodales calculados por MATLAB para este modelo se pueden

ver en la Tabla 2.

Nodo N2 Desplazamiento Nodal (m)
1 0 (Nodo empotrado)
2 3,2609 - 10”
3 7.3149 - 10”
4 0.00012487

Tabla 2: Desplazamientos Nodales Calculados por MATLAB

A continuacion, se muestra la representacion grafica realizada en MATLAB de la
estructura sin deformar ((m)
Figura 16), y de la estructura sin deformar y deformada superpuestas (la
deformacion esta escalada a 1 X 1000, para que se pueda distinguir) en la (m)

Figura 17.

1.8
1.6
1.4}

1.2+

0.4+

0.2

Viga empotrada

0.2 0.4 0.6 0.8

(m)
Figura 16: Viga empotrada

1.2
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Viga empotrada sin defomar y deformada

1.8¢

1.6+

1.2+

0.8+

0.6

0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

(m)

Figura 17: Viga empotrada sin deformar y deformada superpuestas

Los desplazamientos nodales calculados por NASTRAN para este problema se
pueden ver en la Tabla 3.

Nodo N2 Desplazamiento Nodal (m)
1 0 (Nodo Empotrado)
2 3.260870-10°
3 7.314924.10°
4 0.000124873

Tabla 3: Desplazamientos nodales calculados por NASTRAN

Una vez que se han obtenido los resultados de los desplazamientos nodales con
ambos programas, se pueden apreciar las diferencias de resultados que se
producen entre los desplazamientos nodales obtenidos con MATLAB y NASTRAN,
mostrandose estas diferencias en la Tabla 4 .

o Diferencias entre Desplazamientos
Nodo N° Nodales (m)
1 0 (Nodo Empotrado)
2 3107
3 2.4.10™
4 3.10”

Tabla 4: Diferencia entre los desplazamientos nodales calculados por MATLAB y NASTRAN
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4.8.2 Reacciones en los Apoyos

Dado que la unica fuerza que se aplica a la viga es de traccion (no podria ser en
otra direccién ya que este es un problema unidimensional), se ve claramente que el
resultado que tiene que dar la reaccidén en el Unico apoyo que existe en el modelo,
es el valor de la fuerza de traccibn pero cambiado de signo, asi pues a
continuacién en la Tabla 5 se muestran los resultados de el valor de la reaccién
calculada por los dos programas.

Nodo Ne 1 Reaccion Calculada Reaccion Calculada
por MATLAB (N) por NASTRAN (N)
1 -75000 -75000

Tabla 5: Reaccién en el Apoyo

4.8.3 Esfuerzos en el Elemento

Los esfuerzos que sufren los elementos del modelo al ser aplicada una carga axial
son légicamente esfuerzos axiles, que es el Unico tipo de esfuerzo que puede
trasmitir este tipo de elemento. El esfuerzo en el elemento se calcula en los nodos
que pertenecen a este, siendo el mismo resultado para los dos nodos del
elemento, pero con distinto signo. Asi pues, el valor del esfuerzo en el elemento es
el valor del resultado de la fuerza calculada en los nodos del mismo, tomando el
mismo criterio de signo para el esfuerzo que para la fuerza obtenida en el nodo de
numeracion mas alta del elemento.

La ecuacién que se aplica para calcular los esfuerzos en el elemento es:

f=k-q (4. 40)
Donde:
o f = Vector de fuerzas nodales.
e Q = Vector de desplazamientos nodales.

Las esfuerzos axiales de cada elemento, calculados por MATLAB para este
modelo, se exponen en la Tabla 6.

Elemento N@ Esfuerzo Axial (eNr; los Elementos
1 75000
2 75000
3 75000

Tabla 6: Fuerzas en cada elemento calculadas por MATLAB
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Las esfuerzos axiales calculadas por NASTRAN en cada elemento son las que se
muestran en la Tabla 7.

Elemento N2 Esfuerzo Axml&r; los Elementos
1 75000
2 75000
3 75000

Tabla 7: Fuerzas en cada elemento calculadas por NASTRAN

Las diferencias entre los esfuerzos axiales calculados por MATLAB y NASTRAN
para este modelo se pueden observar en la Tabla 8.

Diferencia del Esfuerzo axial

Elemento N° en los Elementos (N)

1 0
2 0
3 0

Tabla 8: Diferencia entre la fuerza en los elementos calculada por MATLAB y NASTRAN

4.8.4 Tension en el Elemento

Para acabar con el estudio comparativo del elemento finito longitudinal
unidimensional, s6lo queda analizar las tensiones que se obtienen en cada
elemento del modelo elegido como ejemplo de estudio. Estas tensiones son
basicamente los esfuerzos de los elementos por unidad de area del elemento al
que pertenecen.

La tension calculada por MATLAB en los elementos del modelo se pueden ver en
la Tabla 9.

La tension calculada por NASTRAN en cada elemento se sumariza en la Tabla 10.

Elemento N2 Tension ?'\rl\/rilz)Elemento
1 1.6304-10"
2 2.0270-10"
3 2.5862-10’

Tabla 9: Tensiones en los elementos calculada por MATLAB

Elemento Ne Tension ?'\rll/s:z;ilemento
1 1.630435-10"
2 2.027027-107
3 2.586207-10"

Tabla 10: Tensiones en los elementos calculada por NASTRAN
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Para acabar con el calculo del estudio comparativo para el elemento finito
longitudinal unidimensional, se muestran las diferencias que se producen entre los
resultados de las tensiones calculadas por MATLAB y por NASTRAN en los

elementos (Tabla 11).

o Gradiante de la Tension
Elemento N® en el Elemento (N/m?)
1 3.5-10°
2 2.7-10°
3 7-10'

Tabla 11: Diferencia entre la tension en los elementos calculada por MATLAB y NASTRAN

4.9 Conclusiones del Estudio Comparativo del Elemento Finito
Longitudinal unidimensional.

Como se ha podido observar a lo largo de todos los tipos de resultados obtenidos
sobre el modelo usado como ejemplo para el estudio comparativo entre MATLAB y
NASTRAN para el elemento finito longitudinal unidimensional, todos los valores

obtenidos por ambos programas son practicamente

iguales,

obteniéndose

diferencias de varios érdenes de magnitud inferior, que los propios valores de los
resultados ofrecidos por sendos programas. Por lo tanto, se puede concluir que
para el elemento finito longitudinal unidimensional MATLAB ofrece una gran

precision de calculo.
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5 ESTUDIO COMPARATIVO PARA UN
ELEMENTO FINITO LONGITUDINAL
BIDIMENSIONAL ARTICULADO

5.1 Introduccion al Elemento Finito Longitudinal Bidimensional
Articulado

Lo primero que cabe resefnar de este elemento es que, al contrario que con el
elemento longitudinal unidimensional, no coinciden las coordenadas globales y
locales del elemento lo cual introduce un grado mas de dificultad comparado con el
elemento longitudinal unidimensional.

El elemento longitudinal bidimensional articulado sélo esta sujeto a fuerzas en su
plano XY, por lo que cada elemento sélo puede estar sometido a estados de
compresién o traccién directa, en otras palabras, este tipo de elemento forma
estructuras articuladas donde los nodos son las articulaciones.

El elemento finito longitudinal bidimensional articulado, al igual que el longitudinal
unidimensional, tiene un nodo en cada uno de sus dos extremos y esta
caracterizado por sus ecuaciones de forma, y al igual que este, también esta
definido por las propiedades fisicas del médulo de elasticidad, la longitud y la
seccion transversal.

5.2 Sistemas de Coordenada Globales y Locales

La principal diferencia entre el elemento finito longitudinal unidimensional y el
elemento finito longitudinal bidimensional articulado, es que este ultimo puede tener
varias orientaciones dentro del plano. Para poder definir las diferentes
orientaciones de este elemento, se introducen sistemas de coordenadas globales y
locales de la forma que se explica a lo largo de este apartado (la ubicacion de este
elemento finito con respecto a ambos sistemas de coordenadas se puede visualizar
en la Figura 18 y Figura 19).
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< X

N

2

» X

P

Figura 18: Elemento longitudinal bidimensional articulado con sus coordenadas locales (X', Y’)

] 94

<+—— Elemento deformado

» X

Figura 19: Elemento longitudinal bidimensional articulado con sus coordenadas globales

El sistema local de coordenadas consiste en los ejes X', que esta alineado a lo
largo del elemento y va desde el nodo 1 hacia el nodo 2, y en el eje Y’ que
l6gicamente es perpendicular al primero. El sistema global de coordenadas XY esta
fijo y no depende de la orientacidn del elemento. Se debe notar que X Y y Z forman
un sistema coordenado derecho con el eje Z saliendo del papel. Con referencia al
sistema coordenado global cabe decir, que cada uno de los nodos posee dos
grados de libertad intrinsecos, por lo que la estructura que se modele con este tipo
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de elemento finito, tendra el doble de grados de libertad que el numero de nodos
usados para su modelizacién.
En este proyecto se ha adoptado el siguiente criterio para la numeracion:

e El nodo cuyo numero global es j, va a tener asociados a él los grados de
libertad 2.j -1 y 2.j.

También es necesario la numeracion de los desplazamientos de cada nodo con

respecto a las coordenadas globales XY, asi pues los desplazamientos asociados
al nodo j estan numerados como se muestra a continuacion:

Q;=Q2j-1 y Q2-j. (5.1)

Donde:

e O, = Vector de desplazamiento del nodo j con respecto a sistema de
coordenadas global.

En el sistema de coordenadas local de cada elemento, los desplazamientos de los
dos nodos del elemento siempre se numeran de la misma forma:

q'= [q'l q'z] (5.2)

Donde:

e q = Vector de desplazamiento del elemento en el sistema coordenado
local.

El vector de desplazamiento del elemento n en el sistema de coordenadas global,
suponiendo que los dos nodos que lo delimitan sean los nodos de numeracion
global 1y 2 respectivamente, es el siguiente:

q, :[% q, 43 q4] (5.3)
Donde:
e qgn = Vector de desplazamiento del elemento n en el sistema de
coordenadas global.
e q; = Coordenada X del desplazamiento del nodo 1 en el sistema global.
e g2 = Coordenada Y del desplazamiento del nodo 1 en el sistema global.
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e g3 = Coordenada X del desplazamiento del nodo 2 en el sistema global.

e g4 = Coordenada Y del desplazamiento del nodo 2 en el sistema global.

A continuacién se muestra la relacion que existe entre Q' y qp:

q',=q, cos@+q,senl

(5.4)
q',=q,cos@+q,send
Ahora se introducen los cosenos directores | y m como:
[ =cosé y m=cos¢ = sen6 (5.5)

Los cosenos directores son los cosenos de los angulos que el eje local X’ forma
con los ejes globales X,Y respectivamente. Las ecuaciones donde se relaciona q' y
g se puede escribir de forma matricial como se muestra a continuacion:

q'=Lyq (5.6)
L{l m 0 o} (5.7)
0 0 [ m

Donde:
e L = matriz de transformacion.
Las férmulas para realizar el célculo de los cosenos directores |, m y de la longitud

del elemento a partir de las coordenadas de los nodos en coordenadas globales
son muy sencillas y e intuitivas.

l:x2_x1 y m:yz_yl
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Donde:
e | m = Cosenos directores.

e = Longitud del elemento finito longitudinal longitudinal bidimensional
articulado.

En la Figura 20 se representa un elemento finito longitudinal bidimensional
articulado con las coordenadas de los nodos en coordinas globales.

2
(X2,Y2)

i (Y2-Y4)

(X1,Y1)
1 (X2 -Xq)

Figura 20: Elemento finito con coordenadas nodales

5.3 Matriz de Rigidez de un Elemento Longitudinal Bidimensional
Articulado

Una importante observacion que se debe hacer sobre el elemento longitudinal
bidimensional articulado, es que es un elemento unidimensional cuando se
considera en su sistema de coordenadas local. Esta observacién permite usar
los resultados obtenidos para el elemento finito longitudinal unidimensional. En
consecuencia, la matriz de rigidez para un elemento longitudinal bidimensional
articulado en el sistema de coordenadas local es el mismo que la del elemento
unidimensional:

Donde:

e k' =Matriz de rigidez en coordenados locales del elemento finito
longitudinal bidimensional articulado.

e E. = Mobdulo de elasticidad del material del elemento finito.

e A. = Seccion transversal del elemento finito.
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El siguiente problema que se plantea es obtener una expresién para la matriz de
rigidez del elemento en el sistema de coordenadas global. El primer paso para dar

con esta expresion es obtener la energia de deformacion unitaria en el elemento
definida en las coordenadas locales, la cuél viene dada por la siguiente expresion:

U',= ;q k'q' (5.10)

Donde:
e U, = Energia de deformacién en coordenadas locales del elemento finito

longitudinal bidimensional articulado.

Realizando la sustitucion g’ = L-q en la expresiéon anterior, da lo siguiente:
U = ;qt[Lt kL] (5.11)

La energia de deformacion unitaria en coordenadas globales puede escribirse
como:

U,=—q"kq (5.12)

Donde:

e U, = Energia de deformacién en coordenadas globales del elemento finito
longitudinal bidimensional articulado.
e k = Matriz de rigidez del elemento en coordenadas globales.

De las relaciones anteriores se puede obtener la forma desarrollada de la matriz de
rigidez del elemento longitudinal bidimensional articulado, quedando esta como se
muestra a continuacion:
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I? Im —=1* —Im

E A | I Po—lm —-m?
g oAl bm ’2’” m (5.13)

/ -1/ —Im | I'm

e

2
—I'm —-m I'm m?

La matriz de rigidez global de un modelo de elementos finitos longitudinales
bidimensionales articulados se obtiene ensamblando las matrices de rigidez de
cada elemento siguiendo exactamente el mismo proceso que para el elemento
unidimensional, pero teniendo en cuenta que en este caso cada nodo tiene dos
grados de libertad en vez de uno, por lo que como es légico la matriz tendra el
doble de columnas y de filas.

5.4 Metodo para el Calculo de Tensiones en el Elemento
Longitudinal bidimensional Articulado

Para obtener la expresion de la tensidbn en el elemento finito longitudinal
bidimensional articulado, se parte de la expresién genérica de la tensién en funcion
de la deformacién unitaria, la cual se muestra a continuacién:

oc=E¢ (5.14)

Como la deformacion unitaria es el cambio de longitud por unidad de longitud
original, la expresion de la tensién del elemento referida a coordenadas locales
queda como sigue:

)

e

o=g 20 Lo 1]-{‘]}} (5.15)
[, q9-

La ecuacion anterior también la se puede escribir en términos de los
desplazamientos referidos a las coordenadas globales q usando la siguiente
trasformacion:

f -1 1}Lq (5.16)

e

O =
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Sustituyendo L por su forma desarrollada en la ecuacién anterior, la expresién de la
tensién para el elemento longitudinal bidimensional articulado en coordenadas
globales es:

ll?e-[—l —m | mlq (5.17)

O =

5.5 Descripcion de la Elaboracion del Modelo Usado en el Estudio
Comparativo del Elemento Longitudinal Bidimensional
Articulado

El problema que se ha escogido para realizar el estudio comparativo del elemento
finito longitudinal bidimensional articulado consiste en un triangulo equilatero
articulado con dos apoyos en las articulaciones de su base, uno de los cuales tiene
restringido todos sus grados de libertad y el otro sélo tiene restringido el grado de
libertad de la direccién vertical.

Esta estructura articulada estda sometida a dos cargas puntuales sobre su nodo
superior, una de ellas en direccion del eje Y negativo y otra en direccién del eje X
positivo. Para una mejor comprensién se muestra a continuacion una figura de la
misma con sus apoyos y las fuerzas aplicadas.

Figura 21: Triangulo Equilatero Articulado
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Los datos necesarios en ambos programas para la modelizacion de este triangulo
equilatero articulado son la longitud de sus lados, que al ser un triangulo equilatero
es igual para todos ellos, la seccion de cada una de las barras, que en este caso,
es una seccion cuadrada igual para todas, el material del cual solamente son
necesarios, al igual que para el elemento unidimensional, su moédulo de elasticidad,
y los valores de las fuerzas externas que se van a aplicar a la estructura. Asi pues,
a continuacion se puntualizan los datos necesarios del problema que se va a
estudiar:

e Longitud de cada lado del triangulo equilatero 1.2m

e Material :200-10° N/m?
e Seccion de cada una de las barras :0.0015 m?

e Fuerza Vertical (Fy) 100000 N

e Fuerza Horizontal (Fx) : 75000 N

A la hora de modelar este triangulo equilatero articulado con elementos
bidimensionales articulados se ha procedido con la numeracién tanto de elementos
como de nodos que se muestra en la Figura 22 y en |la Tabla 12.

3

2
@
1 \ ] \
Nodo con sus dos

GDL restringidos Nodo con su GDL
vertical restringido

X
Figura 22: Modelo con elementos longitudinales bidimensionales articulados
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Elementos Nodos
1 1 2
2 1 3
3 2 3

Tabla 12: Conectividad de elementos y nodos

Para desarrollar el modelo de esta estructura articulada tanto en MATLAB como en
FEMAP, se ha procedido dando las siguientes propiedades a los elementos finitos
que conforman el modelo:

Elemento 1, Elemento 2, Elemento 3:

e Longitud :1.2m
e Seccidn :0.0015 m?
e Modulo de elasticidad : 200-10° N/m?

5.5.1 Modelado con MATLAB

El programa realizado con MATLAB para llevar a cabo este modelo de elementos
finitos longitudinales bidimensionales articulados, se distribuye en los siguientes
maédulos.

Médulo de entrada de datos.

En este modulo se pide al usuario que introduzca los valores de la longitud de la
base del tridngulo (como los otros lados son iguales seria redundante pedirlo) la
seccién y médulo de elasticidad.

Modulo de representacion de la estructura.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacién grafica de la estructura que se va a estudiar.

Modulo de calculo de las matrices de rigidez de los elementos.
En este mddulo, mediante llamadas a funciones externas, se calculan las matrices

de rigidez de cada elemento y posteriormente se muestran los resultados al
usuario.
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Médulo de ensamblaje de la matriz global de rigidez.

En este mddulo se procede a realizar la operacion de ensamblaje de la matriz de
rigidez global del sistema mediante una funcién externa y una vez ensamblada, se
le muestra al usuario como ha quedado la matriz de rigidez global.

Modulo de calculo de desplazamientos nodales.

Aqui se aplican todas las condiciones de contorno, se le pide al usuario que
introduzca el valor de las Fuerzas en el nodo 3, se plantean las ecuaciones que
relacionan la matriz de rigidez global con las cargas y los desplazamientos nodales,
y se le muestra los resultados de desplazamientos nodales al usuario.

Médulo de representacion de la estructura sin deformar y deformada.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacién grafica de la estructura, primero sin deformar (como ya se mostro
en un médulo anterior) y luego sin deformar y deformada, bajo la carga que ha
seleccionado el usuario, superpuestas.

Modulo de calculo de reacciones.

En este modulo se calculan las reacciones que se generan en los apoyos (Nodos 1
y 2).

Moddulo de calculo de fuerza en el elemento finito.

En esta parte se calculan, mediante funciones externas, las fuerzas que se originan
en cada barra bajo la carga aplicada y se muestran al usuario.

Médulo de calculo de tensiones en el elemento finito.
En esta parte se calculan las tensiones que se originan en cada barra bajo la carga

aplicada mediante funciones externas y se muestran al usuario los resultados de
estas.

5.5.2 Modelado con FEMAP para el Solver NASTRAN

Para realizar el modelado con FEMAP se han utilizado elementos CROD al igual
que en el modelo del capitulo anterior, pero esta vez con cargas en dos
dimensiones como pide el problema que se quiere modelar.
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5.6 Calculo Comparativo del Elemento Longitudinal bidimensional
Articulado

En este célculo comparativo se van a comparar los distintos tipos de resultados
que se han obtenido al calcular paralelamente el modelo antes descrito con
MATLAB y NASTRAN, siendo los resultados obtenidos del modelo los siguientes:
e Desplazamientos nodales.
e Reaccién en los apoyos.

e Fuerza en los elementos.

e Tensidon en los elementos.

5.6.1 Desplazamientos Nodales

Los valores de los desplazamientos nodales calculados por MATLAB para el
triangulo articulado que se ha modelado, se pueden ver en la Tabla 13.

Nodo N2 Desplazamiento Nodal (m)
X Y
1 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)
2 4 0
2.6547-10 (GDL restringido)
3 7.3274-10™ -3.433-10"

Tabla 13: Desplazamientos Nodales Calculados por MATLAB

La representacion grafica que se muestra con MATLAB del triangulo articulado sin
deformar se muestra en la (m)

Figura 23 y de la estructura sin deformar y deformada (la deformacién tiene una
escala de 1 X 100, para que se pueda distinguir de la estructura sin deformar)
superpuestas se puede ver en la (m)

Figura 24.
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Triangulo equilatero articulado

0.8-

0.6-

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

(m)

Figura 23: Tridangulo Equilatero articulado

Triangulo equilatero articulado deformado
1.2

0.2F

Figura 24: Tridngulo Articulado Sin Deformar y Deformado Superpuestos

Los desplazamientos nodales calculados por NASTRAN para el modelo del
triangulo articulado se muestran en la Tabla 14.
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Nodo N2 Desplazamiento Nodal (m)
X Y
1 0 0

(GDL restringido) (GDL restringido)

2 4 0
265470110 (GDL restringido)
3 7.327345.10* -3.433013.10

Tabla 14: Desplazamientos Nodales Calculados por NASTRAN

Las diferencias que se obtienen al comparar los desplazamientos nodales
calculados por MATLAB y NASTRAN se muestran en la Tabla 15.

Nodo N2 Diferencias entre Desplazamientos
Nodales (m)

X Y

1 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)

2 1.10 0
(GDL restringido)

3 5.5.107"° 1.3-107"°

Tabla 15: Diferencia entre los Desplazamientos Nodales Calculados por MATLAB y NASTRAN

5.6.2 Reacciones en los Apoyos

Las reacciones calculadas por MATLAB, que se generan en los apoyos (Nodos 1y
2) al aplicar las cargas puntuales en el Nodo 3, dan como resultado los valores que
se sumarizan en la Tabla 16.

Nodo N° Reacciones Nodales (N)
Rx Ry
7.5-10° -1.4952.10°
0 5
2 ( No esta restringido) 1.1495-10

Tabla 16: Reacciones Nodales Calculadas por MATLAB

Las mismas reacciones, pero en este caso calculadas por NASTRAN, dan como
resultado los datos que se muestran en la Tabla 17.

Nodo N¢ Reacciones Nodales (N)
Rx Ry
: -7.5-10° -1.495188-10°
0 5
2 ( No esta restringido) 1.149519-10

Tabla 17: Reacciones Nodales Calculadas por NASTRAN
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La diferencia que resulta de comparar los resultados ofrecidos por MATLAB y
NASTRAN al calcular las resultantes en los apoyos se muestra en la Tabla 18.

Diferencia entre los resultados de
Nodo N2 Reacciones Nodales (N)
Rx Ry
1 0 1.2.10"
2 0 1.9
( No esta restringido) )

Tabla 18: Diferencia entre los Resultados de las Reacciones Nodales Calculadas por MATLAB y
NASTRAN

5.6.3 Fuerzas en los Elementos

Las fuerzas que sufren los elementos del modelo, que se estan considerando para
este estudio comparativo, son esfuerzos axiles, ya que es el Unico tipo de
esfuerzo que puede transmitir este elemento y se calcula de la siguiente manera:

E A
Fe: e ‘e
/

e

-1 —=m 1 mlq (5. 18)

Esta expresion es igual a la férmula para calcular las tensiones en los elementos
longitudinales bidimensionales que se explicé con anterioridad pero multiplicada
por el area del elemento. Asi pues, se considera el convenio de signos que
establece que si la fuerza en un elemento es negativa, este esta sometido a
compresién y si es positiva esta sometido a traccion.

Las fuerzas en el elemento calculadas por MATLAB, para el triangulo articulado, se
muestran en la Tabla 19.

Elemento Ne Esfuerzo Axial enlos | Traccion /Compresion
Elementos (N)
1 6.636751-10° Traccioén
2 1.726497-10° Traccién
3 -1.3273503-10° Compresion

Tabla 19: Fuerzas en los Elementos Calculadas por MATLAB

Las mismas fuerzas en los elementos, pero calculadas por NASTRAN, se muestran

en la Tabla 20.

Tabla 20: Fuerzas en los Elementos Calculadas por NASTRAN

Elemento N2 Esfuerzo Axial en los Traccién /Compresion
Elementos (N)
1 6.636752-104 Traccion
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2 1.726494.10°
3 -1.327350-10°

Traccion
Compresion

La diferencia que se produce entre los resultados de ambos programas se refleja
en la Tabla 21.

o Diferencia entre Esfuerzos

Elemento N* Axiales en los Elementos(N)
1 1.10
2 3-10”
3 3.10”

Tabla 21: Diferencia entre las Fuerzas Calculadas en los Elementos

5.6.4 Tension en los Elementos

La tensidn en los elementos, se calcula mediante la formula que se explico en el
apartado 5.4. Por lo que los resultados que ofrece MATLAB de las tensiones
calculadas en los elementos del modelo se exponen en la Tabla 22.

Elemento N2

Tension en los
Elementos (N/m?)

1 4.4245008-10
2 1.1509982-10"
3 -8.8490017-10’

Tabla 22: Tensiones en los elementos calculadas por MATLAB

Las tensiones en los elementos calculadas por NASTRAN se pueden ver en la

Tabla 23.
Elemento N2 Tension en Ios2
Elementos (N/m?)
1 4.424502.10"
2 1.150996E-10’
3 -8.849001-10"

Tabla 23: Tensiones en los elementos calculadas por NASTRAN

La diferencia entre los resultados ofrecidos por ambos programas en las tensiones
calculadas en los elementos del modelo sometido a estudio, se pueden ver en la

Tabla 24).

Diferencia entre la
Elemento N2 tension en los
elementos (N/m?)
1 1.2.10’
2 2.2.10'
3 7

Tabla 24: Diferencia entre MATLAB y NASTRAN en el calculo de las tensiones en los elementos.
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5.7 Conclusiones del Estudio Comparativo del Elemento Finito
Longitudinal bidimensional Articulado.

Las conclusiones, que se obtienen en el estudio comparativo del elemento finito
longitudinal bidimensional articulado, son exactamente las mismas que para el
elemento unidimensional articulado ya que las diferencias obtenidas entre los
resultados ofrecidos por sendos programas al calcular el modelo sometido a
estudio son insignificantes. Asi pues, se puede decir que MATLAB ofrece una gran
precision de calculo a la hora de desarrollar un modelo con elementos finitos
longitudinales bidimensionales articulados.
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6 ESTUDIO COMPARATIVO PARA UN
ELEMENTO FINITO LONGITUDINAL
BIDIMENSIONAL RETICULADO

6.1 Introduccion al Elemento Finito Longitudinal Bidimensional
Reticulado

Este tipo de elemento finito, al igual que el anterior, tiene dos sistemas de
coordenadas, sistema de coordenadas global y sistema de coordenada local, y
también coincide en que es un elemento bidimensional, pero sin embargo no solo
estd sujeto a las fuerzas del plano, como el elemento finito longitudinal
bidimensional articulado, sino que también esta sometido al momento flector
generado por las fuerzas contenidas en el plano, por lo que este tipo de elemento
forma estructuras reticuladas bidimensionales (marcos), las cuales son mas rigidas
que las articuladas, ya que también transmiten los momentos generados por las
fuerzas.

Este elemento finito, como los que se han vistos hasta ahora, esta delimitado por
dos nodos, pero en este caso con tres grados de libertad en cada uno (los dos
desplazamientos del plano y una rotacién perpendicular a este). Las propiedades
fisicas que se necesitan para caracterizar a este elemento son: la longitud, la
seccién transversal, el momento de inercia y el médulo de elasticidad.

Para dar con la matriz de rigidez de este elemento, primero se va a estudiar un
elemento longitudinal bidimensional que tenga tan solo los desplazamientos
transversales y rotacionales, obteniendo su matriz de rigidez, para después
combinar esta matriz con la matriz del elemento longitudinal unidimensional (que
representa el desplazamiento axial), lo que dara la matriz de rigidez del elemento
longitudinal bidimensional reticulado en coordenadas locales. Una vez hecho esto
s6lo quedara referir esta matriz al sistema de coordenadas global.

6.2 Matriz de Rigidez de un Elemento Longitudinal Bidimensional
con Desplazamientos Transversales y Rotacionales

Para desarrollar esta matriz de rigidez, lo primero que se observa es cada nodo
tiene dos grados de libertad. Al igual que para el elemento finito longitudinal
bidimensional articulado la numeracién de los grados de libertad de un nodo i son
Qo1 y Qui, el grado de libertad Qa1 es el desplazamiento transversal y Qi la
rotacion. Para un solo elemento los grados de libertad locales son:
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q:(% 4 43 Q4) (6.1)

Donde:
e gi1yqgs = Desplazamientos transversales de los nodos del elemento en

coordenadas locales.
e g2yqgs = Rotaciones de los nodos del elemento en coordenadas locales.

Las funciones de forma para interpolar v estan definidas como hasta ahora en
términos de ¢ (-1 ,+1).

Las funciones de forma en este caso difieren de las que se han estado utilizando
hasta ahora por lo que es necesario pararse a explicarlas en detalle.

En este caso, como estan implicados valores nodales y pendientes nodales, se

definiran funciones de forma de Hermite, las cuales son funciones de forma de
orden cubico. Cada una de las funciones de Hermite viene dada por:

H,=a,+b-E+c & +d & (6.2)

Con i=1, 2,3, 4.

Se deben satisfacer las condiciones que se muestran en la Tabla 25.

Hi  [Hy  [H, [Hp [Hg  [Hs [H, [H,
E=-1 |1 0 0 1 0 0 0 0
=1 0 0 0 0 1 0 0 1

Tabla 25: Condiciones de cumplimiento de la funciones de forma de Hermite

El la tabla anterior las expresiones H’;, son las derivadas en funcién de ¢ de las
funciones de Hermite (para la evaluar las pendientes) en los puntos de ¢ que se
especifican.

Los coeficientes a;, b, ¢i y di, pueden obtenerse aplicando las condiciones de la
Tabla 25, quedando pues las funciones de forma de la siguiente manera:

H = (1= 2+¢)
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H, = (1+) (2-9)

H, = 1+&) (+)

Las coordenadas se transforman por la relacion:

X=X, Xy =X
= + : 6.4
BN B (6.4

Las funciones de forma de Hermite pueden usarse para escribir el campo de
desplazamientos en el elemento finito en la forma que se muestra a continuacion:

dv dv
wé)=H, -vl+H2~(d—§)l+H3-v3+H4-(d—§)2 (6.5)
Donde:
° v :Vector de desplazamientos del elemento finito en coordenadas locales.
LINAVA : Desplazamiento transversal del primer nodo del elemento (igual a ).
d
° (d;;)l : Rotacion del primer nodo del elemento.
* V3 : Desplazamiento transversal del segundo nodo del elemento (igual a qg).
d
° (d;;)z : Rotacién del segundo nodo del elemento.
Como le = x2 — X1 es la longitud del elemento se tiene:
le
dx = E-d(f (6.6)

Usando ahora la regla de la cadena se obtiene lo siguiente:
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a1 dv 67)
dé 2 dx

Notando que dv/dx son las rotaciones de los nodos, se puede expresar la siguiente
ecuacion:

) [
V(§)2H1'91+§'H2'Q2+H3'Q3+36'H4'Q4 (6.8)
Ahora se puede definir:
[ [
H = {Hl ~H. H, EQ'H‘*} (6. 9)

Usando la expresidn de la ecuacién diferencial aproximada de la linea elastica [12],
la energia de deformacion unitaria del elemento en este caso viene dada por:

2 2
U, :%-E-I | (%j dx (6.10)

De las ecuaciones anteriores y sustituyendo v=H:q se pueden obtener las
siguientes ecuaciones:

avY L 16(d*H\ (d*H)

() = o1
d’H) 13, —1+361, 3, —1+351,
(dfzj{zf 2 2 25 2 2} (6.12)

Al sustituir dx=(l¢/2)-d¢ y con las relaciones que se acaban de mostrar en la
ecuacioén de la energia de deformacién unitaria del elemento, queda lo siguiente:
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9, 3 .9 ., 3 i

W8 O £ e,

— . — . 2

1+3§ J? —é'f‘(—1+3‘g‘g)'l 1+79§.12

1 ,8E1 ¢+ 4 ¢ 8 ¢ 16 ¢
e Simetrica Zf ? - gf '(1 +3¢ )‘le
[1+3-§j2 2

— 4 ‘

Esta expresion conduce directamente a la energia de deformacién unitaria del
elemento dada por:

U, =%~q’keq (6.14)

Donde, por fin, la matriz de rigidez del elemento es:

12 6l -12 6l
el 4l -6l 20

ke = (6.15)
~12 -6l 12 -61

6l, 207 -6l 4

6.3 Matriz de rigidez del elemento longitudinal bidimensional
reticulado

Para deducir la matriz de rigidez de este elemento, como ya se dijo, basta con
combinar los términos de la matriz de rigidez del elemento unidimensional, la cual
proporciona la componente axial de los desplazamientos, con la matriz de rigidez
calculada en 6.2 y referirla a coordenadas globales.

Para el elemento longitudinal bidimensional reticulado, el vector de
desplazamientos nodal viene dado por la siguiente expresion:

9=le, & @ 4. a5 4l (6.16)

También es necesario definir un sistema coordenado local (x,y’), que esta
orientado a lo largo del elemento finito de 1-2, con cosenos directores I,m:
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[=cos@ , m=send (6.17)

Estos cosenos directores se evallan usando las relaciones que ya se vieron para
el elemento longitudinal bidimensional articulado. El vector de desplazamientos en
el sistema local queda:

q':[qvl 9, 495 95 q's qvé] (6.18)

La transformacién de desplazamientos locales a globales se obtiene segun la
siguiente relacion:

q'=Lyq (6.19)

Donde L es la matriz de transformacion dada por:

I m 0 0 0 0
—m 1 0 0 0 0
0 00 0 0 0 6.20)
0 00 [ mo
0 0 0 -m [ 0
0 00 0 0 1]

Ahora, Combinando las dos matrices de rigidez que se han mencionado, queda la
matriz de rigidez del elemento longitudinal bidimensional reticulado en coordenadas
locales de la siguiente manera:
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[ E4 ~EA

0 0 —_— 0 0
le l@
12:E-1 6-E-1 —122E- 1 6E1
0 N [? 0 I [?
6-E-1 4-E-1 —-6E-] 2-E-]
0 I? [ 0 /> /
k'= . € € _ € e (6. 21)
ﬂ 0 0 E_A 0 0
le le
—-12-E- I -6FE1 122E-1 —6E]
N /2 0 I [?
6-E-] 2-E-1 —6E1 4-F-1
0 2 O 2
L le le le le B

La energia de deformacion unitaria del elemento, al igual que para el elemento
longitudinal bidimensional articulado, viene dada por la siguiente expresion:

Ue :%qn.k'e.qv:%qt.Lt.kve.L.q (622)

Se puede relacionar de forma facil la matriz de rigidez del elemento en
coordenadas globales y locales, por lo que la matriz de rigidez de este elemento en
coordenadas globales se puede expresar a través de la matriz de transformacion
como:

ke =LKL (6.23)

La matriz de rigidez global de un modelo de elementos finitos longitudinales
bidimensionales articulados se obtiene ensamblando las matrices de rigidez de
cada elemento siguiendo exactamente el mismo proceso que para los elementos
anteriores, simplemente se tiene que tener en cuenta que en este caso los nodos
tienen tres grados de libertad.

6.4 Calculo de la Tension de Von Mises en el Elemento
Longitudinal Bidimensional Reticulado

Este tipo de elemento finito va a estar sometido a un estado tensional complejo
(esfuerzos axiles, esfuerzos cortantes y momentos flectores), por lo que es muy
conveniente poder establecer algun criterio que permita encontrar un estado de
traccion monoaxial equivalente al estado complejo que se esta considerando y de
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esta manera hacer posible la comparacién de esta tensién con el limite elastico del
material que se le ha adjudicado al elemento finito.

Son varios los criterios que se han propuesto para fijar esta tensién equivalente
[12] (Criterio de Ranking, Criterio de Tresca,..., etc), pero el criterio que se va a
considerar en este proyecto (es ademas el criterio usado generalmente) es el
criterio de Von Mises.

En el criterio de Von Mises, el estado tensional plano, que se tiene para este tipo
de elemento finito, se puede escribir como se muestra a continuacion:

Oy =+[0p +3T5, (6. 24)

La tension normal de elemento oy se obtiene a partir del esfuerzo axil y del
momento flector como se detalla a continuacion:

o. =N M, (6.25)

Donde:
e y = Distancia de la fibra neutra a la maxima tension normal generada por
el momento flector.
e M = Momento flector.

La expresién de la tension cortante del elemento 1y, Se obtiene a partir del
esfuerzo cortante en el elemento finito segun la siguiente expresion.

Tm
T =— 6.26
xy b[ ( )

Donde:

e m = Momento estatico de la seccion transversal.
e b = Longitud horizontal de la seccién transversal.
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6.5 Descripcion de la Elaboracion del Modelo Usado para el
Estudio Comparativo del Elemento Longitudinal
Bidimensional Reticulado

El problema que se ha seleccionado para la elaboracion del estudio comparativo de
el elemento longitudinal bidimensional reticulado consiste en un pértico reticulado
en el cual se han aplicado una carga vertical en el sentido negativo del eje Y, y una
carga horizontal en el sentido positivo del eje X en una de las uniones reticuladas,
mientras que sobre la otra unién reticulada se ha aplicado un momento positivo (se
usara el convenio de signos para todo el proyecto, segun el cual los momentos
positivos son aquellos que giran a derechas y negativos los que giran a izquierdas).

Para una completa comprensién de esta estructura, esta aparece reflejada en la
Figura 25.

Fy v
. D"
N

T v

Figura 25: Pértico Longitudinal Bidimensional Reticulado

Los datos que es necesario conocer de este pértico para poder meterlos en los
programas y desarrollar el modelo son: la longitud de los pilares del pértico (que en
esta caso son iguales), la longitud de la viga del pértico, la seccién de las partes
que forman el pértico (siendo en este caso igual para todas) y el momento de
inercia respecto al eje neutro (eje z que pasa por el centroide). De las propiedades
del material, solo es necesario tener como dato el modulo de elasticidad, también,
como es légico, es necesario conocer el valor de las fuerzas externas que van a
ser aplicadas sobre la estructura.

A continuacion se exponen los datos necesarios del problema que se quiere
estudiar:
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e Longitud de los pilares :1.8m

e Longitud de la viga :1.2m

e Material : 200-10° N/m?

e Seccion (cuadrada) de cada uno de los elementos :0.0017 m?

e Momento de inercia : 2.40833:10" m*
e Fuerza Vertical (Fy) :-90000 N

e Fuerza Horizontal (Fx) : 80000 N

e Momento positivo : 7500 N'm

A la hora de modelar este poértico con elementos finitos longitudinales
bidimensionales reticulados se ha realizado la numeracién de elementos y de
nodos que se muestran en la Figura 26 y en la Tabla 26.

Nodo con todos sus grados Nodo con todos sus grados

X de libertad restringidos de libertad restringidos
Figura 26: Modelo con Elementos Longitudinales Bidimensionales Reticulados

Elementos Nodos
1 1 2
2 2 3
3 3 4

Tabla 26: Conectividad de Elementos y Nodos
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Para modelar este problema, tanto en MATLAB como en FEMAP se han dando las
siguientes propiedades a los elementos finitos que se han usado en la elaboracion
del modelo:

Elemento 1, Elemento 3:

e Longitud :1.8m

e Seccién Transversal :0.0017 m

e Momento de Inercia :4.0833-107" m*

e Modulo de elasticidad :2.10"" N/m?
Elemento 2

e Longitud 1.2m

e Seccién Transversal :0.0017 m

e Momento de Inercia :2.40833-10" m*

e Moédulo de elasticidad :2.10"" N/m?

6.5.1 Modelado con MATLAB

El programa elaborado en MATLAB con el que se modela este portico con
elementos finitos longitudinales bidimensionales reticulados consiste de los
siguientes moédulos.

Médulo de entrada de Datos.

En este médulo se le pide al usuario que introduzca los valores de longitud de los
pilares y de la viga del portico, la seccion, el momento de inercia y el médulo de
elasticidad.

Modulo de representacion de la estructura.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacién grafica del pértico que se va a estudiar.

Moédulo de calculo matrices de rigidez de los elementos.
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En este Mddulo mediante llamadas a funciones externas se calculan las matrizas
de rigidez de cada elemento y posteriormente se muestran los resultados al
usuario.

Médulo de ensamblaje de la matriz global de rigidez.

En este modulo se procede a realizar la operacion de ensamblaje de la matriz de
rigidez global del sistema mediante una funcion externa y una vez ensamblada, se
le muestra al usuario esta matriz.

Modulo de calculo de desplazamientos nodales.

Aqui se aplican todas las condiciones de contorno, se le pide al usuario que
introduzca el valor de las Fuerzas en el nodo 2 y el momento en el nodo 3, se
plantea la ecuacién que relaciona Matriz de rigidez global con cargas y
desplazamientos nodales, se obtienen estos udltimos y se le muestran los
resultados al usuario.

Moédulo de representacion de la estructura sin deformar y deformada.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacién grafica de la estructura primero sin deformar (como ya se mostré en
un modulo anterior) y, luego superpuestas, se muestran las graficas de la
estructura sin deformar y deformada bajo las cargas y el momento que ha
seleccionado el usuario.

Modulo de calculo de reacciones.

En este mddulo se calcula las reacciones que se producen en los apoyos que se
producen en los (Nodos 1y 4).

Médulo de calculo de fuerzas en el elemento finito.

En esta parte se calculan las fuerzas que se originan en cada elemento finito bajo
las cargas aplicadas (esfuerzos axiles, esfuerzo cortante y momento flector),
mediante funciones externas y posteriormente se muestran al usuario.

Modulo de representacién de los esfuerzos axiles.

En este médulo se muestran las graficas de los esfuerzos axiles que se han
calculado para cada elemento en el modulo de célculo de fuerzas y se muestran al
usuario uno por uno los diagramas de esfuerzos axiles de todos los elementos
finitos que forman el modelo.

Mdédulo de representacion de los esfuerzos cortantes.
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En este mdédulo se muestran las graficas de los esfuerzos cortantes que se han
calculado para cada elemento en el modulo de célculo de fuerzas y se muestran al
usuario, uno por uno, los diagramas de esfuerzos cortantes de todos los elementos
finitos que forman el modelo.

Modulo de representacion de los momentos flectores.

En este modulo se muestran las graficas de los momentos flectores que se han
calculado para cada elemento en el médulo de célculo de fuerzas y se muestran al
usuario, uno por uno, los diagramas de momentos flectores de todos los elementos
finitos que forman el modelo.

Modulo de calculo de la tensiéon de Von Mises.

Con este mdédulo se cierra el programa, aqui se calculan las tensiones de Von

Mises de todos los elementos finitos que forman el portico modelado en este
programa.

6.5.2 Modelado con FEMAP para el Solver NASTRAN

Para realizar el modelado con FEMAP se han usado elementos BEAM, los cuales
son elementos finitos muy utilizados a la hora de hacer modelos de estructuras
reales.

6.6 Calculo Comparativo del elemento longitudinal bidimensional
reticulado

En este célculo comparativo se van a comparar los distintos tipos de resultados
que se han obtenido de calcular el modelo antes descrito con MATLAB vy
NASTRAN, siendo estos los siguientes:

e Desplazamientos Nodales.

e Reaccién en los Apoyos.

e Fuerzas en los elementos.

e Tensidn de Von Mises en los elementos.
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6.6.1 Desplazamientos Nodales

Los desplazamientos y giros nodales calculados por MATLAB para el portico

reticulado que se ha modelado, se sumarizan en la Tabla 27.

Desplazamiento y Giro Nodal

Nodo N® X (m) Y (m) Rotacién en Z (rad)
1 0 0 0
(GDL restringido) | (GDL restringido) | (GDL restringido)
2 0.51216 - 2.2037-10™ -0.1406
3 0.51202 -2.561-10" -0.10049
4 0 0 0
(GDL restringido) | (GDL restringido) | (GDL restringido)

Tabla 27: Desplazamientos y Giros Nodales Calculados por MATLAB

La representacion grafica que se muestra con MATLAB del pértico reticulado sin
deformar se puede ver en la (m)
Figura 27 y del portico sin deformar y deformado superpuestas se puede ver en la

(m)
Figura 28.
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Figura 27: Poértico Reticulado
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Pértico deformado
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Figura 28: Pértico Reticulado Deformado

Los desplazamientos y giros nodales del modelo del pértico reticulado calculados
por NASTRAN se pueden ver en Tabla 28.

Desplazamiento y Giro Nodal

Nodo N® X (m) Y (m) Rotacion en Z (rad)
0 0 0
1 (GDL restringido) | (GDL restringido) | (GDL restringido)
2 0.5132497 -2.204678-10™ -0.1410315
3 0.5131022 -2.560028-10™ -0.1008883
0 0 0
4 (GDL restringido) | (GDL restringido) | (GDL restringido)

Tabla 28: Desplazamientos y Giros Nodales Calculados por NASTRAN

Una vez que se han mostrado los resultados de desplazamientos y giros nodales
del portico calculados por sendos programas, se pueden obtener las diferencias
entre los resultados de ambos, las cuales se exponen en la Tabla 29.

Nodo No Diferencias entre Desplazamiento y Giro Nodal
X (m) Y (m) Rotacion en Z (rad)
0 0 0
1 (GDL restringido) | (GDL restringido) | (GDL restringido)
2 1.089710°° 9.78-10% 4.31510°
3 1.082210° -9.7210° 3.98310™
4 0 0 0
(GDL restringido) | (GDL restringido) | (GDL restringido)

Tabla 29: Diferencias entre Desplazamientos y Giros Nodales calculados por MATLAB y NASTRAN
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6.6.2 Reacciones en los Apoyos

Las reacciones que se producen en los apoyos, calculadas por MATLAB, al ser
aplicadas las cargas y el momento, son las que se muestran en la Tabla 30.

o Reacciones Nodales
Nodo N® Rx (N) Ry (N) Mz (N-m)
1 -38218.4614 41626.1949 38158.986
4 -41781.5386 48373.8051 40292.4479

Tabla 30: Reacciones Calculadas por MATLAB

Las mismas reacciones pero esta vez calculadas por NASTRAN dan como
resultado los valores que se sumarizan en la Tabla 31.

o Reacciones Nodales
Nodo N® Rx (N) Ry (N) Mz (N-m)
1 -38220.12 41643.91 38171.48
4 -41779.88 48356.09 40301.21

Tabla 31: Reacciones Calculadas por NASTRAN

La diferencia que se obtienen al comparar los resultados de las reacciones
calculadas por MATLAB y NASTRAN se muestra en la Tabla 32.

Diferencia entre los Resultados de las
Nodo N¢ ReaccionesNodales
Rx (N) Ry (N) Mz (N-m)
1 1.65 17.71 12.49
4 1.65 17.71 8.76

Tabla 32: Gradiante de las Reacciones entre MATLAB y NASTRAN

6.6.3 Fuerzas en los Elementos

En el caso del elemento finito longitudinal bidimensional reticulado, se produce mas
de un tipo de esfuerzo en los elementos finitos. Esta clase de elemento finito
ademas de trasmitir esfuerzo axial, que es el esfuerzo que trasmitian los elementos
estudiados hasta ahora, también transmite esfuerzos cortantes y momentos
flectores. Asi pues, a continuacién se iran analizando, uno por uno, todos los
esfuerzos en los elementos del modelo que se esta comparando.

Los esfuerzos axiles calculados por MATLAB en los elementos del modelo se
muestran en la Tabla 33.
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Elemento N2 Esfuerzo axil (N)
1 -41626
2 -41782
3 -48374

Tabla 33: Esfuerzo Axiles calculados por MATLAB

Los diagramas de esfuerzos axiles, que muestra MATLAB al ser ejecutado el
programa con el que se calcula este modelo, se pueden ver en las siguientes
figuras, donde el elemento estd representado por una linea verde (a todos los
elementos en las graficas se les ha dado una longitud unitaria) y el valor del
esfuerzo axil por una linea roja.

x 10* ‘ stuerzf axil 9? el eieTeﬂ10 1‘ ‘ ¥ 10* Esfuerzo axil en el elemento 2
0 0
0.5+ 7 0.5
1 7 1
1.5} T 1.5
2t b 2
2.5¢ T 2.5
Bt b 3
3.5+ B 3.5
4 B 4
4.5 \ \ ' ' \ \ \ ' ' - 4.5 L L L L L L L L L |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Figura 29: Esfuerzo Axil elemento 1 Figura 30: Esfuerzo Axil elemento 2
x 10" Esfuerzo axil en el elemento 3

. |

0.5 1

Al i

-1.5¢ 1

2 i

-2.5r 1

3l i

-3.5F B

4t i

4.5+ B

5 ]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 31: Esfuerzo Axil elemento 2

Los esfuerzos axiles en los elementos del modelo, calculados por NASTRAN, se
muestran en la Tabla 34.
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Elemento N2 Esfuerzo axil (N)
1 -41643.91
2 -41779.88
3 -48356.09

Tabla 34: Esfuerzo Axiles calculados por NASTRAN

La diferencia entre los resultados de los esfuerzos axiles de MATLAB y NASTRAN
se muestra en la Tabla 35.

o Diferencia de esfuerzo
Elemento N® axil (N)
1 17.91
2 2.12
3 17.91

Tabla 35: Gradiante de Esfuerzos Axiles Calculados por MATLAB y NASTRAN

El esfuerzo cortante se calcula en los nodos que pertenecen al elemento, teniendo
el mismo resultado para los dos nodos del mismo elemento pero con distinto signo,
por lo que el valor de el esfuerzo cortante en el elemento es el valor del resultado
de la fuerza calculada en los nodos del elemento, pero en este caso, con el signo
del nodo con numeracién mas baja del elemento, que es el que nos interesa.

Los esfuerzo cortantes calculados por MATLAB se muestran en la Tabla 36.

Elemento N2 Esfuerzo cortante (N)
1 38218
2 -48374
3 41782

Tabla 36: Esfuerzo Cortante calculado por MATLAB

Los diagramas de los esfuerzo cortantes que muestra MATLAB se pueden ver en
las siguientes figuras.
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x 10° Esfuerzo cortante en el elemento 1 x10" Esfuerzo cortante en el elemenio 2
A 1 —_—
0
35 | 05
3t 8 At
o5l | 15
_2,
2, -
_2_5,
1.5¢ b 3k
nl ] 35/
_4,
05¢ 8
45/
0
_5,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Figura 32: Esfuerzo Cortante en el Elemento 1 Figura 33: Esfuerzo Cortante en el Elemento 2
x 10* Esfuerzo cortante en el elemento 3
4.5 R
41 B
35F B
3, ,
25¢ B
2, -
1.5¢ B
1 L -
0.5 i

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1

Figura 34: Esfuerzo Cortante en el Elemento 3

Los esfuerzos cortantes calculados por NASTRAN se muestran en la Tabla 37.

Elemento N2 Esfuerzo cortante (N)
1 38220.12
2 -48356.09
3 41779.88

Tabla 37: Esfuerzo Cortante Calculado por NASTRAN

La diferencia entre los resultados ofrecidos por sendos programas de los esfuerzos
cortantes se puede ver en la Tabla 38.
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Diferencia de esfuerzo

Elemento N° cortante (N)
1 2,12
2 17,91
3 2,12

Tabla 38: Gradiante de Esfuerzos Cortantes Calculados por MATLAB y NASTRAN

El calculo del momento flector, al igual que para los esfuerzo obtenidos
anteriormente, se calcula en los nodos del elemento, pero al contrario que para los
esfuerzos axil y cortante, el valor del momento flector no es el mismo en ambos
nodos, ademas los valores de momento flector en los dos nodos del mismo
elemento tienen siempre distinto signo.

Para obtener el diagrama del momento flector a lo largo del elemento finito
longitudinal bidimensional reticulado, simplemente se tiene que trazar la recta que
une los valores en los nodos del momento flector.

Los resultados del momento flector en los nodos de los elementos del pértico
calculados por MATLAB estan reflejados en la Tabla 39.

Elemento N2 Momentos flector Momentos flector
nodo 1 (N-m) nodo 2 (N-m)
1 -38158.986 30634.2445
2 30634.2445 -27414.3216
3 -34914.3216 40292.4479

Tabla 39: Valores del Momento Flector en lo Nodos de lo Elementos Calculados por MATLAB

Los diagramas de los momentos flectores que muestra MATLAB en los elementos
del pértico son la Figura 35, Figura 36 y Figura 37.

x 10

Momento flector en el elemento 1 4
. . . . . .

x 10

Momento flector en el elemento 2

1 1 1 1 3

~
\\\
RN

N
\
.
\
.
N
\\

Figura 35: Momento Flector en elemento 1

I
0.9 1 0 0.1

I
0.2

1 1 I 1 1 1 I
03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 36: Momento Flector en el elemento 2
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x 10°

Momento flector en el elemento 3

Figura 37: Momento Flector en el Elemento 3

calculados por NASTRAN se pueden ver en Tabla 40.

o Momentos flector Momentos flector
Elemento N® nodo 1 (N-m) nodo 2 (N-m)
1 -38171.48 30624.73
2 30624.73 -27402.57
3 -34902.57 40301.21

Tabla 40: Valores del Momento Flector Calculado por NASTRAN en los Nodos de los Elementos

La diferencia que se produce entre los resultados de los momentos flectores

calculados por MATLAB y NASTRAN se muestran en la siguiente tabla.

Diferencia de momento | Diferencia del momento
Elemento N flector en el primer flector en el segundo
nodo 1 (N-m) nodo 1 (N-m)
1 12,49 9,51
2 9,51 -11,75
3 -11,75 -8,76

Tabla 41: Valores del Gradiente entre MATLAB y NASTRAN en el calculo de momentos flectores

6.6.4 Tension de Von Mises en los Elementos

Las tensiones de Von Mises se han calculado con el programa de MATLAB como
se explicaba en el apartado 6.4.

La seccion transversal de todos los elementos finitos usados en el modelo es

cuadrada, por lo tanto el momento estatico y el momento de inercia tendran las
siguientes expresiones:
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_b.b
m—2(4 v7) (6.27)

b4

= 6.28
=5 (6.28)

Una vez que ya se tienen las expresiones del momento estatico y del momento de
inercia, se pueden desarrollar las expresiones de la tension normal y de la tensidon
tangencial de la siguiente manera.

N 12M
o=—+ . 6.29
R (6.29)
. 2_ . 2
Z'ZEL:‘-)/) (6.30)
2 Ab

Para obtener la tensién de Von Mises maxima, los valores de las tensiones normal
y tangencial que interesan, son los maximos que se producen dentro de la seccion
transversal. Sabiendo entonces, que para una seccidén simétrica, como es este
caso, la tension normal es maxima cuanto mas alejada se encuentre del centro de
gravedad de la seccion transversal y que la seccion tangencial es maxima en el
centro de gravedad de la misma, quedan las siguientes expresiones de las
tensiones normal y tangencial maxima:

a=Z+6;4 (6.31)
r:i—z (6.32)

La tension de Von Mises calculada por MATLAB para los elementos del pértico es
la que se muestran en la Tabla 42.
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Tension de Von Mises

Elemento N2 (N /m2)
1 3.2914.10°
2 2.6479-10°
3 3.4781.10°

Tabla 42: Tension de Von Mises calculada por MATLAB

La tensién de Von Mises calculada por NASTRAN para los elementos del pértico
se puede observar en la Tabla 43.

Elemento Ne Tensmn('dil(/an\(zc)m Mises
1 3.292375.10°
2 2.646374.10°
3 3.478651-10°

Tabla 43: Tension de Von Mises calculada por NASTRAN

La diferencia que se produce entre los resultados ofrecidos por los dos programas
en el célculo de la tensién de Von Mises se sumarizan en la Tabla 44.

Diferencia de la
Elemento N2 Tension de Von Mises
(N/m?)
1 -9,75000-10°
2 1,52600.-10°
3 -5,51000-10°

Tabla 44: Gradiante entre las tensiones de Von Mises Calculada por MATLAB y NASTRAN

6.7 Conclusiones del Estudio Comparativo del Elemento Finito
Longitudinal Bidimensional Reticulado.

Al observar los resultados del estudio comparativo realizado sobre el elemento
finito longitudinal bidimensional reticulado, se aprecia que las diferencias
obtenidas son insignificantes comparados con el valor real de los resultados, o
cual indica la gran precision que ofrece MATLAB en el céalculo de este tipo de
elemento finito, pero hay que tener en cuenta que el error cometido, aun siendo
de media tres ordenes de magnitud menor que el propio valor de los resultados,
es bastante mas grande que el cometido por los dos tipos de elementos finitos
estudiados anteriormente, ademas, en este caso se produce un pequeno error
en el calculo de las reacciones del modelo, mientras que en los casos
anteriores la comparativa de los resultados de las reacciones calculadas no
producia error.

Asi pues, para el elemento finito longitudinal bidimensional reticulado, se puede
concluir que MATLAB ofrece una gran precision de célculo, pero se debe tener
en cuenta el aumento del error en los resultados ofrecidos comparado con los
elementos anteriormente estudiados.
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7 ESTUDIO COMPARATIVO PARA UN
ELEMENTO FINITO LONGITUDINAL
TRIDIMENSIONAL RETICULADO

7.1 Introduccion al Elemento Finito Longitudinal Tridimensional
Reticulado

Este elemento finito es igual al elemento finito estudiado en el capitulo anterior
(tiene sistema de coordenadas global y local, se pueden aplicar a sus nodos
fuerzas y momentos y esta delimitado por dos nodos, uno en cada extremo del
elemento), pero en vez de ser un elemento bidimensional situado en un plano es
un elemento tridimensional situado en el espacio. Asi pues, se puede decir que el
elemento finito tridimensional reticulado es una extrapolacion del elemento
bidimensional reticulado a las tres dimensiones que definen el espacio.

El elemento finito tridimensional reticulado es, sin duda, uno de los elementos
finitos longitudinales mas usado para la elaboracién de modelos desarrollados para
el estudio de estructuras a nivel de un proyecto real, como por ejemplo: la
estructura de un edificio, el chasis de un vehiculo...etc.

7.2 Matriz de rigidez del Elemento Tridimensional Reticulado

Para empezar a poder desarrollar la expresion de la matriz de rigidez del elemento
finito tridimensional reticulado, lo primero es definir la orientacion del sistema
coordenado local x',y’,Z’, para lo cual se toman como referencia tres puntos. El eje
X’ se orienta de forma colineal a la recta que une los puntos 1 y 2 de referencia, los
cuales son coincidentes con los dos nodos del elemento finito tridimensional
reticulado. El tercer punto, usado de referencia para la orientacién del sistema de
coordenadas local, puede ser cualquier punto que no esté a lo largo de la linea que
une los puntos 1 y 2, estando el eje y’ orientado segun el plano definido por los
puntos de referencia 1, 2 y 3. El eje zZZ queda automaticamente definido por el
hecho de que x'y',z’ forman un sistema de coordenadas cartesiano. Los ejes
locales y’, z’ se establecen como los ejes principales de inercia de la seccidn
transversal del elemento finito tridimensional reticulado.

Para definir las propiedades que caracterizan la seccion transversal de este
elemento finito, se usan los siguientes parametros:
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o Area.

e Momento de inercia |y.

e Momento de inercia |,.

e Momento polar de inercia J.
La matriz de rigidez del elemento tridimensional reticulado, referenciada a las
coordenadas locales, es una matriz de dimensiones 12X12, ya que cada uno de los

dos nodos de este elemento finito tiene seis grados de libertad.

La expresion de esta matriz de rigidez, se obtiene por generalizacion directa de la
matriz de rigidez en coordenadas locales del elemento bidimensional reticulado:

=L 0 0 0o 0 0 -== 0 0 0 0 0
nEL o o efL o _pfL 0 o eff
e lt’ e lt’
El El, El El
12250 600 0 0 1250 6 0
CEAN 0 0 0 o -5 0
I I,
El El, El
4= 0 0 0 6" 0 272 0
l(’ l@ l(
fEL g eEL 0 0 o 2Lk
e L I I
? 0 0 0 0 0
12 Elf z 0 0 0 6Elf
‘ ET EI. ’
4= 0 66—~ 0
I
% 0 o | (7.1)
© I
s 1 M E T R 1 c 4 40
JEL

Una vez obtenida la matriz de rigidez en coordenadas locales del elemento finito
tridimensional reticulado, el siguiente paso es referir la matriz de rigidez a
coordenadas globales, para lo cual, al igual que se ha hecho con anterioridad, se
necesita definir la matriz de transformacion global-local, esta viene dada (como
para los casos anteriores) viene dada por:

q'=Lyq (7.2)
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La matriz de transformacién para este elemento finito, consta de 12 filas por 12
columnas y esta definida con base en una matriz A de 3 X 3.

L=l A 73)

La matriz A de cosenos directores tiene la siguiente forma:

L m  n
A=\, m, n, (7.4)
I, my ny

Donde:
e |, my,ny:  Cosenos directores del eje local x’ con los ejes globales x, y, z
respectivamente.
e |, my, no: Cosenos directores del eje local y’ con los ejes globales X, y, z
respectivamente.
e I3, mg, n3: Cosenos directores del eje local z’ con los ejes globales x, y, z
respectivamente.

Estos cosenos directores se obtienen de las coordenadas de los puntos de
referencia 1, 2 y 3, para los tres ejes locales del mismo modo. Las expresiones de
los cosenos directores del eje local X' con los ejes globales se muestran a
continuacién:

Siendo:
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La matriz de rigidez del elemento en coordenadas globales viene dada a través de
la matriz de rigidez en coordenadas locales y la matriz de transformacion de la
siguiente manera:

k=L*%L (7.7)

La matriz de rigidez global de un modelo de elementos finitos tridimensionales
reticulados se ensambla igual que para los casos anteriores pero teniendo en
cuenta que en este caso cada nodo tiene seis grados de libertad.

7.3 Calculo de Ia Tension de Von Mises en el Elemento
Tridimensional Reticulado

En este caso, al igual que para el caso anterior, el elemento finito va a estar
sometido a un estado tensional complejo, por esta razén va a ser necesario el
calculo de la tension de Von Mises. La unica diferencia con el caso del elemento
finito bidimensional reticulado es que para este caso el estado tensional no es
plano dado que en este caso se tienen que tener en cuenta fuerzas y momentos en
las tres dimensiones del espacio. La expresion de la tensién de Von Mises queda
de la siguiente manera:

Oy = \/ o+ 3-(z'fy +72, ) (7.8)

La tensidén normal del elemento finito tridimensional reticulado oy, se obtiene a partir
del esfuerzo axil y de los momentos flectores, como se detalla a continuacion:

N My M
7 7.9
T I Vi I: V2 (7.9)

z y

Donde:
e vy, = Distancia de la fibra neutra a la maxima tension normal generada
por el momento flectoren Y.
e vy, = Distancia de la fibra neutra a la maxima tension normal generada

por el momento flector en Z.

Las expresiones de las tensiones cortantes T, y T, de este elemento finito, que se
obtienen a partir de los esfuerzos cortantes y el momento torsor, son las siguientes:
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T M
xy = b ] momento _torsor
(7.10)
T._m
xz b[ + Tn1oment07t0rmr

7.4 Descripcion de la Elaboracion del Modelo Usado para el
Estudio Comparativo del Elemento Bidimensional Reticulado

El problema que se va a plantear para el estudio comparativo del elemento
tridimensional reticulado, consiste en un marco tridimensional reticulado sobre el
que se han aplicado en uno de sus uniones una fuerza horizontal en el sentido
positivo del eje X y una fuerza vertical en el sentido negativo del eje Z. Para poder
visualizar claramente la estructura, esta se representa en la Figura 38.

Z
7 W

T

Figura 38: Marco Tridimensional Reticulado

Los datos necesarios, que se deben introducir en los programas para poder realizar
el modelo de esta estructura, son: la longitud de los pilares del marco (todos ellos
son iguales), la longitud de las vigas del marco (todas ellas son iguales), la seccion
transversal de todos los elementos que forman el marco tridimensional (en este
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caso es una seccion cuadrada de iguales dimensiones para todos) y los momentos
de inercia.

Del material que se ha usado para los elementos que conforman el marco, las
propiedades que se necesitan conocer son: su médulo de elasticidad y su mddulo
de elasticidad transversal.

A continuacién, se muestran los datos necesarios del problema que se quieren
estudiar:

Longitud de los pilares
Longitud de la viga

Material

Seccién transversal
Momento de inercia en Y
Momento de inercia en Z
Momento polar de inercia
Fuerza Horizontal en X (Fx)

Fuerza Vertical (Fz)

1.5m
1.5m

: Médulo de elasticidad:

2:10"" N/m?

: M6dulo de elasticidad transversal

7.69231-10"°N/m?

:0.002 m?
:3.33310" m*
:3.333-10" m*
: 5.629e-7 m*
: 90000 N

: 100000 N

Para modelar este marco con los elementos finitos tridimensionales reticulados, se
ha dispuesto la numeracién de nodos y de elementos que se muestra en la Figura
39 yenla Tabla 45.
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4]
[1] |

N
Nodo con todos sus grados de Nodo con todos sus grados de
libertad restringidos libertad restringidos

2] i

Nodo con todos sus grados de
X libertad restringidos

°
f 2
Nodo con todos sus grados de
Y libertad restringidos

Figura 39: Modelo con Elementos Tridimensionales Reticulados

Elementos Nodos
1 1 5
2 2 6
3 3 7
4 4 8
5 5 6
6 6 7
7 7 8
8 5 8

Tabla 45: Conectividad de Elementos y Nodos
Para elaborar el modelo de este marco tridimensional mediante elementos finitos
tridimensionales reticulados, se han dando tanto en MATLAB como en FEMAP las
siguientes propiedades a los elementos finitos que se han usado:

Elemento 1, Elemento 2, Elemento 3, Elemento 4:

e Longitud :1.5m

e Seccién Transversal :0.002 m

e Momento de Inerciaen Y :3.333:10"m*
e Momento de Inercia en Z :3.333-10"m*
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e Momento polar de inercia : 5.629¢-7 m*
e Mbdulo de elasticidad :2.10"" N/m?

e Modulo de elasticidad transversal  : 7.69231-10"°N/m?

Elemento 1, Elemento 2, Elemento 3, Elemento 4:

e Longitud :1.2m

e Seccién Transversal :0.002 m

e Momento de InerciaenY :3.333:10"m*
e Momento de Inercia en Z :3.333:10"m*
e Momento polar de inercia : 5.629¢-7 m*
e Moédulo de elasticidad :2.:10" N/m?

e Mbdulo de elasticidad transversal :7.69231-10'°N/m?

7.4.1 Modelado con MATLAB

El programa con el que se modela este marco mediante elementos finitos
tridimensionales reticulados consta de los siguientes médulos.

Médulo de entrada de Datos.

En este médulo se la pide al usuario que introduzca los valores de longitud de los
pilares y de la viga del marco, la seccidn, los momentos de inercia en Y y Z, el
momento polar de inercia, el médulo de elasticidad y el moédulo de elasticidad
transversal.

Moédulo de representacion de la estructura.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacion grafica del marco que se va a estudiar.

Modulo de calculo matrices de rigidez de los elementos.
En este mddulo, mediante llamadas a funciones externas, se calculan las matrices

de rigidez de cada elemento (en este caso y en los posteriores ya no se van ha
mostrar los matrices de los elementos dado su gran tamano).
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Modulo de ensamblaje de la matriz global de rigidez.

En este médulo se procede a realizar la operacion de ensamblaje de la matriz de
rigidez global del sistema mediante una funcién externa (en este caso y en los
posteriores ya no se va ha mostrar la matriz global de rigidez dado su gran
tamano).

Modulo de calculo de desplazamientos nodales.

Aqui se aplican todas las condiciones de contorno, se le pide al usuario que
introduzca el valor de las Fuerzas en el nodo 5, se plantea la ecuacion que
relaciona la matriz de rigidez global con cargas y desplazamientos nodales, se
obtienen estos Ultimos y se le muestran los resultados al usuario.

Modulo de representacion de la estructura sin deformar y deformada.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacién grafica del marco primero sin deformar (como ya se mostrd en un
médulo anterior) y, luego superpuestas, se muestran las graficas del marco sin
deformar y deformado bajo las cargas y el momento que ha seleccionado el
usuario.

Médulo de calculo de reacciones.

En este médulo se calcula las reacciones que se producen en los apoyos que se
producen en los nodos 1, 2, 3 y 4.

Médulo de calculo de fuerzas en el elemento finito.

En esta parte se calculan las fuerzas que se originan en cada elemento finito bajo
las cargas aplicadas (esfuerzos axiles en Y Z, esfuerzo cortante en Y Z, momento
flector en Y Z y momento torsor), mediante funciones externas y posteriormente se
muestran al usuario.

Médulo de representacion de los esfuerzos axilesen Yy Z.

En este mddulo se muestran al usuario, uno por uno, los diagramas de esfuerzos
axiles en Y y Z, de todos los elementos finitos que forman el modelo.

Médulo de representacion de los esfuerzos cortantesen Yy Z.

En este médulo se muestran al usuario, uno por uno, los diagramas de esfuerzos
cortantes en Y y Z, de todos los elementos finitos que forman el modelo.

Mdédulo de representacion de los momentos flectoresen Yy Z.
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En este modulo se muestran al usuario, uno por uno, los diagramas de momentos
flectores en Y y Z de todos los elementos finitos que forman el modelo.
Modulo de representacion de los momentos torsores.

En este modulo se muestran al usuario, uno por uno, los diagramas de momentos
torsores de todos los elementos finitos que forman el modelo.

Moddulo de calculo de la tension de Von Mises.

Con este mddulo, se cierra el programa calculando las tensiones de Von Mises de
todos los elementos finitos que forman el marco modelado en este programa.

7.4.2 Modelado con FEMAP para el Solver NASTRAN

Para realizar el modelado con FEMAP se han usado elementos BEAM, al igual que
para el capitulo anterior, pero en este caso las solicitaciones sobre estos elementos
van a ser tridimensionales.

7.5 Calculo Comparativo del Elemento Tridimensional Reticulado

En este calculo comparativo se van a comparar los siguientes tipos de resultados
obtenidos del modelo elaborado con MATLAB y NASTRAN:

e Desplazamientos nodales.
e Reaccién en los apoyos.
e Fuerzas en los elementos.

e Tension de Von Mises en los elementos.

7.5.1 Desplazamientos Nodales

Los desplazamientos y giros nodales calculados por matlab para el modelo del
marco tridimensional elaborado con elementos finitos del tipo longitudinal
tridimensional reticulado se muestran en la Tabla 46.
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Desplazamiento nodales (m)

Giros nodales (m)

N°§'° X Y 7 Rotacion Rotacion Rotacion
(m) (m) (m) enX(rad) | enY(rad) | en Z(rad)
0 0 0 0 0 0
1 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
2 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
3 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
4 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
5 0.1895 -0.0408 -0.0003 -0.0126 -0.0632 -0.0813
6 0.0675 -0.0408 0.0001 -0.0126 -0.0262 -0.0813
7 0.0675 0.0406 -0.0001 0.0123 -0.0262 -0.0812
8 0.1893 0.0406 -0.0001 0.0123 -0.0631 -0.0812
Tabla 46: Desplazamientos y Giros Nodales Calculados por MATLAB
La representacion grafica elaborada con MTALAB del modelo del marco

tridimensional reticulado se puede ver en la (m)
Figura 40, y la representacion que se hace del marco deformado superpuesto
sobre el marco sin deformar se representa en la (m)

Figura 41.

1.5

0.5
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1.5

0.5

Figura 40: Marco Tridimensional Reticulado

(m)

Figura 41: Marco Tridimensional Reticulado Deformado y sin Deformar

0 ]

]

Los desplazamientos y giros nodales del mismo modelo, pero en este caso
calculados por NASTRAN se muestran en la Tabla 47.

Tabla 47: Desplazamientos y Giros Nodales Calculados por NASTRAN

Desplazamiento nodales (m)

Giros nodales (m)

N°§'° X Y 7 Rotacion Rotacion Rotacion
(m) (m) (m) enX(rad) | enY(rad) | en Z(rad)
0 0 0 0 0 0
1 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
2 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
3 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
4 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL

restringido)

restringido)

restringido)

restringido)

restringido)

restringido)
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5 0,1900 -0,0409 -0,0003 0,0127 0,0634 0,0814
6 0,0677 -0,0409 0,0001 0,0127 0,0263 0,0814
7 0,0677 0,0407 -0,0001 -0,0124 0,0263 0,0814
8 0,1899 0,0407 -0,0001 -0,0124 0,0634 0,0814
La diferencia que se obtiene al comparar los datos de desplazamientos y giros
nodales ofrecidos por sendos programas se pueden ver en la Tabla 48.
Diferencias entre Desplazamiento y Giro Nodal
Nodo (m)
2 Rotacion Rotacion Rotacion
X(m) Y (m) Z (m) enX(rad) | enY(rad) | en Z(rad)
0 0 0 0 0 0
1 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
2 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
3 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
0 0 0 0 0 0
4 (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL (GDL
restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido) | restringido)
5 5,27E-04 -9,19E-05 3,12E-05 2,53E-02 1,27E-01 1,63E-01
6 1,79E-04 -9,19E-05 -2,01E-05 2,53E-02 5,25E-02 1,63E-01
7 1,79E-04 8,53E-05 2,01E-05 -2,47E-02 5,25E-02 1,63E-01
8 5,92E-04 8,53E-05 -6,09E-06 -2,47E-02 1,26E-01 1,63E-01
Tabla 48: Diferencia de Desplazamientos y Giros Nodales
7.5.2 Reacciones en los Apoyos
Las reacciones en los apoyos del marco (nodos 1, 2, 3 y 4) que se generan al
aplicar las cargas, calculadas por MATLAB son (Tabla 49).
Nodo Reacciones
Ne Rx (N) Ry (N) Rz (N)) Mx (N-m) | My (N-m) | Mz (N-m)
1 -3,37-10° 7,43-10° | 7,17.10° | -6,13-10° [ -2,81.10° | -2,35.10°
2 -1,13.10° 7,43.10° | -2,13.10° | -6,13.10° | -9,67-10° | -2,35.10°
3 -1,13-10* | -743.10° | 2,13.10° | 6,12.10° | -9,67-10° | -2,34-10°
4 -3,37.10° | -7,43.10° | 2,83.10° | 6,12.10° | -2,80-10° | -2,34.10°

Tabla 49: Reacciones Calculadas por MATLAB

Las mismas reacciones calculadas por NASTRAN tienen como resultados los que
se muestran en la Tabla 50.
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Nodo Reacciones
0 Rx (N) Ry (N) Rz (N)) Mx (N-m) | My (N-m) | Mz (N-m)
1 -3,37-10% 7,42.10° 7,17-10°| -6,13.10°| -2,81.10°| -2,35.10°
2 -1,13.10* 7,42.10°| -2,13.10*| -6,13.10°| -9,67-10°| -2,35.10°
3 -1,13.10° | -7,42.10° 2,13.10° 6,12.10°| -9,67-10°| -2,35.10°
4 -3,37-10° | -7,42.10° 2,83.10° 6,12.10°| -2,81.10*| -2,35.10°

Tabla 50: Reacciones Calculadas por NASTRAN

La diferencia entre los resultados de las reacciones calculadas por MATLAB y por
NASTRAN es (Tabla 51).

Nodo Diferencia entre los Resultados de las Reacciones Nodales
Ne Rx (N) Ry (N) Rz (N)) Mx (N-m) My (N-m) | Mz (N-m)
1 -1,96 5,98 -1,19 -3,55 7,86 4,90
2 2,56 5,98 -1,24 -3,55 6,80 4,90
3 2,02 -5,98 1,30 3,80 6,53 4,62
4 -1,62 -5,98 1,23 3,80 8,54 4,62

Tabla 51: Diferencia entre las Reacciones calculadas por los dos programas

7.5.3 Fuerzas en los Elementos

Al ser este un caso tridimensional, se tienen esfuerzos cortantes y momentos
flectores en dos planos (plano YX y plano ZX) en vez de solo en uno, como ocurria
para el caso del elemento finito longitudinal bidimensional reticulado. Ademas, en
este caso, existen en el elemento finito esfuerzo torsores.

A continuacion se irdn analizando uno por uno todos los esfuerzos en los
elementos de este modelo sometido al estudio comparativo.

Los esfuerzos axiles s por MATLAB en cada uno de los ocho elementos finitos que

componen el modelo, cuya numeracion se muestra en la Figura 39, se sumarizan
en la (Tabla 52).

Elemento N2

Esfuerzo axil (N)

,-7,1678-10"

2,1310-10*

-2,1331.10*

-2,8302-10"

3,7253.10~°

-9,9709

0

OINOGB WIN =

-4,4981-10"

Tabla 52. Esfuerzo Axiles en el Modelo del Marco Tridimensional calculados por MATLAB
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Los diagramas de esfuerzos axiles que muestra MATLAB, se pueden ver en las
siguiente figuras (se representan de la misma forma que para el caso del elemento
bidimensional reticulado).

x10t Esfuerzo axil en el elemento 1 xi¢ Esizoadl end damerto2 x1d" Esiezoadl end damerto3 x1d Esiazoadl end damertod
0 0 Q
2
-
05
05
2 15
-1
3
4
4 1 15
5 15 2
05
6
25
2 q
7 4 o
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 Q7 08 Q9 1 0 01 02 03 04 05 06 Q7 08 Q9 1 0 Q1 02 03 04 05 Q6 07 08 Q9 1

Figura 42: Diagramas de esfuerzos axiles en los elementos 1, 2, 3 y 4 respectivamente

Esfezo adl end demerto5 Esiezoad end deerto6 Esiezo adl end demerio 7 xid* Esiezoadl end darerio8
1 T T T T T T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T T T T T T
08 9 8 o
-1
a6 o8 | o8
K 4
04 04
3 15
02 4 02
2
0 5 0
25
02 9 02
3
7
04 04 | 25
8
06 06 1
4 4
08 14 08 1 4
E I I I I I I I I I ! ! ! ! ! ! ! ! ! 1 I I I I I I I I I L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o Q1 Q2 03 04 05 Q6 Q7 08 Q9 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 Q@ 1 O Q1 02 03 04 05 06 Q7 08 09 1

Figura 43: Diagramas de esfuerzos axiles en los elementos 5, 6, 7 y 8 respectivamente

Los esfuerzos axiles en los elementos finitos que componen el marco calculado
con NASTRAN estan reflejados en la Tabla 53.

Elemento N2 Esfuerzo axil (N)
-7,17-10°
2,13.10°
-2,13.10°
-2,83.10°
0
-9,96

OB WN -
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7 0
8 -4,50-10*

Tabla 53: Esfuerzo Axiles en el Modelo del Marco Tridimensional calculados por NASTRAN

La diferencia entre los resultados de los esfuerzos axiles calculados por MATLAB y
NASTRAN se muestra en la Tabla 54.

Diferencia de esfuerzo axil
(N)
1 11.89
2 12.38
3 -12.98
4 -12.29
5 0
6
7
8

Elemento N2

-0.0139
0
0.44

Tabla 54: Diferencia de Esfuerzos Axiles

El calculo de esfuerzos cortantes para los planos XY y XZ de cada uno de los
elementos finitos tridimensional reticulado de este modelo, se realizan de la misma
forma que en el elemento finito del capitulo anterior. El esfuerzo cortante en el
plano XY de los elementos que componen el modelo del marco, calculados por
MATLAB son los que se muestran en la Tabla 55.

Esfuerzo cortante en el
plano XY (N)
-3,37-10°
-1,13-10°
-1,13-10°
-3,37-10°
-1,13-10°
7,43-10°
-1,13-10°
7,43-10°
Tabla 55: Esfuerzos Cortantes en el plano XY calculados por MATLAB

Elemento N2

OINO G WN =

Los diagramas de esfuerzos cortantes en el plano XY que muestra MATLAB son
los que se puden observar en las siguientes figuras.
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x1id  Esiezocatateenend gao XY end denerio 1 Esiezocatateenend gao XY end demato2 Esiezocatateenend gao XY end denato3 x100 Edmotateenand gaoXYend darerto4
d | | q
» 20 1 am 05
1 1
40 1 am
15 15
-0 {1  am
2 2
80 {1 am 1
25 25
3 -10000) 1 -om 1 3
a5
L L L L L L L L L -1m L L L L L L L L L ] -1m L L L L L L L L L ] -35 L L L L L L L L L
0 01 2 03 04 05 06 07 08 Q9 1 0 01 02 03 Q4 Q5 Q6 Q7 08 Q9 1 0 Q1 02 03 04 Q5 06 Q7 Q8 09 1 0 01 02 03 Q4 05 Q6 07 08 Q9 1

Figura 44: Diagramas de esfuerzos Cortantes en el Plano XY en los elementos 1, 2, 3 y 4 respectivamente

Estezooatarteenend paro XY end denerto5 Esiezoantateenend gao X end demerto6 Esuazocatanteenend pao XY end demerto 7 Esiuezocatarte enend pano XY end demaio 8
] —_— 1200
0 0
10000y Bl { 1000 1 -om
a0 a0 a0 2m
am a0
e a0
Am) 4000
an s a0 500
200 6000, B 200 6000
00 4 7000
o 0
S S RO \ o P S S S T R R \ 800 S S S S S S S R
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 Q6 07 08 Q9 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 45: Diagramas de esfuerzos Cortantes en el Plano XY en los elementos 5, 6, 7 y 8 respectivamente

Los esfuerzos cortantes en el plano XY en los elementos del marco calculados por
NASTRAN se pueden ver en la Tabla 56.

Esfuerzo cortante en el
plano XY (N)
-3,37-10°
-1,13.10"
-1,13-10°
-3,37-10°
-1,13-10°
7,42.10°
-1,13-10°
7,42-10°
Tabla 56: Esfuerzos Cortantes en el Plano XY Calculados por NASTRAN

Elemento N2

OINO|GB|WIN| =

La diferencia que se produce entre los resultados de los dos programas para el
calculo del esfuerzo tangencial en el plano XY se muestra en la Tabla 57.
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Elemento N2

Diferencia de Esfuerzo cortante en el

plano XY (N)

1,96

2,56

2,02

1,62

2,51

6,38

2,07

OINOGBWIN|—=

6,38

Tabla 57: Diferencia de Esfuerzos Cortantes en el Plano XY

Los resultados de esfuerzos cortantes en el plano XZ calculados por MATLAB son
los qua se exponen en la Tabla 58.

Elemento N2

Esfuerzo cortante en el
plano XZ (N)

-7,4294.10°

-7,4294E.10°

7,4294.10°

7,4294.10°

-6,8503-10°

1,4460-10"

-6,8707-10°

ONOGTHARWN -

3,5173.10"

Tabla 58: Esfuerzos Cortantes en el plano XZ calculados por MATLAB

Los diagramas de esfuerzos cortantes en el plano XZ que representa MATLAB son
los que se muestran en la Figura 46 y Figura 47.

Esazoocatateenend gaoXZend daerto 1

Esiezaotarteenend gaoXZend demerto2

Esiezaotarteenend gaoXZend demerto3

8000 2000 ] J T T
o0 o0 N
-1000;
6000 000y
200
500 00
3000
40 400
4000
3000 00
500
200 200
6000
1000 1000
-0
0 0
‘ \ 8000,

T S T R S B
0 Q1 02 03 04 05 06 Q7 08 09 1

T T O S T R N
0 01 02 03 04 Q5 06 Q7 08 Q9 1

I T T I IO SR S S
0 Q1 02 03 04 05 06 Q7 08 Q9 1

4 -

Efiezaatateenend gaoXend dereto4

0 O R S R R S |
0 Q1 02 03 04 05 Q6 07 Q8 09

Figura 46: Diagramas de esfuerzos Cortantes en el Plano XZ en los elementos 1, 2, 3 y 4 respectivamente
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Esfuerzo catateenend gao XZend demerto5 Esfusrzo cotarte enened pano XZenel demento 6 Esfuerzo catarte enend plano XZend demerto 7 x10'  Esilezocatateenend paoXZend demento8
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
om E d [ o0 E RN
6000 6000| 05
5000} 5000, 1
5000,
4000f 40001 151
000 000 2
20m { o0 1 2 | 28
1000) 1000 3
0 0 3
| 1000

0 a1 a2 03 04 05 05 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 Of 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Figura 47: Diagramas de esfuerzos Cortantes en el Plano XZ en los elementos 5, 6, 7 y 8 respectivamente

Los esfuerzos cortantes en el plano XZ en los elementos del marco calculados por
NASTRAN se pueden ver en la Tabla 59.

Esfuerzo cortante en el
plano XZ (N)
-7,4230-10°
-7,4230-10°
7,4230-10°
7,4230-10°
-6,8368-10°
1,4461-10°
-6,8572-10°
3,5147-10°
Tabla 59: Esfuerzos Cortantes en el plano XZ calculados por NASTRAN

Elemento N2

ONOOTHBARWN =

La diferencia entre los resultados de los esfuerzos cortantes en el plano XZ
obtenidos por los dos programas es la que se sumariza en la Tabla 60.

Diferencia de Esfuerzo Cortante en el
plano XZ (N)

1 6,3790
2 6,3790
3 6,3790
4 6,3790
5 13,484
6

7

8

Elemento N2

0,80000
13,479
26,070

Tabla 60: Diferencia de Esfuerzos Cortantes en el Plano XZ

Al igual que para los esfuerzos cortantes los momentos flectores de los planos XY
y XZ de los elementos finitos tridimensionales reticulados, se calculan de la misma
manera que para el elemento del capitulo anterior. Los momentos flectores en el
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plano XY de los elementos del marco calculados por MATAB son los que se
muestran en la Tabla 61.

o Momentos flector en el | Momentos flector en el
Elemento N® plano XY nodo 1 (N-m) | plano XY nodo 2 (N-m)
1 -6133,02 5011,15
2 -6133,02 5011,15
3 6120,77 -5023,39
4 6120,77 -5023,39
5 -4110,18 4110,18
6 8676,38 -8675,46
7 -4122,43 4122,43
8 21107,74 -21099,43

Tabla 61: Momentos flectores en el plano XY calculados por MATLAB

Los diagramas de los momentos flectores en el plano XY que representa MATLAB
se muestran en las Figura 48 y Figura 49.

Mretofledtar enend dao XY end damerto 1 Monertofledtar enend gao XY end denerto2 Mrenofedtar enend gao XY end denento3 Morertoflector enend daro XY end demerto4
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
A0 4000 600 6000)
2000} 200 4000 40001
0y o 20 200
2000 20! o} 0y
400 am -2 -2m
A 6000 4000} 1 4|
. . . . . . . . . ) ) ) ) ) ) ) ) ) L L L L L L L L . . . . I . . . I .
0 01 02 03 04 05 06 Q7 08 09 1 0 01 02 a3 04 Q5 06 Q7 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 Q7 08 Q9 i 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 48: Diagramas de Momentos Flectores en el Plano XY de los elementos 1, 2, 3, y 4 respectivamente

Mnetofeda enend dao XY end darerto5 xi¢  Mnetofleda enend gaoXYend darerto6 Mnetofledtaenend daroXYend dereto7 x100  Mrmetofedarenend daro XY end demerto8

ool od A 2
Vol 1 o am 15
an 1 o4 an 1
1m0 1 a2 10 05

q [o! [ Q
100 1 02 -0 05
a0 1 o4 am 1
o 1 <8 am 15
A0 1 <8 A 4

S R B I Loy
0 01 02 03 04 05 06 07 Q8 09 1 O Q1 02 Q3 04 05 Q6 Q7 Q8 Q9 1 0 Q1 02 03 04 05 Q6 07 08 09 1 2B T - T T T T o 8 a9 4

Figura 49: Diagramas de Momentos Flectores en el Plano XY de los elementos 5, 6, 7, y 8 respectivamente
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Los resultados de los momentos flectores en el plano XY calculados por NASTRAN
se muestran en la Tabla 62.

o Momentos flector en el | Momentos flector en el
Elemento N® plano XY nodo 1 (N-m) | plano XY nodo 2 (N-m)
1 -6129,45 5005,08
2 -6129,45 5005,08
3 6117,21 -5017,33
4 6117,21 -5017,33
5 -4102,09 4102,09
6 8676,94 -8676,02
7 -4114,33 4114,33
8 21092,30 -21084,01

Tabla 62: Momentos flectores en el plano XY calculados por NASTRAN

La diferencia de valores entre los momentos flectores en el plano XY calculados
por ambos programas se muestra en la Tabla 63.

Diferencia del Diferencia del

Elemento N2 Momentos flector en el | Momentos flector en el

plano XY nodo 1 (N-m) | plano XY nodo 2 (N-m)
1 -3,57 6,06
2 -3,57 6,06
3 3,57 -6,07
4 3,57 -6,07
5 -8,09 8,09
6 -0,56 0,56
7 -8,09 8,09
8 15,44 15,42

Tabla 63: Diferencia del Momento Flector en el plano XY Calculado por MATLAB y NASTRAN

Los resultados de los momentos flectores en el plano XZ calculados por MATLAB
son los que se sumarizan en la Tabla 64.

o Momentos flector en el | Momentos flector en el
Elemento N* plano XZ nodo 1 (N-m) | plano XZ nodo 2 (N-m)
1 -28063,56 22444.,66
2 -9665,24 7337,51
3 -9665,98 7340,92
4 -28046,22 22433,96
5 -6807,86 6798,04
6 4462,06 -4453,27
7 -6796,78 6796,78
8 4462,06 -4453,27

Tabla 64: Momentos flectores en el plano XY calculados por MATLAB

Los diagramas de los momentos flectores en el plano XZ que muestra MATLAB se
representan en la Figura 50 y Figura 51.

123




COMPARATIVA ENTRE LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON MATLAB Y NASTRAN MEDIANTE EL METODO DE LOS

x1¢  Mimetoledaenend gao)XZend denerio

Mretofeta enend gaoXZend deerto2

ELEMENTOS FINITOS

Mmertofedo enend daoXZend demerto3

x10  Mmmetoledaenend gao)XZend darertod

|y Y Y B | _1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 Q9 1

R
4
0 01 02 03 Q4 05 06 07 08 Q9 1

S SR N S| T S S
0 01 02 03 04 05 06 Q7 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 Q7 08 Q9 1

Figura 50: Diagramas de Momentos Flectores en el Plano XZ de los elementos 1, 2, 3, y 4 respectivamente
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Figura 51: Diagramas de Momentos Flectores en el Plano XZ de los elementos 5, 6, 7, y 8 respectivamente

Los resultados de los momentos flectores en el plano XZ calculados por NASTRAN

se muestran en la Tabla 65.

o Momentos flector en el | Momentos flector en el
Elemento N* plano XZ nodo 1 (N-m) | plano XZ nodo 2 (N-m)
1 -28071,86 22433,21
2 -9671,80 7336,04
3 -9672,53 7337,51
4 -28054,54 22422,52
5 -6809,11 6809,11
6 4458,21 -4449,42
7 -6798,04 6798,04
8 4458,21 -4449,42

Tabla 65: Momentos flectores en el plano XZ calculados por NASTRAN
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La diferencia entre los resultados de MATLAB y NASTRAN en el célculo de los
momentos flectores en el plano XZ se muestra en la Tabla 66.

Diferencia del Diferencia de
Elemento N¢ Momentos flector en el | Momentos flector en el
plano XY nodo 1 (N.-m) | plano XY nodo 2 (N-m)
1 8,30 11,45
2 6,56 1,47
3 6,55 3,42
4 8,32 11,44
5 1,25 11,07
6 3,86 3,85
7 1,26 1,26
8 3,86 3,85
Tabla 66: Diferencia del Momento Flector en el plano XZ Calculado

A continuacion se va a mostrar los resultados de los momentos torsores que se
producen en los elementos. Estos momentos torsores se obtienen de modo similar
que los esfuerzos cortantes, siendo este resultado obtenido en los nodos que
pertenecen al elemento, en los cuales se da el mismo resultado pero con distinto
signo, por lo que el valor de el momento torsor en el elemento es el valor del
resultado de la fuerza calculada en los nodos con el signo del nodo con
numeracion mas baja del elemento.

Los valores calculados por MATLAB de los momentos torsores en los elementos
finitos tridimensionales reticulados del modelo, son los que se muestran en la Tabla

67.

Elemento N2

Momento Torsor (N-m)

2345,800

2345,800

2343,500

2343,500

-1336,900

-900,968

-1334,500

ONOOOTHRWN =

-900,968

Tabla 67: Momentos Torsores calculados por MATLAB

Los diagramas de momentos torsores que muestra MATLAB al usuario son los que
se reflejan en la Figura 52 y Figura 53.
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Figura 52: Diagramas de Momentos Torsores de los elementos 1, 2, 3, y 4 respectivamente
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Figura 53: Diagramas de Momentos Torsores de los elementos 5, 6, 7, y 8 respectivamente

Los resultados de los momentos torsores del modelo tridimensional que calcula
NASTRAN, son los que se muestran en la Tabla 68.

Elemento N2

Momento Torsor (N-m)

2350,904

2350,904

2348,621

2348,621

-1340,903

-902,994

-1338,510

ONOCTHEWN -

-902,994

Tabla 68. Momentos Torsores calculados por NASTRAN

Las diferencias entre los resultados de los momentos torsores calculados por
MATLAB y NASTRAN se pueden ver en la Tabla 69.
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Gradiante de
Momento Torsor (N-m)
5,104
5,104
5,121
5,121
4,003
2,026
4,010
2,026

Tabla 69: Diferencia del Momento Torsor

Elemento N°

ONOGHARWN -

7.5.4 Tension de Von Mises en los Elementos

Las tensiones de Von Mises se han calculado con el programa de MATLAB como
se explicaba en el apartado 7.3.

Al ser la seccion transversal de todos los elementos finitos usados en este modelo
cuadrada, la expresion de la tension tangencial producida por el momento torsor
es.

MT
T =
0.2087°

(7.11)

Dado que para calcular la tensién de Von Mises se usan los maximos de los
valores de las tensiones producidos en la seccion transversal, las expresiones que
toman las tensiones normal y tangencial maximas en este caso para una seccién
transversal cuadrada son:

N 6M, 6M,
o=
A P b’
(7.12)
— 3‘TX}’ + MT _ 3'sz + MT

Txy - 3 sz - 3
224 0.208! 224 0.2081

127



COMPARATIVA ENTRE LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON MATLAB Y NASTRAN MEDIANTE EL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

Los resultados que calcula MATLAB de la tension de Von Mises en el modelo del
marco son los que se pueden ver en la Tabla 70.

Tension de Von Mises
(N/m?)

2,3558.10°
1,1191.10°
1,1183.10°
2,3323.10°
7,5742.10°
8,9232.10°
7,5742.10°
1,7453.10°

Tabla 70: Tension de Von Mises Calculada por MATLAB

Elemento N°

ONOIOTHARWN =

NASTRAN calcula la tension de Von Mises en los elementos del modelo del marco
tridimensional que se muestra en la Tabla 71.

Tension de Von Mises
(N/m?)
2,3344.10°
1,0708-10°
1,0711.10°
2,3100-10°
7,3331-10°
8,8277-10°
7,3338-10°
1,7385-10°
Tabla 71: Tension de Von Mises Calculada por NASTRAN

Elemento N?°

ONOGHARWN -

Las diferencias que se producen entre los resultados de la tensién de Von Mises
calculados por MATLAB y NASTRAN son las se pueden ver en la Tabla 72.

Diferencia de Tension
Elemento N2 de Von Mises
(N/m?)

2,1397-10’
4,8350-10’
4,7181.10"
2,2300-10’
2,4114.10"
9,5549.10°
2,4035-10"
6,7910-10°

Tabla 72: Diferencia entre las tensiones de Von Mises

OINOOTEB(WN -
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7.6 Conclusiones del Estudio Comparativo del Elemento Finito
Tridimensional Reticulado.

Las conclusiones que se pueden obtener del elemento finito tridimensional
reticulado son exactamente las mismas que para el elemento finito bidimensional
reticulado. Los errores producidos en la obtencién de resultados son muy parecidos
para los dos elementos finitos reticulados, por lo que se puede apreciar que la
extrapolacion a un estado tridimensional del elemento finito bidimensional
reticulado no conlleva un aumento del error en la precisién de célculo ofrecida por
MATLAB.
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8 ESTUDIO COMPARATIVO DE UN
ELEMENTO CUADRILATERO
BIDIMENSIONAL ISOPARAMETRICO

8.1 Introduccion al Elemento Finito Cuadrilatero Isoparamétrico.

El elemento finito cuadrilatero isoparamétrico es un elemento finito superficial, este
aspecto le distingue de los elementos finitos estudiados hasta ahora, dado que
eran todos longitudinales. El elemento finito cuadrilatero isoparamétrico, al igual
gue los elementos finitos estudiados hasta ahora, se define mediante funciones de
forma con respecto a sus coordenadas intrinsecas.

Al ser este tipo de elemento finito superficial, no valdra en con definirlo a través de
funciones de forma en una sola direccién, como se ha hecho hasta hora, sino que
se definird mediante funciones de forma en las dos direcciones perpendiculares
contenidas en su plano, es decir, para el eje X y para el eje Y de sus coordenadas
locales.

El elemento cuadrilatero bidimensional isoparamétrico puede soportar fuerzas en
su propio plano Fx y Fy, pero al igual que el elemento finito bidimensional
articulado no puede trasmitir los momentos puntuales aplicados en sus nodos, por
lo que no puede ser sometido a momentos externos.

Este tipo de elemento finito tiene un nodo en cada esquina, por lo que al ser
cuadrilatero posee cuatro nodos, los cuales tienen cada uno dos grados de libertad
(los desplazamientos en el plano). A lo hora de enumerar los nodos, se debe seguir
un orden creciente de numeracién segun un sentido anti-horario, esto es debido a
qgue cuando MATLAB calcula el &rea de este elemento, si no se siguiera esta forma
de enumeracion obtendria valores negativos de area.

Para poder definir las propiedades fisicas de este elemento finito es necesario
caracterizarlo con el modulo de elasticidad, el coeficiente de Poisson y su espesor
(su area se define a través de la posicion de sus nodos por eso es tan importante
su orden de numeracion)

8.2 Funciones de Forma

En este apartado se van a definir las funciones de forma del elemento finito
bidimensional isoparamétrico, es importante tener primero una visibn de un
elemento finito cuadrilatero bidimensional isoparamétrico general (Figura 54) y del
elemento maestro (Figura 55) sobre el cual se definen las funciones de forma.
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(-1,-1) (1,-1)
Figura 55: Elemento Maestro

En la Figura 54, se puede apreciar los vectores referidos a coordenadas locales de
desplazamiento en cada nodo (vector q), y también los vectores (v(x,y), u(x,y)) que
definen para coordenadas locales los desplazamientos de cualquier punto dentro
del elemento.

En la Figura 55, se muestra el elemento maestro que sirve para definir al elemento
cuadrilatero bidimensional isoparamétrico en sus coordenadas intrinsecas (también
llamadas coordenadas naturales) cuyos ejes se denotan por ¢ y n. El elemento
maestro es siempre de forma cuadrada.

132



COMPARATIVA ENTRE LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON MATLAB Y NASTRAN MEDIANTE EL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

Lo primero que se debe hacer para deducir las funciones de forma de este
elemento es deducir estas primero sobre el elemento maestro. Las funciones de
forma de Lagrange Ni, que son las que van a ser utilizadas para definir este
elemento finito, se definen de manera que cada funcién de forma N;, donde i = 1, 2,
3, 4, esigual ala unidad en el nodo iy es cero en los demas. Asi por ejemplo:

N{ =1 paraelnodo 1

N: =0 paralos nodos 2, 3, 4.

El requisito de que N; = 0 en los nodos 2, 3, 4, es equivalente a requerir que N; =0
a lo largo de los bordes ¢ = +1, n = -1. Asi pues se tiene que en el nodo 1:

Nl=c(1-¢)1-7) (8.1)

Donde c es una constante que se determina con la condicién Ny=1 en el nodo 1.
Como ¢ =-1,n=-1enelnodo 1, se tiene:

1=c(2)(2) (8.2)

Lo cual da como resultado c=1/4, con lo que se puede decir que la funcion de
forma de Lagrange en el nodo 1 queda de la siguiente manera:

N, =5-0-8)-0-n) ®3)

En el resto de los nodos del elemento, las funciones de forma se obtienen del
mismo modo que para el nodo 1y son:

N2=i-(1+§)'(1—77)
Ny = (+8)- () (6.4)
N4=i'(1—§)-(l+f7)
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Ahora, conociendo las formas de las funciones de forma del elemento finito
bidimensional isoparamétrico, se puede expresar el campo de desplazamientos
dentro del elemento en términos de valores nodales:

u=N;q +N,q;+N;qs+N,q,

(8.5)
v=N;q,+N,q,+N;qs+N,q

Las expresiones del campo de desplazamiento dentro del elemento, puede
expresarse de forma matricial como se muestra a continuacién:

u=Nq (8.6)

Donde.

N 0 N 0 N 0 N 0
N{l 2 ; : } 8.7)

O NN O N, 0 N, 0 N,

En la formulacion isoparamétrica, se usan las mismas funciones de forma N; para
expresar también las coordenadas de un punto dentro del elemento en términos de
coordenadas locales:

xX=N;x +N,x,+Ny;x;+N,x,

(8.8)
Yy=Ny+ N,y +Nyys + Ny,

A continuacién se deben de expresar las derivadas de una funcién en coordenadas
X,y en términos de sus derivadas en coordenadas ¢ y n. Esto se hace de la
siguiente manera:

¥ _yux ooy
o dxd& dy d¢
o _of ox of oy
on dx dnp dy any

(8.9)

La expresion anterior se puede expresar como se muestra a continuacion:
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S
95 |_ ;] ox
b =J o (8.10)
o7 dy
Donde J es la matriz jacobiana:
&y
_|9¢ 9¢
J= x o (8.11)
/Y

De las expresiones de las ecuaciones de forma de este elemento finito y de las
expresiones de las coordenadas de un punto dentro del elemento en coordenadas
globales, la matriz jacobiana queda de la siguiente forma:

:Yﬂ—mn+a—m%+a+m%—a+ma ~(=my +(A=7)y, +(A+y)y; —(+7)y,

—(1=8x, —(1+&)x, +(1+)x; +(1-E)x, _(l_@yl_(l+§)y2+(l+§)y3+(l—§)yj (8.12)

J:{Ll J”} (8.13)
J2 1 J22

Se puede invertir la expresién de las derivadas de una funcién en coordenadas x,y
en términos de sus derivadas en coordenadas ¢ y n, lo que queda de las siguiente
forma:

of oS
5 1 Jn  —Jp 85

- : 8.14
I deL]{—u]ﬂ J, } of (8.14)
dy o&

Esta expresidn se va a usar para poder obtener la matriz de rigidez del elemento
finito cuadrilatero bidimensional isoparamétrico.
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8.3 Matriz de Rigidez del Elemento Cuadrilatero Bidimensional
Isoparameétrico

La matriz de rigidez para este elemento puede obtenerse de la energia de
deformacién unitaria en el cuerpo dada por:

U= jV %-GT-e-dV = ;te L%-af £dA (8.15)

Donde:

e t, =espesor del elemento finito

Las relaciones deformacién unitaria-desplazamiento son:

_ u i}
£, gx
E=|¢g, |= a—; (8.16)
Vy ou dv
_+_
| dy  Ox |

Ahora si se considera f = u y si relacionan las expresiones de la inversa de las
derivadas de una funcién en coordenadas x,y con la relacién deformacion unitaria-
desplazamiento, se obtiene lo siguiente:

g= 4] (8.17)

Donde A es la matriz:
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o -J, Jy, (8.18)
_le J11 Jzz _le

De la ecuacién del campo de desplazamientos dentro del elemento en términos de
los valores nodales, se tiene que:

M| _ Gq (8.19)

Donde la matriz G es la matriz.

~Q-m) 0 (-m 0 +p 0 —(+m) 0
_1-0=H 0 =k 0 (+H 0 (=) 0 g0
40 —a-p 0 -mp 0 @m0 =47

0 -0-H 0 -1+H 0 +H 0 (-9

G

Ahora, se puede obtener la siguiente relacion:

£=Byq (8.21)

En donde la matriz B se obtiene de la siguiente manera:

B=AG (8.22)

La expresion de la tension es la que se muestra a continuacién:

o=DBq (8.23)
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Donde D es la matriz (3x3) de propiedades del material. La energia de deformacién
unitaria se puede expresar como sigue.

U= Z%-qT-ke-q 8.24)
La matriz de rigidez de este elemento finito es:
1 pl
ke =t,] [ BT -DBdetsdEdn (8.25)

La matriz de rigidez global de un modelo de elementos finitos cuadrilatero
bidimensional reticulado se ensambla igual que para todos los casos anteriores
teniendo en cuenta que en este caso cada nodo tiene dos grados de libertad y que
este elemento tiene 4 nodos por elemento.

84 Calculo de la Tension de Von Mises en el Elemento
Cuadrilatero Bidimensional Isoparamétrico

Este elemento también esta sometido a un estado tensional complejo, por lo que se
hace necesario el calculo de la tensidon de Von Mises. La diferencia con los
elementos finitos anteriormente estudiados reside en que, en este caso, la tensién
de Von Mises se va a obtener directamente a través del célculo de las tensiones
principales que se generen dentro del elemento finito bidimensional isoparamétrico
y no a través de los momentos flectores y tangenciales como sucedia para los
elementos finitos longitudinales.

Las tensiones principales se obtienen utilizando las ecuaciones clasicas de la
teoria de la resistencia de materiales (8.26):

(8.26)
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27
arctan| J
(Gx —GJ 180

2 T

o =

Una vez obtenidas las tensiones principales y el angulo principal, obtener la tensién
de Von Mises se hace de forma muy sencilla con la relacion siguiente:

Oy =L (8. 27)

8.5 Descripcion de la Elaboracion del Modelo Usado para el
Estudio Comparativo del Elemento Cuadrilatero
Bidimensional Isoparamétrico

El modelo que se ha elaborado para realizar el estudio del elemento finito
cuadrilatero bidimensional isoparamétrico, consiste en una placa esbelta y delgada
(con su longitud mayor que su ancho y ambas dimensiones mucho mayores que su
espesor) en voladizo sometida en su extremo libre a una fuerza de traccion en el
sentido positivo del eje X y a una fuerza de vertical en su extremo en el sentido
negativo del eje Y. Esta placa esbelta y delgada se puede ver en la Figura 56.

Fy

> Fx

Figura 56: Placa Esbelta y Delgada en Voladizo
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Los datos que son necesarios para que se pueda resolver este problema mediante
los programas con los que se ha elaborado el modelo de esta placa esbelta y
delgada en voladizo son: la longitud total de la placa, su ancho y su espesor (se
puede aprecia que comparado con el elemento del capitulo anterior son muchos
menos los datos de entrada para poder definir el problema).

Del material que conforma la placa se necesitan como datos de entrada: su mddulo
de elasticidad y su coeficiente de Poisson. También, como es l6gico, es necesario
definir las fuerzas externas a las que va a ser sometida la estructura.

A continuacion se exponen los valores de los datos de entrada que se han dado al
modelo de la placa esbelta y delgada en voladizo:

:1m
e Longitud de la Placa
0.2 m
e Ancho de la Placa
:0.05m
e Espesor de la Placa
e Material:
o Modulo de elasticidad :2:10""N/m?
o Coeficiente de Poisson :0.3
e Fuerza en X (fuerza de traccion) : 30000N
e FuerzaenY (fuerza de flexion) : -50000N

Para modelar esta placa esbelta y delgada con los elementos finitos
bidimensionales isoparamétricos, se ha dispuesto la numeraciéon de los nodos y de
los elementos como se muestra en la Figura 57y en laTabla 73.
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———o Q o o o o Q o
34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
o 24 28] 26 27 28] 29 30 31 32 33
Nodos con sus grados de /
libertad restringidos \ | |
12 13 14] 15 16 17] 18 19 20 21] 22
[e] [¢]
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "

Figura 57: Modelo de placa esbelta y delgada realizado con elementos cuadrilateros
bidimensionales isoparamétricos

Elementos Nodos
1 1 2 12 13
2 2 3 13 14
3 3 4 14 15
4 4 5 15 16
5 5 6 16 17
6 6 7 17 18
7 7 8 18 19
8 8 9 19 20
9 9 10 20 21
10 10 11 21 22
11 12 13 23 24
12 13 14 24 25
13 14 15 25 26
14 15 16 26 27
15 16 17 27 28
16 17 18 28 29
17 18 19 29 30
18 19 20 30 31
19 20 21 31 32
20 21 22 32 33
21 23 24 34 35
22 24 25 35 36
23 25 26 36 37
24 26 27 37 38
25 27 28 38 39
26 28 29 39 40
27 29 30 40 41
28 30 31 41 42
29 31 32 42 43
30 32 33 43 44

Tabla 73: Conectividad de Elementos y Nodos
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A la hora de modelar este problema, tanto en MATLAB como en FEMAP, se han
dando las siguientes propiedades a los elementos finitos que se han usado en la
elaboracién del modelo. Estas propiedades son las mismas para todos los
elementos de este modelo:

Elementos del 1 al 30:

e Longitud :0.1m

e Ancho :0.06 m

e Espesor :0.05m

e Modulo de elasticidad :2:10" N/m?
e Coeficiente de Poisson :0.3

8.5.1 Modelado con MATLAB

El Programa llevado a cabo con MATLAB, con el cual se elabora el modelo de la
placa esbelta y delgada en voladizo mediante elementos finitos bidimensionales
isoparamétricos, consta de los siguientes médulos.

Médulo de entrada de Datos.

En este médulo se le pide al usuario que introduzca los valores de la longitud,
ancho y espesor de la placa esbelta y delgada y las propiedades del material
necesarias para desarrollar el modelo, que son: el moédulo de elasticidad y el
coeficiente de Poisson.

Modulo de representacion de la estructura.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacion grafica de la placa esbelta y delgada que se va a estudiar.

Modulo de calculo matrices de rigidez de los elementos.

En este moédulo mediante llamadas a funciones externas se calculan las matrices
de rigidez de cada elemento.

Médulo de ensamblaje de la matriz global de rigidez.

En este mddulo se procede a realizar la operacion de ensamblaje de la matriz de
rigidez global del sistema mediante una funcién externa.

142



COMPARATIVA ENTRE LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON MATLAB Y NASTRAN MEDIANTE EL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

Modulo de calculo de desplazamientos nodales.

Aqui se aplican todas las condiciones de contorno, se le pide al usuario que
introduzca el valor de las fuerzas en el extremo libre de la placa esbelta y delgada,
se plantea la ecuacion que relaciona la Matriz de rigidez global con cargas y
desplazamientos nodales, se obtienen estos ultimos y se le muestran los
resultados al usuario.

Médulo de representacion de la estructura sin deformar y deformada.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacién grafica de la placa esbelta y delgada sin deformar (como ya se
mostré en un modulo anterior) y luego superpuestas se muestran las graficas de la
placa esbelta y delgada sin deformar y deformada bajo el efecto de las cargas de
traccion y vertical que ha seleccionado el usuario.

Moddulo de calculo de reacciones.

En este médulo se calcula las reacciones que se producen en los nodos del
empotramiento de la placa esbelta y delgada.

Modulo de calculo de tensiones.

En este mdédulo se calculan y se muestran al usuario las tensiones normales y
tangenciales que se producen en los elementos bidimensionales isoparamétricos
qgue conforman el modelo, debidas a las fuerzas externas aplicadas.

Moédulo de calculo de las tensiones principales.

En este médulo se calculan y se muestran al usuario las tensiones principales y su
correspondiente angulo, para todos los elementos finitos bidimensionales
isoparamétricos que conforman el modelo.

Médulo de calculo de la tensiéon de Von Mises.

Con este modulo se cierra el programa, siendo calculadas en este ultimo médulo

las tensiones de Von Mises de todos los elementos finitos que forman la placa
esbelta y delgada modelada en este programa.

8.5.2 Modelado con FEMAP para el Solver NASTRAN

Para realizar el modelado con FEMAP se han usado elementos MEMBRANE, los
cuales son usados para elaborar modelos de placas delgadas solicitadas por
fuerzas externas que actuan soélo en el plano de los elementos.
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8.6 Calculo Comparativo del Elemento Cuadrilatero Bidimensional

Isoparameétrico

En el célculo comparativo del modelo que se ha elaborado mediante elementos del
tipo cuadrilatero bidimensional isoparamétrico en los programas MATLAB vy
NASTRAN, se van a estudiar los siguientes resultados que han sido calculados en
ambos programas:

8.6.1 Desplazamientos Nodales

Desplazamientos nodales.

Reacciones en los apoyos.

Tensiones en los elementos.

Tensiones principales en los elementos.

Tensiones de Von Mises en los elementos.

Los desplazamientos nodales calculados por MATLAB para el modelo de la placa
esbelta y delgada se pueden ver en la Tabla 74.

Tabla 74: Desplazamientos nodales Calculados por MATLAB

Nodo N2 Desplazamiento Nodal (m)

X Y

1 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)

2 -7.48E-04 -5.32E-04
3 -1.40E-03 -1.70E-03
4 -2.00E-03 -3.50E-03
5 -2.50E-03 -5.90E-03
6 -3.00E-03 -8.80E-03
7 -3.30E-03 -1.21E-02
8 -3.60E-03 -1.57E-02
9 -3.80E-03 -1.95E-02
10 -3.90E-03 -2.36E-02
11 -3.90E-03 -2.77E-02
12 0 0
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Nodo N2

Desplazamiento Nodal (m)

X Y
(GDL restringido) (GDL restringido)
13 -2.26E-04 -4.17E-04
14 -4.55E-04 -1.60E-03
15 -6.47E-04 -3.40E-03
16 -8.13E-04 -5.80E-03
17 -9.52E-04 -8.70E-03
18 -1.10E-03 -1.20E-02
19 -1.10E-03 -1.57E-02
20 -1.20E-03 -1.95E-02
21 -1.20E-03 -2.36E-02
22 -1.20E-03 -2.77E-02
23 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)
24 2.45E-04 -4.19E-04
25 4.95E-04 -1.60E-03
26 7.06E-04 -3.40E-03
27 8.93E-04 -5.80E-03
28 1.10E-03 -8.70E-03
29 1.20E-03 -1.20E-02
30 1.30E-03 -1.57E-02
31 1.40E-03 -1.95E-02
32 1.40E-03 -2.36E-02
33 1.40E-03 -2.77E-02
34 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)
35 7.68E-04 -5.38E-04
36 1.50E-03 -1.70E-03
37 2.10E-03 -3.50E-03
38 2.60E-03 -5.90E-03
39 3.10E-03 -8.80E-03
40 3.50E-03 -1.21E-02
41 3.80E-03 -1.57E-02
42 4.00E-03 -1.96E-02
43 4.10E-03 -2.36E-02
44 4.20E-03 -2.77E-02

La representacion grafica del modelo de la placa delgada y esbelta sin deformar
que muestra MATLAB se representa en la (m)
Figura 58 y la figura del modelo sin deformar y deformada superpuestas se

muestran en la (m)
Figura 59.
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Los desplazamientos nodales calculados por NASTRAN para el modelo de la placa
esbelta y delgada su muestran en al Tabla 75.

Tabla 75: Desplazamientos Nodales Calculados por NASTRAN

Nodo N2 Desplazamiento Nodal (m)
X Y
1 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)
2 -8.22E-04 -5.79E-04
3 -1.56E-03 -1.84E-03
4 -2.22E-03 -3.83E-03
5 -2.79E-03 -6.44E-03
6 -3.27E-03 -9.59E-03
7 -3.66E-03 -1.32E-02
8 -3.96E-03 -1.71E-02
9 -4.18E-03 -2.13E-02
10 -4.30E-03 -2.57E-02
11 -4.34E-03 -3.02E-02
12 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)
13 -2.46E-04 -4.49E-04
14 -5.03E-04 -1.75E-03
15 -7.11E-04 -3.75E-03
16 -8.95E-04 -6.37E-03
17 -1.05E-03 -9.53E-03
18 -1.17E-03 -1.31E-02
19 -1.26E-03 -1.71E-02
20 -1.33E-03 -2.13E-02
21 -1.36E-03 -2.57E-02
22 -1.37E-03 -3.02E-02
23 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)
24 2.65E-04 -4.51E-04
25 5.42E-04 -1.75E-03
26 7.70E-04 -3.75E-03
27 9.74E-04 -6.38E-03
28 1.15E-03 -9.54E-03
29 1.29E-03 -1.31E-02
30 1.40E-03 -1.71E-02
31 1.49E-03 -2.13E-02
32 1.54E-03 -2.57E-02
33 1.56E-03 -3.02E-02
34 0 0
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Nodo N2

Desplazamiento Nodal (m)

X Y
(GDL restringido) (GDL restringido)
35 8.42E-04 -5.85E-04
36 1.60E-03 -1.84E-03
37 2.28E-03 -3.84E-03
38 2.87E-03 -6.45E-03
39 3.37E-03 -9.60E-03
40 3.78E-03 -1.32E-02
41 4.10E-03 -1.71E-02
42 4.34E-03 -2.14E-02
43 4.48E-03 -2.57E-02
44 4.55E-03 -3.02E-02

Las diferencias entre los resultados de desplazamientos nodales calculados por
MATLAB y NASTRAN se sumarizan en la Tabla 76.

Tabla 76: Diferencia de Resultados de Desplazamientos Nodales Calculados por MATLAB y NASTRAN

Nodo N2 Diferencia de
Desplazamiento Nodal (m)
X Y
1 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)

2 7.40E-05 4.68E-05
3 1.65E-04 1.38E-04
4 2.25E-04 3.30E-04
5 2.93E-04 5.43E-04
6 2.72E-04 7.91E-04
7 3.63E-04 1.08E-03
8 3.65E-04 1.43E-03
9 3.77E-04 1.85E-03
10 4.00E-04 2.14E-03
11 4.35E-04 2.54E-03

12 0 0

(GDL restringido) (GDL restringido)

13 1.97E-05 3.22E-05
14 4.72E-05 1.49E-04
15 6.37E-05 3.49E-04
16 8.13E-05 5.74E-04
17 9.53E-05 8.33E-04
18 7.12E-05 1.14E-03
19 1.65E-04 1.40E-03
20 1.30E-04 1.83E-03
21 1.63E-04 2.13E-03
22 1.70E-04 2.52E-03

23 0 0

(GDL restringido)

(GDL restringido)
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Nodo N2 Diferencia de
Desplazamiento Nodal (m)
X Y
24 -1.96E-05 3.22E-05
25 -4.73E-05 1.51E-04
26 -6.36E-05 3.51E-04
27 -8.13E-05 5.76E-04
28 -4.67E-05 8.35E-04
29 -9.03E-05 1.14E-03
30 -1.04E-04 1.40E-03
31 -8.90E-05 1.83E-03
32 -1.41E-04 2.13E-03
33 -1.64E-04 2.52E-03
34 0 0
(GDL restringido) (GDL restringido)

35 -7.42E-05 4.69E-05
36 -1.04E-04 1.44E-04
37 -1.84E-04 3.36E-04
38 -2.72E-04 5.49E-04
39 -2.72E-04 7.97E-04
40 -2.82E-04 1.09E-03
41 -3.04E-04 1.44E-03
42 -3.36E-04 1.75E-03
43 -3.80E-04 2.14E-03
44 -3.45E-04 2.55E-03

8.6.2 Reacciones en los Apoyos

Las reacciones que se generan en los nodos 1, 12, 23 y 34 al aplicar las cargas
sobre los nodos 11, 22, 33 y 44 dan como resultado al ser calculadas por MATLAB
los valores que se sumarizan en la Tabla 77.

Nodo N? Reacciones Nodales (N)
Rx Ry
1 2.42E+06 6.19E+05
12 1.57E+06 -3.34E+05
23 -1.69E+06 -3.30E+05
34 -2.49E+06 6.44E+05

Tabla 77: Reacciones Nodales Calculadas por MATLAB

Las mismas reacciones pero en este caso calculadas por NASTRAN ofrecen los
valores que se muestran en la Tabla 78.
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Nodo N¢ Reacciones Nodales (N)
Rx Ry
1 2.36E+06 6.30E+05
12 1.75E+06 -3.44E+05
23 -1.88E+06 -3.40E+05
34 -2.43E+06 6.54E+05

Tabla 78: Reacciones Nodales Calculadas por NASTRAN

Las diferencias entre los resultados de las reacciones nodales calculadas por

MATLAB y por NASTRAN son las que se muestran en la Tabla 79.

Nodo N¢ Diferencia entre los Resultados de las
Reacciones Nodales
Rx Ry
1 6.07E+04 -1.08E+04
12 -1.83E+05 1.02E+04
23 1.83E+05 1.03E+04
34 -6.11E+04 -9.61E+03

Tabla 79: Diferencias entre los Valores de las Reacciones calculadas por MATLAB y por NASTRAN

8.6.3 Tensiones en los Elementos

Las tensiones en el centro de cada uno de los elementos cuadrilateros
bidimensionales isoparamétricos, que forman el modelo de la placa esbelta y
delgada que se obtienen mediante el calculo con MATLAB, son las que se

presentan en la Tabla 80.

Tabla 80: Tensiones en los Elementos Calculadas por MATLAB

Nodo N¢ Tensiones en los Elementos
(N/m?)
Ox Oy Cxy
1 -1.01E+09 -1.32E+08 -6.39E+07
2 -9.02E+08 2.42E+07 -4.19E+07
3 -7.93E+08 -3.58E+06 -4.92E+07
4 -6.85E+08 4.30E+05 -4.78E+07
5 -5.76E+08 -4.00E+04 -4.80E+07
6 -4.68E+08 1.00E+04 -4.80E+07
7 -3.59E+08 -1.20E+05 -4.79E+07
8 -2.51E+08 7.30E+05 -4.81E+07
9 -1.42E+08 -3.66E+06 -4.78E+07
10 -3.06E+07 2.05E+07 -5.14E+07
11 1.96E+07 3.04E+06 -4.98E+07
12 2.05E+07 7.10E+04 -9.69E+07
13 2.00E+07 -2.11E+05 -8.17E+07
14 2.00E+07 1.50E+04 -8.45E+07
15 2.00E+07 6.00E+03 -8.40E+07
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Nodo N¢ Tensiones en los Elementos
(N/m?)
Ox Oy Oxy
16 2.00E+07 -4.00E+03 -8.41E+07
17 2.00E+07 -6.70E+04 -8.42E+07
18 2.02E+07 8.90E+04 -8.37E+07
19 1.96E+07 1.76E+06 -8.60E+07
20 1.58E+07 -1.78E+06 -8.25E+07
21 1.05E+09 1.38E+08 -6.63E+07
22 9.41E+08 -2.49E+07 -4.12E+07
23 8.33E+08 3.56E+06 -4.91E+07
24 7.25E+08 -4.50E+05 -4.78E+07
25 6.16E+08 5.00E+04 -4.80E+07
26 5.08E+08 -2.00E+04 -4.80E+07
27 3.99E+08 6.00E+04 -4.80E+07
28 2.91E+08 -6.30E+05 -4.83E+07
29 1.83E+08 5.07E+06 -4.62E+07
30 7.48E+07 -2.19E+07 -4.61E+07

Las mismas tensiones en los elementos, pero en este caso calculadas por

NASTRAN se muestran en la Tabla 81.

Tabla 81: Tensiones en los centros de los Elementos Calculadas por NASTRAN

Nodo N2

Tensiones en los Elementos

(N/m?)
Ox Oy Oxy
1 -1.11E+09 -1.39E+08 -6.29E+07
2 -9.90E+08 3.01E+07 -3.91E+07
3 -8.70E+08 -5.30E+06 -4.93E+07
4 -7.52E+08 6.21E+05 -4.62E+07
5 -6.33E+08 2.01E+04 -4.69E+07
6 -5.14E+08 -1.72E+04 -4.68E+07
7 -3.95E+08 -1.92E+05 -4.67E+07
8 -2.77E+08 1.02E+06 -4.70E+07
9 -1.58E+08 -4.48E+06 -4.65E+07
10 -3.55E+07 2.13E+07 -5.04E+07
11 1.95E+07 2.97E+06 -5.19E+07
12 2.06E+07 1.35E+04 -1.03E+08
13 1.99E+07 -2.49E+05 -8.15E+07
14 2.00E+07 4.46E+04 -8.75E+07
15 2.00E+07 6.87E+03 -8.62E+07
16 2.00E+07 1.33E+04 -8.64E+07
17 2.00E+07 -1.03E+05 -8.66E+07
18 2.03E+07 -1.02E+05 -8.57E+07
19 1.98E+07 2.18E+06 -8.83E+07
20 1.44E+07 -1.99E+06 -8.50E+07
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Nodo N2

Tensiones en los Elementos

(N/m?)
Ox Oy Cxy
21 1.15E+09 1.45E+08 -6.52E+07
22 1.03E+09 -3.09E+07 -3.83E+07
23 9.10E+08 5.31E+06 -4.92E+07
24 7.92E+08 -6.38E+05 -4.63E+07
25 6.73E+08 -1.26E+03 -4.69E+07
26 5.54E+08 2.48E+04 -4.68E+07
27 4.35E+08 1.07E+05 -4.67E+07
28 3.17E+08 -1.08E+06 -4.74E+07
29 1.98E+08 6.16E+06 -4.52E+07
30 8.11E+07 -2.28E+07 -4.46E+07

Las diferencias entre los resultados de las tensiones calculadas en los centros de

los elementos por MATLAB y NASTRAN se exponen en la Tabla 82.

Tabla 82: Resultados de las diferencias de las tensiones calculadas por MATLAB y NASTRAN

Nodo N¢ Diferencia en los Resultados de
Tensiones (N/m?)
Ox Oy Oxy
1 9.57E+07 6.74E+06 -1.02E+06
2 8.81E+07 -5.92E+06 -2.83E+06
3 7.70E+07 1.72E+06 3.53E+04
4 6.71E+07 -1.91E+05 -1.55E+06
5 5.67E+07 -6.01E+04 -1.06E+06
6 4.64E+07 2.72E+04 -1.13E+06
7 3.60E+07 7.24E+04 -1.19E+06
8 2.59E+07 -2.93E+05 -1.13E+06
9 1.56E+07 8.22E+05 -1.25E+06
10 4.92E+06 -7.96E+05 -1.03E+06
11 1.10E+05 7.09E+04 2.10E+06
12 -1.13E+05 5.75E+04 5.74E+06
13 7.01E+04 3.77E+04 -1.34E+05
14 2.62E+04 -2.96E+04 3.09E+06
15 6.95E+03 -8.69E+02 2.12E+06
16 2.06E+04 -1.73E+04 2.29E+06
17 4.61E+04 3.61E+04 2.41E+06
18 -1.46E+05 1.91E+05 2.01E+06
19 -2.17E+05 -4.16E+05 2.26E+06
20 1.35E+06 2.07E+05 2.51E+06
21 -9.58E+07 -6.65E+06 -1.12E+06
22 -8.80E+07 6.08E+06 -2.92E+06
23 -7.70E+07 -1.75E+06 9.78E+04
24 -6.71E+07 1.88E+05 -1.53E+06
25 -5.66E+07 5.13E+04 -1.06E+06
26 -4.64E+07 -4.48E+04 -1.16E+06
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Nodo N¢ Diferencia en los Resultados de
Tensiones (N/m?)
Ox Oy Oxy
27 -3.61E+07 -4.72E+04 -1.22E+06
28 -2.57E+07 4.53E+05 -8.82E+05
29 -1.54E+07 -1.09E+06 -1.00E+06
30 -6.27E+06 9.00E+05 -1.48E+06

8.6.4 Tensiones Principales en los Elementos

Las tensiones principales y su correspondiente angulo principal calculados por
MATLAB en el centro de cada uno de los elementos, que forman el modelo de la
placa esbelta y delgada, se ofrecen en la Tabla 83.

Tabla 83: Tensiones y Angulo principal en el centro de los elementos calculados por MATLAB

Tensiones Pr2incipales P‘?{:‘I%Lilg)(;l
Nodo N (N/m°) (deg)
o1 o> o
1 -1.28E+08 | -1.02E+09 4.1231
2 2.61E+07 -9.04E+08 2.5859
3 -5.20E+05 -7.96E+08 3.5558
4 3.75E+06 -6.88E+08 3.9695
5 3.93E+06 -5.80E+08 4.7284
6 4.88E+06 -4.73E+08 5.7947
7 6.16E+06 -3.66E+08 7.4643
8 9.59E+06 -2.60E+08 10.4505
9 1.12E+07 -1.57E+08 17.2914
10 5.23E+07 -6.24E+07 31.7758
11 6.18E+07 -3.92E+07 -40.277
12 1.08E+08 -8.71E+07 -41.9926
13 9.22E+07 -7.24E+07 -41.473
14 9.50E+07 -7.50E+07 -41.6282
15 9.46E+07 -7.46E+07 -41.6086
16 9.47E+07 -7.47E+07 -41.6089
17 9.47E+07 -7.48E+07 -41.5971
18 9.44E+07 -7.41E+07 -41.5803
19 9.71E+07 -7.58E+07 -42.0478
20 9.00E+07 -7.60E+07 -41.9628
21 1.06E+09 1.33E+08 -4.1148
22 9.43E+08 -2.66E+07 -2.4375
23 8.36E+08 6.60E+05 -3.3785
24 7.28E+08 -3.59E+06 -3.755
25 6.20E+08 -3.66E+06 -4.4267
26 5.12E+08 -4.51E+06 -5.3483
27 4.05E+08 -5.62E+06 -6.7537
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. Tensiones Pr2incipales Ppr‘ir:%ijgl
Nodo N (N/m°) (deg)
(o] g2 a
28 2.99E+08 -8.41E+06 -9.1592
29 1.94E+08 -6.21E+06 -13.7268
30 9.33E+07 -4.04E+07 -21.8087

Las mismas tensiones principales y su correspondiente angulo, pero en este caso
calculadas con NASTRAN, son las que se pueden ver en la Tabla 84.

. Tensiones Pr2incipales P‘?{:‘I%Lilg)(;l
Nodo N (N/m°) (deg)
o1 O2 a
1 -1.35E+08 | -1.11E+09 3.6912
2 3.16E+07 -9.92E+08 2.1911
3 -2.51E+06 -8.73E+08 3.2514
4 3.45E+06 -7.54E+08 3.2514
5 3.48E+06 -6.36E+08 4.2177
6 4.21E+06 -5.18E+08 5.1623
7 5.25E+06 -4.01E+08 6.6486
8 8.74E+06 -2.85E+08 9.3329
9 8.53E+06 -1.71E+08 15.6227
10 5.07E+07 -6.49E+07 30.2799
11 6.38E+07 -4.14E+07 -40.4756
12 1.13E+08 -9.28E+07 -42.1361
13 9.20E+07 -7.23E+07 -41.4728
14 9.81E+07 -7.81E+07 -41.7549
15 9.67E+07 -7.67E+07 -41.6923
16 9.69E+07 -7.70E+07 -41.7042
17 9.71E+07 -7.72E+07 -41.6926
18 9.64E+07 -7.62E+07 -41.6044
19 9.97E+07 -7.77E+07 -42.1549
20 9.16E+07 -7.92E+07 -42.2419
21 1.15E+09 1.40E+08 -3.6932
22 1.03E+09 -3.23E+07 -2.0656
23 9.12E+08 2.64E+06 -3.1057
24 7.94E+08 -3.33E+06 -3.3301
25 6.76E+08 -3.26E+06 -3.9705
26 5.58E+08 -3.90E+06 -4.7942
27 4.40E+08 -4.85E+06 -6.0595
28 3.24E+08 -8.00E+06 -8.3035
29 2.08E+08 -3.94E+06 -12.5998
30 9.76E+07 -3.94E+07 -20.3269

Tabla 84: Tensiones y Angulo Principales en el centro de los Elementos calculados por NASTRAN
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La diferencia entre los resultados ofrecidos por MATLAB y NASTRAN de las
tensiones y angulos principales calculados en el centro de los elementos del
modelo de la placa esbelta y delgada se muestra en la Tabla 85.

Diferencias
Diferencias en las en el
o Tensiones Principales Angulo
Nodo N® (N/m?) Principal
(deg)
01 O2 a
1 7.38E+06 9.52E+07 4.32E-01
2 -5.51E+06 8.77E+07 3.95E-01
3 1.99E+06 7.67E+07 3.04E-01
4 3.01E+05 6.66E+07 7.18E-01
5 4.50E+05 5.62E+07 5.11E-01
6 6.66E+05 4.58E+07 6.32E-01
7 9.09E+05 3.52E+07 8.16E-01
8 8.50E+05 2.47E+07 1.12E+00
9 2.69E+06 1.37E+07 1.67E+00
10 1.63E+06 2.49E+06 1.50E+00
11 -1.98E+06 2.16E+06 1.99E-01
12 -5.75E+06 5.70E+06 1.43E-01
13 1.89E+05 -8.06E+04 -2.00E-04
14 -3.06E+06 3.06E+06 1.27E-01
15 -2.10E+06 2.10E+06 8.37E-02
16 -2.27E+06 2.27E+06 9.53E-02
17 -2.35E+06 2.43E+06 9.55E-02
18 -2.00E+06 2.04E+06 2.41E-02
19 -2.55E+06 1.92E+06 1.07E-01
20 -1.66E+06 3.22E+06 2.79E-01
21 -9.52E+07 -7.24E+06 -4.22E-01
22 -8.76E+07 5.71E+06 -3.72E-01
23 -7.68E+07 -1.98E+06 -2.73E-01
24 -6.67E+07 -2.60E+05 -4.25E-01
25 -5.62E+07 -4.02E+05 -4.56E-01
26 -4.58E+07 -6.09E+05 -5.54E-01
27 -3.54E+07 -7.66E+05 -6.94E-01
28 -2.48E+07 -4.12E+05 -8.56E-01
29 -1.42E+07 -2.27E+06 -1.13E+00
30 -4.35E+06 -1.02E+06 -1.48E+00

Tabla 85: Diferencias entre los resultados de las tensiones y angulos principales calculados por MATLAB y

NASTRAN
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8.6.5 Tensiones de Von Mises en los Elementos

Las tensiones de Von Mises en los centros de cada uno de los elementos que
forman el modelo de la placa esbelta y delgada calculadas por MATLAB son las
qgue se pueden ver en la Tabla 86.

Nodo N2 Tension de Von Mises
(N/m?)
1 9.61E+08
2 9.17E+08
3 7.96E+08
4 6.90E+08
5 5.82E+08
6 4.75E+08
7 3.69E+08
8 2.65E+08
9 1.63E+08
10 9.95E+07
11 8.82E+07
12 1.69E+08
13 1.43E+08
14 1.48E+08
15 1.47E+08
16 1.47E+08
17 1.47E+08
18 1.46E+08
19 1.50E+08
20 1.44E+08
21 9.99E+08
22 9.57E+08
23 8.35E+08
24 7.29E+08
25 6.22E+08
26 5.15E+08
27 4.08E+08
28 3.03E+08
29 1.97E+08
30 9.45E+07

Tabla 86: Tensiones de Von Mises en los Centros de los Elementos Calculadas por MATLAB

Las tensiones de Von Mises calculadas en este caso por NASTRAN se muestran a
continuacién en la Tabla 87.

Tabla 87: Tensiones de Von Mises en los Centros de los Elementos Calculadas por NASTRAN

Nodo N¢ Tension de Von Mises
(N/m?)
1 1.05E+09
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Nodo N¢ Tension de Von Mises
(N/m?
2 1.01E+09
3 8.71E+08
4 7.56E+08
5 6.38E+08
6 5.20E+08
7 4.03E+08
8 2.89E+08
9 1.75E+08
10 1.00E+08
11 9.18E+07
12 1.79E+08
13 1.43E+08
14 1.53E+08
15 1.51E+08
16 1.51E+08
17 1.51E+08
18 1.50E+08
19 1.54E+08
20 1.48E+08
21 1.09E+09
22 1.05E+09
23 9.11E+08
24 7.96E+08
25 6.78E+08
26 5.60E+08
27 4.43E+08
28 3.28E+08
29 2.10E+08
30 1.22E+08

Las diferencias entre los resultados de las tensiones de Von Mises en el centro de
los elementos que forman el modelo, calculadas por MATLAB y NASTRAN, son las
que se presentan en la Tabla 88.

Tabla 88: Diferencias entre los resultados de las tensiones de Von Mises calculados por MATLAB y
NASTRAN

Nodo N2 Diferencias en la
Tension de Von Mises
(N/m?)

-9.16E+07

-9.06E+07

-7.57E+07

-6.65E+07

-5.59E+07

-4.54E+07

-3.47E+07

-2.43E+07

-1.22E+07

ololo|Njo|u|swn=

-8.73E+05
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Nodo N2 Diferencias en la
Tension de Von Mises
(N/m?)
11 -3.55E+06
12 -9.90E+06
13 2.39E+05
14 -5.29E+06
15 -3.63E+06
16 -3.92E+06
17 -4.14E+06
18 -3.49E+06
19 -3.88E+06
20 -4.18E+06
21 -9.17E+07
22 -9.06E+07
23 -7.58E+07
24 -6.65E+07
25 -5.60E+07
26 -4,.55E+07
27 -3.50E+07
28 -2.46E+07
29 -1.30E+07
30 -2.77E+07

8.7 Conclusiones del Estudio Comparativo del Elemento Finito
Cuadrilatero Bidimensional Isoparameétrico.

Tras observar los resultados del estudio comparativo realizado sobre el elemento
finito bidimensional isoparamétrico, se puede apreciar un aumento muy significativo
del error cometido por MATLAB con respecto a NASTRAN a la hora de calcular los
distintos tipos de resultados que se han ido evaluando a lo largo de este estudio
comparativo.

Para el elemento finito bidimensional isoparamétrico el error en la obtencién de
resultados cometido por MATLAB con respecto a NASTRAN pasa a ser de un
orden de magnitud inferior que los resultados del elemento finito bidimensional
isoparamétrico, mientras que para los elementos lineales el error cometido esta
entre 3 y 6 ordenes de magnitud por debajo del orden de magnitud del propio
resultado.

Este aumento del error en la obtencién de resultados puede ser debido a que el
elemento bidimensional isoparamétrico es un elemento finito superficial y para
obtener su matriz de rigidez es necesario realizar un operacion de integracién
doble, lo cual conlleva un proceso de iteraciéon por parte de MATLAB que puede ser
menos exacto que el usado por NASTRAN dado que la iteracion llevada a cabo por
NASTRAN esta especificamente programado para esta clase de calculo numérico,
mientras que MATALB usa procesos iterativos genéricos. Una posible solucion
para resolver este problema, seria programar el método iterativo idéneo para
MATLAB, pero esa cuestion esta fuera del alcance de este estudio.
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9 ESTUDIO COMPARATIVO DE UN
ELEMENTO HEXAEDRICO
TRIDIMENSIONAL
ISOPARAMETRICO

9.1 Introduccion al Elemento Finito Hexaédrico Tridimensional
Isoparameétrico

El elemento hexaédrico tridimensional isoparamétrico es la extrapolacion del
elemento cuadrilatero bidimensional isoparamétrico de dos dimensiones a tres
dimensiones, asi pues, el elemento hexaédrico se trata de un elemento finito
volumétrico que como es légico trabaja en tres dimensiones.

Las funciones de forma que caracterizan este elemento, l6gicamente son una
extrapolacion de las funciones de forma del elemento bidimensional
isoparamétrico, estando en este caso definidas las funciones de forma para las tres
coordenadas cartesianas que definen el espacio. Con relacién a las condiciones de
contorno que pueden ser aplicadas, el elemento hexaédrico tridimensional
isoparamétrico esta sujeto a fuerzas lineales en los tres ejes X, Y y Z, pero dado
qgue es la extrapolacién del elemento bidimensional isoparamétrico, al igual que
este, no puede ser sometido a momentos externos.

Este elemento finito esta formado por 8 nodos, uno en cada esquina del elemento
que deben ser numerados de tal manera que el volumen del elemento que
encierran sea positivo, ademas cada uno de los nodos tiene tres grados de libertad
(que corresponden a los tres desplazamientos del plano). Las propiedades fisicas
que se usan para poder definir el comportamiento de este elemento finito son el
méddulo elastico y el coeficiente de Poisson.

9.2 Funciones de Forma y Matriz de Rigidez

Las funciones de forma que definen el elemento tridimensional isoparamétrico son
exactamente iguales que las explicadas en el capitulo anterior para el elemento
finito bidimensional reticulado, la Unica diferencia reside en que en este caso las
funciones de forma deberan ser definidas para las tres direcciones del espacio y no
sblo para las dos direcciones que definen un plano como sucedia en el caso del
elemento finito bidimensional isoparamétrico.

A continuacién, se puede apreciar en la Figura 60 el elemento tridimensional
isoparamétrico referido a sus coordenadas locales y justo debajo el elemento
maestro que sirve para expresar este elemento con respecto a sus coordenadas
intrinsecas ¢, n y ¢; con relacién a las cuales se definiran las funciones de forma.
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6(1,-1,1)

2(1,-1,-1)

5(-1,-1,1)

1(-1,-1,-1)

[/

7(1,1,1)

3(1,1,-1)

8(-1,1,1)

N

4(-1,1,-1)

Figura 60: Elemento Hexaédrico referido a sus coordenadas locales e intrinsecas

Sobre el cubo maestro, las funciones de forma de Lagrange pueden escribirse

como:

coni=1a8

Ni=;-(l+§,-)-(1+77,-)-(1+§,-) (9.1)
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Donde:

e ¢&.,1m,¢ =Coordenadas del nodo i del elemento en el sistema de
coordenadas intrinseco (£,7,¢).

Los desplazamientos nodales del elemento estan representados por el vector q,
este vector esta formado de 24 términos dado que el elemento finito tridimensional
isoparamétrico tiene 8 nodos con tres grados de libertad cada uno:

q= lql,qz,..,qml (9.2)

Las funciones de forma Ni se usan para definir los desplazamientos en cualquier
punto dentro del elemento en términos de sus valores nodales de la siguiente
forma:

u=N;q+N,q,+...+Ngq,
V=Nq, + Nyqs +...+ Ngqo (9.3)
w=N,q;+N,qs+...+Ngq,,

Estas expresiones se pueden expresar de forma matricial de manera similar como
se hizo para el elemento cuadrilatero, pero en este caso extrapolando a las tres
coordenadas en las que se define este elemento finito:

u=Nq
(9.4)
N O N, O N, O N, O N, O N, O N, O Ny 0 O
N=0 N O N, O N, O N, O N, O N, O N, O Ny O
o o0 »~ O N, O N, O N, O N, 0 N, O N, 0 N

Del mismo modo que para el elemento finito bidimensional isoparamétrico, se
puede expresar cualquier punto dentro del elemento en términos de coordenadas
locales del modo que se muestra a continuacion:
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X=N;x, +N,x, +--+ Ngxg
Y=Nyy + Ny, +o4 Ny (9.5)
z=N;z,+N,z,+-+ Ngz

Siguiendo los mismos pasos que han sido usados en el desarrollo del elemento
cuadrilatero superficial isoparamétrico, pero teniendo en cuenta que en el caso del
elemento finito tridimensional isoparamétrico todos los pasos deben ser
extrapolados a tres dimensiones, se obtiene la siguiente expresion para las
deformaciones unitarias:

£=Byq (9.6)

La matriz de rigidez del elemento hexaédrico tridimensional isoparamétrico viene
dada por:

Donde:

o |detJ|dédnd{ =dV (diferencial de volumen)

= Matriz jacobiana (3X3)

9.3 Calculo de Ia Tension de Von Mises en el Elemento
Hexaedrico Tridimensional Isoparamétrico

Al igual que el elemento cuadrilatero bidimensional isoparamétrico, el elemento
finito hexaédrico tridimensional isoparamétrico esta sometido a un estado tensional
complejo, la Unica diferencia es que en este caso el estado tensional es
tridimensional, por lo que existiran tensiones normales y tangenciales para las tres
coordenadas que definen el espacio.

Para calcular la tension de Von Mises en este caso, no se ha considerado de
interés calcularlo mediante las tensiones principales como se hizo en el capitulo
anterior, por lo que se ha calculado a través de las tensiones normales y
tangenciales de cada elemento hexaédrico tridimensional isoparamétrico con la
definicién de la tensién de Von mises que se expresa a continuacion:
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O =J0'f +0.+0.+3-(1,, +7,,+7.)—(0,0,+0,0,+0,0,) (9.8)

9.4 Descripcion de la Elaboracion del Modelo Usado para el
Estudio Comparativo del Elemento Hexaédrico Tridimensional
Isoparameétrico

Para el elemento hexaédrico tridimensional isoparamétrico el problema que se va a
estudiar consiste en una viga en voladizo con seccidn rectangular, siendo el ancho
de la viga el doble que la altura. A esta viga en voladizo se le aplicara en el
extremo libre una fuerza de traccion en el sentido positivo de el eje X y una fuerza
de flexiéon en el sentido negativo del eje Y. Una representacién de esta viga en
voladizo junto con las cargas aplicadas se puede ver en la Figura 61.

Fy

Fx

>

Figura 61: Viga en Voladizo

Los datos necesarios para poder solucionar el problema planteado mediante
elementos finitos tridimensionales isoparamétricos desarrollados con los programas
MATLAB y NASTRAN son: el largo, el ancho y el alto de cada elemento hexaédrico
tridimensional isoparamétricos, que en este problema son iguales entre si, esto es
debido a que distorsiones en la geometria de los elementos empeora la exactitud
de los resultados en el calculo obtenido mediante el método de los elementos
finitos, por lo que sélo serd necesario introducir uno de los tres como dato de

entrada.
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En este caso, se puede apreciar que se necesitan aun menos datos de entrada
para definir la geometria del modelo que en el caso del modelo elaborado con

elementos cuadrilaterales isoparamétricos del capitulo anterior.

Las propiedades del material necesarias para poder desarrollar el problema de la
viga en voladizo son tan solo su médulo de elasticidad y su coeficiente de Poisson.
Por ultimo, como es l6gico, se deben introducir los valores de las fuerzas externas

a las que se somete el modelo.

A continuacion se puede observar los valores de los datos de entrada que se le

han dado al modelo de la viga en voladizo:

e Longitud de largo ancho y alto de cada elemento

e Material:
o Moddulo de elasticidad
o Coeficiente de Poisson

e Fuerza en X (fuerza de traccidon en cada nodo donde se
aplica la carga)

e FuerzaenY ( fuerza de flexidbn en cada nodo donde se aplica
la carga)

:0.2m

:2:10"" N/m?

:0.3

: 75000 N

: 50000 N

A la hora de modelar mediante elementos hexaédricos tridimensionales
isoparamétricos la viga en voladizo, se ha dispuesto el orden de numeracién de
nodos y elementos de la forma que se muestra en la Figura 62 y en la Tabla 89.

164



COMPARATIVA ENTRE LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON MATLAB Y NASTRAN MEDIANTE EL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

Nodos con sus grados de
libertad restringidos

3

5

K
B

10

(m)

16

24

21

20

22

19

30~

27

29

26

Figura 62: Modelo de viga en voladizo realizado con elementos hexaédricos tridimensionales

28

25

isoparamétricos
Elementos Nodos
1 1 2 4 5 7 8 10 11
2 2 3 5 6 8 9 11 12
3 7 8 10 11 13 14 16 17
4 8 9 11 12 14 15 17 18
5 13 14 16 17 19 20 22 23
6 14 15 17 18 20 21 23 24
7 19 20 22 23 25 26 28 29
8 20 21 23 24 26 27 29 30

Tabla 89: Conectividad de Elementos y Nodos

Para desarrollar este modelo en MATLAB y en FEMAP, se han dando las
siguientes propiedades a los elementos finitos que se han usado en la elaboracion
del modelo, siendo estas propiedades las que se muestran a continuacién:

Elementos del 1 al 8:

:0.2m

:0.2m

:0.2m
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e Moédulo de elasticidad :2:10"" N/m?

e Coeficiente de Poisson :0.3

9.4.1 Modelado con MATLAB

El programa elaborado en MATLAB, que resuelve mediante el método de
elementos finitos el problema de la viga en voladizo modelada con elementos
hexaédricos tridimensionales isoparamétricos, consta de los siguientes médulos.
Médulo de entrada de Datos.

En este médulo se le solicita al usuario que introduzca el valor de la arista de los
elemento finitos hexaédricos tridimensionales isoparamétricos (cada elemento es
un cubo isométrico) y que defina las propiedades necesarias del material de la viga
en voladizo, que en este caso son el mdédulo de elasticidad y el coeficiente de
Poisson.

Modulo de representacion de la estructura.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacién grafica de la viga en voladizo sometida a estudio.

Modulo de calculo de matrices de rigidez de los elementos.

En este mddulo, mediante llamadas a funciones externas, se calculan las matrices
de rigidez de cada elemento finito.

Médulo de ensamblaje de la matriz global de rigidez.

En este mddulo se procede a realizar la operacion de ensamblaje de la matriz de
rigidez global del sistema mediante una funcién externa.

Médulo de condiciones de contorno.
Dentro de este mddulo se solicita al usuario del programa que introduzca el valor

de las fuerzas externas a aplicar en el extremo libre de la viga en voladizo y se
ensambla el vector de fuerzas del modelo.
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Moédulo de representacion de la estructura sin deformar y deformada.

Aqui se realizan las operaciones necesarias para poder mostrar al usuario una
representacion grafica de la viga en voladizo sin deformar (como ya se mostr6é en
un modulo anterior) y luego superpuestas se muestran las figuras de la viga en
voladizo sin deformar y deformada bajo el efecto de las cargas. Por ultimo, se listan
los valores de los desplazamientos nodales.

Modulo de calculo de reacciones.

En este mdédulo se calculan las reacciones que se producen en los nodos del
empotramiento.

Médulo de calculo de tensiones.

En este médulo se calculan y se muestran al usuario las tensiones normales vy
tangenciales que se producen en cada elemento hexaédrico tridimensional
isoparamétrico debido a la aplicacion de fuerzas.

Moddulo de calculo de la tension de Von Mises.

En este mddulo, con el cual se concluye el programa, se calculan las tensiones de
Von Mises de todos los elementos finitos del modelo y se muestran al usuario.

9.4.2 Modelado con FEMAP para el solver NASTRAN

El modelo de la viga en voladizo se ha desarrollado en FEMAP con elementos
finitos HEXAEDRICOS. Este tipo de de elemento finito es muy usado cuando es
necesario modelar geometrias complejas.

9.5 Calculo Comparativo del Elemento Hexaédrico Tridimensional
Isoparameétrico

En el calculo comparativo del modelo elaborado con elementos del tipo hexaédrico
tridimensional isoparamétrico en los programas MATLAB y NASTRAN, se van a
estudiar los siguientes resultados para ambos programas:

e Desplazamientos nodales.
e Reacciones en los apoyos.

e Tensiones en los elementos.
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e Tensiones de Von Mises en los elementos.

9.5.1 Desplazamientos nodales

Los desplazamientos nodales calculados por MATLAB para el modelo de la viga en
voladizo se pueden ver en la Tabla 90.

Nodo N2 Desplazamiento Nodal (m)
X Y y4
1 0 0 0
(GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
2 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
3 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
4 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
5 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
6 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
7 -4.29E-05 -5.03E-05 1.34E-05
8 -4.32E-05 -6.33E-05 2.97E-19
9 -4.29E-05 -5.03E-05 -1.34E-05
10 5.32E-05 -5.23E-05 -1.68E-05
11 5.28E-05 -6.53E-05 2.46E-20
12 5.32E-05 -5.23E-05 1.68E-05
13 -7.38E-05 -0.00019446 7.94E-06
14 -7.41E-05 -0.00020428 8.54E-19
15 -7.38E-05 -0.00019446 -7.94E-06
16 9.51E-05 -0.00019604 -1.13E-05
17 9.55E-05 -0.00020596 2.74E-19
18 9.51E-05 -0.00019604 1.13E-05
19 -9.02E-05 -0.00039736 3.45E-06
20 -9.04E-05 -0.00040293 1.52E-18
21 -9.02E-05 -0.00039736 -3.45E-06
22 0.00012327 -0.00039967 -5.74E-06
23 0.00012216 -0.00040438 6.44E-19
24 0.00012327 -0.00039967 5.74E-06
25 -9.00E-05 -0.00063165 -2.44E-06
26 -9.39E-05 -0.00062943 2.28E-18
27 -9.00E-05 -0.00063165 2.44E-06
28 0.00013876 -0.0006338 -3.27E-06
29 0.00013277 -0.0006299 1.03E-18
30 0.00013876 -0.0006338 3.27E-06

Tabla 90: Desplazamientos nodales Calculados por MATLAB
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La representacion grafica de la viga en voladizo sin deformar que muestra MATLAB
se representa en la Figura 63, y la figura del modelo sin deformar y deformada
(escalada 1 x 100 para que se pueda apreciar los desplazamientos de los nodos
con mayor claridad) superpuestas se muestran en la Figura 64.
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Figura 64: Viga en voladizo sin deformar y deformada (Escala 100:1)
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Los desplazamientos nodales calculados por NASTRAN para el modelo de la viga
en voladizo su muestran en la Tabla 91.

Nodo N2 Desplazamiento Nodal (m)
X Y y4
1 0 0 0
(GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
2 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
3 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
4 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
5 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
6 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
7 -6.94E-05 -7.47E-05 1.83E-05
8 -6.98E-05 -9.20E-05 -2.86E-19
9 -6.94E-05 -7.47E-05 -1.83E-05
10 8.00E-05 -7.69E-05 -2.20E-05
11 7.95E-05 -9.42E-05 -3.81E-19
12 8.00E-05 -7.69E-05 2.20E-05
13 -1.20E-04 -2.92E-04 1.15E-05
14 -1.20E-04 -3.06E-04 -9.95E-19
15 -1.20E-04 -2.92E-04 -1.15E-05
16 1.41E-04 -2.94E-04 -1.50E-05
17 1.42E-04 -3.07E-04 -1.14E-18
18 1.41E-04 -2.94E-04 1.50E-05
19 -1.48E-04 -6.00E-04 5.61E-06
20 -1.48E-04 -6.08E-04 -2.00E-18
21 -1.48E-04 -6.00E-04 -5.61E-06
22 1.81E-04 -6.03E-04 -7.16E-06
23 1.80E-04 -6.09E-04 -1.94E-18
24 1.81E-04 -6.03E-04 7.16E-06
25 -1.51E-04 -9.55E-04 -2.71E-06
26 -1.57E-04 -9.54E-04 -2.88E-18
27 -1.51E-04 -9.55E-04 2.71E-06
28 2.02E-04 -9.57E-04 -4.01E-06
29 1.94E-04 -9.54E-04 -2.81E-18
30 2.02E-04 -9.57E-04 4.01E-06

Tabla 91: Desplazamientos Nodales Calculados por NASTRAN

Las diferencias entre los resultados de los desplazamientos nodales calculados por
MATLAB y NASTRAN se muestran en la Tabla 92.
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Nodo N2

Diferencia de

Desplazamiento Nodal (m)

X Y y4
1 0 0 0
(GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
2 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
3 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
4 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
5 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
0 0 0
6 (GDL restringido) | (GDL restringido) (GDL restringido)
7 2.6579E-05 2.4392E-05 4.8695E-06
8 2.6596E-05 2.8722E-05 5.8312E-19
9 2.6579E-05 2.4392E-05 4.8695E-06
10 2.6861E-05 2.4603E-05 5.1305E-06
11 2.6605E-05 2.8926E-05 4.0512E-19
12 2.6861E-05 2.4603E-05 5.1305E-06
13 4.6043E-05 9.7855E-05 3.5199E-06
14 4.6136E-05 0.00010137 1.8489E-18
15 4.6043E-05 9.7855E-05 3.5199E-06
16 0.00004606 9.7608E-05 3.7255E-06
17 4.6678E-05 0.00010136 1.4104E-18
18 0.00004606 9.7608E-05 3.7255E-06
19 5.8164E-05 0.00020277 2.1609E-06
20 5.7705E-05 0.0002047 3.5219E-18
21 5.8164E-05 0.00020277 2.1609E-06
22 5.7921E-05 0.00020299 1.412E-06
23 5.8275E-05 0.00020473 2.5804E-18
24 5.7921E-05 0.00020299 1.412E-06
25 6.111E-05 0.00032343 2.7428E-07
26 6.2622E-05 0.00032428 5.1647E-18
27 6.111E-05 0.00032343 2.7428E-07
28 6.2925E-05 0.00032363 7.3888E-07
29 6.1241E-05 0.0003238 3.8388E-18
30 6.2925E-05 0.00032363 7.3888E-07

Tabla 92: Diferencia de Resultados de Desplazamientos Nodales Calculados por MATLAB y

NASTRAN
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9.5.2 Reacciones en los Apoyos

Las reacciones obtenidas con MATLAB que se generan en los nodos 1, 2, 3,4,5y
6 al ser aplicadas las cargas de tracciéon y de flexion sobre los nodos 25, 26, 27, 28,
29 y 30 dan como resultado los valores que se muestran en la Tabla 93.

Nodo N¢ Reacciones Nodales (N)
Rx Ry Rz
1 241481.267 8489.8152 -52589.2105
2 492037.466 62388.01 -2.55E-10
3 241481.267 8489.8152 52589.2105
4 -361247.779 44433.1135 94379.0844
5 -702504.442 131766.132 8.22E-10
6 -361247.779 44433.1135 -94379.0844

Tabla 93: Reacciones Nodales Calculadas por MATLAB

Los valores de las reacciones del mismo modelo y bajo las mismas solicitaciones
calculadas con NASTRAN son los que se pueden ver en la Tabla 94.

Nodo N? Reacciones Nodales (N)
Rx Ry Rz
1 2.42E+05 8.58E+03 -4.81E+04
2 4.91E+05 7.72E+04 -2.26E-10
3 2.42E+05 8.58E+03 4.81E+04
4 -3.61E+05 3.69E+04 8.32E+04
5 -7.02E+05 1.32E+05 2.62E-10
6 -3.61E+05 3.69E+04 -8.32E+04

Tabla 94: Reacciones Nodales Calculadas por NASTRAN

Las diferencias entre los resultados de reacciones nodales calculadas por MATLAB
y por NASTRAN son las que se muestran en la Tabla 95.

Nodo N¢ Diferencia entre los Resultados de las Reacciones
Nodales (N)
Rx Ry Rz
1 474.5328 91.2938 4474.7205
2 949.0657 14779.67 2.9105E-11
3 474.5328 91.2938 4474.7205
4 247.4207 7519.9035 11208.1544
5 494.8415 77.5676 5.6025E-10
6 247.4207 7519.9035 11208.1544

Tabla 95: Diferencias entre los Valores de las Reacciones calculadas por MATLAB y por NASTRAN
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9.5.3 Tensiones en los Elementos

Las tensiones en el

ELEMENTOS FINITOS

centro de cada elemento Hexaédrico Tridimensional

Isoparamétrico del modelo elaborado con Matlab, calculadas como la media de las
tensiones obtenidas en los nodos de los elementos, se muestran en Tabla 96.

E'e';]f,_*"m Tensiones en los Elementos (N/m?)
Ox Oy Oz ny Zyz Oxz
1 5.63E+06 5.77E+05 | 6.56E+05 | -3.75E+06 | -1.93E+05 | -2.47E+05
2 5.63E+06 5.77E+05 | 6.56E+05 | -3.75E+06 | 1.93E+05 2.47E+05
3 5.63E+06 -1.06E+05 | -3.56E+04 | -3.75E+06 | 3.93E+04 -2.22E+05
4 5.63E+06 -1.06E+05 | -3.56E+04 | -3.75E+06 | -3.93E+04 2.22E+05
5 5.63E+06 2.18E+04 | 3.05E+05 | -3.75E+06 | 1.98E+05 1.17E+05
6 5.63E+06 2.18E+04 | 3.05E+05 | -3.75E+06 | -1.98E+05 | -1.17E+05
7 5.63E+06 -4.80E+03 | -3.20E+05 | -3.75E+06 | 7.65E+05 -6.08E+05
8 5.63E+06 -4.80E+03 | -3.20E+05 | -3.75E+06 | -7.65E+05 6.08E+05

Tabla 96: Tensiones en los Elementos Calculadas por MATLAB

Las mismas tensiones en el centro de cada elemento pero en este caso obtenidas
del modelo elaborado con NASTRAN se muestran en la Tabla 97.

EIen'\]Snto Tensiones en los Elementos (N/m?)
Ox O'y (o )% ny ;XZ ;yz
1 5.63E+06 8.82E+05 | 1.02E+06 | -3.75E+06 | -2.66E+05 | -5.38E+05
2 5.63E+06 8.82E+05 | 1.02E+06 | -3.75E+06 | 2.66E+05 5.38E+05
3 5.63E+06 | -2.36E+05 | -1.99E+05 | -3.75E+06 | 4.36E+04 | -4.87E+05
4 5.63E+06 | -2.36E+05 | -1.99E+05 | -3.75E+06 | -4.36E+04 | 4.87E+05
5 5.63E+06 6.21E+04 | 4.32E+05 | -3.75E+06 | 1.75E+05 1.64E+05
6 5.63E+06 6.21E+04 | 4.32E+05 | -3.75E+06 | -1.75E+05 | -1.64E+05
7 5.63E+06 | -1.24E+04 | -3.82E+05 | -3.75E+06 | 8.09E+05 | -5.02E+05
8 5.63E+06 | -1.24E+04 | -3.82E+05 | -3.75E+06 | 5.02E+05 | -8.09E+05

Tabla 97: Tensiones en los centros de los Elementos Calculadas por NASTRAN

Las diferencias entre los resultados de las tensiones calculadas en los centros de
los elementos por MATLAB y NASTRAN se pueden ver en la Tabla 98.

Tabla 98: Resultados de las diferencias de las tensiones calculadas por MATLAB y NASTRAN

EIen'\]Snto Diferencia en los Resultados de Tensiones (N/m?)
Ox Oy o; Cxy Oxz Cyz
1 0 305271.8 368987 0 73626.4 291205.3
2 0 305271.8 368987 0 73626.4 291205.3
3 0 130600.9 | 163122.9 0 4321.88 264772.3
4 0 130600.9 | 163122.9 0 4321.88 264772.3
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E'e';]f_?"m Diferencia en los Resultados de Tensiones (N/m?)
o-X o'y o-Z ny ZXZ Zyz
5 0 40331.81 127366.7 0 22885.2 47350.7
6 0 40331.81 127366.7 0 22885.2 47350.7
7 0 7626.36 61219.3 0 43805 106385
8 0 7626.36 61219.3 0 1267115 1417305

9.5.4 Tension de Von Mises en los Elementos

Las tensiones de Von Mises calculadas por MATLAB en los centros de cada uno
de los elementos que forman el modelo de la viga en voladizo son las que se
pueden ver en la Tabla 99.

Elemento N2

Tension de Von Mises
(N/m?)

8.22E+06

8.22E+06

8.65E+06

8.65E+06

8.50E+06

8.50E+06

8.87E+06

ONOGTHAWN -

8.87E+06

Tabla 99: Tensiones de Von Mises en los Centros de los Elementos Calculadas por MATLAB

La muestra las mismas tensiones de Von Mises pero en este caso calculadas con
NASTRAN Tabla 100.

Elemento N2

Tension de Von Mises
(N/m?)

8.07E+06

8.07E+06

8.78E+06

8.78E+06

8.45E+06

8.45E+06

8.88E+06

OINO|IGBRWIN|=

8.88E+06

Tabla 100: Tensiones de Von Mises en los Centros de los Elementos Calculadas por NASTRAN

Las diferencias entre los resultados de las tensiones de Von Mises en el centro de
los elementos que forman el modelo de la viga en voladizo calculadas por MATLAB
y NASTRAN son las que se presentan en la Tabla 101.
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Diferencias en la
Elemento N2 Tension de Von Mises
(N/m?)

151391

151391

129479

129479

50236

50236

15733

ONOOCIHBEWN -

15733

Tabla 101: Diferencias entre los resultados de las tensiones de Von Mises calculados por MATLAB
y NASTRAN

9.6 Conclusiones del Estudio Comparativo del Elemento Finito
Hexaédrico tridimensional Isoparamétrico

Al evaluar las diferencias entre los resultados obtenidos en el calculo del modelo
elaborado mediante elementos finitos tridimensionales isoparamétricos, se aprecia
que el error cometido por MATLAB en comparacion con NASTRAN es muy grande,
de hecho el error es del mismo orden de magnitud que el propio valor del resultado
en algunos casos, lo que conlleva que para este elemento finito el error cometido
es aun mayor que para el elemento finito bidimensional isoparamétrico.

Este aumento en el error cometido puede ser debido a que para el elemento finito
tridimensional isoparamétrico la matriz de rigidez se calcula con un proceso de
integracion triple que es aun mas costoso computacionalmente que el proceso de
integracion doble llevado a cabo para el elemento finito bidimensional
isoparamétrico y como ya se explicd para el elemento finito bidimensional
isoparamétrico, la labor de iteracion que realiza MATLAB al llevar a cabo un célculo
de integracién puede ser menos preciso que el llevado a cabo por NASTRAN.

Otro aspecto a tener en cuenta al observar las diferencias entre los resultados
obtenidos para el elemento finito tridimensional isoparamétrico, es que no todos los
tipos de resultados calculados tienen un error parecido sino que, por ejemplo, para
los desplazamientos el error es muy considerable mientras que para las reacciones
el error es muy pequeno. Esta diferencia de magnitud en los errores de los distintos
tipos de datos no se entiende a que puede ser debido, por lo que deberia ser
estudiado con minuciosidad en un estudio posterior.
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10 CONCLUSIONES GENERALES DEL

ESTUDIO COMPARATIVO

Tras haber llevado a cabo este estudio sobre la precision de célculo que puede
ofrecer MATLAB comparado con NASTRAN al desarrollar las distintas clases de
elementos finitos elaborados a lo largo del proyecto, se pueden concluir los
siguientes puntos:

La precisién de calculo de MATLAB para elementos finitos lineales es muy
alta para todos los distintos tipos de resultados obtenidos a lo largo del
proyecto, siendo el error cometido por MATLAB con respecto a NASTRAN
entre 3 y 6 érdenes de magnitud menor que los valores de los resultados.

Los elementos finitos lineales reticulados elaborados con MATLAB
presentan un pequefio aumento en el error de los distintos tipos de
resultados obtenidos si se les compara con los elementos lineales
articulados. Esto es debido a que los elementos finitos articulados solo
trasmiten fuerzas lineales mientras que los elementos lineales reticulados
trasmiten fuerzas lineales y momentos, lo cual complica bastante la
programacién de este tipo de elemento en MATLAB y conlleva un proceso
de célculo mas dificil y elaborado para el ordenador.

Las diferencias de error entre los elementos finitos lineales reticulados
bidimensional y tridimensional son insignificantes, por lo que se ve que la
adicién de una dimensién al elemento finito lineal reticulado no conlleva un
aumento en el error del calculo realizado por MATLAB.

El elemento cuadrilatero bidimensional isoparamétrico presenta un error de
céalculo bastante mas grande que los elementos lineales debido al proceso
de iteracién llevado a cabo por MATLAB a la hora de obtener su matriz de
rigidez mediante una integral doble, esto es debido a que el proceso de
iteracion de MATLAB para calcular integrales es mucho mas genérico que el
de NASTRAN, el cual esta enfocado Unicamente al calculo de elementos
finitos. Aun teniendo un error mas grande que el de los elementos lineales,
MATLAB ofrece una gran fiabilidad en el célculo del elemento finito
cuadrilatero bidimensional isoparamétrico.

Los errores obtenidos al calcular el elemento hexaédrico tridimensional
isoparameétrico con MATLAB son con mucha diferencia los mas altos de
todos los elementos finitos estudiados en el proyecto, siendo el error que
comete MATLAB con respecto a NASTRAN del mismo orden de magnitud
que los propios resultados. Este aumento en el error es debido a la misma
causa que para el elemento finito cuadrilatero bidimensional isoparamétrico,
pero en este caso, el proceso de integracion para la obtencion de la matriz
de rigidez es triple, lo cual hace que el error aumente en gran medida. Asi
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pues, se puede concluir que el elemento finito hexaédrico isoparamétrico
elaborado con MATLAB no presenta resultados fiables.

e El tiempo de computacién de MATLAB a la hora de calcular las matrices de
rigidez de los elementos finitos bidimensional y tridimensional
isoparamétricos es mucho mas alto que el tiempo empleado por NASTRAN.

10.1 Trabajos Futuros

Las posibles lineas de estudio que se pueden sugerir tras la elaboracidén de este
estudio comparativo podrian ser:

o El desarrollo de un proceso que automatice el uso de el método de
los elementos finitos con MATLAB dado el alto coste en tiempo vy
esfuerzo que supone programar este método de calculo.

o El estudio de la fiabilidad que ofrece MATALB a la hora de calcular un
modelo de elementos finitos con distintos tipos de elementos finitos
simultaneos.

o Optimizacién del proceso en la obtencién de la matriz de rigidez de
los elementos finitos bidimensional y tridimensional isoparamétricos.
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ANEXO 1 SOFTWARE USADO EN ESTE PROYECTO
.1 MATLAB

Matlab (MATrix LABoratory) es un entorno interactivo basado en matrices para la
realizacion de calculo numérico y visualizacion de resultados. Permite la resolucion
de problemas sencillos sin escribir un programa y con facilidades de representacion
grafica de los resultados. Ademas incorpora un lenguaje de programacion que
permite implementar programas complejos de modo relativamente simple.

Actualmente el sistema Matlab se usa tanto a nivel académico, dentro de la
universidad, como a nivel de investigacion e industria para la resolucion de
complicados problemas cientificos o de ingenieria. Es empleado para el desarrollo
de célculo numérico de propésito general pudiendo manipular vectores y matrices
tanto reales como complejos con funciones y férmulas de variadas ramas de la
matematica y resolucion de problemas con formulacién matricial que aparecen en
control, estadistica y procesado de sefales. Matlab aporta, por medio de los
toolbox (que no se incorporan en el sistema base sino que se adquieren
separadamente), funciones para resolver problemas especificos como por ejemplo
procesado de sefales, diseno de sistemas de control, identificacion de sistemas,
simulacion de sistemas dinamicos, optimizacién, redes neuronales, etc.

Entre los toolbox mas importantes se encuentran:

Curve fitting:. Ajustes de modelos y analisis

Adquiere y envia datos a un instrumento
electrénico conectado al computador.

Data Acquisition:

Permite usar Matlab con datos leidos

Excel link: directamente desde planillas Excel.

Permite el procesamiento de imagenes,

° ing: cpe .
Image processing: analisis y desarrollo de algoritmos.

Soluciona y analiza sistema de ecuaciones
diferenciales parciales.

Partial differential equation:

Permite el procesamiento de senales,
andlisis y desarrollo de algoritmos.

Signal Processing:

Matlab, como ya se ha dicho, esta orientado al calculo numérico, a diferencia de
otros software que estdn orientados al calculo simbdlico. Otra caracteristica
importante de Matlab es que es orientado al arreglo (vectores y matrices), es decir,
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las operaciones o funciones matematicas que son valida para numeros escalares
también lo son para arreglos. Si por ejemplo V es un vector de 5 elementos,
entonces cos(V) entregara un vector de 5 elementos con los valores de coseno
para cada elemento del vector original.

El programa MATLAB se distingue en si por una serie de caracteristicas notables
para los analisis numéricos, entre las cuales se pueden citar:

e La programacién es mucho mas sencilla

e Hay continuidad entre valores enteros, reales y complejos.

e La amplitud de intervalo y la exactitud de los niUmeros son
mayores.

e Presenta una biblioteca matematica amplia.

e Presenta abundantes herramientas graficas.

¢ Incluye funciones de interfaz grafica con el usuario.

e Presenta capacidad de vincularse con lenguajes de programacién
clasicos.

[.1.1 Breve Descripcién de MATLAB

MATLAB nace como una soluciéon a la necesidad de mejores y mas poderosas
herramientas de célculo para resolver problemas de calculo complejos en los que
es necesario aprovechas las amplias capacidades de proceso de datos de grandes
ordenadores.

El nombre MATLAB viene de "Matrix Laboratory" (laboratorio matricial). MATLAB
fue originalmente escrito para proveer acceso facil al software matricial
desarrollado por los proyectos LINPACK y EISPACK, que juntos representan el
estado del arte e software para computacién matricial. Hoy MATLAB es usado en
una gran variedad de areas de aplicacion incluyendo procesamiento de sefiales e
imagenes, diseno de sistemas de control, ingenieria financiera e investigacion
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médica. La arquitectura abierta facilita usar MATLAB y los productos que lo
acompanan para explorar datos y crear herramientas personalizadas que proveen
visiones profundas tempranas y ventajas competitivas.

Ademas el Lenguaje de Computacion Técnica MATLAB es un ambiente de
computacion técnica integrada que combina computacidén numérica, graficos y
visualizacion avanzada y un lenguaje de programacion de alto nivel. Sea cual fuere
el objetivo, un algoritmo, analisis, graficos, informes o simulacion, MATLAB lo lleva
alli. El lenguaje flexible e interactivo de MATLAB permite a ingenieros y cientificos
expresar sus ideas técnicas con simplicidad. Los poderosos y amplios métodos de
coémputo numérico y graficacion permiten la prueba y exploracion de ideas
alternativas con facilidad, mientras que el ambiente de desarrollo integrado facilita
producir resultados practicos facilmente. MATLAB es la fundacién numérica y
grafica para todos los productos de The MathWorks. MATLAB combina
computaciéon numérica, graficos 2D y 3D y capacidades de lenguaje en un unico
ambiente facil de usar.

MatLab interactia con el usuario a través de ventanas. Las principales son las
siguientes

Ventana de comandos (Command Window).

Es LA venta principal de MATLAB, en la cual se ejecutan interactivamente las
instrucciones de MATLAB y en donde se muestran los resultados
correspondientes, si es el caso. En cierta forma es la ventana mas importante y la
unica que existia en las primeras versiones de la aplicacion. A partir de la version
6.5 se realizaron mejoras muy significativas, como son las siguientes:

o Se permiten lineas de comandos muy largas que automaticamente
siguen en la linea siguiente al llegar al margen derecho de la ventana.

J Clicando con el botén derecho sobre el nhombre de una funcién que
aparezca en esta ventana se tiene acceso a la pagina del Help sobre
dicha funcién. Si el coédigo fuente (fichero *.m) esta disponible,
también se puede acceder al fichero correspondiente por medio del
Editor/Debugger.

o Cuando al ejecutar un fichero *.m se produce un error y se obtiene el
correspondiente  mensaje en la Command Window, MATLAB
muestra mediante un subrayado un enlace a la linea del fichero
fuente en la que se ha producido el error. Clicando en ese enlace se
va a la linea correspondiente del fichero por medio del
Editor/Debugger.

En la figura Figura 65 se muestra la interface del Comand Window
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<) MATLAB N [=] B
Instrucciion de Matlab | Fle Edt Wew Web Window Help
\ D@ | & B2 B o oo | B | 2 | CurentDirectory: | CapimaTLagtpswork N J
5> A=[1 2 4;3 34 6 ;4 6 8] =]
&L=
1z 4
A T YR

Resulatado 4 6 8

ans =
Funcion de Matlab -l.0000  -0.0339 0.5254
0 0.0339 -0.0254
0.5000  -0.0085  -0.1166

> |

| [
415tart|

Figura 65: Command Window

Historial de Comandos (Command History Browser ).

El Command History Browser ofrece acceso a las sentencias que se han
ejecutado anteriormente en la Command Window. Estas sentencias estan
también accesibles por medio de las teclas 1 y |, esta ventana facilita mucho el
tener una visibn mas general de lo hecho anteriormente y seleccionar lo que
realmente se desea repetir.

Las sentencias ejecutadas anteriormente se pueden volver a ejecutar mediante un
doble clic o por medio del menu contextual que se abre al clicar sobre ellas con el
boton derecho. También se pueden copiar y volcar sobre la linea de comandos,
pero se ha de copiar toda la linea, sin que se admita la copia de un fragmento de la
sentencia. Existen opciones para borrar algunas o todas las lineas de esta ventana.
Este componente fue una novedad a partir de la versién 6.0. En la Figura 66 se
muestra el interface del Command History Browser
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<=} Command History _ |I:I| ><|
File Edit %iew | Web Window Help
A=DILG (&) -

A=DIAG(A,1l)
HELF DIAG

Historia de comando \ A=diag(d]
A=rand(3,3]

di=sgial=1
disgili)=1

[rsessmn | [202,)
E—-— 1721705 Z:46 PM --%

A=rand(3,3)
Afdiagih))=1

£—— 172205 12:55 PM —-%
A=[Z 4 6:3 4 7:4 5 &]

irw ()
F—— 1722705 1:10 PM --%
A=[1 2 4;3 34 & ;4 & 5] vI

Figura 66: Command History Browser

Directorio actual (Current Directory).

El concepto de directorio activo o directorio actual es muy importante en
MATLAB. Los programas de MATLAB se encuentran en ficheros con la extension
*.m. Estos ficheros se ejecutan tecleando su nombre en la linea de comandos (sin
la extensién), seguido de los argumentos entre paréntesis, si se trata de funciones.
No todos los ficheros *.m que se encuentren en el disco duro o en otras unidades
l6gicas montadas en una red local son accesibles sin mas. Para que un fichero *.m
se pueda ejecutar es necesario que se cumpla una de las dos condiciones
siguientes:

e Que esté en el directorio actual. MATLAB mantiene en todo momento un
unico directorio con esta condicion. Este directorio es el primer sitio en el
que MATLAB busca cuando desde la linea de comandos se le pide que
ejecute un fichero.

e Que esté en uno de los directorios indicados en el Path de MATLAB. El
Path es una lista ordenada de directorios en los que el programa busca los
ficheros o las funciones que ha de ejecutar. Muchos de los directorios del
Path son propios de MATLAB, pero los usuarios también pueden anadir sus
propios directorios, normalmente al principio o al final de la lista. En un
préximo apartado se vera como se controla el Path.

El Current Directory Browser permite explorar los directorios del ordenador en

forma anéloga a la del Explorador u otras aplicaciones de Windows. Cuando se
llega al directorio deseado se muestran los ficheros y ficheros alli contenidos.
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Espacio de trabajo (Workspace).

El espacio de trabajo de MATLAB (Workspace) es el conjunto de variables y de
funciones de usuario que en un determinado momento estan definidas en la
memoria del programa. La ventana Workspace constituye un entorno grafico para
ver las variables definidas en el espacio de trabajo, y se muestra a continuacién en
la Figura 67

<} MATLAB = II:II ><|
File Edit view wWeb Window Help
0O = | i B = o= | &5 | 2 |Currer|l Direetory: | CapimaTLABSRS Wwork =1 J
== | =] | Y sta: [Eo=- =]
Name Size Eyres|Class
EHa 3%3 7z | double array
EHs 1x3 24| double array
Variables Definidas [ c 1= 216 eell array
Eed® 1x22 44| char array
[22=p Lxl 8| double array
@ans e 3] 72| double array
< start |

Figura 67: Workspace

La interface que muestra por defecto MATLAB, contiene estas cuatro ventanas
principales (aunque luego pueda tener mas muy importantes como puede ser la
ventana de figuras, que se abre automaticamente cuando se escribe la funcion que
la llama) y se muestra a continuacién en la Figura 68:

ol MATLAB <2> e
File Edit Debug Desktop Window Help
D& & ®w @B o o8| % | curen birectory | jnomesarnenzmarab £ .|
Shortcuts [2] How to Add (& What's New
Workspace 5 = i ow ]
o w88 % & | | M - | stack [Base [ /] :
tome ~ [lvare == Copyright 19§4M2301TL %hé I\jazhv-/orks Inc Command Window
R HA 1234 double / - S, :
Current Directory Bx [1;2] double VarSiEn 7'°gé'i;‘;ggr“ﬁ“zggime reefs &
By 10;0.5] double P )
\ To get started, select MATLAB Help or Demos from the Help men
»> A=[1 2;3 4]
A=
1 2
[&s e 3 4
Current Directory ke
v perkspace | -
Co Histol (S
A=[OMES (S TZ8UXJJ, X, X.7Z] % o
a=[ones(size(x)), X, X.A2]\y
print -deps zahlenreihe 1
print -dpng zahlenreihe 2
pwd
-A=[100 103 105 109 110]' _
da=A(e :end)-A(L:end-1) S as
da=A(2:end)-A(l:end-1) _
da-A(2:end)-A(L end-1) . /a(liend | =
da=(A(2:end)-A(l:end-1))./A(l:e 0
da=(A(2:end)-A(l:end-1))./A(l:e 0.5000
%-- 28.02.05 15:45 --% :
[=H%-- 28.02.05 15:48 --% o5
EA:[I 2;3 4]
x=[1;2]
ol =A%
& e

Command History

Figura 68: Interface por defecto de MATLAB
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MATLAB dispone de un editor que permite crear y modificar ficheros-M (la
extension de estos es extensién *.m), que contienen conjuntos de comandos o
definicién de funciones. Estos ficheros-M son de gran importancia en el entorno de
Matlab, porque al teclear su nombre en la linea de comandos de la ventana de
comandos (Comand Window) y pulsar Intro, se ejecutan uno tras otro, todos los
comandos contenidos en dicho fichero, asi pues el poder guardar instrucciones y
grandes matrices en un fichero nos permite ahorrar una gran cantidad de trabajo de
tecleado. Este editor de Matlab también nos permite ejecutar los ficheros paso a
paso, para ver si contienen errores (proceso de Debug).

EY Embedded MATLAE Editor - Block: call_stats_block2 /Embedded MAT A=)
File Edt Text Debug Tools Window Help A X
N sRd2c AT B/ r"ERAREE [0

1 lfunctiun [mean, stdev] = stats(vals) E

2

3 % calculates a statistical wean and a standard

4 % deviation for the wvalues in wvals.

5

6 - len = length(wvals):

7 - mean = avgivals,len):

§ - stdev = sqgrti{sumii{vals-avgivals,len)).”211/1len);

9 - plotivals,'-+'];

10

11 - function mean = avglarray,size)

12 = mean = sum{array)/size;
|Ready n 1 col 1 /’.,:,

Figura 69: Editor de Matlab

Asi pues, este editor para la programacién en Matlab tiene una gran importancia a
lo largo de todo este proyecto, ya que todos los programas de elementos finitos
que se han programado y sus funciones de apoyo correspondientes, han sido
programados en este editor de Matlab como Archivos-M.

l.1.2 Ventajas y Desventajas de Programar Elementos Finitos en
MATLAB

El lenguaje de programacion en Matlab es muy Util para la programacion con el
método de los elementos finitos aplicado a problemas estructurales, que son los
que nos interesan en este caso. De hecho, la utilidad de desarrollar la
programacién en Matlab en nuestra caso reside en que Matlab permite el
desarrollar un coédigo muy rapido para los métodos numéricos, como son por
ejemplo los elementos finitos, otra caracteristica de mucho atractivo es que posee
una libreria matematica predefinida realmente muy extensa, también es de gran
importancia, que las matrices, los vectores y una gran cantidad de herramientas del
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algebra lineal ya se encuentren definidos a la hora de desarrollar nuestros
programas, por lo que nos libera de una gran carga de trabajo y solamente
debemos fijarnos en los algoritmos que no han sido definidos dentro de el entorno
de Matlab.

Matlab ha desarrollado una extensa y muy completa gama de funciones
matematicas (built in functions) y graficas que cubren gran parte de los campos de
interés tanto cientifico como ingenieril, y gracias a estas funciones un programa
elementos finitos bidimensionales programados en MATLAB necesita solo unas
cientos de lineas de codigo, mientras que si este mismo programa se realizase en
Fortran o en C++ seguramente se necesitarian no unos cientos, sino unas miles del
lineas de cédigo.

Aunque el lenguaje de programacion de MATLAB es muy completo para poder
programar elementos finitos a tracas de las funciones ya predefinidas en MATLAB,
hay algunas partes en el célculo de estos, que deberian hacerse mediante
funciones desarrolladas por el propio usuario, a parte del programa principal y
llamadas por este para asi no complicarlo mucho.

Como es usual para que MATLAB se halla desarrollado tanto, ha sido necesario un
mercado libre donde han podido ir afadiéndose con el tiempo muchas de estas
funciones matematicas antes mencionadas. Desde que MATLAB es un lenguaje
interpretativo, cada linea de codigo es interpretada por el intérprete de lineas de
comandos de MATLAB y ejecutadas de forma secuencial, el tiempo que puede
tardar en ejecutar las lineas de cédigo puede ser mucho mayo que lenguajes de
programacién compilados como pueden ser Fortran y C++. Es muy importante
darse cuenta que las funciones ya proporcionadas por MATLAB (built in functions),
han sido compiladas con anterioridad, con lo que el uso de estas funciones ahorra
tiempo al ejecutar los programas, ademas estas funciones son extremadamente
eficientes por lo que deberian ser utilizadas por los usuarios que programen con
Matlab lo Maximo posible.

1.2 NASTRAN con PRE-POST PROCESADOR FEMAP.

NASTRAN combinado con FEMAP, es una suite que combina dos de los
programas mas populares y potentes del mundo de andlisis estructural y térmico
por el método de los elementos finitos: las capacidades avanzadas de Pre y Post
Procesado de FEMAP y los médulos de andlisis por elementos finitos de
NASTRAN.

.2.1 FEMAP

FEMAP (Finite Element Modeling And Postprocessing) fue creado en 1985 por la
compania Enterprise Software Products Inc. (ESP) como un programa Windows
nativo, inicialmente sélo como Pre-procesador (herramienta que permite crear el
modelo de elementos finitos a través de una interface grafica) para NASTRAN. Hoy
por hoy, puede ser usado como Pre-procesador y también Post-procesador
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(herramienta que permite la visualizacion y el manejo de los resultados obtenidos
por el solver) de distintos solver, como son: TMG, ABAQUS, MARC, SINDA,...etc.
aparte de NASTRAN. La interface por defecto de Femap 7.0 se puede ver en la
Figura 70.

J Toolbar de representacion |

Manu principal

‘F\\e Tools Geometry Model Mesh  Modfy List Delete Group  View Hga/

o o] e] 2] < |@0)@] alalmlw] ¢ =alaE F+ X e ale

e

| Toolba de comandos

[ i b |2 (Rl lie [Berfaae [

05 04 03 02 01 00 01 02 03 04 05

Undoing Command.
Tools Undo \

Undoing Comman -
Reacly Prop: 0 m’m Pl lm W

Lista de Comandos 1 l Barra de estatus del modelo 1

Figura 70: Interface de Femap 7.0

FEMAP, dentro de la fase de Pre-procesado tiene distintas capacidades, como
son la de crear la geometria del problema a estudiar y la de importar la geometria
directamente de programas especificos de CAD como pueden ser CatiaV5,
SolidEdge, Autocad...,etc (Al importar estas geometrias hay que tener mucho
cuidado en eliminar antes radios de acuerdo, donde NASTRAN interpreta tensiones
infinitas), también FEMAP tiene herramientas muy potentes para el mallado de la
geometria (mallado es la operacion de dividir una geometria en elementos finitos),
la aplicacién de condiciones de contorno y de muchos distintos tipos de cargas
(aceleraciones, cargas térmicas, fuerzas, ...,etc). Femap puede desarrollar 20 tipos
distintos de elementos finitos y exportar sus “codigos” a el programa que use como
volver, y una vez resuelto el problema por este , FEMAP en la fase de Post-
procesado tiene la capacidad de leer los resultados que ofrezca y usar una amplia
rama de herramientas para visualizar y graficar los resultados.

A continuacion, se explica con un poco de mas detalle cada una de estas
capacidades de FEMAP por separado:
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GEOMETRIA.

FEMAP, como ya hemos mencionado antes, puede importar geometria desde
programas de CAD. De hecho, FEMAP puede directamente importar modelos
sélidos desde cualquier paquete de modelado.

Otra opcién, en vez de importar la geometria desde un programa externo, es
crearla directamente en FEMAP, el cual tiene herramientas de geometria para
crear superficies solidos, rectas...,etc. De hecho se pueden crear la geometria de
un sélido en FEMAP y exportarlos, a otros pre - post procesadores y a programas
de CAD.

MODELADO DE ELEMENTOS FINITOS.

Independientemente de el origen de la geometria que s esté utilizando, FEMAP es
sobre todo usado para crear, y ese es su aplicacibon mas importante, modelos
completos de elementos finitos. Uno de los procesos fundamentales en la creacion
de un modelo es la realizacion del mallado, y en FEMAP (como en todos los pre —
post procesadores importantes) existen distintas formas de aplicar la malla sobre la
geometria que se quiera estudiar.

e Mallado de forma manual: Aqui se crean uno por uno los nodos y se
adjudican a cada elemento creado los nodos que se quiera. Esto nunca se
hace para generar grandes mallas, porque sino seria un proceso eterno,
pero si se hace para crear algun elemento suelto que necesita ser creado
con cuidado.

e Mallado de forma automatica: Es la forma mas rapida de mallar sobre
curvas, superficies y sélidos, ya que no te tienes que preocupar de generar
los nodos, lo hace el programa automaticamente. Aun asi, es el modo de
mallado que menos se utiliza, por que el resultado es muy desordenado y
los elementos suelen salir mal modelados.

e Mallando de forma semi-automatica: De este modo se crean los nodos
de forma sobre las curvas que definen una superficie o sobre las superficies
que definen un sélido (semilla de mallado) y de forma automatica FEMAP
genera los elementos entre estos nodos sobre la superficie o el solido, este
modo de mallar es el mas utilizado.

En FEMAP también se puede trabajar con modelos ya realizados incluso en otros
pre-post procesadores como puede ser PATRAN (este es el otro gran pre-post
procesador usado para NASTRAN) importandolos en el archivo que se esté
trabajando y una vez hacho se puede manipular como si se hubiera generado en el
propio archivo de trabajo.
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Las propiedades de los materiales (Modulo elastico, coeficiente de Poisson,
Médulo de cortadura, conductividad térmica,...etc.) y de las secciones de los
elementos creados (Momentos de inercia, espesor, area, ...etc.) pueden ser
creados desde FEMAP o asignados directamente desde las librerias que contiene
para esto.

Una gran cantidad de condiciones de contorno (restricciones) y de condiciones de
carga pueden ser aplicadas para disefar lo mas fielmente posible el entorno real
en el que se encuentra el modelo de estudio. Las cargas y las condiciones de
contorno se pueden aplicar directamente en los nodos o en los elementos vy
también directamente sobre la geometria, FEMAP se encarga automaticamente de
transformar todas las cargas que no se aplican sobre los nodos, en fuerzas nodales
para que el solver las pueda interpretar correctamente a la hora de realizar los
calculo.

COMPROBACIONES SOBRE EL MODELO.

Cuando se va realizando un modelo, FEMAP ve mostrando verificaciones graficas
del progreso de este, y permite corregir de modo muy sencillo los errores que
suelen aparecen en le construccion del modelo, mediante comandos de deshacer
(como en Windows) y de rehacer.

Algo muy importante que se debe realizar mientras se trabaja con un modelo de
elementos finitos, es la realizacion de comprobaciones rutinarias sobre este, dado
gue es relativamente facil interpretar la “interfaz” de nuestro modelo de un modo
errdneo (por ejemplo nodos coincidentes que no estén unidos) o la elaboracién de
elementos defectuosos. FEMAP tiene un amplio abanico de herramienta para la
comprobacién del modelo antes de pasar a resolverlo en el solver, que te dan la
seguridad de que el modelado es correcto.

Algunas de estas herramientas de comprobacién, se encargan de examinar
constantemente los inputs para prever errores en el modelo, otras se encargan de
evaluar el modelo de elementos finitos creado e identificar los errores que
aparecen y que muy a menudo no son nada obvios:

e Existencia Geometria coincidente.

Conexion defectuosa entre elementos
e Estimacion de masas e inercias coherentes
e Evaluacion de condiciones de contorno

e Evaluacién de geometria de los elementos (Angulos internos, alargamiento,
estrechamiento, desvio angular,...etc.)

El poder identificar y solucionar todos estos tipos de errores a tiempo a la hora de
modelar puede ahorrar una gran cantidad de tiempo.
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ANALISIS DEL MODELDO.

Una vez que el modelo esta completo y listo para ser calculado, FEMAP es
compatible con mas o menos 20 programas para llevar a cabo andlisis de
elementos finitos. De hecho se puede importar un modelo completo desde un
programa de andlisis y automaticamente puede convertir el formato para ser
compatible con otro tipo de programa de analisis.

POSTPROCESADO.

Después de realizar el analisis del modelo, FEMAP tiene tanto herramientas de
visualizacion de los resultados (Visionado de deformaciones, energias, tensiones,
contornos, animaciones...etc.) asi como, herramientas numéricas que realizan
algunos célculos sobre los ofrecidos por el solver para hacer mas facil una
interpretacién intuitiva

También ofrece, graficas en dos dimensiones, donde es muy (til poder ver la
evolucién de una variable con respecto a otra y visionado dindmico de contornos
sobre partes solidas.

.2.2 NASTRAN

NASTRAN (NASA STRUCTURAL ANALYSIS PROGRAM) naci6 en 1965 como un
solver de analisis por elementos finitos financiado por el gobierno americano y
desarrollado por la NASA para realizar célculos estructurales en proyectos
espaciales y aeronauticos. La NASA buscaba crear una herramienta de simulacion
y andlisis por elementos finitos capaz de llevar a cabo una amplia gama de analisis
estructurales avanzados, y a la vez dotarla de posibilidades de personalizacion y
ampliacién en manos del sector comercial. Tras el desarrollo del cédigo inicial, la
NASA regqistré Nastran en 1976 como marca comercial en USA haciendo publico el
codigo fuente con el nombre COSMIC/NASTRAN para permitir su posterior
desarrollo comercial por parte de la industria, que por aquel entonces estaba muy
poco desarrollado, siendo por lo tanto una herramienta de calculo muy limitada.

Al vender su cddigo a distintas empresas, este evolucion6 de un modo mucho mas
rapido y no soélo el cédigo, también mejor6 muy rapidamente la interfaz con el
usuario. Actualmente las empresas mas importantes que comercializan NATRAN
son MSC (MSC NATRAN), que es el que se va a usar en este proyecto y UGS
PLM Solutions (NX NATRAN).

Hoy por hoy, NASTRAN es la herramienta de andlisis y simulacién por excelencia
en la industria aerondutica, aeroespacial, defensa, automocién, construccion de
barcos, maquinaria pesada, bienes de equipo, medicina y productos de consumo,
es decir, todo un estandar industrial en simulacién e ingenieria asistida por
ordenador (CAE).
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NASTRAN, contiene distintos modulos de calculo de elementos finitos, con los
cuales puede solucionar una gran variedad de problemas distintos:

ANALISIS ESTRUCTURAL BASICO

Analisis estatico lineal: Con este tipo de andlisis se calculan los
desplazamientos, las tensiones y energias de deformacién que aparecen en
una estructura al ser aplicadas unas fuerzas y unas condiciones de
contorno. Este andlisis representa el mas basico de los tipos de analisis
(sera el que usemos en este proyecto) realizados por NASTRAN y también
el mas coman.

Modos propios: El anadlisis de modos propios, consiste en calcular las
frecuencias naturales y las formas de los modos de vibracién de una
estructura. Las frecuencias naturales, son las frecuencias a las que la
estructura tendera a vibrar si es sometida a una perturbacién, por ejemplo
cada cuerda de un piano tiende a vibrar a la frecuencia del tono prevista
para ella. El modo de vibracion, es la forma que tiene de vibrar la estructura
cuando se excita en una de sus frecuencia naturales.

Pandeo: En un analisis estatico lineal, se asume que la estructura esta en
un estado de equilibrio estable, en el que una vez retiradas las fuerzas que
se le han aplicado, la estructura volvera a su posicién inicial. Bajo ciertas
combinaciones de cargas, sin embargo, la estructura continua
deformandose sin la aplicacion de un incremento en la magnitud de la fuerza
aplicada, en este caso la estructura se vuelve inestable, este efecto se llama
Pandeo. Para el analisis de Pandeo se asume que la estructura no plastifica
y que la direccién de las cargas aplicadas no varia. Lo que realmente se
calcula para este tipo de andlisis son los valores propios, que son realmente
factores por los que se multiplican las cargas aplicadas para producir un
Pandeo de la estructura.

ANALISIS DE TRANSFERENCIA DE CALOR

Analisis de transferencia de calor: El andlisis térmico que es capaz de
desarrollar NASTRAN, consiste en el calculo de la conduccion de flujos de
calor en una, dos y tres dimensiones, calculo de la distribucién de
temperaturas en un continuo para un estado estacionario o transitorio,
calculo de conveccion libre y conveccién forzada y intercambi6 de radiacion
entre las partes modeladas (no entraremos en una explicacibn mas
detallada de cada uno de estos tipos de calculo dado el poco interés que
tiene para este proyecto en particular).

193



1R1.0S

COMPARATIVA ENTRE LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON MATLAB Y NASTRAN MEDIANTE EL METODO DE LOS

ANALISIS DINAMICO

ELEMENTOS FINITOS

Respuesta transitoria: Esté tipos de andlisis, es el método mas general
para el computo de la respuesta dinamica forzada. El propésito del analisis
de la respuesta transitoria, es calcular el comportamiento de una estructura
sometida a una excitacién que varia con el tiempo, y que es conocida para
cada instante. Los resultados que se suelen obtener para este caso son los
desplazamientos, velocidades y aceleraciones de los puntos nodales, y
también las fuerzas y tensiones provocadas.

Respuesta de frecuencia: La respuesta de frecuencia, se usa para el
calculo de la respuesta estructural para una excitacion oscilatoria periddica.
Ejemplos de excitaciones oscilatorias pueden ser, las vibraciones causadas
en una maquinaria rotativa, en una rueda descompensada en las hélices de
un helicoptero. Los resultados mas importantes que se obtiene con este
analisis son los desplazamientos, velocidades y aceleraciones de los puntos
nodales asi como las fuerzas y tensiones generadas.

Respuesta Random: La vibracion Random, es una vibracion que tan sélo
puede ser descrita en un sentido estadistico. La magnitud instantanea de de
la vibracién no es conocida un ningun momento del analisis, de hecho la
magnitud de esta vibracion se expresa en términos de sus propiedades
estadisticas (como pueden ser su valor medio, desviacion estandar, y
probabilidades de superar un cierto valor). Ejemplos de vibracién Random,
pueden ser los movimientos de tierra producidos en un terremoto, la presion
fluctuante del viento sobre un avidn,... etc. El andlisis Random es en
realidad un calculo que se realiza después de calcular respuestas de
frecuencia. La respuesta de frecuencia es usada para generar las funciones
de transferencia que son multiplicadas por unas entradas para obtener unas
respuestas, la respuesta Random consiste en el nimero de cruces con el
valor cero del eje abscisas, que tienen las funciones de auto-correlacion con
pendiente positiva, por unidad de tiempo

Respuesta espectral: La respuesta espectral, es un método aproximado
para poder calcular los picos de las respuestas de una excitacién transitoria
aplicada sobre una estructura. Este método es usado sobre todo en
ingenieria civil, para predecir los picos de las respuestas de un componente
de una construccibn que esta sujeto a excitaciones provocadas por
terremotos. Existen dos partes en el célculo de respuesta espectral. La
primera consiste en la generacién del espectro y la segunda consiste en el
uso de este espectro para repuestas dinamicas tales como andlisis de
tensiones.

ANALISIS NO LINEAL

Analisis no lineal: Este tipo de andlisis sirve, por ejemplo, para poder
analizar estructuras que muestran comportamientos no lineales. Los cuales
pueden ser debidos a grandes desplazamientos en la estructura que tienden
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a ir haciéndola mas rigida , a estructuras cargadas mas alld de su limite
elastico que hace que la estructura sea cada vez menos rigida y sufra
deformaciones constantes, a materiales tales como el caucho que muestra
caracteristicas no lineales, y muchos mas tipos de causas. El célculo para
un analisis no lineal, implica una serie de soluciones incrementales, siendo
la carga aplicada en incrementos, y en cada incremento se predice una
solucién usando el estado actual. Estas iteraciones siguen incrementando
hasta que no se satisface un criterio de convergencia, y una vez hecho esto,
se puede obtener la solucién para el analisis no lineal

.2.2.1 Estructura de los Ficheros de NASTRAN

ARCHIVO DE ENTRADA

Cuando se lleva a cabo un analisis con NASTRAN, hay que generar un archivo de
entrada en el que se describe la estructura de la geometria, las propiedades del
material, las condiciones de contorno y las cargas (para un caso de analisis lineal),
también se debe especificar el tipo de solucion a realizar y todos los parametros
que sean pertinentes. Este archivo de entrada es un simple archivo de testo
(ASCII) que el propio usuario podria escribir a mano, lo cual nunca se hace, dado
el enorme gasto de tiempo que supondria, asi que de este trabajo se encargan
automaticamente los pre-procesadores, en nuestro caso FEMAP, que interactuan
con NASTRAN. Lo que si que se suele hacer y es de gran utilidad, es modificar a
mano las partes que se crean convenientes en el archivo de entrada.

Después de generar el archivo de entrada, e introducirlo en NASTRAN, no
interactia hasta que el trabajo de calculo haya finalizado.

El archivo de entrada de NASTRAN consiste de tres secciones distintas: Executive
control, Case control, Bulk data, que se explicaran con detalle a continuacion. Una
imagen detallada de estas secciones del archivo de entrada se muestra en la figura
Figura 71.
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g FILENAME - TRUSS1.DAT

& Executive
ID LINERR,TRUSS1 »  Control
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SUBTITLE = TRUSS STRUCTURE

LAEEL = POINT LOAD AT GRID BOINT 4 Case
LORD = 10 y  Control
SPC = 11

DISPLACEMENT = ALL

ELFORCE = ALL

ELSTRESS = ALL J
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&
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$

SECL 11 123458 1 2

-
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Figura 71: Archivo de entrada
EXECUTIVE CONTROL
La seccion Executive Control contiene las siguientes declaraciones con las que:

e Se selecciona el tipo de problema que se quiere resolver ( analisis estatico
lineal, modos propios,..., etc)

e Se establece el maximo de tiempo que NASTRAN tiene para realizar los
calculos, si este es superado, NASTRAN se detiene y comunica al usuario
qgue no ha podido hallar la solucion dentro del tiempo maximo previsto.

e Se solicitan varios diagnésticos para los datos de salida

El final de la seccion Executive Control se denota por la declaracién “CEND”
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CASE CONTROL

Inmediatamente después de la declaracién “CEND”, comienza la seccion Case
Control, en la cual se realizan las siguientes declaraciones:

e Definicion de subcasos (distintos casos de carga y de condiciones de
contorno dentro de un mismo tipo de problema)

e Realiza la seleccién de las declaraciones de carga y condiciones de
contorno escritas en la seccion Bula Data

e Especifica el tipo de datos de salida que se le piden a NASTRAN

e Define titulos, subtitulos y niveles para la documentacién del analisis

Por defecto, todos los datos de salida que se pidan en esta seccién seran escritos
en el archivo de salida fo6, que sera explicado mas adelante. La finalizacién de la
seccidén Case Control se denota por la declaracién “BEGIN BULK”

BULK DATA

La seccién Bula Data se usa para definir el modelo propiamente dicho: nodos,
elementos, condiciones de contorno, cargas. El comienzo de esta seccion se
realiza con la misma declaracién que cierra la seccion Case Control, la declaracion
“BEGIN BULK”, mientras que su finalizacion se lleva a cabo con la declaracion
“‘ENDDATA”, la cual es también le ultima declaracion del archivo de entrada de
NASTRAN

La mayoria de las entradas del Bulk Data, no necesitan ser llamadas por el Case
Control, como pueden ser por ejemplo, la declaracion de Nodos, elementos. Sin
embargo, para dar mas flexibilidad al usuario, las entradas de cargas y de
condiciones de contorno, son seleccionadas en el Case Control de este modo se
puede controlar que carga y condicion de contorno especificadas en el Bulk Data,
seran usados como datos para la solucion del analisis.

Un aspecto muy importante de NATRAN es que realiza los calculos sin unidades,
por lo tanto es responsabilidad del usuario que todas las entradas del Bulk Data
sen dimensionalmente coherentes

A continuacién se muestra en la figura

Figura 72, los enlaces entre los comandos de la seccién Case Control y de las
entradas de la seccion Bulk Data.
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Material
Tipo “m”

Entrada
de Condiciones
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definir su geometria

La entrada de elementos especifica la
entrada de propiedades

La entrada de propiedades especifica
la entrada de materiales

Comando
de Cargas

Entrada
de Cargas

Figura 72: Estructura del Archivo de entrada

ARCHIVOS DE SALIDA

Una vez que el archivo de entrada ha sido corrido por NASTRAN, éste genera una
serie de archivos de salida, de esta serie algunos de los archivos seran o no
generados dependiendo de las peticiones que se realicen en el archivo de entrada
y otros se borraran automaticamente una vez finalizado el trabajo de calculo. Una
breve descripcion de todos los posibles archivos de salida que se pueden dar se
muestra a continuacién:

e Archivo *.fo6: Es el principal archivo de salida generado por NASTRAN, el
cual contiene los resultados, en formato de texto, de
desplazamiento, tensiones, energias de deformacion,...etc.

e Archivo *. fo4: Contiene el historial de los archivos asignados, el espacio de
disco usado por los archivos de salida generados, y los
médulos usados durante le realizacién del analisis.

e Archivo *.log: Contiene un sumario de las lineas de comandos de opciones
usadas.
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e Archivo *.DBALL: Este archivo se genera como una base de datos donde se

guarda informacién sobre el archivo de entrada, el ensamblaje
de las matrices, y las soluciones

Archivo *.MASTER: El archivo contiene el directorio “MASTER” de los

archivos usados para correr el analisis y la localizacién fisica
de de los archivos del sistema.

representacion

pedidos por

comandos especificados en archivo de entrada.

Archivo *. plt: Contiene la informacion de los graficos (figuras deformadas,
de vibraciones,...,etc)

los

Archivo * .op2: Archivo con la base de datos que contiene la informacion de

los graficos, este archivo se importa en FEMAP para realizar el
post-procesado de resultados (esto mismo se puede hacer con
el archivo *.fo6, pero tarda mas en ser leido por FEMAP vy

suele dar mas problemas).

Archivos scratch: Son archivos generados durante el

analisis,

que

NASTRAN borra automaticamente cuando termina de calcular.

Los archivos *.fo6, *.f04 y *.log, son archivos ASCII que se pueden abrir con un
editor de texto, el resto de los archivos son binarios y por lo tanto no pueden ser
leidos directamente por el usuario.

EL archivo de salida que con mas frecuencia se usa es el archivo *.fo6, que como
ya se ha explicado, muestra los resultados del céalculo realizado por NASTRAN. La
tipica estructura de un archivo *.fo6 de un calculo de andlisis estatico lineal, para el
que se ha pedido en el archivo de entrada los resultados de desplazamientos,
tensiones y fuerzas en los elementos, se puede ver en la Figura 73.

ID LINEAR, TRUSS1
SOL 101
TIME 2
CEND

LINEAR STATICS USER’S GUIDE

TRUSS STRUCTURE

POINT LOAD AT GRID POINT 4

JUNE 18,

1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 3

CASE CONTROL DECK ECHDO
CARD
COUNT

1 TITLE = LINEAR STATICS USER’S GUIDE

2 SUBTITLE = TRUSS STRUCTURE

3 LABEL = POINT LOAD AT GRID POINT 4

4 LOAD = 10

5 SPC = 11

6 DISPLACEMENT = ALL

7 ELFORCE = ALL

8 ELSTRESS = ALL

9 BEGIN BULK

INPUT BULK DATA CARD COUNT = 33
LINEAR STATICS USER’S GUIDE JUNE 18, 1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 4
TRUSS STRUCTURE
POINT LOAD AT GRID POINT
S ORTETD BULK DATA ECHDO

CARD

COUNT . 1 .2 .. 3 .. 4 .. 5., 6 .. 7T.. 8 .. 9 ..10.

1- CROD 1 21 2 3

2- CROD 2 21 2 4

3- CROD 3 21 1 3

4- CROD 4 21 1 4
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5- CROD 5 21 3 4
6— FORCE 10 4 1000. O -1. 0.
7- GRID 1 0. 0. 0 3456
8- GRID 2 0. 120. 0. 3456
9- GRID 3 600. 120. 0. 3456
10- GRID 4 600. O. 0 3456
11- MAT1 22 30.E6 3
12- PROD 21 22 4. 1.27
13- SPCl 11 123456 1 2
ENDDATA
TOTAL COUNT= 14
LINEAR STATICS USER’S GUIDE JUNE 18, 1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 5

TRUSS STRUCTURE

POINT LOAD AT GRID POINT 4
USER INFORMATION MESSAGE
ORIGIN OF ASSEMBLY BASIC COORDINATE SYSTEM WILL BE USED AS REFERENCE LOCATION.

RESULTANTS ABOUT ORIGIN OF ASSEMBLY BASIC COORDINATE SYSTEM IN ASSEMBLY BASIC SYSTEM COORDINATES
OLOAD RESULTANT

Tl T2 T3 R1 R2 R3
1 0.0000000E+00 -1.0000000E+03 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00 -6.0000000E+05

LINEAR STATICS USER’'S GUIDE JUNE 18, 1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 6
TRUSS STRUCTURE
POINT LOAD AT GRID POINT 4
**%* USER INFORMATION MESSAGE 5293 FOR DATA BLOCK KLL
LOAD SEQ. NO. EPSILON EXTERNAL WORK EPSILONS LARGER THAN .001 ARE FLAGGED WITH ASTERISKS
1 -5.2155330E-15 6.4518387E+01
LINEAR STATICS USER’S GUIDE JUNE 18, 1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 7
TRUSS STRUCTURE
POINT LOAD AT GRID POINT 4
DISPLACEMEN TVECTOR
POINT ID. TYPE Tl T2 T3 R1 R2 R3
1 G .0 .0 0 0 0 0
2 G .0 .0 0 0 0 0
3 G 1.247578E-02 -1.285377E-01 0 0 0 0
4 G -1.252422E-02 -1.290368E-01 0 0 0 0
LINEAR STATICS USER’S GUIDE JUNE 18, 1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 8
TRUSS STRUCTURE
POINT LOAD AT GRID POINT 4
FORCES IN R OD ELEMENTS (CROD)
ELEMENT AXIAL ELEMENT AXIAL
ID. FORCE TORQUE ID. FORCE TORQUE
1 2.495156E+03 .0 2 2.554449E+03 .0
3 -2.544570E+03 .0 4 -2.504844E+03 .0
5 4.990313E+02 .0€
LINEAR STATICS USER’S GUIDE JUNE 18, 1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 9
TRUSS STRUCTURE
POINT LOAD AT GRID POINT 4
LINEAR STATICS USER’S GUIDE JUNE 18, 1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 10
TRUSS STRUCTURE
POINT LOAD AT GRID POINT 4
S TRESSES IN ROD ELEMENTS (CROD)
ELEMENT AXIAL SAFETY TORSIONAL SAFETY ELEMENT AXIAL SAFETY TORSIONAL SAFETY
ID. STRESS MARGIN STRESS ARGIN ID. STRESS MARGIN STRESS MARGIN
1 6.23789E+02 .0 2 6.38612E+02 .0
3 -6.36142E+02 .0 4 -6.26210E+02 .0
5 1.24757E+02 .0
LINEAR STATICS USER’S GUIDE JUNE 18, 1996 MSC/NASTRAN 6/13/96 PAGE 11

TRUSS STRUCTURE

POINT LOAD AT GRID POINT 4

Figura 73: estructura del archivo de salida *.fo6
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