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Resumen

En este trabajo proporcionamos condiciones necesarias y suficientes de
optimalidad en problemas de control éptimo estocastico de tipo Mayer en
tiempo continuo. Nuestro enfoque estd basado en el principio del maximo
estocdstico. Caracterizamos un control 6ptimo directamente mediante una
ecuacién en derivadas parciales, alternativa a la ecuacién de Hamilton—
Jacobi-Belman, pero que también permite obtener la funcién valor de una
forma indirecta. Los resultados se ilustran con el anilisis de un modelo
dindmico de un plan de pensiones agregado.
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1. Introduccién

El trabajo desarrolla un nuevo enfoque que caracteriza a un control markoviano
6ptimo de un problema de control estocastico de tipo Mayer como una solucién de
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) cuasilineales. El sistema se
obtiene a partir de las condiciones de optimalidad del principio del méximo estocéstico.
El sistema es equivalente a la ecuacién de Hamilton—Jacobi-Bellman (HJB), pero
caracteriza directamente al control 6ptimo mientras que HJB a la funcién valor.

Aunque la idea inicial de obtener un sistema de EDPs para el control éptimo
aparece en Bourdache-Siguerdidjane and Fliess [1] para problemas de control deter-
ministas, los antecedentes principales de este trabajo son Rincén—Zapatero et al [14],
en juegos diferenciales deterministas, y Josa—Fombellida and Rincén—Zapatero [9], en
problemas de control estocdstico con parametro de difusién del proceso de estado
independiente de las variables de control.

Josa—Fombellida and Rincén—Zapatero [9] obtiene un sistema de EDPs que debe
satisfacer un control de Markov 6ptimo suave y también proporciona una condicién
suficiente para optimalidad, en el espiritu de los teoremas de verificaciéon que aparecen
en Fleming and Rishel [3] y Fleming and Soner [4]. En el caso tratado en aquél trabajo
las ecuaciones del nuevo sistema son de diferente tipo a la de HJB, aunque ambas son
semilineales.
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El objetivo de este manuscrito es extender estos trabajos a un problema de control
estocéstico de tipo Mayer, es decir, sin funcién objetivo instantanea. En el problema
de control considerado el coeficiente de difusién no depende de las variables de control,
el control 6ptimo es interior a la regién de los controles, y de clase C1'?, hay exacta-
mente una variable de estado y al menos una variable de control. Estas caracteristicas
aparecen en algunos modelos de inversién éptima de la literatura financiera.

El trabajo se organiza como sigue. En la Seccién 2 presentamos el problema de
control de tipo Mayer que estudiaremos, asi como algunas definiciones y notaciones.
En la Seccién 3 obtenemos condiciones necesarias de optimalidad mediante un sistema
de EDPs que debe satisfacer un control 6ptimo. Una condicién suficiente de optima-
lidad se da en la Seccién 4. En la Seccién 5 proporcionamos una férmula explicita
para obtener la funcién valor a través del sistema, sin recurrir a la ecuacién de HJB.
La Seccién 6 contiene la aplicacién de la teoria a problemas dindmicos de planes de
pensiones. Se finaliza el trabajo con unas conclusiones en la Seccién 7.

2. El problema de control

En esta seccién formulamos el problema de control estocastico. Consideramos
un intervalo de tiempo [0,7] con 0 < T < oo y un espacio probabilistico com-
pleto (0, F,{Fi}tep, ), P), sobre el que estd definido un movimiento Browniano d-
dimensional {w(t)}cjo,7. Denotamos por E la esperanza bajo la medida de probabi-
lidad P.

El espacio de estados es R y la regién de los controles es algiin conjunto convexo
U C R. Un proceso de control {u(s)} definido en [t,T] x 2 y con valores en U es una
aplicacién Fy—medible de [t,s] x Q en U, es decir, u(t,w) es Bs x Fs,—medible para
cada s € [t,T], donde Bs denota la oc—&lgebra de Borel en [t, s].

El proceso de estado ¢ € R verifica la ecuacién diferencial estocéstica (EDE)

d€(s) = f(s,€(s),u(s))ds + o(s,£(s), u(s))dw(s), s>t (1)
con condicién inicial (t) = z. Aqui o es una matriz 1 x d.

Definicién 2.1 (Control admisible). Un control {u(t)}ico,7] s llamado admisible si

(i) para cada (t,z) la EDE (1) con condicién inicial £(t) = x admite una tdnica
solucién fuerte;

(ii) existe una function ¢ : [0,7] x R — U de clase C"? tal que u es un control
feedback relativo a ¢, i.e. u(s) = ¢(s,&(s)) para cada s € [0, 7.

U(t, ) denota el conjunto de los controles admisibles correspondientes a la condicién
inicial (¢,z) € [0,T] x R.

De acuerdo con la definicién, estamos considerando controles markovianos. u y ¢
seran identificados a veces en la notacién. Dado que nuestro objetivo es resolver el
problema para cada (t,z) € [0,T] X R, a veces se escribe U en lugar de U(t, ).

Dado un dato inicial (¢,z) € [0,T] x R, el criterio de maximizacién es

J(t, ;u) = B {S(T,€(T))} (2)
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donde E, denota esperanza condicionada con respecto a la condicién inicial (¢, z).
Las funciones f: [0,T] x RxU — R, ¢ : [0,T] x R — R4y §:[0,T] x R — R
se asumen de clase C% con respecto a (z,u) y de clase C' con respecto a t. Ademés
suponemos que los pardmetros deriva y difusién dependen de la variable de control w,
ie. fu#0# oy

En la especificacion del problema hemos supuesto que la dimensién del vector de
variables de control es uno. Esta es una asuncién crucial para los siguientes desarrollos.
En la Nota 4.2 mostraremos que el caso con n controles, n > 1, se puede reducir al
caso escalar.

La funcion valor se define como V (¢, x) = sup,cys,+) J (¢, 7;u). Un control admi-
sible @ € U es dptimo si V(t,z) = J(t,x;u) para cada condicién inicial (¢,z).

El método clésico de resolucién de un problema de control estocéstico estd basado
en la programacién dindmica. Consiste en encontrar la funcién valor a través de la
ecuacién de HJB y a partir de ella el control é6ptimo. Un resultado afirma que si V' es
de clase C'*? entonces satisface la ecuacién de HIB

Vi(t,z) + mé&( Gty z,u, Vo(t,x), Vaa (t,2)) =0, V(t,z) €[0,T] xR, (3)

ue

V(T,z)=S(T,z), Vz€eR,

y el argumento que maximiza en (3), si es admisible, es éptimo. Aqui G(¢, z,u,p, P) =
ft,z,u)p+ %o(t, z,u)o ' (t,x,u)P denota el Hamiltoniano generalizado.

3. Condiciones necesarias

En esta seccién deducimos una EDP alternativa a la de HIB que debe satisfacer
un control éptimo.

Sea (&,u) un control éptimo con u(t) = ¢(¢, £(¢)). Suponemos que los pardmetros
del problema nos permiten aplicar el principio del méximo estocdstico; véase Assump-
tion Al en Josa—Fombellida and Rincén—Zapatero [9] o Yong and Zhou [15], p. 114.
Aplicéandolo, existe un proceso verificando la ecuacién adjunta de primer orden

dp(s) = — Ha(s,£(s), ¢(s,8(s)), p(5), a(s))ds + q(s)dw(s), s € [t,T], (4)
p(T) = 5:(T,¢(T)), ()

donde H(t,z,u,p,q) = f(t,z,u)p+ o(t,z,u)q" es el Hamiltoniano estocastico.
Ahora definimos la funcién n en [0,7] x R x U asi

n(t,z,u) = _?‘T (t,z,u). (6)

Ou

El siguiente resultado establece una condicién necesaria de optimalidad en términos
de una nueva EDP. Para probarlo hace falta suponer que el proceso adjunto p depende
de la variable de estado ¢ a través de una funcién v de clase C*2 en [0, 7] x R definida
de esta forma: p(s) = y(s,&(s)).
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Teorema 3.1 (Condicién necesaria) Si ¢ € U es un control dptimo interior marko-
viano del problema (1)~(2) tal que (oo " )(t, z, ¢(t, ) # 0 para todo (t,z) € [0, T] xR,
entonces ¢ satisface la EDP cuasilineal de sequndo orden

o o (0, 0 1 /a2, 01
ET]‘F%(%']C‘F%UO’ 7]+f77+50'0' (17 +£77>>—0, (7)

para todo (t,x) € [0,T] X R, con la condicién final

n(T,z, ¢(T,x)) =
para todo x € R.

A continuacién obtenemos la variable adjunta  a partir de la EDP (7)—(8). Esta
serd 1til para hallar la funcién valor. Si denotamos por ¥ la expresién que aparece
afectada en (7) por el signo 9/0z,

of [ 0o 1 1 1 (2 0On
W(t == 4+ — - — 9
(ta,w) = 2L+ 20Ty 4 o+ Soo” (P4 50 9)
es posible probar el siguiente resultado, que nos permite encontrar la variable adjunta
a través una solucién de la EDP cuasilineal.

Proposicién 3.1 (Variable adjunta) Sea qg un control admisible de clase CY? que
verifica (7)—(8). Entonces, dada una condicién inicial (t,x), para todo o € R, ~y verifica

x

v(t,z) = Sz(T, o) exp {/a n(t, z, gfzﬁ\(t, z))dz + /tT U(s,a, 5(5, a))ds} . (10)

4. Condiciones suficientes

En esta seccién mostramos que una solucién ¢ de clase C12 de (7)—-(8) que ma-
ximiza el Hamiltoniano para todo (¢,x) es una solucién del problema de control es-
tocdstico (1)—(2).

Consideramos la siguiente hipdtesis:

(H) El proceso estocdstico B definido por

B(s) = 5 (705800, 35, 6D (5:51)) = 5 (0518051, Bl €N (5. () &:6),

para todo s € [t,T], donde ¢ resuelve (7)—(8), verifica

T
/ Eiw.B?(s)ds < 00, Vt e [0,T].

t

El siguiente teorema proporciona una condicién suficiente para la optimalidad.
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Teorema 4.1 (Teorema de verificacién) Sea & una solucion admisible de clase CY? de
(7)~(8), que verifica H y tal que (ouc ') (t,z, ¢(t, ) # 0 para todo (t,z) € [0,T] x R.
Supongamos que se verifica la condicion

Gt z, b, v(t, ), va(t, ) > G(t, 2, u, 7 (t, 2), 72 (1, 7)), (11)

para todo (t,z) € [0,T] x R, y para cada control markoviano admisible u. Entonces (E
es un control de Markov éptimo para el problema (1)—(2).

Nota 4.1 La condicién (11) se da automdticamente cuando (Z es interior al conjunto
de controles U y el Hamiltoniano G es céncavo con respecto a u para todo t,z,p, P,
porque entonces

Gu(t,x,(;,fy(t,x),fyx(t, LU)) = Hu(tam,&’Y(Lx):a(t7$7$)%(t:$)) =0

se satisface, por el principio del méximo estocastico. Asi, como ¢ es un punto critico
de la funcién céncava u — G(.,.,u,.,.) entonces es un maximo global de G.

Nota 4.2 El problema de control se puede extender sin dificultad al caso con n va-
riables de control, n > 1. Usando el principio del méximo estocastico se puede probar
que un control éptimo verifica estas n — 1 igualdades:

R P

Ou 01 Ouy0 " Cu, 0

Estas, junto con (7)—(8), caracterizan el vector n—dimensional de controles éptimos.

5. Funcién valor

En esta seccién obtenemos la funcién valor sin recurrir a la ecuacién de HJB.
Denotamos por G al Hamiltoniano generalizado, evaluado en la variable adjunta:

G(t,z,u) = G(t,x,u,y(t, x), V2 (¢, x)).

El siguiente teorema establece la relacion entre la funcién valor del problema de
control y la solucién de la EDP cuasilineal.

Teorema 5.1 (Funcién valor) Sea a un control admisible que verifica las hipdtesis
del Teorema 4.1 (esto implica que es dptimo para el problema (1)—(2)). Entonces, la
funcion valor V' estd dada por

x T
V(o) = [a(t2)d+STa)+ [ Gls,ad(s,a)ds, Vitn) € 0.T)x B, (12
@ t
donde « es cualquier constante de R.
Este resultado nos permitird encontrar la funcién valor a partir de la variable
adjunta con la solucién de la EDP cuasilineal, sin pasar por la ecuacién de HJB. Para

ello serd suficiente usar (12). Es importante indicar que el valor a no influye en la
funcién valor.
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Ejemplo 5.1 (Lineal cuadratico) Dado T' > 0 y la condicién inicial (¢, z) € [0, T] xR,
la variable de estado estd dada por la EDE no-homogénea:

d§(s) = (A(s)€(s) + B(s)u(s) + b(s)) ds + (C(s)§(s) + D(s)uls) + a(s)) dw(s),

parat < s < T y con &(t) = z. Todos los coeficientes son funciones derivables. El
funcional objectivo es de tipo cuadratico:

,536) = B { GREM

con R una constante positiva. Suponemos que, dado u, la EDE admite una tnica solu-
cién y que la funcién objetivo estd bien definida. Dada (¢, ), el objetivo es minimizar
J(t,z; ¢) en el conjunto de los controles admisibles U.

Por el Teorema 4.1, un control éptimo estd caracterizado por (7)—(8), porque el
Hamiltoniano es una funcién convexa de u. Efectuaremos algunos célculos antes de es-
tablecer estas ecuaciones. A continuacién omitiremos la dependencia de los coeficientes
respecto de la variable de temporal s. Por (6) tenemos

B

- D(Cz + Du+0) (13)

n=
y la EDP (7)—(8), que caracteriza a un control éptimo u(s) = ¢(s,&(s)), es
— BD(Cx + Du+ o)+ BD (Cz + Du+ o) + BD (C’I+Du+Dut+d)
— BD ((BC — AD)zus + (Bo — bD)ug + (AD — BC)u + (Ao — b(C))
+ %BumD2 (Cz+ Du + 0)2 =0,

_(BO)  Cm, e
o) == (i * 5y ) =~ By

Ensayamos una solucién lineal ¢(t,z) = m(t)z + n(t) y obtenemos un sistema
lineal no—homogéneo de ecuaciones diferenciales ordinarias:

(t) = (%}2%) m(t)+%((%if%)076.’), (14)

)= (5 =) mio)

+(g—2%+A7BDﬁC)n(t)+%(<.

con condiciones finales

m(T) = — ﬁ (% + C(T)) (16)
n(T) = — olT) (17)
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Este sistema tiene una tnica solucién que puede obtenerse explicitamente. Asf el con-
trol 6ptimo ¢ es una funcién lineal no-homogénea de la variable de estado.

A continuacién vamos a encontrar la funcién valor. Para ello necesitamos obtener
previamente la variable adjunta . El sistema (14)—(15)—(16)—(17) es equivalente a

%(C+Dm> = (g - %) (C + Dm), (18)
%(Dn—l—a): (g—%—#A—l—Bm) (Dn+ o) — (C+ Dm)(Bn +b), (19)
(C+ Dm)(T) = — 2(T), (20)
(Dn + o) (T) =0. (21)

Es inmediato integrar la ecuacién (18) y llegar a
B
C+Dm=—-——= 22
+ m D ? ( )

para todo ¢. Ahora vamos a encontrar 7 con (10). Consideremos cualquier constante
«a € R. En primer lugar, por (13), tenemos

~ B
nt2 00 2) = = 5ET Dmyz 1 (Dn o))’

y, por tanto, integrando
/ n(t, z, gg(n 2))dz =In ((C + Dm)x + (Dn+o0)) — In((C + Dm)a+ (Dn + o)),

por (22). En segundo lugar, es fécil obtener: In (S;(T, «)) = In R + In . Finalmente,

la funcién ¥, definida en (9), estd dada por

((A+ Bm)a+ (Bn+0)) (C + Dm)
(C+ Dm)a+ (Dn+ o)

\I/(s,a,qAS(s,a)) = + A+ Bm + (C + Dm)?

B 2 B D 9.C+Dm)a+di(Dn+o)
f2(A+Bm)+(C+Dm)+B D (C+ Dm)a+ (Dn + o)

por (18) y (19). Integrando,

/tT\I'ds: /tT (2(A+ Bm) + (C + Dm)?) ds

—1In (;ﬁB) +In((C+ Dm)a+ (Dn+o0)) —Ina,
por (20) y (21). Ahora usamos (10) para obtener
Invy(t,z) =In((C+ Dm)x+ (Dn+o0))+InR

—1In (‘—5) + /tT (2(A+ Bm) + (C + Dm)?) ds.
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En consecuencia,

~y(t,z) = fR% exp {‘/t (2(A + Bm) + (C + Dm)?) ds} ((C+Dm)x+ (Dn+o0)).

No es dificil integrar esta expresién con respecto a x, por (22),

/: ~(t, z)dz

T
= gexp {/ (2(A+ Bm) + (C + Dm)?) ds} ((m2 —a?) - 2%(Dn +o)(z— a)) ,
t
y obtener S(T, a) = Ra?/2. Por (22), el Hamiltoniano generalizado es

G(s,a,9) =RM (A+Bm+ %(C—i— Dm)Q) o?

+RM (Bn+b— %(A+Bm)(pn+a) +(C + Dm)(Dn + a)> o

+rar (-

D (Bn+b)(Dn+ o) + %(Dn + 0)2> :
donde hemos denotado por M (s), con s € [t,T], a
M(s) = exp {/T (2(A+ Bm) + (C + Dm)?) dv} . (23)
Después de algunos cédlculos obtenemos las derivadas con respecto a s:
9 (gM) = —RM (A + Bm + %(C + Dm)2) ,
0 D D
35 (R—(Dn + G)M) = RM <Bn +b— E(A + Bm)(Dn + o) + (C 4+ Dm)(Dn + 0’)) ,

por (22) y (19). Asf tenemos

T
/ Gds = — §a2 + gM(t)oz2 — R%(Dn +o)M(t)a
t

+ R/tTM (—%(Bn—!— b)(Dn + o) + %(Dn—!—a)Q) ds

por (21). La funcién valor es este polinomio de segundo grado en la variables de estado,
obtenido con (12):

V(t,a) = %M(t)af - Rgég (D(O)n(t) + o(8)) M(t)x
-I-R/tTM(—%(Bn+b)(Dn+a)+%(Dn+a)2) ds, (24)

donde M esta dado por (23).
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6. Aplicacion a la gestién 6ptima de un plan de pensiones

En esta seccién aplicamos nuestro enfoque a la gestion 6ptima de un plan de
pensiones. Los problemas que vamos a estudiar estan muy relacionados con los trabajos
Josa—Fombellida and Rincén—Zapatero [7, 8], donde se estudia la modelizacién de
un plan de pensiones de prestaciones definidas y se resuelve mediante programacién
dindmica. En ambos trabajos se combinan algunos aspectos tratados en Haberman [5],
Haberman and Sung [6] and O’Brien [12], junto con la teorfa de seleccién de carteras
de Merton [10].

Los elementos méas importantes que intervienen en un plan de pensiones se refieren
al grupo total de participes del fondo. Denotamos por F'(t) al valor de los activos del
fondo en el instante ¢; C(t) es el tanto de contribucién realizada por el promotor al
proceso de financiacién y P son las prestaciones comprometidas con los participes en
el momento del retiro del plan. El coste normal para todos los participes es NC; la
responsabilidad actuarial, AL; la responsabilidad actuarial no financiada en ¢, UAL(t)
(diferencia entre ALy F(t)) y el coste suplementario en ¢, SC(t), (diferencia entre C(t)
y NC).

Suponemos que P, NC'y AL son constantes. Esto se justifica, como en Haberman
and Sung [6], si el crecimiento de la poblacién del plan es estacionario desde el comienzo
y no hay inflacién (o el crecimiento del salario es constante; en este caso el tanto de
retorno es el neto de la inflacién). Asumiendo que la valoracién del plan se realiza a
un tanto constante &, las componentes del plan verifican la ecuacién

SAL+ NC— P =0, (25)

como se muestra en Bowers et al [2].

Denotamos por r al tipo de interés del mercado que suponemos constante. Como
el plan es estacionario, suponemos que coincide con el tipo de interés técnico, 6 = r. A
continuacién usamos un método de amortizacién del fondo suponiendo que se verifica
la relacién

C(t) — NO = k(AL — F(t)), (26)

con k una constante positiva. Esta hipdtesis es conocida como spread method; véase
Owadally and Haberman [13].
Consideremos una cartera formada por dos activos, uno S° sin riesgo verificando

ds’t) =rS°(t)dt, S°(0) =1,
y otro S', un activo con riesgo definido por la EDE
dS*(t) = bS* (t)dt + oS* (t)dw(t), S'(0) = s1,
donde 7, b, o son constantes positivas con b > r. Los activos del fondo F son invertidos
en esta cartera; una cantidad u en el activo con riesgo y el resto F' — u en el bono. La

evolucién del fondo es, por tanto,

dF(s) = (rF(s) + (b —r)u(s) + C(s) — P)ds + ou(s)dw(s), F(t)=F. (27)
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Usando (25), (26) y (27) se obtiene la EDE que verifica la responsabilidad actuarial
no financiada UAL:

dUAL(s) = ((r — k) UAL(s) — (b — r)u(s)) ds — ou(s)dw(s), UAL(t) = UAL. (28)

A continuacién consideramos dos problemas interesantes relacionados con el mo-
delo de pensiones establecido previamente.

6.1. Minimizando el riesgo de solvencia final

Dado un horizonte temporal acotado 7" > 0, el objetivo es minimizar el riesgo de
solvencia (véase Haberman [5]) es decir la desviacién del fondo con respecto a su valor
ideal, la responsabilidad actuarial, en el instante final del periodo. Asi el funcional
objetivo a minimizar es:

J(t, UAL;u) = Ep (AL — F(T))? = E g, UAL*(T). (29)

El problema de control estocédstico (28)—(29) es de tipo lineal cuadritico con una
variable de estado, UAL, y una variable de control u. Siguiendo el Ejemplo 5.1, la
solucién éptima es u(t, UAL) = m(t) UAL + n(t), con m, n dadas por:

mlt) =0,  m(T)=2="

’
0-2

a(t) = (r—k)n(t),  n(T)=0.

La inversién éptima es independiente del tiempo y proporcional a la responsabilidad

actuarial no financiada: !

u(t, UAL) = 0_27" UAL.

La evolucién de UAL estda dada por un movimiento Browniano geométrico:

dUAL(s) = <r —k— (b ; T>2> UAL(s)ds — b ; " UAL(s)dw(s), s€[t,T],

con UAL(t) = UAL. La funcién valor se puede obtener con la EDE anterior o bien con
(24), sin estudiar la dindmica del proceso UAL, resultando:

g

V(t, UAL) = E 7 UAL*(T) = exp { (2@ — k) — <b = T)2> (T — t)} UAL®.

6.2. Maximizando una utilidad final del fondo

Siguiendo Moore and Young [11], el objetivo es seleccionar la inversién tal que se
maximice una utilidad exponencial:

mix Ep {a — %e_GF(ﬂ} R
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sujeto a la evolucién del fondo, (27). Suponemos que a, 3 y < son constantes, siendo
By 0 estrictamente positivas.

Observamos que la funcién de utilidad U(z) = a — e %% /0 es creciente y cénca-
va de x. La eleccién de esta utilidad implica que el decisor tiene aversién al riesgo,
con coeficiente de aversién constante e igual a 8, porque el indice de Arrow—Pratt es
~U"(z)/U'(z) =6 > 0.

Es un problema de control estocdstico con variable de estado F' y variable de
control u. El Hamiltoniano es una funcién céncava de w. Si u(t, F') es un control
6ptimo entonces debe satisfacer la EDP (7)—(8):

b—r b—r b—r
02u2ut+ﬁ(k—r) (u+ (AL — F)ur) + 5 UFF =0, V(F)
b—r

Ensayamos una solucién independiente de F, u(t,F) = u(t), y obtenemos que la
proporcién de fondo invertida en el activo con riesgo es

u(t, F) = u(t) = %e—wwpﬂ_ (30)

Los activos del fondo verifican la EDE

dF(s) = ((k’ —r)(AL—F(s))+ 6 <bg—9r)2 6(rk)(Ts)> ds

b— —(r— —s
+—9re =BT qy(s), t<s<T,
g

con F(t) = F. Asi F(s) es un proceso que sigue una distribucién normal, con media

2
g

A continuacién obtenemos la funcién valor éptimo (méxima utilidad final), hallando
previamente la variable adjunta. Usando que la inversién éptima (30) no depende del
fondo y que n(t, F,u) = —(b —r)/(c%u) llegamos a que para todo o € R,

~ 1(b—7)? b—r)k—r

U(s, o, u(s,a)) = 75% —(k—=7r)— M(AL —a).

o o2u

Observamos que u verifica: —u(s) = (k — r)u(s), s € [t,T]. Esta propiedad permite
obtener

/T Uds — (%M +(k— r)> (T—t)—0 (1 _ e(r—k)(Tft)) (AL — a).

(o

La integral de 7 es

F
/ n(t, z,u)dz = 0PI (F — q)
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y el término final es Sg(T, F) = Be~%F. La funcién adjunta se encuentra con (10):

y(t, F) = Bexp {—eAL + (AL — F)em=PT= _ (% + (k- r)) (T — t)} .

Como

i (s, F) = = 0" DTy (s, F),

2
0 ("N (s, F)) = (—“’%S) "I 4 9(AL — ) (k — r)) ¥(s, F),

se verifica, para todo s € [t,T] y para todo F'; obtenemos

G(s,0,(5)) = (k ~ (AL — a)y(s,0) + OV 5 g

T
1 —(r— _917T - 1 —(r— _
/ Gds = 57(87(1)6 (r—k)(T s):| _ %6 fo 57(t7a)6 (r—k)(T t)7
+ t

y la integral

F
V(t, 2) F
/a Y(t, z)dz = —0er—m(T—0) L

- % exp {—eAL + O(AL — F)em P Tt _ M(T - t)}

B (r—kyr-ty _ (b—1)°
Sustituyendo las expresiones anteriores y S(T, ) = a — 3e~?% /0 en (12), encontramos
la férmula explicita para la méxima utilidad final:

_ B (r—ky(r—t) _ (b—7)*
g

7. Conclusiones

Este trabajo proporciona una perspectiva diferente para el andlisis de problemas
de control estocéastico de tipo Mayer. En lugar de los métodos clasicos basados en
la programacion dinamica, el nuevo método estd basado en un sistema de EDPs que
caracteriza directamente el control éptimo sin recurrir a la funcién valor. Ademds
este sistema permite obtener la funcién valor mediante una férmula cerrada a partir
del control éptimo. La novedad del enfoque que proponemos estd en las condiciones
necesarias y suficientes de optimalidad obtenidas. Nosotros pensamos que para algunos
problemas este nuevo método puede ser interesante.
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