Capitulo 4

Analisis Bayesiano de sistemas de
colas con miiltiples servidores. Casos
reales y problemas de diseno 6ptimo.

En este Capitulo, se desarrolla inferencia y prediccién Bayesiana en sistemas de colas con varios servidores.
Se proponen también métodos Bayesianos para abordar problemas de disefio 6ptimo en los que el nimero de
servidores es la variable de control. El punto de partida en este Capitulo para ilustrar los modelos a estudiar
y los problemas a resolver son dos situaciones reales concretas que se ubican en un hospital geridtrico de
Londres y en un establecimiento bancario de Madrid. Para hacer mds amena la lectura de este Capitulo, se
plantean directamente los procedimientos tipicos de la estimacién Bayesiana asi como los problemas clésicos
en el disefio 6ptimo de sistemas de colas sobre los modelos a los que se pueden adaptar los dos casos reales
anteriormente mencionados, resolviéndose directamente cuestiones de interés como por ejemplo, la estimacién
del nimero de clientes presentes en el sistema o la eleccién del nimero éptimo de servidores. No obstante,
los métodos que se exponen en este Capitulo no estdn restringidos a estos ejemplos y pueden aplicarse en
otras situaciones equivalentes.

En este Capitulo, se consideran dos modelos de colas con varios servidores que permiten analizar cada
una de las dos situaciones reales consideradas. Concretamente, el sistema M/G/c/c y el sistema GI/M/c.
Siguiendo la notacién introducida en el Capitulo 1, el primer sistema de colas se caracteriza por un proceso de
llegadas de Poisson, distribucién general de servicio y ¢ servidores. Ademés, este modelo es un caso particular
de los denominados sistemas de pérdida (loss systems), que son aquellos sistemas con capacidad finita en la
ocupacién del sistema y que en este caso coincide con el nimero de servidores. Recuérdese que la capacidad
de un sistema es el niimero méximo posible de clientes en el mismo, véase la Seccién 1.1.1. Consecuentemente,
un cliente que llega a unsistema M/G/c/c y encuentra todos los servidores ocupados abandona el mismo sin
posibilidad de ser servido. El anilisis Bayesiano desarrollado para este sistema se ilustra con un conjunto de
datos reales sobre la duracién de los ingresos en un hospital geridtrico de Londres. Con objeto de estudiar
el comportamiento de la ocupacién de camas en el hospital, se considera un sistema de colas M/G/c/c
donde se identifican las camas con los servidores del sistema y la duracién de la estancia de cada uno de
los enfermos con el tiempo de servicio que recibe cada cliente en el sistema de colas. Ademds, cuando no
hay camas disponibles, no se produce una linea de espera, ya que los pacientes abandonan el hospital siendo
admitidos en otros centros hospitalarios. El otro modelo de colas a estudiar en este Capitulo es el sistema
GI/M/c que tiene capacidad infinita y por tanto, los clientes que encuentran todos los servidores ocupados
permanecen en el sistema formando una linea de espera y abandonan el mismo sélo cuando han sido servidos.
Los tiempos entre las llegadas a este sistema constituyen una sucesién de variables aleatorias independientes
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e idénticamente distribuidas segiin una distribucién general desconocida. Los tiempos de servicio son también
independientes y se distribuyen exponencialmente. La motivacién para el an4lisis Bayesiano de este sistema
es otro conjunto de datos reales recogidos en una oficina de una entidad bancaria en Madrid y que modelan
el proceso de llegadas y servicios en dicha entidad.

Ademés, en este Capitulo, se formulan para cada sistema funciones de coste que permiten abordar el
disefio del mismo y decidir, en cada caso, el mimero éptimo de servidores. Se consideran, en todos los
casos, estructuras cldsicas de coste lineal evaluadas en el estado estacionario. Es decir, las funciones de coste
dependeran linealmente de los valores esperados de las distribuciones estacionarias de las caracteristicas del
sistema de colas, o equivalentemente, dependeran del valor que tomen estas medidas por unidad de tiempo
(u.t.). Por ejemplo, las funciones de coste que se construyen en este Capitulo dependen del nimero medio de
servidores ocupados por unidad de tiempo, entre otras cantidades. Se asume, por tanto, que el problema es
de horizonte infinito, es decir, se evalia el coste en el limite, en el estado estacionario y, consecuentemente,
la funcién de objetivo representa el valor del coste medio total por unidad de tiempo. Alternativamente, se
podrian establecer otros horizontes de planificacién utilizando, por ejemplo, el criterio del ciclo, véase Lillo
(2000c), en el que se evalia el coste medio por ciclo de ocupacién y que aunque en algunos casos, confluyen
en la misma funcién de coste a optimizar, en otros varia tanto la filosoffa subyacente en el control del sistema

como la funcién de coste y por tanto, los 6ptimos.

Por otro lado, las funciones de coste que se construyen en este Capftulo pretenden establecer un equilibrio
entre los intereses del disefiador del sistema o personal encargado de decidir el nimero apropiado de servi-
dores, y los intereses de los clientes. Por este motivo, siempre se consideran dos clases diferentes de costes
en el sistema de colas. Se distinguen, por una parte, los gastos originados por la actividad desarrollada por
los servidores y que, obviamente, estdn asociados a los intereses del disefiador del sistema. En este grupo
se engloban los costes relacionados con el mimero de servidores ocupados y desocupados y con la tasa de
clientes que reciben su servicio. El otro grupo de costes representan los intereses de los clientes e incluyen
los costes originados, fundamentalmente, por la espera de los clientes y en sistemas con capacidad finita,
penalizan los clientes que no pueden recibir el servicio.

El disefio y control éptimo de sistemas de colas es un 4rea de investigacién con una literatura muy
extensa, véase una recopilacién, por ejemplo, en Kitaev y Rykov (1995). Sin embargo, como la mayorfa
de estos trabajos se enmarcan dentro del drea de Investigacién Operativa se supone, generalmente, que
no hay incertidumbre en los procesos de llegadas y de servicio, asumiéndose conocidos los pardmetros del
sistema. En la préctica, si el disefiador del sistema no conoce el verdadero valor de los pardmetros, se
enfrenta con la dificultad de encontrar una estimacién para los mismos antes de resolver el problema de
la optimizacién. En este Capitulo, se muestra c6mo la metodologia Bayesiana permite incorporar de forma
natural la incertidumbre de las estimaciones en las funciones de coste directamente.

Aunque, como ya se ha comentado, la inferencia Bayesiana en sistemas de colas es, actualmente, un drea
bastante desarrollada, muy pocos estudios se han dedicado al andlisis estadistico del disefio de estos sistemas.
En Bagchi y Cunningham (197 2), que es uno de los primeros trabajos de estimacién Bayesiana para modelos
de colas, se desarrolla un procedimiento de disefio 6ptimo que permite seleccionar la mejor tasa de servicio
y la capacidad méxima de un sistema con un Unico servidor. Armero y Bayarri (1996) examinan numerosos
criterios cuando se aborda el problema de la decisién del mimero de servidores en un sistema M/M/c y
Wiper (1998) analiza algunos de estos criterios en el modelo Er/M/c. Sin embargo, en ningin caso, se
especifica una expresién cerrada para la estructura del coste que permita tomar decisiones englobando todos
los objetivos que se hayan preestablecido y como la solucién a un problema de optimizacién. Este hecho,
motiva la construccién de una funcién de coste medio que dependa de las medidas estacionarias de interés,
como el tiempo de espera en el sistema, nimero de clientes ocupados,...

Este Capitulo est4 dividido en tfes Secciones. En la Seccién 4.1, se desarrollan métodos Bayesianos para
el andlisis y el disefio del sistema M/G/c/c. Estos procedimientos se ilustran, a lo largo de toda la Seccién,
analizando el problema de la ocupacién de camas en un hospital geridtrico. En la Seccién 4.2, se proponen
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métodos Bayesianos para estimar las caracteristicas del modelo GI/M/c y decidir el nimero éptimo de
servidores en este sistema. En este caso, los procedimientos desarrollados se aplican sobre el sistema de
colas observado en una sucursal bancaria. Estas dos primeras Secciones estdn divididas a su vez en tres
Subsecciones que incluyen, en primer lugar, la presentacién de los datos y la estimacién de las distribuciones
de interés haciendo uso de las técnicas introducidas en el Capitulo 2. En segundo lugar, la estimacién de las
caracteristicas del sistema de colas observado, y por tltimo, el disefio del mismo. Finalmente, en la Seccién
4.3, se incluyen algunos comentarios y extensiones.

4.1. Andlisis del sistema de colas M/G/c/c. Aplicaciones sobre la
ocupacién de camas en hospitales.

En esta Seccién, se proponen métodos Bayesianos para la inferencia y el disefio del sistema de colas
M/G/c/c. El anélisis de este sistema se ilustra y se motiva examinando la duracién de los ingresos hos-
pitalarios en pacientes geridtricos y resolviendo algunos problemas de gestién sanitaria. En la Subseccién
4.1.1, se describe el conjunto de datos reales disponible, que consiste en los tiempos que permanecen un
grupo de pacientes en un hospital. La distribucién general de servicio se aproxima utilizando el modelo de
mixtura MGE. En la Subseccién 4.1.2, se describen y se estiman las caracteristicas del sistema M/G/c/c.
El procedimiento desarrollado sobre este sistema de colas se ilustra estimando algunas medidas de interés
para el hospital, como la distribucién del nimero de camas ocupadas. En la Subseccién 4.1.3, se formula una
funcién de coste medio por unidad de tiempo dependiendo del niimero de servidores del sistema M/G/c/c,
que se aplica después para decidir el niimero éptimo de camas que debe ofertar el hospital.

4.1.1. Déscripcién de los datos y estimaciéon de su distribucién utilizando el
modelo MGE.

La distribucién del tiempo que permanecen los pacientes en hospitales geridtricos tiene aparentemente
un comportamiento muy complejo. Inicialmente, los enfermos suelen recibir un cuidado intensivo que, en
general, va seguido de varias etapas diferentes de tratamiento. La mayoria de los pacientes reciben el alta
tras un breve espacio de tiempo. Sin embargo, algunos enfermos deben permanecer en el hospital durante
muchos meses, incluso afios, recibiendo una atencién continuada. Este hecho provoca que la distribucién de
la duracién de la estancia en este tipo de hospitales sea muy heterogénea.

La Figura 4.1 muestra diagramas de caja de la distribucién de la duracién de los tiempos de ingreso de
1092 pacientes geridtricos en el Hospital St. George de Londres en el transcurso de 1965 hasta 1984. Los datos
son un subconjunto de los analizados en Taylor et al. (2000) y se pueden obtener en la siguiente direccién de
Internet, http://www.blackwellpublishers.co.uk/rss/. Los diagramas de caja muestran que los datos
son muy asimétricos a la derecha con un nimero muy elevado de atipicos.

Puesto que los pacientes atraviesan varias etapas de tratamiento, las distribuciones de tipo PH constituyen
modelos apropiados para describir la estancia de enfermos en el hospital ya que, como se comenté en el
Capitulo 3, estas distribuciones asumen, esencialmente, que cada observacién se puede descomponer en
diferentes fases exponenciales. Algunos autores han utilizado técnicas cldsicas para ajustar distintos modelos
de distribuciones PH a los datos del Hospital de St. George. Por ejemplo, en Harrison y Millard (1991) y
Gorenescu et al. (1999), se consideran mixturas de exponenciales y en Faddy y McClean (1999), se utiliza
el modelo de distribucién MGE aunque, en este caso, se supone que el niimero de fases es un valor fijo. Una
de las dificultades principales en estos métodos es que no estdn disefiados para enfrentarse a situaciones en
las que la dimensién del espacio paramétrico sea desconocida, como sucede con el nimero de fases de la
distribucién MGE. Sin embargo, la inferencia Bayesiana permite abordar este tipo de problemas haciendo
uso de los métodos MCMC de dimensién variable, como son las técnicas de salto reversible o los métodos
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Figura 4.1: Diagramas de caja del nimero de dfas que permanecen los enfermos en el hospital (arriba) y el
mismo diagrama para aquellos cuya estancia es inferior a 300 dfas (abajo).

BDMCMC, que se utilizaron para construir los algoritmos del Capitulo 2, y que se aplicardn también en este
Capitulo.

En esta Seccién, se opta por el modelo de distribucién MOGE entre los dos modelos de distribucién PH que
se han propuesto en esta tesis, para modelar la distribucién subyacente en el conjunto de datos considerado.
La distribucién MGE resulta aparentemente bastante adecuada ya que supone que el tiempo total que
permanece un enfermo en el hospital se descompone en una sucesién de fases exponenciales consecutivas, de
modo que, cada paciente puede abandonar el hospital en cualquiera de estas fases con cierta probabilidad,
véase la Figura 2.2. Ademds, en la Seccién 2.5 del Capitulo 2, se introdujo este copjunto de datos y se
observé que el modelo de mixtura HEr presenta, en este caso, algunos problemas de sobreajuste incluyendo
un niimero elevado de componentes en la mixtura.

La Figura 4.2 ilustra la funcién de densidad predictiva del nimero de dfas que permanece un paciente
en el hospital junto al histograma de los datos truncando en los valores inferiores a 300 dias. La funcién de
densidad estimada se obtiene utilizando el algoritmo RIMGE propuesto en el Capitulo 2, donde se describe
detalladamente el procedimiento de estimacién, véase la Figura 2.13 en la Seccién 2.5, en la que se compara
esta densidad estimada con la obtenida con el método de Faddy y McClean (1999). La estimacién del nimero
medio de dias que permanece un paciente en el hospital resulta ser aproximadamente igual a 37.3 dias.

La Tabla 4.1 muestra algunos de los cuantiles de la distribucién estimada que permiten examinar su com-
portamiento por encima de los 300 dfas. Se puede observar que la distribucién presenta una cola asimétrica
pesada a la derecha. Por ejemplo, nétese que, aunque la mitad de los pacientes reciben el alta antes de 20
dfas, el 3% de los pacientes permanece més de 5 meses en el hospital. Ademés, aunque la probabilidad de
que el tiempo de ingreso sea de uno o méas afios es pequefia, es importante considerarla a la hora de planificar
el disefio del hospital, como se verd en la Seccién 4.1.3.

Con el fin de estimar algunas medidas de interés en el hospital, en la siguiente Subseccién, se asocia el
conjunto de observaciones sobre los ingresos hospitalarios que acaba de analizarse con una muestra de datos
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Figura 4.2: Funcién de densidad estimada del tiempo de permanencia- de los pacientes en el hospital e
histograma de los datos truncando en valores inferiores a 300 dfas.

Orden | 025 050 0.75 0.8 0.9 0.95 0.97 0.98 0.99 0.995 .999
Cuantil | 10.27 19.55 37.38 44,55 72.75 110.55 151.35 221.40 536.22 1200.47 1900.21

Tabla 4.1: Algunos cuantiles de la distribucién del nimero de dias que permanecen los enfermos en el hospital.

de tiempos de servicio en un sistema de colas cuyos servidores se corresponden con las camas del hospital.
Lamentablemente, no se dispone de informacién real sobre las llegadas de los pacientes al Hospital de St.
George, pero se describird como desarrollar inferencia Bayesiana suponiendo que se tiene no sélo una muestra
de la distribucién a posteriori de los pardmetros del tiempo de servicio, sino también informacién sobre la
distribucién a posteriori de los pardmetros que definen el proceso de llegadas al sistema.

4.1.2. Sistema M/G/c/c y estimacién de sus caracteristicas.

En esta Subseccién, se desarrolla inferencia y prediccién Bayesiana en el modelo de colas M/G/c/c. A
continuacién, se utilizan los procedimientos propuestos, junto con los resultados de la Subseccién anterior,
para obtener estimaciones de diferentes medidas de interés en el centro hospitalario. Para ello, se considera,
en particular, el sistema de colas M/MGE/c/c, en el que el tiempo de servicio se asocia con el nimero de
dias que permanece cada paciente en el hospital y los ¢ servidores del sistema con las ¢ camas que oferta el

hospital.

4.1.2.1. Propiedades e inferencia Bayesiana para el sistemma M/G/c/c.

Se considera un sistema de colas M/G/c/c con pardmetros conocidos, 8 ={),8,}, donde X es la tasa del
proceso de llegadas Poisson y 8, representa los pardmetros de la distribucién general de servicio. Tal como
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se indicé al principio de este Capitulo, este sistema tiene capacidad finita e igual al mimero de servidores,
c. Con estas condiciones, como se indicé en (1.18), la distribucién estacionaria del mimero de servidores
ocupados, Ny, viene dada por, véase, por ejemplo, Tijms (1990),

7 L] '
VAL S S (4.1)

P (Nb = n) = )
>, P/k!
k=0
donde p es la intensidad de tréfico, véase (1.5),
p=AE[S|6,] (4.2)

y donde S es la variable aleatoria que representa el tiempo de servicio en el sistema. Es importante puntualizar
que, en sistemas con capacidad finita, la ergodicidad est4 siempre asegurada, véase, por ejemplo, Kleinrock
(1975) y Lillo (2000e) con condiciones muy suaves, sobre los soportes de las distribuciones entre llegadas y
de servicio. Por tanto, no es necesario que los pardmetros del sistema verifiquen la condicién de equilibrio
propia de los sistemas con capacidad infinita, p < ¢, para que existan las distribuciones estacionarias.
Consecuentemente, se puede calcular la distribucién de Ns, (4.1), sea cual sea el valor de la intensidad de
trafico, p, (4.2), aunque, evidentemente, si p es mucho mayor que ¢, la probabilidad de que todos los servidores
estén ocupados serd muy préxima a uno. Por otro lado, se puede comprobar facilmente, que la intensidad
de trafico, p, coincide con el nimero medio de llegadas durante un periodo de servicio. Esta caracteristica se
verifica en cualquier modelo de colas con proceso de llegadas Poisson y por eso, en estos casos, la intensidad
de tréfico, p, recibe el nombre de carga ofrecida por el sistema (offered load). Obsérvese también que (4.1)
es una distribucién de Poisson de pardmetro p truncada en el intervalo [0, c|. En particular, la probabilidad
de que un cliente encuentre todos los servidores ocupados (blocking probability) es,

Blep) = 2L (43)

c .

Y pF/K!
k=0

Esta expresién se conoce como la férmula de Frlang B (Erlang’s loss formula ) v equivale a la proporcién
de clientes que no pueden incorporarse al sistema porque todos los servidores estan ocupados. Ademds, el
ntimero medio de servidores ocupados resulta ser igual a, véase, por ejemplo, Tijms (1990),

E[N,) = p[L - B(e,p)]. (4.4)

Para obtener expresiones explicitas de estas cantidades, se puede aproximar la distribucién general de
servicio del sistema M/G/c/c con el modelo de mixtura MGE de parémetros, véase (2.4),

Bu = {L’P = (P11"',PL) TH = (/"’17 "‘1“L)}a
y considerar el sistema M/MGE/c/c. En este caso, la carga ofrecida dada en (4.2) es, véase (3.15),
L1 r--1
p=2 Y — (1-TiR). (45)
r=1 p"r
Alternativamente, se puede aproximar la distribucién general de servicio con una mixtura HEr de pardmetros,

véase (2.1),
0# = {k,W =(w11"')wk) N o :(/‘le"'hu‘k) 14 :(l/h""Vk)} »

y considerar entonces el sistema M/ HEr/c/c cuya carga ofrecida es, véase (3.13),

p=A> —. (4.6)
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Teniendo como datos las observaciones del proceso de servicio, s, y de llegadas, t, a un sistema M/G/c/c, se
pueden estimar las caracteristicas que se acaban de describir utilizando una muestra MCMC de la distribucién
a posteriori de los pardmetros del sistema, {}, 8, }. Se puede seguir un procedimiento anélogo al utilizado en
la Seccién 3.3.2 para estimar las propiedades del modelo de colas M/G/1. Por ejemplo, si se ha aproximado
la distribucién general de servicio con una mixtura MGE, se obtiene una estimacién de la carga ofrecida por
el sistema calculando la media de los valores de (4.5) para el conjunto de valores de la muestra MCMC, es

decir,
L&

Elplt, s]~—2,\<ﬂ>z—(1—§7 1P<J) (4.7)

donde J es el tamafio de la muestra MCMC. Anélogamente, se puede obtener una estimacién para p si se
aproxima la distribucién general de servicio con una mixtura HEr.

Como se ha comentado anteriormente, en el sistema M/G/c/c, la ergodicidad estd siempre asegurada
y no es necesario asumir una condicién de equilibrio para estimar las distribuciones estacionarias. Conse-
cuentemente, en este caso, no es tan relevante estimar la probabilidad, P (p < c| t,s), aunque puede ser
una medida interesante de la congestién del sistema. Una aproximacién de esta probabilidad se obtiene,
andlogamente a (3.31), evaluando, para cada valor del nimero de servidores, c, la proporcién de valores de
la muestra MCMC que verifican p < c.

Para un determinado valor del nimero de servidores, ¢, la probabilidad predictiva de que existan n clientes
ocupados se puede estimar con,

i J

J

P/

P(Ny=n|t,s)= - ,
=1 gpé“j)/k!

(4.8)

donde p;y es la carga ofrec1da por el sistema para cada valor de los pardmetros de la muestra MCMC.
Obsérvese que, en este caso, se considera la muestra completa de tamafio J de la distribucién a posteriori
de los pardmetros del sistema y no se restringe la muestra a los valores que verifiquen una condicién de
equilibrio, como era necesario, por ejemplo, en (4.8).

4.1.2.2. Modelo de colas M/MGE/c/c para la ocupacién de camas en el hospital.

En este apartado, se considera un sistema de colas M/MGE/c/c para analizar la ocupacién de camas
en el Hospital de St. George. Se utilizan los resultados que se acaban de describir en la Seccién anterior
y la muestra MCMC obtenida en la Seccién 4.1.1, donde se consideré la mixtura MGE para aproximar la
distribucién general del tiempo de ingreso en el hospital. Lamentablemente, no se dispone de informacién real
sobre las llegadas de los pacientes al Hospital de St. George. Por tanto, no es posible generar una muestra
de la distribucién a posteriori de la tasa A del proceso de Poisson con el que se ha asumido que se producen
las llegadas al centro hospitalario. Asi que, por simplicidad, se supone, en esta situacién, que X es conocida.

Si se supone, por ejemplo, que A = 1.5, lo que equivale aproximadamente a los valores utilizados en
Gorenescu et al. (1999), la estimacién del mimero medio de pacientes que llegan durante un ingreso medio,
obtenida a partir de (4.7), es E [p | t,s] = 55.95 pacientes. Obsérvese que esta estimacién se obtiene mul-
tiplicando el valor de A por el mimero medio de dias en el hospital, obtenido en la Seccién 4.1.1, que es
aproximadamente igual a 37.3 dias.

La Figura 4.3 muestra la estimacién de la distribucién del nimero de camas ocupadas, IV, utilizando
(4.8), para los datos del Hospital de St. George, considerando varios valores para el nimero de servidores o
camas, c. Obsérvese que a medida que aumenta el niimero de camas en el hospital, la distribucién estimada
es més simétrica ya que, cuando ¢ es mucho més grande que p, la distribucién de N, dada en (4.1), se
aproxima a una Poisson de pardmetro p.
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Figura 4.3: Estimacién de la probabilidad de que haya n camas ocupadas, P (N, = n | datos) , para distintos
valores del niimero de camas, c, en el hospital. Se representa con un asterisco la probabilidad de que todas

las camas estén ocupadas.

La Tabla 4.2 muestra la estimacién de la probabilidad de que todas las camas estén ocupadas, B(c, p),
para varios valores del nimero de camas en el hospital. Estas probabilidades se han indicado también en
la Figura 4.3 con un asterisco. Como era de esperar, esta probabilidad disminuye a medida que aumenta el
nimero de camas, c¢. Obsérvese ademds que las estimaciones de B (c, p) equivalen a la proporcién de pacientes
que no pueden ingresar en el hospital debido a la insuficiencia de camas. La Tabla 4.2 muestra también las
estimaciones del mimero medio de camas ocupadas en cada caso.

c 10 40 60 80
Blc.p|s,t) | 08240 03188 0.06079 46873 x 10~
E[Ny|s,t] | 9.7654 37.8452 51.443 55.0144

Tabla 4.2: Estimaciones de la probabilidad de bloqueo, B (¢, p) , que representa la probabilidad de gque todas

las camas estén ocupadas.

4.1.3. Funcién de coste y diseno éptimo del modelo.

El objetivo, en esta Subseccién, es resolver el problema de la decisi6n del mimero 6ptimo servidores en
el sistema M/G/c/c, que se aplicard més adelante en el disefio hospital. Para ello, se formula una funcién de
coste con las caracteristicas indicadas al principio de este Capitulo. Es decir, una estructura de coste lineal,
definido en el estado estacionario y que depende de las caracteristicas del sistema evaluadas por término
medio y por unidad de tiempo. Una vez que se formula la funcién de coste y dadas las observaciones del
proceso de llegadas y de servicio, se puede estimar el coste medio por unidad de tiempo utilizando las muestras
MCMC de la distribucién a posteriori de los pardmetros del sistema. Muchas de las medidas introducidas
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en la Seccién 4.1.2.1 intervienen en las funciones de coste que se formulan a continuacién y por tanto, los
procedimientos de estimacién alli descritos se utilizardn en esta Seccién para estimar el coste medio por
unidad de tiempo.

En concreto, se consideran cuatro costes posibles. En primer lugar, se supone un coste, 3, por servidor
ocupado por u.t. La distribucién estacionaria del mimero de servidores ocupados, Ny, viene dada por (4.1)
y su valor medio por (4.4). Por tanto, el coste medio por u.t. causado por los clientes ocupados es,

o F [Np) = rpE [No] = o {p[1 = B (c,p)]}- (4.9)

En segundo lugar, se supone un coste, 7, por cada servidor que permanece vacio por u.t. El mimero de
servidores vacios, N., es igual al niimero total de servidores, ¢, menos el nimero de servidores ocupados, V.
Entonces, el coste medio por u.t. originado por los servidores desocupados es,

reE [N} =re{c— E[NpJ} =r.{c—p[l - B(c,0)]} (4.10)

En tercer lugar, se asume un coste, ry, por cliente servido. Nétese que, generalmente, el valor de 7,
ser4 negativo para reflejar un beneficio. El mimero de clientes servidos por u.t., N;, es igual al mimero de
servidores ocupados por el nimero clientes que atiende cada uno de estos serv1dor&s por u.t. Puesto que la
tasa de clientes que atiende un servidor ocupado es la inversa del tiempo medio de servicio, E [S | 6 u]_ el
coste o beneficio por cliente servido es igual a,

rE[N,] = ]—5—@%]} =7, {"—EE‘[SB,—(G]’)”} =r (A1- B0} (4.11)

Obsérvese que el nimero medio de clientes servidos por u.t., £ [INy], es igual a la tasa de llegadas, A, por la
proporcién de clientes que pueden ser atendidos, [1 — B (c, p)] .

Por 1ltimo, se considera un coste, 7, por cada cliente que no puede ingresar en el sistema porque todos
los servidores est4n ocupados. El nimero de clientes que no pueden ser atendidos por u.t., NV, es igual al
nimero de clientes que llegan en una unidad de tiempo por la probabilidad de no ser adrmtldo, que viene
dada por la Férmula de Erlang, B (c,p). Por tanto, la demanda media perdida es, E[N}] = AB(c,p) y el
coste medio por u.t. originado por la demanda pérdida viene dado por,

rE[N]=r{\B(c,p)}- (4.12)
Obsérvese que de los ) clientes que llegan por término medio por u.t., A[l — B (c p)] clientes son atendldos,

véase (4.11), y AB (c, p) se pierden, véase (4.12).

Combinando estos costes, se puede formular una funcién de coste medio por unidad de tiempo dependiente
del mimero de servidores, c,

g(c) = 1oE[No) +1eE [N, +rE[N,]+ rE[N]
= n{p[l-B(ep)}+re{c—pl = B(c,pl} +7rs {M1=B(c,p)]} + 7 {AB (c,p)}
= A+ (ro—7e)p+rec+ {{re —m) p+ (1 —7s) A} B(c, p) (4.13)

Cuando se formula una funcién de coste es importante analizar si existe un tinico minimo, o si al menos, se
puede averiguar cudntos minimos existen y su localizacién, lo cual es posible, en el caso discreto, mediante un
procedimiento de optimizacién monétono, véase Lillo (2000a) y Bell (1971). Este procedimiento consiste en
examinar la funcién discreta de interés, g (c), y encontrar un valor cg, donde g (co + 1) —g(co) > 0, y tal que,
g(c+1) — g(c) > 0 para todo ¢ > cp. Esta propiedad permite asegurar que existe un punto, ¢o, a partir del
~ cual no es posible encontrar un minimo y, en ese caso, los valores anteriores a g (co) pueden ser examinados
‘ puesto que constituyen un conjunto finito de elementos. Este procedimiento se puede aplicar sobre la funcién
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de coste dada en (4.13) si 7. > 0 ya que, cuando ¢ tiende a infinito, la férmula de Erlang, B (c, p), (4.3), se
aproxima a cero y por tanto, la funcién dada en (4.13) tenderd a una recta de pendiente 7. > 0, en la que
claramente se puede determinar un punto que verifique las condiciones mencionadas anteriormente.

Ademés, si 7, > 0, una condicién suficiente para que la funcién de coste dada en (4.13) tenga un tnico
minimo (o dos minimos iguales y consecutivos) es que el coste por servidor vacio sea mayor que el coste
por servidor ocupado, Te > Tb, ¥ qué el coste por cliente perdido sea mayor que el coste por cliente servido,
r; > 75, lo cual resulta bastante natural. Para comprobarlo, se puede construir una funcién de variable
real que sea continua, convexa, monétona y que tome los mismos valores que (4.13) en los valores positivos
enteros. Para ello, basta con reemplazar en (4.13) la Férmula de Erlang, B (c, p), por su versién continua

que es,
le o)
B(z,p) = {p/ e""(1+t)“"dt}
0

puesto que esta funcién es también convexa, véase Jagers y Van~ Doorn (1986).

-1

Una vez que se ha formulado una funcién de coste, el paso siguiente es estimar esta funcién utilizando los
datos que se tienen del proceso de llegadas y de servicio, {t,s}. Dados unos costes fijos, se puede aproximar la
funcién de coste medio, (4.13), como se hace habitualmente, utilizando la muestra MCMC de la distribucién
a posteriori de los pardmetros del sistema,

S

glc|t,s)=~

J .
Y g9 (9,
=1

donde gt (c) es el coste medio, (4.13), evaluado para cada valor de los pardmetros de la muestra. Una medida
del error de estas estimaciones es la varianza del coste predictivo, que se obtiene calculando, para cada valor de
¢, la varianza de los valores { g(] ) (¢); 3=1,...,d } Anélogamente, se pueden construir intervalos predictivos

para el coste calculando los cuantiles de { gt (©;1=1.,J } para cada c.

4.1.3.1. Optimizacién del nimero de camas en el hospital.

Se ilustra a continuacién el anélisis del coste descrito anteriormente examinando el nimero 6ptimo de
camas en el Hospital de St. George. Se tiene en cuenta los costes originados por las camas desocupadas, por
Ja demanda perdida y por los distintos tipos de pacientes en el hospital. No se consideran costes ni beneficios
por los pacientes atendidos, es decir, s = 0. Las unidades de tiempo que se consideran son dias puesto que
las duraciones de los tiempos de ingreso se han medido en mimero de dias en el hospital geriédtrico.

De este modo, se asume un coste, T, por cada cama que permanece vacia al dia y un coste, r; > 0, por
cada paciente que no puede ingresar en el hospital porque no hay camas suficientes. Para cuantificar el coste,
7y, por cada paciente en el hospital al dfa, se requiere un poco mas de cuidado puesto que, como se observé
en la Seccién 4.1.1, la distribucién de los tiempos de ingreso no es homogénea. Se asumen entornces diferentes
costes segun la duracién del periodo de ingreso de cada paciente. Concretamente, se suponen tres tipos de
costes diferentes, rg,7a ¥ TL, Dara estancias cortas en el hospital (S), estancias de duracién media (M) y
estancias largas (L), respectivamente. En la préctica, el primer caso corresponde, por ejemplo, a pacientes que
ingresan por motivos urgentes necesitando tratamientos costosos, como, por ejemplo, operaciones quirirjicas,
y abandonan el hospital en un periodo de tiempo relativamente corto, mientras que, el dltimo caso, puede
corresponder a pacientes de salud frégil que permanecen largos periodos de tiempo en el hospital pero sin
necesidad de un tratamiento intensivo. Entonces, utilizando la estimacién de la densidad del tiempo en el
hospital, obtenida en la Secci6én 4.1.1, se puede calcular facilmente la proporcién de pacientes que pertenecen
a cada clase, ps,py ¥ PL. Teniendo en cuenta (4.4), se tiene que el mimero medio de camas ocupadas por
cada tipo de paciente viene dada por px £ [Ny] = pep [l — B (c,p)]; con k = S, M o L. Y por tanto, el coste
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Figura 4.4: Coste medio en funcién del nimero de camas y su intervalo predictivo al 80%.

céptimo  g(c) dt.(g(c))

A=1 38 174.26 15.22
A=15 57 259.31 23.28
A=2 75 344.08 31.37

Tabla 4.3: Nimero éptimo de camas para diferentes tasas de llegadas al sistema.

medio al dia por camas ocupadas es,
rE [No] =y {p[1 = B(c, )} (4.14)

~ donde Ty =7T8Ps +TMmMPyM +TLPL.

La Figura 4.4 ilustra con linea continua la estimacién de la funcién de coste medio y, con linea discontinua,
un intervalo predictivo al 80 %, donde se han asumido los costes siguientes: r. = 1,7 = 200,75 = 4,7y =2
y rr, = 5 unidades. Obsérvese que los valores para r. y 7; son iguales a los considerados en Gorenescu et al.
(1999). Como se puede observar, la estimacién del mimero éptimo de camas resulta igual a 57 con un coste
minimo de 259.31 unidades. Sin embargo, la variacién méxima de la estimacién se obtiene cerca del minimo,
en concreto, cuando el nimero de camas es ¢ = 58, y la amplitud del intervalo predictivo es mayor en el
rango (55, 60].

Es importante también analizar la sensibilidad de estos resultados con respecto a diferentes tasa de
llegadas de los pacientes. La Tabla 4.3 muestra el nimero éptimo de camas para distintos valores de la tasa
de llegadas. Como se puede observar, el valor éptimo de ¢ aumenta cuando crece A asi como el valor del coste
medio estimado y su varianza. Se puede afirmar que existe un grado de sensibilidad considerable con respecto
a la eleccién de X lo cual es predecible porque al aumentar A automdticamente aumenta la intensidad de
trafico, p, que influye directamente en todas las medidas implicadas en el coste.

Como se coment6 en la Seccién 2.5.2.1 del Capitulo 2, la distribucién predictiva de la duracién de los
ingresos hospitalarios no es sensible a la eleccién de la distribucién a priori del nimero de fases, L, del modelo



94 CAPITULO 4. ANALISIS Y DISENO DE SISTEMAS CON MULTIPLES SERVIDORES.

MGCE. Este mismo fenémeno se ha observado en la practica en la funcién de coste predictiva y en el valor
del mimero 6ptimo de camas que o se ven influenciados por la distribucién a priori de L. Obsérvese que
una extensién de este andlisis podria consistir en examinar la sensibilidad a las elecciones de los valores de

los costes, 7,71, €tc.

4.2. Andalisis del sistema GI/M/c. Aplicaciones sobre el diseno de
establecimientos bancarios.

A partir de esta Seccién el interés se centra en el modelo de colas GI/M/c, en el cual, a diferencia del ante-
rior, se permite un nimero ilimitado de clientes en la cola de espera. Se describe un procedimiento Bayesiano
para la estimacién de las caracteristicas de este sistema y el disefio 6ptimo del mismo. El anélisis Bayesiano
desarrollado en esta Seccién se motiva con un conjunto de observaciones reales tomadas en una oficina de
una determinada entidad bancaria en Madrid, donde se generan lineas de espera cuyo comportamiento puede
analizarse mediante el modelo GI/M/c. En la Subseccién 4.2.1, se describe el conjunto de datos reales proce-
dentes del proceso de llegadas y de servicio en el citado establecimiento bancario y se utilizan los métodos
de estimacién de densidades propuestos en el Capitulo 2 para estimar las distribuciones de interés. En la
Seccién 4.2.1, se describen las propiedades del sistema GI/M/c y se proponen métodos Bayesianos para su
estimacién que se aplican sobre el conjunto de datos introducidos previamente. De este modo, se estiman
algunas medidas como la distribucién del tiempo de espera en la cola de la sucursal bancaria segin el nimero
de servidores. Finalmente, en la Seccién 4.2.3, se proponen distintas funciones de coste que permiten abordar
el problema del disefio de un sistema GI/M/c asi como introducir problemas de optimizacién. Se obtienen
también estimaciones de estas funciones que se utilizan para decidir el nimero 6ptimo de servidores en el

banco local referido anteriormente.

4.2.1. Descripcién de los datos y estimacién de su distribucién utilizando el
modelo HEr.

Un grupo de estudiantes de Ingenieria Informatica de la Universidad Carlos 111 de Madrid elaboré, en las
précticas de la asignatura de Investigacién Operativa, un proyecto en el que se analizaba el comportamiento
de un banco local en Madrid. Para ello, se utilizaron modelos de colas Markovianos y métodos de estimacién
clésica de densidades. En esta Seccién, se considera este mismo conjunto de datos y se aplican los métodos
de estimacién propuestos en el Capitulo 2 para aproximar las distribuciones del tiempo de servicio y del
tiempo entre llegadas a la sucursal bancaria.

Se observan los tiempos entre las llegadas de 98 clientes as{ como sus tiempos de servicio en el periodo de
tiempo transcurrido entre las 10:00 y las 11:30 de la mafiana durante tres dias. El tiempo medio de servicio
es aproximadamente igual a 275.16 segundos. Con cualquiera de los métodos de estimacién Bayesiana de
densidades propuestos en el Capitulo 2, se predice una distribucién exponencial para el tiempo de servicio
del sistema. Concretamente, utilizando el algoritmo RJHEr, se obtiene que la probabilidad a posteriori de
que los datos de servicio, s, se distribuyan exponencialmente es, P(v =1,k=1 | s) = 0.998, véase (2.31),
y si se utiliza el algoritmo RIMGE, la probabilidad a posteriori de que el tiempo de servicio sea exponencial
es, P(L=1]s) = 0.989, véase (2.34). Por tanto, se asume que el tiempo de servicio en el establecimiento
bancario es exponencial y se utilizan los procedimientos de inferencia de la Seccién 1.4.2.3 para distribuciones
exponenciales. Procediendo de este modo, se considera una distribucién a priori no informativa para la
tasa de servicio, p, dada en (1.21) con a y b iguales a cero y entonces, la distribucién a posteriori es
| s~ G(98,26965.6).

A continuacién, se selecciona una clase de distribuciones para ajustar una distribucién adecuada al
conjunto de observaciones de tiempos entre llegadas al establecimiento bancario, . La Figura 4.5 muestra un
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Figura 4.5: Histograma de los datos de tiempos entre llegas al establecimiento bancario y funcién de densidad
estimada.

histograma de las 98 observaciones. Como su distribucién no parece unimodal, siguiendo las indicaciones de
la Seccién 2.2.3, se escoge el modelo de mixtura HEr que permite captar este comportamiento sin necesidad
de utilizar un nimero elevado de pardmetros. En la Figura 4.5, se muestra también la funcién de densidad
estimada obtenida mediante (2.29) a partir del algoritmo RJHEr, desarrollado en la Seccién 2.4.1.1. Ninguno
de los tiempos entre las llegadas al sistema es superior a 2 minutos y la funcién de densidad predictiva tiene,
como el histograma, un aspecto bimodal. De hecho, la distribucién a posteriori de que haya 2 componentes
en la mixtura de Erlangs es muy elevada, P (k = 2| t) =~ 0.958.

4.2.2. Sistema GI/M/c y estimacién de sus caracteristicas.

Teniendo en cuenta los resultados de la Subseccién anterior, un modelo de colas apropiado para describir el
comportamiento observado en el establecimiento bancario es el sistema HEr/M/c, con c servidores, capacidad
infinita, distribucién de servicio exponencial y distribucién HEr para el tiempo entre las llegadas al sistema.
En esta Subseccién, se describe cémo estimar las caracteristicas de un sistema GI/M/c aproximando la
distribucién general del tiempo entre llegadas con las mixturas HEr y MGE, es decir, considerando los
sistemas HEr/M/c y MGE/M/c. En primer lugar, se describen las propiedades del sistema GI/M/c y a
continuacién, se proponen métodos Bayesianos para su estimacién. Por tltimo, se aplica el procedimiento
descrito sobre el conjunto de datos observados en la sucursal bancaria.

4.2.2.1. Caracteristicas del sistema GI/M/c.
Se supone, en este apartado, un sistema de colas GI/M/c con pardmetros conocidos, § = {62, 1}, donde

6 representa el conjunto de pardmetros de la distribucién general del tiempo entre llegadas y u es la tasa de
servicio. Se asume también que se verifica la condicién de equilibrio, es decir, p < ¢, donde p es la intensidad
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de trafico dada por, véase (1.5),
p=(REIA|6:)7

y donde A es la variable aleatoria que representa el tiempo entre las llegadas al sistema.

Un resultado muy conocido, véase Kleinrock (1975), es que en sistemas de colas con proceso de llegadas
que no es Markoviano la distribucién del mimero. de clientes, N*, que encuentra un cliente que llega al
sistema es distinta de la distribucién del mimero de clientes, N, que encuentra un cliente que llega en un
instante aleatorio, véanse los comentarios y resultados relativos al sistema GI/M/1 en la Subseccién 1.3.1
del Capitulo 1. En particular, para el sistema de colas GI/M/c, la distribucién estacionaria del nimero de
clientes en el sistema en los instantes de llegada tiene la expresién siguiente, véase Allen (1990),

e (=)™ (7) U paran=0,1,..,c— 2, (4.15)

™

P(N*:"le):{ Do™* n2c—1

donde o es la tnica raiz en el intervalo (0,1) de la ecuacidn,
o= f3(n(1-0), (4.16)

y 3 es la transformada de Laplace-Stieljes, definida en (1.16), de la distribucién del tiempo entre llegadas y

C c
U, = DCn 3 cm%n_)gm) °§E{_9;"))_‘,;“, paran=0,1,.,c—1, (4.17)
m=n+1
gm = fa(my), param=1,...,¢,
C 1 sim=0,
"o | (TEZT) sim=1,2,..¢,
___1 S (;1) c(l=gm)—m -t

Obsérvese que en el caso particular en el que haya un tnico servidor, la distribucién de N* es geométrica
con pardmetro o.

La distribucién estacionaria del mimero de clientes que encuentra una llegada aleatoria, N, depende de
la distribucién de N* y viene dada por, véase Allen (1990),

l—p—ch;;}P(N*=j—1|9) (-}-—%) para n =0,

P(N=n|0)= £p(N*=n-1|6) paran=1,..,c—1, (4.18)
pP(N*=n-1|0) para n > c.

Para aproximar la distribucién general del tiempo entre llegadas, se puede considerar el modelo de mixtura
HEr con parédmetros 8 = {k,w,\, v}, véase (2.1). Obsérvese que las tasas de las fases de la distribucién
HEr se han denotado con A, en lugar de y,. por tratarse del tiempo entre llegadas. Entonces, se pueden
calcular las distribuciones de N* y de N para el sistema HEr/M/c teniendo en cuenta que la transformada
de Laplace de la distribucién HEr viene dada por,

k 7D vr
firen ()= 2w (15
Alternativamente, se puede considerar la mixtura MGE de modo que se aproxime el sistema GI /M/c con el
sistema MGE/M/c. En ese caso, para obtener las distribuciones estacionarias, hay que tener en cuenta que
la transformada de Laplace de la distribucién MGE viene dada por, '

L T

fuce(s)= ZPTH(f_:_—Sji

r=1 =1
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donde 8, = {L,P,\} son los pardmetros de la mixtura MGE, véase (2.4). Tanto en el sistema HEr/M/c
como en el sistema MGE/M/c, es f4cil aproximar la raiz o, dada en (4.16), utilizando el método de Newton-
Raphson o un procedimiento similar.

Otra medida importante que interesa, fundamentalmente, a los clientes que llegan al sistema, es el tiem-
po que tienen que permanecer esperando en cola. Dados los pardmetros del sistema, 8, la distribucién
estacionaria del tiempo de espera en cola, W, es proporcional a una distribucién exponencial y toma un
valor no negativo, P (W = 0), en el origen. La funcién de distribucién viene dada por, véase Allen (1990),

Fw(z|0)=1—P(W >0)exp{—cu(l—0)z}, z >0, (4.19)

donde,
P(W>0]6)= I?_cr (4.20)

y donde o y D vienen dados en (4.16) and (4.17), respectivamente.

4.2.2.2. Inferencia y prediccién Bayesiana en el sistemma GI/M/c.

Se describe a continuacién cémo desarrollar inferencia Bayesiana en el sistemas de colas GI/M/c a partir
de una muestra de datos de tiempos de servicio, s, y de tiempos entre llegadas, t. Se supone que se han
utilizado una de las distribuciones HEr 6 MGE para aproximar la distribucién general del tiempo entre
llegadas, A, y que se ha obtenido una muestra MCMC de tamafio J de la distribucién a posteriori de 8,
a partir de los algoritmos introducidos en el Capitulo 2 y otra muestra de la distribucién a posteriori de p
generando valores de la distribucién gamma dada en 1.21. Puesto que el modelo de colas considerado tiene
capacidad infinita, es importante examinar si en el sistema observado se verifica la condicién de equilibrio para
cerciorarse de que existen las distribuciones estacionarias de las cantidades de interés. Para un determinado
valor del nimero de servidores, ¢, se puede estimar la probabilidad de que haya equilibrio en el sistema
andlogamente a como se describi6 en el Capitulo 3, véase (3.31), es decir,

1 .
P(p<c|t,s)z7#{p(7)<c}, (4.21)

donde,
) = (,N)E [A | 9‘;’] ) - (4.22)

y {Bf\j ) , 1) } 5‘7=1 son una coleccién de pares de las muestras MCMC obtenidas. El valor de la media a posteriori

del tiempo entre llegadas, E[A | 95\”], se obtiene utilizando (3.28) y (3.29), para las distribuciones HEr y
MGE, respectivamente. Si, para un nimero determinado de servidores, ¢, la probabilidad dada en (4.21)
es lo suficientemente grande (normalmente, mayor que 0.8), resulta razonable considerar que el sistema es
estable y se pueden estimar las distribuciones estacionarias, siguiendo el mismo procedimiento del Capitulo
3 para sistemas con un tinico servidor. Por ejemplo, si se pretende decidir un nimero apropiado de servidores
para el sistema, es recomendable considerar valores de ¢ tales que la probabilidad dada en (4.21 ) sea lo
suficientemente elevada como para asegurar el equilibrio del sistema. Concretamente, en la Seccién siguiente,
las funciones de coste que se construyen toman valores a partir de un minimo que garantiza el equilibrio con
alta probabilidad.

Suponiendo que existe equilibrio, se pueden aproximar las distribuciones predictivas de N* y de N,
calculando las medias de las probabilidades dadas en (4.15) y en (4.18), respectivamente, para los valores de
la muestra MCMC que verifican la condicién de equilibrio. Por ejemplo, la distribucién predictiva de N se
puede aproximar mediante,

1 T
P(N:n]t,s,p<c)z-ﬁ Z P(N=n|9&7),,u(3)) (4.23)

Fipld<e
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donde R = # {p(j) < c} . Obsérvese que, para obtener esta estimacién, la ecuacién dada en (4.16) tiene

que resolverse para cada valor de los pardmetros (9()\9')’ 149)) de la coleccién de pares de la muestra MCMC.
Ademds, se pueden aproximar otras distribuciones estacionarias en el sistema GI/ M/c. Por ejemplo, la
distribucién del nimero de servidores ocupados se puede estimar f4cilmente teniendo en cuenta que depende
del nimero de clientes en el sistema. Nuevamente, es necesario distinguir entre el nimero de servidores
ocupados que encuentra un cliente que llega, Ny, y el nimero de servidores ocupados que encuentra una
llegada aleatoria, Nj,. Obsérvese que el nimero de servidores ocupados es igual al nimero de clientes en el
sistema si el nimero de clientes es menor o igual que el de servidores. Y es igual a ¢ si hay més clientes que
servidores. Consecuentemente, las distribuciones predictivas de N y de Ny se pueden estimar a partir de las
distribuciones predictivas de N* y de N, respectivamente. Por ejemplo, la distribucién de N se aproxima a
partir de (4.23) del modo siguiente,

P(N=n]t,s,p<c) sin<c

P(Ny=n|t,s c) = ' . ’ 4.24
(Np=nt,s,p<c) {P(NZc|t,s,p<c) sin=c (4.24)
Obsérvese que 1o es necesario que el sistema sea estable para que existan las distribuciones estacionarias de
Ny y de Ny ya que no pueden tomar valores por encima de c. Consecuentemente, no es necesario asumir
equilibrio para estimar sus distribuciones predictivas. Por ejemplo, se puede estimar la distribucién predictiva

de Np sin condicionar a p < ¢ teniendo en cuenta que,
P(Nb:nIt,s)=P(p<c|t,s)P(Nb=n|t,s,p<c)+P(p2clt,s)P(sznlt,s,pZC)

y que, si no hay equilibrio, el nimero de servidores ocupados es ¢ con probabilidad uno.

Del mismo modo, se puede estimar la distribucién predictiva del mimero de clientes que encuentra es-
perando en cola un cliente que llega, Ng, ¥y también, el mimero de clientes en cola que encuentra una llegada
aleatoria, Ny, utilizando la distribucién predictiva del mimero de clientes presentes en el sistema dada en
(4.23),

P(N <clt,s,p<c) sin=0,
P(Ng=n]tsp<c)= { P(N=c+n|t,s,p<c) sin21l (4.25)

Por 1ltimo, se puede estimar la distribucién predictiva del tiempo de espera en cola utilizando la siguiente
aproximacion,
1 G G
Fw(zltsp<d== > Fw (z165,19) (4.26)

jipldl <e

donde, al igual que antes, R = # {p(j) < c} .

El mismo problema con la no existencia de momentos que se indicé en los Capitulos 1y 2 aparece también
en este contexto. Con las condiciones a priori que se han considerado, los momentos de las distribuciones
predictivas de N*, de N y de W no existen para el sistema GI/M/c. Para comprobarlo basta con gener-
alizar los argumentos de Wiper (1998), desarrollados para el sistema GI/M/1, y observar que si se asumen
distribuciones a priori independientes para los pardmetros de la distribucién del tiempo de servicio y del
tiempo entre llegadas a un sistema GI/M/c y su funcién de densidad conjunta es continua y positiva en
p = c, las distribuciones dadas en (4.23) y en (4.26) no tienen moentos finitos. Sin embargo, es posible
evaluar los valores esperados de estas distribuciones predictivas si se asume que p < C—€ €n lugar de p < ¢,
véase Lehoczky (1990), pero, en la préctica, se ha comprobado que este procedimiento es muy sensible a la
eleccién de €. Obsérvese, por otra parte, que la distribucién predictiva del nimero de servidores ocupados,
Ny, dada en (4.24), si que tiene momentos finitos. Concretamerte,

1 .
ENy|ts,p<d=Elp|tsp<dmz >, A (4.27)

jiplid<e
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donde pU) viene dado en (4.22). Se puede estimar también el mimero medio de servidores ocupados sin
asumir equilibrio, '

1 .
E[Nb|t,s]=P(p<c|t,s)E[p]t,s,p<c]—*-P(chIt,s)E[Nb|t,s,p2c]zj{Zp(7)+(J—R)c}
R

donde J es el tamafio de la muestra MCMC completa y R es el mimero de conjuntos de pardmetros que
verifican la condicién de equilibrio.

4.2.2.3. Modelo de colas HEr/M/c para el establecimiento bancario.

Se aplican ahora los procedimientos que se acaban de describir para desarrollar inferencia y prediccién
Bayesiana en el sistema de colas observado en el establecimiento bancario. El objetivo es predecir el com-
portamiento del sistema en funcién del nimero de servidores y como consecuencia, todas las caracteristicas
anteriores como por ejemplo, la distribucién del tiempo de espera, se deben estimar como funciones de ¢. Se
pretende, por ejemplo, estimar la distribucién del tiempo de espera en cola segiin el nimero de servidores. En
la Subseccién 4.2.1, se comprobé que el modelo de colas HEr/M/c era adecuado para el sistema observado
y se obtuvieron muestras MCMC de las distribuciones a posteriori de los pardmetros de la distribucién del
tiempo de servicio y del tiempo entre llegadas al sistema. Con los métodos descritos anteriormente y las
muestras MCMC obtenidas se estiman a continuacién las caracteristicas del sistema de colas del banco para
cada valor del nimero de servidores, c.

Dados los tiempos de servicio y de llegadas a la sucursal bancaria, se estiman, para cada valor de ¢, la
probabilidad a posteriori de que el sistema sea estable, véase (4.21), como se muestra en la Tabla 4.4. Se
observa que, al menos, se necesitan tres servidores para asumir que se verifica la condicién de ergodicidad,
p < c. Sin embargo, tres servidores pueden no ser suficientes para satisfacer ciertas condiciones de optimalidad
que son el resultado de un balanceo adecuado entre todos los costes implicados en el sistema. Por tanto, el
siguiente apartado se dedica a estudiar la eleccién éptima de ¢ para estructuras de coste prefijadas.

La Tabla 4.4 muestra también las estimaciones de la intensidad de tréfico para cada nimero de servidores
asumiendo que existe equilibrio en el sistema, obtenidas a partir de (4.27). Teniendo en cuenta el resultado
general dado en (1.8), estas cantidades coinciden con el nimero medio de servidores ocupados para cada
valor de c. Obsérvese que, puesto que con 1 y 2 servidores el sistema no estd probablemente en equilibrio,
todos los servidores estdn casi siempre ocupados por término medio. Sin embargo, a partir de 3 servidores el
sistema es estable y se observa que, por término medio, estdn ocupados 2.66 servidores, aproximadamente.

c 1 2 3 4 5 6
P(p<c]s,t) |.00001 .00181 .89194 .99996 1.00 1.00
Elp|s,t,p<c | 0999 1976 2661 2660 2.660 2.6580

Tabla 4.4: Estimaciones de la probabilidad a posteriori de que exista equilibrio en el sistema y valores
esperados de la intensidad de tréfico, segin el nimero de servidores, c.

La Figura 4.6 ilustra las estimaciones de la distribucién del mimero de clientes presentes en el sistema,
N, que encuentra un observador que llega en un instante aleatorio, obtenidas mediante (4.23), para 3, 4 y
5 servidores. Obsérvese que la probabilidad de encontrar 2 6 3 clientes en el sistema es muy similar para
cualquier valor del nimero de servidores. Se ha observado que este fenémeno no aparece en la distribucién
predictiva de N* donde se observa que la moda de N* es igual a 2 para cualquier valor del nimero de
servidores. Este hecho implica que, aunque el mimero medio de clientes en el sistema que se observa en un
instante aleatorio es 2.66 (supéngase, por ejemplo, observado por el director de la oficina), el mimero de
clientes que encuentran los clientes que llegan al banco por término medio es inferior a 2.66. Por otro lado,
nétese que la distribucién de N en un sistema con 3 servidores tiene una cola més pesada que el resto de
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Figura 4.6: Probabilidades predictivas del nimero de clientes presentes en el banco para 3 servidores (—), 4
servidores (——) y 5 servidores (- ).

sistemas. En particular, se ha observado que simplemente incrementando el mimero de servidores de 3 a 4, la
estimacién de la probabilidad de que la cola esté vacia, P (N, =01 t,s), obtenida mediante (4.25), aumenta
de 0.42 a 0.89.

La Figura 4.7 muestra la distribucién del tiempo de espera en cola, W, obtenida mediante (4.26), para 3,
4 y 5 servidores. Se puede observar en este caso que 3 servidores pueden ser suficientes, en términos generales,
para satisfacer las necesidades de un establecimiento bancario habitual. Por ejemplo, con tres servidores, la
probabilidad estimada de esperar en cola menos de 10 minutos es bastante elevada, aproximadamente 0.85.
De hecho, el nimero real de servidores que se encontraban atendiendo en la sucursal observada era de 3
servidores. Sin embargo, nuevamente, si se aumenta el niimero de servidores de 3 a 4 la probabilidad de no
tener que esperar en cola, P (W =0]t, s), obtenida mediante (4.26), se incrementa de 0.35 a 0.83.

4.2.3. Funcién de coste y diseno 6ptimo del modelo.

En esta Subseccién, se considera el problema de la determinacién del mimero éptimo de servidores en
el sistema GI/M/c. La estructura de coste que se considera es similar a la desarrollada para el sistema
M/G/c/c. Sin embargo, como ya se ha comentado, el sistema GI/M/c tiene capacidad infinita y por tanto,
los clientes que llegan y encuentran todos los servidores ocupados permanecen en el sistema formando una
linea de espera. Consecuentemente, se incluyen, en este caso, costes asociados a la espera de los clientes
que reemplazan a los costes por demanda perdida considerados en el sistema M/G/c/c. En concreto, se
consideran los costes siguientes por unidad de tiempo:

rp = Coste por u.t. por cada servidor ocupado.

r, = Coste por u.t. por cada servidor vacio.

r, = Coste por cada cliente servido.

rq = Coste por u.t. por cada cliente esperando en cola.



4.2. ANALISIS DEL SISTEMA GI/M/C. APLICACIONES EN ESTABLECIMIENTOS BANCARIOS.101

0sr

— 3 servs.
- = 4 servs.
- 5 servs.

o
]

FWi(x|datos)

o
o

05

0.4

0.3 1 I 1 1 I I I I 1
Q 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

X

Figura 4.7: Funciones de distribucién predictivas del tiempo de espera en la cola del banco para 3, 4 y 5
servidores.

rw = Coste por u.t. de espera en cola de un cliente.

Todos estos costes tomarén valores positivos o negativos dependiendo de si indican beneficio o pérdida,
como se considerard en la aplicacién al establecimiento bancario. Una vez definidos los costes, se puede
formular una funcién de coste evaluada cuando €l sistema se encuentra en el estado estacionario. Puesto que
el disefio del sistema no es, en general, una labor propia de los clientes sino de un personal independiente,
se consideran en la funcién de coste medidas del sistema observadas en un instante aleatorio y no en los
instantes de llegadas, que se introdujeron en la Seccién anterior. Con esta construccién, dados los pardmetros
del sistema, el coste total por unidad de tiempo es,

Coste = rpNp + 7¢ {c — Ny} + 75 Ng + 14 L (Ny) + rw L (W) (4.28)

donde N; es el nimero de clientes servidos por w.t. y, Ny, Ny y W son el mimero de servidores ocupados, €l
nimero de clientes y el tiempo de espera en cola, respectivamente, definidos en la Seccién anterior. L {Ng)
representa la pérdida originada por el niimero de personas esperando en cola para recibir su servicio y L (W)
es la pérdida originada por el tiempo de espera en cola. Por ejemplo, se puede considerar una pérdida con

la siguiente estructura,
_J 0 siNg < ny,
L1 (Ng) = { 1 siN, > no. (4.29)

De este modo, se considera un coste, r4, por w.t. si el nimero de clientes esperando en cola supera una
cota fijada previamente, ng. Alternativamente, se puede considerar otra funcién de pérdida més realista

considerando,
N, siN,<mng
L N — q R q = ?
2 (Ng) {no si Ng > ng.

En este caso, se asume un coste, ry, por u.t, por cliente esperando en cola si el nimero de clientes en cola
no excede del limite, ng < oo. Se pueden formular funciones de pérdida andlogas, L (W) y Lo (W), para

(4.30)
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el tiempo de espera en cola. En ese caso, se debe fijar una cota para el tiempo de espera en cola, wy < 00.
Obsérvese que el motivo por el que se han incluido funciones de pérdida en el coste, (4.28), es que, como
se puntualizé en la Seccién anterior, las distribuciones predictivas de W y Ny no tienen momentos finitos
y consecuentemente, si se asume, por ejemplo, una cota infinita, ng = 00, en (4.30), se obtendrdn valores
infinitos para la estimacién del coste medio esperado, E[Coste | t,s], y no tendria sentido el problema de
optimizacién.

Conocidos los pardmetros, {65, }, del sistema GI/M/c y suponiendo que verifica la condicién de equi-
librio, p < ¢, se puede calcular la esperanza del coste por u.t., dado en (4.28), para cada valor del nimero
de servidores, ¢,

g(c) = E[Coste | 8x,p] = rec+ (76— Te +rop) p 1P (Ng >mo | 65, p) +7w P (W > wp | 0x, 1) . (4.31)

Para comprobar esta expresién basta con tener en cuenta que, en media, cada servidor atiende a p clientes
por unidad de tiempo y por tanto, se tiene que,

E[N |04 = pE [Ny | 05,4,

y ademés, como se puntualizé en (1.8), €l niimero medio de servidores ocupados en cualquier sistema GI/G/c
en equilibrio es igual a la intensidad de tréfico, luego,

E[Ny|8x,ul=p.

Por iltimo, nétese que en (4.31) se han considerado funciones de pérdida con la estructura dada en (4.29).
Anslogamente, se pueden obtener expresiones para el coste medio utilizando funciones de pérdida del tipo
dado en (4.30). Las cantidades necesarias para calcular las probabilidades referentes a N, y a W en (4.31)
se obtienen utilizando las distribuciones introducidas en la Seccién 4.2.2.2, véase (4.18) y (4.19).

Es f4cil comprobar que la funcién, g (c), dada en (4.31), admite un procedimiento monétono de opti-
mizacién, como el descrito en la Secci6n 4.1.3, si el coste por u.t. por servidor vacio, Te, es positivo. Obsérvese
que las probabilidades de que el nimero de clientes en cola, Ny, y el tiempo de espera en cola, W, superen
unas cotas fijas, ng ¥y wo, tienden a cero a medida que se incrementa el nimero de servidores, c. Por tanto,
la funcién de coste, g (c), serd cada vez més parecida a una recta de pendiente, Te, a medida que aumente c.
Lo cual implica que existe un valor de ¢ a partir del cual la funcién g (c) es monétona. creciente. El mismo
argumento permite comprobar que la funcién de coste es monétona si se utilizan funciones de pérdida con

la estructura dada en (4.30).

Si no se conocen los parametros del sistema pero se tiene una muestra de tiempos entre las llegadas y de
servicio, {t,s}, se puede estimar el valor del coste medio por u.t. de la manera habitual,

E[Coste | t,s,p < c| =~ _jli Z g9 (o), (4.32)

jiplid <e

donde g; (c) es el valor del coste medio por u.t. dado en (4.31) para cada valor de los pardmetros de la
muestra MCMC que verifican la condicién de equilibrio,

¢ (c)=E [Coste | Ogj),p(j)] .

Obsérvese que el coste predictivo, (4.32), estd definido para cualquier valor del mimero de servidores, c,
siempre que la probabilidad de que se verifique la condicién de equilibrio, p < ¢, sea mayor que cero. Sin
embargo, en la préctica, si dicha probabilidad es muy pequeiia, no resulta razonable evaluar el coste puesto
que, en ese caso, se estd asumiendo un hecho que es muy poco probable. Siguiendo esta argumentacion, las
funciones de coste que se estiman en la Seccién siguiente para la sucursal bancaria, est4n evaluadas a partir
del minimo valor del nimero de servidores que origina una probabilidad de equilibrio mayor de 0.8.
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4.2.3.1. Optimizacién del mimero del servidores en el banco.

Se pretende a continuacién analizar el disefio del sistema de colas observado en la sucursal bancaria. Para
ello, se utilizan los resultados de las estimaciones obtenidas para este sistema en la Seccién 4.2.2.3 y los
procedimientos desarrollados en la Seccién anterior.

Se formulan varias funciones de coste definidas a partir del minimo valor del nimero de servidores para
el cual se ha asumido equilibrio, es decir, tres servidores. En la préctica, resulta complicado establecer los
costes asociados a la espera de los clientes mientras que, en general, se conocen, los costes asociados a los
gastos en servidores. Por tanto, en las funciones que se formulan a continuacién, se suponen valores fijos para
los costes por servidor ocupado, 7, = 1.5, por servidor vacio, 7. = 1, ¥ por cliente servido, ry = —0.05, y se
consideran diferentes valores para los costes relacionados con el nimero de clientes en cola, Ng, y el tiempo
de espera en cola, W, dados por, rg y 1w, respectivamente. Se suponen ademés funciones de pérdida con la
estructura dada en (4.30) para Ny y con la estructura de (4.29) para W. Con esta formulacién, el valor del
coste medio por u.t. para cada valor de c es,

gle) = (ro—re+rsp)p+rec+reE Ly (Ng) +rwE Ly (W)
= de. +rec+7g {E [Ny | Ny < ngl P(Ny < ng) +19P (Ng > o)} +rwP (W > wp) . (4.33)

Por 1iltimo, se asume que ng = 20 y wo = 2000, puesto que la probablhdad de superar estas cotas es muy
pequefia, como se puede comprobar el las Figuras 4.6 y 4.7.

La Tabla 4.5 muestra las estimaciones del coste medio por unidad de tiempo dado en (4.33) obtenidas
mediante (4.32) para varios valores de r4 y rw. Cada columna origina una funcién de coste dependiente
de c. Se indican en negrita los valores 6ptimos del coste en cada caso. Como se comenté anteriormente, a
medida que aumenta el valor de c, todas las funciones tienden a una recta de pendiente r. = 1. Se observa
ademds que las dos primeras funciones toman valores précticamente iguales a partir de ¢ > 5 y lo mismo
sucede para las dos iiltimas funciones. El motivo es que, si el sistema dispone de mds de cuatro servidores,
el incremento de 7w no influye en el valor del coste, (4.33), puesto que, en ese caso, la probabilidad de que
el tiempo de espera sea superior a wp = 2000 segundos es practicamente nula. Sin embargo, si ¢ > 5, el
incremento del coste por cliente en cola, 74, sf que afecta algo en la funcién de coste, (4.33), porque el valor
de E [Nq | Ng < 20] es un poco mayor en ese caso. En cualquier caso, para valores elevados de ¢, todas las
funciones de coste tenderén a la misma recta de pendiente 7. = 1 y no afectardn los valores de 74 ni de rw.
Este fenémeno puede apreciarse en la Tabla 4.5 observando que para ¢ = 7 todas las funciones toman un
valor muy parecido.

E[Coste | s, t,p < c]
c ’f‘W=01 'I‘W:1 'T‘WZO]. ’I"W=1
=01 rg = .01 rg=1 rg=1
-3 4.3861 4.4536 9.9632 10.0307
4 5.3364 5.3365 6.0739 6.0740
5 6.3309 6.3309 6.5111 6.5111
6 7.3295 7.3295 7.3778 7.3778
7 8.3292 8.3292 8.3419 8.3419

Tabla 4.5: Estimaciones del coste medio por u.t. para diferentes valores de r4 y 7w . Se indican en negrita
los valores éptimos.
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4.3. Comentarios y extensiones.

En este Capitulo, se han desarrollado procedimientos Bayesianos para la inferencia, prediccién y el disenio
de los modelos de colas M/G/c/c y GI/M/c. El anélisis de estos sistemas se ha motivado e ilustrado con
informacién real procedente de dos situaciones concretas ubicadas en un hospital geridtrico de Londres y un
establecimiento bancario de Madrid. :

Como se puede observar, los sistemas de colas que se han considerado son casos particulares de los modelos
de colas mas generales, GI/G/c/K, con K< oo, sobre los que se pueden extender los métodos desarrollados
en este Capitulo, aunque, no es siempre f4cil calcular las distribuciones estacionarias de las caracteristicas
de interés de estos sistemas dados sus pardmetros. Lo que si resulta, generalmente, posible es formular y
estimar una funcién de coste para cualquier sistema GI /G/c/K, con K< oo. Obsérvese que el caso general, el
nrimero de clientes en cola no puede ser superior a K — ¢, y por tanto, se deben considerar simultdneamente
los costes originados por la espera en cola y por la demanda perdida. En un sistema GI/G/c/K, con K< oo,
se tiene que,

E[Ny)=p[l - P(N =K)],

E[NS]Z/‘LE[Nb]=)‘[1'—P(N=K)]7 (434)
E[Ne]=c—E[Nb]=c—p[1——P(N:K)], ’
E[N]=All - P(N =K)],

donde P(N =K) es la probabilidad de que haya K clientes presentes en el sistema, es decir, que el sistema
esté bloqueado. Si K = oo, se supone que P(N =K) = 0. Las tasas de servicio y de llegadas, A y 4, no
tienen que ser necesariamente exponenciales. Con las expresiones dadas en (4.34) y los valores medios de la
pérdidas que se consideren, E [L (Np)] y E[L(W)], se puede estimar la funcién de coste medio por u.t. en
cualquier sistema GI/G/c/K utilizando procedimientos anslogos a los desarrollados en este Capitulo para
los sistemas M/G/c/c y GI/M/c.

En este Capitulo, para caracterizar los intereses de los clientes, se han considerado por separado el tamarfio
de la linea de espera, Ny, y €l tiempo de espera en cola, W. Sin embargo, se pueden incluir simultdneamente
ambas medidas en la funcién de coste medio. Para ello, una posibilidad es tener en cuenta lo que se denomina,
generalmente, tiempo de espera acumulado en cola, W, que es la suma total de los tiempos de espera de los
clientes en cola, véase Lillo (2000c), donde se considera el valor de W durante un periodo de ocupacién. Por
ejemplo, obsérvese que, en un sistema GI/M/c, si hay N, clientes esperando en cola, el tiempo de espera del
cliente n-ésimo, W, se distribuye como la suma de n exponenciales de tasa cu. Por tanto, el valor esperado
del tiempo de espera acumulado en cola es, ‘

- . N Ny mn 1
E [W] =EW+..+Wy,]=E [Zn; E[Wa | Nq]} =FE {Zn; ?ﬁ] =E [N2+N,]  (4.35)
Esta cantidad es una alternativa posible para cuantificar simultdneamente el nimero de personas en colay el
tiempo que estas personas permanecen en espera de su servicio. Sin embargo, en la préctica, puede resultar
més complicado establecer su coste. Ademds, en este caso, es necesario también incluir funciones de pérdida
para W puesto que los momentos de su distribucién predictiva no son finitos porque tampoco lo son los
momentos de la distribucién predictiva de Nj.

Como se indicé en la introduccién, existen también muchas alternativas a la estructura de coste conside-
rada en este Capitulo. Se podria, por ejemplo, utilizar el criterio del ciclo, véase Lillo (2000c), o considerar
horizontes de planificacién finito suponiendo sistemas dindmicos en los que varfa el nimero de servidores en
funcién del tiempo. En este tltimo caso, seria necesaria la formulacién de funciones de coste dependientes
de distribuciones transitorias, que son generalmente dificiles de estimar, como se mostraréd en el Capitulo 5,
para sistemas con un tnico servidor.

Se pueden utilizar también otras herramientas de decisién, diferentes de las funciones de coste, para
determinar el nimero de servidores apropiado en el sistema. Por ejemplo, una posibilidad es hacer uso
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de las técnicas de decisién multicriterio, véase una recopilacién, por ejemplo, en Rios et al. (1989). Estas
estructuras permiten construir funciones objetivo no lineales, de manera que, por ejemplo, no se fije un coste
por cliente esperando en cola, sino que el disefiador del sistema pueda establecer una funcién de utilidad, no
necesariamente lineal, segiin el nimero de clientes en cola.

Por 1ltimo, se podrian incorporar procedimientos de optimizacién sobre otros aspectos del sistema de
colas diferente al nimero de servidores, como por ejemplo, politicas exhaustivas de comportamiento del
sistema que implican la inclusién de otro tipo de costes, véase Lillo (2000b) y Lillo (2000d) o considerar
clientes impacientes que abandonan el sistema si su tiempo de espera supera un valor determinado, véase
Lillo (2001).
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Capitulo 5

Estimacién del comportamiento
transitorio y del periodo de ocupaci6n
del sistemas de colas GI/G/1.

En este Capiftulo, se describen procedimientos para desarrollar inferencia Bayesiana sobre el compor-
tamiento probabilistico del modelo de colas general, GI/G/1, que dispone de un inico servidor y cuyo
proceso de llegadas y de servicios est4n constituidos por sucesiones de variables aleatorias i.i.d. con dis-
tribuciones generales y desconocidas definidas en la semirecta real positiva. En este Capitulo, se describe un
procedimiento para la estimacién de la distribucién de la longitud del periodo de ocupacién de este modelo
de colas general y ademés se puede realizar inferencia no sélo sobre el comportamiento asintético, sino sobre

el transitorio,

En los Capitulos anteriores a éste, se han propuesto métodos Bayesianos en diferentes modelos de colas
que han permitido la estimacién de diversas caracteristicas de interés, tales como el tiempo de espera en cola.
Sin embargo, en todos los casos, se ha considerado el valor que toman estas medidas cuando el sistema se
encuentra en equilibrio, es decir, evaluadas en el estado estacionario. En este Capitulo, la principal novedad
es que se puede estimar el comportamiento del sistema en sus estados transitorios, concretamente, el objetivo
es estimar la distribucién del nimero de clientes en el sistema en un instante, T, asi como la distribucién del
tiempo de espera de un cliente que llega en ese instante 7. Como es de esperar, cuando 7 tiende a infinito,
estas distribuciones se aproximan a sus distribuciones estacionarias, en caso de ergodicidad. En la préctica,
la estimacién de las caracteristicas del sistema cuando éste no se encuentra en equilibrio es a menudo muy
importante, como por ejemplo, en situaciones en las que el funcionamiento del sistema se detiene y se reanuda
constantemente, o en sistemas en los que la convergencia al estado estacionario es muy lenta.

En este Capitulo, se considera también la longitud del periodo de ocupacién que, como se comenté en el
Capitulo 1, es otra de las cantidades de mayor interés en los modelos de colas GI/G/1 con aplicaciones en
dreas muy diferentes como los sistemas de inventariado o la Teoria General del Seguro. La distribucién del
periodo de ocupacién se analizé también en el Capitulo 3 para el caso particular en el que las llegadas al
sistema se producen segiin un proceso de Poisson. Para ello, se consideraron distribuciones de tipo PH para
el tiempo de servicio y se utilizaron las propiedades de los sistemas de colas M/PH/1. En este Capitulo, se
pretende estimar la distribucién del periodo de ocupacién en sistemas GI/G/1 basdndose en los resultados
introducidos por Bertsimas y Nakazato (1992).

En la Teorfa de Colas clésica, tanto el andlisis del comportamiento transitorio como el estudio del periodo
de ocupacién, se han considerado, tradicionalmente, problemas de complejidad elevada. En.particular, para
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el modelo de colas M/M/1, la distribucién transitoria del tamafio del sistema y la distribucién del periodo
de ocupaci6n se formulan en términos de funciones de Bessel modificadas cuando los pardmetros del sistema
son conocidos, véase Gross y Harris (1985). Otros resultados sobre el comportamiento transitorio de este
sistema de colas se pueden encontrar en Abate y Whitt (1987) y Abate y Whitt (1988). En Bertsimas y
Nakazato (1992), se han obtenido resultados importantes sobre el comportamiento transitorio y el periodo
de ocupacién del sistema MGE/ MGE/1. Como ya se ha comentado a lo largo de esta tesis, el modelo de
mixtura MGE es muy flexible y permite aproximar arbitrariamente cualquier distribucién general definida
en la semirecta real positiva, aunque, en algunos casos particulares, se requiera para ello un nimero elevado
de fases, véase la Seccién 2.2. Debido a esta versatilidad, Bertsimas y Nakazato (1992) consideran el sistema
MGE/MGE/1 para aproximar el modelo de colas GI/G/1 con la particularidad de que obtienen expresiones
cerradas para las trasformadas de Laplace de la distribucién transitoria del nimero de clientes en el sistema
y del tiempo de espera en cola cuando éste se encuentra inicialmente vacio, y de la distribucién del periodo
de ocupacién. En este Capitulo, se proponen procedimientos Bayesianos basados en estos resultados que
permiten estimar estas medidas cuando los pardmetros del sistema no son conocidos y se tiene un conjunto
de datos procedentes del proceso de llegadas y de servicio al sistema. '

Las expresiones de las transformadas obtenidas por Bertsimas y Nakazato (1992) requieren, entre otros
cdlculos algebraicos, la obtencién de las raices de una ecuacién polinémica que depende de los pardmetros del
proceso de llegadas y de servicio en el sistema de colas. Cuando estos pardmetros son conocidos, las raices
mencionadas no se calculan, generalmente, de forma analitica, sino que se obtienen utilizando paquetes
simbélicos, tales como Mathematica. Sin embargo, el célculo simbélico no es factible computacionalmente,
cuando se emplean métodos MCMC de dimensién variable y ademés, ni siquiera es fijo el mimero de raices
de la ecuacién que hay que resolver. Alternativamente, en este Capitulo, se propone una técnica para poder
calcular numéricamente y con un coste computacional muy bajo, las raices de la ecuacién en cada iteraciéon
MCMC, lo que permite estimar las transformadas de Laplace de las distribuciones de int :rés. Se requieren
también métodos de inversién numérica para aproximar las inversas de las transformadas de Laplace de estas

distribuciones.

Este Capitulo se divide en cuatro Secciones y un Apéndice. En la Seccién 3.1, se introduce al modelo
de colas MGE/MGE/1 y se exponen los resultados relativos a la Teoria de Colas clasica obtenidos por
Bertsimas y Nakazato (1992) para este sistema. En la Seccién 5.2, se desarrolla inferencia Bayesiana en
el modelo de colas considerado. En concreto, se analiza, en primer lugar, el equilibrio del sistema y, a
continuacién, se proponen diferentes procedimientos de estimacién para las distribuciones transitorias del
tamaiio del sistema y del tiempo de espera en cola, asi como la distribucién de la longitud del periodo de
ocupacién, dados los datos observados del proceso de llegadas y de servicio. En la Seccién 5.3, se ilustra
la metodologia desarrollada con diferentes sistemas de colas simulados. Y, por iltimo, en la Seccién 5.4, se
concluye con unos comentarios y extensiones. Para completar este Capitulo, se incluye, un Apéndice, con
una breve explicacién de un algoritmo para la inversién numérica de transformadas de Laplace, propuesto
por Hosono (1981), que es el que se utilizar4 a lo largo de este Capitulo.

5.1. Comportamiento transitorioy periodo de ocupacién en el sis-

tema de colas MGE/MGE/1.

En esta Seccién, se describe el sistema de colas MGE/MGE/1 y se exponen los resultados obtenidos por
Bertsimas y Nakazato (1992) sobre el comportamiento transitorio y el periodo de ocupacién de este sistema
suponiendo conocidos sus pardmetros. En la Subseccién 5.1.1, se introduce al modelo de colas considerado y
la notacién empleada. También, se describen algunas de las propiedades del sistema y las transformadas de
Laplace de varias cantidades de las que dependerdn los resultados de Bertsimas y Nakazato (1992) expuestos
en las tres Subsecciones siguientes. En la Subseccién 5.1.2, se presenta una expresién cerrada para la transfor-
mada de Laplace de la distribucién transitoria del mimero de clientes presentes en el sistema MGE/MGE/1.
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Tiempo entre Llegadas ~ MGE

1 N\ Tiempo de Servicio ~MGE

Cadena
Cadena T STC
ATC a P, ) X ) X

Figura 5.1: Ilustracién esquemdtica del sistema de colas MGE/MGE/1.

En la Subseccién 5.1.2, se incluye la expresién para la transformada de Laplace de la distribucién transitoria
del tiempo de espera en cola en este sistema y, por iiltimo, en la Subsecci6én 5.1.3, la transformada de Laplace
de la distribucién de la longitud del periodo de ocupacién.

5.1.1. Descripcién y notacién del sistema MGE/MGE/1

Se introduce en esta Seccién el modelo de colas MGE/MGE/1 que dispone de un tnico servidor y tiene
capacidad infinita. Los tiempos entre las llegadas a este sistema constituyen una sucesién de variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas segiin una mixtura MGE de pardmetros 8, = {L, P, A} cuya
densidad se detalla en (2.4). Los tiempos de servicio son también independientes e idénticamente distribuidos
segtin el mismo modelo de mixtura MGE, pero con pardmetros 8, = {M,Q, } .

La Figura 5.1 ilustra el comportamiento de este sistema de colas en el que el proceso de llegadas se
determina con una cadena denominada ATC que est4 constituida por L fases exponenciales consecutivas de
tasas Ap,..., AL, de modo que, antes de acceder a la linea de espera o, en su caso, al servicio, cada cliente
debe atravesar 1,2,.. 6 L fases con probabilidad P;, Ps, ... 6 P, respectivamente. En el momento en el que
un cliente se incorpora al sistema abandonando la cadena ATC, otro cliente llega a la primera de las L fases
que constituyen la cadena ATC. El proceso de servicio se determina también con otra una cadena (STC) de
M fases exponenciales consecutivas de tasas pq, ..., {437, de modo que, el tiempo de servicio que recibe cada
cliente se compone de 1,2,... 6 M fases de servicio con probabilidad @1, Q2,... 6 Qum, respectivamente.

Teniendo en cuenta el valor de la esperanza de una distribucién MGE dada en (3.15), se obtiene que la
intensidad de trafico, p, del sistema MGE/MGE/1 viene dado por,

L E[s] B (-0l £
1
Ar

PEEA] T S, (-zolP) &

(5.1)

donde A, y S representan las variables aleatorias que definen el tiempo entre las llegadas y el tiempo de
servicio en el sistema, respectivamente. La condicién de ergodicidad que permite que este modelo de colas
sea estable es p < 1.

Tal como se mostré en la Seccién 3.2.1, el modelo de mixtura MGE es una distribucién continua de
tipo PH con soporte en [0, 00). Concretamente, la distribucién del tiempo entre llegadas admite la siguiente



110 CAPITULO 5. ANALISIS TRANSITORIO Y DE OCUPACION EN EL SISTEMA GI/G/1.

representacién de tipo PH que es de orden L, véase (3.14),
A (=P
W A;II;.P;I&AZ
OCL'—‘(I,D,...,O)(le), Ty, = . s

—AL (Lx L)

y la distribucién del tiempo de servicio admite otra representacién andloga de tipo PH, (cepr, Tr), que es de
orden M. Por tanto, la funcién de densidad del tiempo entre llegadas viene dada por,

fa, () =cxpexp (TLQ:)T%

y la transformada de Laplace-Stieljes, definida en (1.16), de la distribucién del tiempo entre llegadas viene

dada por, véase (3.4),
L " by
* _ 1m0 _ 4
i (s) = o (sT—T) ' TY = r§=1: P ] |1 ()\i - S) . (5.2)

=

Anslogamente, se obtiene la funcién de densidad del tiempo de servicio, fs, (z), ¥ su transformada de
Laplace-Stieljes, f3, (s). Obsérvese que para obtener la expresién de la transformada dada en (5.2) no es
necesario calcular la matriz inversa de (sI — T1.), sino que basta con utilizar que la distribucién MGE es una

mixtura de sumas de exponenciales,
.
A
. 5.3
1(525) 53)

i=1

L L
fi,@=E[e*M] =) PRE [e—s(xl+--.+xr>] =S R
r=1 =1

Se denota por Ag,conk=1,...,L,a la variable aleatoria que representa el tiempo que le queda a un cliente
para acceder a la linea de espera suponiendo que esté en la fase k de la cadena ATC. Obsérvese que Ay se
distribuye también segin el modelo MGE y su densidad viene dada por,

0
fa, (z) = exexp (TLz) T},
donde e = (0, ..., 1, ...,0), un vector unidad en el que todos los elementos son ceros a excepcién del uno en

la posicién k. Ademds, la transformada de Laplace-Stieljes de Ay viene dada por,
L

P S
r (g)= E et = e (sI —Tp) ' TS = A ( : ) arak=1,.,L. (54
fAk() [ ] k( L) L ,21—2?;111%5@ i+ 5 P ( )

Se pueden obtener expresiones equivalentes para fs. (z) ¥ f5, (), donde Sj representa el tiempo de servicio
restante de un cliente que se encuentra en la fase k de servicio, con k = 1,..., M.

Por iltimo, se denota por Ak () a la probabilidad de que un cliente de la fase ATC pase de la fase k a
la fase r durante el tiempo z sin que se produzca una nueva llegada. Obsérvese que la probabilidad Ag . (z)
es cero si k > 7. El vector que contiene todas las probabilidades, A, (z), para r = k,.., L, viene dado por,

Ay () = (0,...,0,Ap i (2) -, Ak, (7)) = exexp (Tpz), vparak=1,..L,
y el vector constituido por sus transformadas de Laplace, véase (1.17), es,
A (s)=(0,..,0, A £ (5) - Ak L (s)) =ex (sI — ) ', parak=1,...,L, (5.5)
donde,
o 1-x2lp, TN
Af . (s) = / e T Ap (z)dz = s=1_° =k parar =Kk,..., L. (5.6
0= ’ 1 Sh R T O ) :

Se pueden obtener expresiones anélogas para S (s) y Sk, (s) referentes a la distribucién MGE de servicio.

Los resultados obtenidos por Bertsimas y Nakazato (1992) que se incluyen en las tres Subsecciones si-
guientes dependen directamente de las transformadas dadas en (5.2), (5.4), (5.5), y (5.6), asi como de las
expresiones andlogas para las transformadas referentes al proceso de servicio.
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5.1.2. Distribucién transitoria del niimero de clientes presentes en el sistema.

En esta Subseccién, se incluye una expresién cerrada, obtenida por Bertsimas y Nakazato (1992), para la
transformada de Laplace de la distribucién del nimero de clientes, NV (7), presentes en el sistema MGE/MGE/1
en el instante 7, asumiendo que el sistema estd vacio en el momento inicial, 7 = 0.

Se denota por R, (7) a la fase de la cadena ATC en la que se encuentra un cliente que est4 llegando al
sistema en el instante T y por R, (7) a la fase de la cadena STC en la que se encuentra un cliente que esta
siendo servido en el instante 7. Con estas definiciones, se puede formular el sistema como una cadena de
Markov en tiempo continuo con espacio de estados infinito dado por,

{(N(T),Ro (7),Rs (7)), N(1)=0,1,..; Ro(7)=1,.,L; Rs(7)= 1,...,M}.

Se denota por,

I, (1) =Pr(N (1) =n), paran=0,1,.., (5.7)
que es la suma de los elementos del vector, 7, (T), dados por las probabilidades,
Tnij (1) =Pr (N (1) =n, R, (1) =i, R (1) =j), sin>1,
ordenados del modo siguiente,
T (T) = (Tn1,1 (T) s s L1 (T) ) s T, (1) yeees T (7)),
0 (5.7) es la suma de los elementos del vector, 7o (), dados por,
7o, (T) =Pr(N (1) =0, Ry (1) =1), sin=0. (5.8)
Suponiendo que el sistema est4 inicialmente vacio, es decir, que la nicas probabilidades distintas de cero

son 7o i (0) para todo k, y que p < 1, Bertsimas y Nakazato (1992) demuestran que las transformadas de
Laplace 7}, (3) y w4 (s) de m, (7) ¥ 7o (T), respectivamente, vienen dadas por,

n(s) = ZDS 7. (5) ® Al (s — 2 () (i, (5 — 2 (5)))" ',  paran>1, (5.9)
L M 1
w5 (s) = D mox(0) A} xr())+ZDrm—(s)f§1 (z () (A (s =z (5)) — A (s)),
k=1 ra=] T
donde,
 Tkea ok (0) £3, (2 (5)) (=1 514 (O T 3 (s)
b, = BT B e O = 0 (5.10)

,+

y z-(s) =z, conr=1,..., M, son las M raices de la ecuacién,

f*l — f*l ) =1,
{ Re (?n)(i 0 psz 1&2(3) S0, } (5.11)

y donde el producto tensorial de dos vectores, u y v, se define del modo siguiente,
UV = (Up, s Un) @ (U1, Umn) = (WU, oo, UnVT,4 ooy U1V, ey UnUmn ) -

Obsérvese que 7%, (s) es un vector cuyos elementos son las transformadas de las probabilidades, mn,; j (),
dependiendo del instante 7 en el que son evaluadas, y que vienen dadas por,

T (8) =/Oo°8 Tn,i5 (T) dT—ZD S35 (@ () AL (s =2 () (F, (5= (5)) ', (5.12)

r=1
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parai=1,..,L,yj=1,..., M. Anélogamente, 7} (s) es un vector cuyos L elementos son las transformadas
de las probabilidades, 7o ; (7), dadas por,

M
D:f3, (- (5)) /s .
—i‘l_('g_‘ ( 1, (s =2 (s)) — 1,4 (3)) )
(5.13)
para i = 1,..., L. Conocidos los pardmetros de la distribucién del tiempo entre llegadas, 6 = {L,P,A},yde
la distribucién de servicio, 8, = {M, Q, p}, del sistema MGE/MGE/1, se pueden obtener los valores exactos

de Dr, 5, ; i (8) ¥ T4 (s) utilizando las expresiones dadas en (5.4) y (5.6).

0o L
rh () = / e g s () dr =3 w0 (0) AL (2 () +
k=1

r=1

Por iltimo, teniendo en cuenta que la probabilidad, Pr (N (1) = n), véase (5.7), viene dada por,

I, () = { Zf;l 70, (T) sin =0, (5.14)

L M .
Zi=l Ej:l Mg (T) , sin21,

y utilizando las propiedades de las transformadas de Laplace, véase, por ejemplo, Nelson (1995), se tiene

que,

I (s) = /0 " eI, (7 dr = { Vi mi(s), - sin=0, (5.15)

L M i
2ic1 Zj:] T i (s), sinz>1,

Para calcular la distribucién del nimero de clientes, N (T), presentes en el sistema MGE/MGE/1 en
un instante, 7, conocidos los pardmetros; s necesario utilizar un algoritmo de inversién numérica de trans-
formadas de Laplace que permita invertir la transformada IT: (s), dada en (5.15). En este Capitulo, se ha
utilizado, al igual que Bertsimas y Nakazato (1992), el algoritmo de inversién propuesto por Hosono (1981),
que se explica brevemente en el Apéndice 5.5 y es esencialmente equivalente al algoritmo EULER introducido
por Dubner y Abate (1968). Bésicamente, los pasos a seguir para calcular las probabilidades, Pr (N () = n),
son los siguientes.

1. Para cada valor de T, fijar varios valores de s segiin se indica en el Apéndice 5.5.
2. Obtener las M raices de la ecuacién (5.11) para los valores fijados de s.
3. Evaluar la cantidad I, (s) a partir de 7§ ; (s) y 77, ; ; (8), como se muestra en (5.15).

4. Por wltimo, se aproxima el valor de I, (7) a partir de los valores de II;, (s), tal como se detalla en el
Apéndice 5.5.

Nétese que estos son los pasos a seguir cuando se conocen los pardmetros del sistema. Si este no es el
caso, como se asume mdés adelante, y se utilizan procedimientos de aproximacién Monte Carlo para estimar
Pr (N (1) = n), es importante desarrollar estos pasos de la manera més eficiente posible para evitar que se
incremente demasiado el coste computacional. En particular, en el paso 3, se puede reducir considerablemente
el tiempo de computacién para la obtencién de las raices de interés, como se describird maés adelante, en la

Seccién 5.2.2.1.

Por otro lado, obsérvese que, aunque la distribucién transitoria de N (7) existe sin que se verifique la
condicién de ergodicidad, p < 1, en Bertsimas y Nakazato (1992), se asume esta condicién cuando se obtienen
las transformadas dadas en (5.9) puesto que es condicién suficiente para asegurar que el nimero de raices
de la ecuacién (5.11) sea igual a M, que es el orden de la distribucién del tiempo de servicio.
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5.1.3. Distribucién transitoria del tiempo de espera en cola.

En esta Subseccién, se considera la distribucién del tiempo de espera en cola, W (7), de un cliente que
llega al sistema MGE/MGE/1 en el instante 7. Se supone, al igual que antes, que no hay clientes presentes
en el sistema en el instante inicial, 7 = 0. En Bertsimas y Nakazato (1992), se obtiene una expresién para
la transformada de la funcién de distribucién de W (1) asumiendo que en el instante inicial el vector de
probabilidades, o (0), véase (5.8), que indica la fase en la que se encuentra el cliente que llega, verifica que,

-5

(5.16)

En Bertsimas y Nakazato (1992), se demuestra que esta condicién implica que el proceso de llegadas esté en
el estado estacionario desde el instante inicial, es decir,

Pr{R, (0) =4} = Pr{R, (1) =i},
para ello, se comprueba que el valor de g (0) verificando la condicién (5.16) es la solucién estacionaria de
la ecuacién de Kolmogorov que describe el proceso de llegadas.

Con estas condiciones y, suponiendo que p < 1, Bertsimas y Nakazato (1992) demuestran que, para cada
valor de w, la transformada de Laplace de la probabilidad,

Ty (1) =Pr(W(r) <w), | (5.17)

viene dada por,

o

Iy (s) = /0 e T Pr (W (1) L w)dr,

DY Sim(0) (% z(s)
s Sim(zr(s)) =1 T (s) = zk (s)

r

g (s, (5.18)

Il
[ R

M
+2
r=1

donde S1, (s) se obtiene a partir de la transformada dada en (5.6), pero expresada en términos de los
pardmetros de servicio, es decir,

r—1
iy B
Hi:l (s + 8)

y donde z, (s), con r = 1,..., M, son las M raices de la ecuacién dada en (5.11) que intervienen también en
la transformada del tamafio del sistema introducida en la Subseccién anterior.

St (s) = (1-27Qs)

Obsérvese ademds que, si se verifica la condicién (5.16), los elementos del vector de probabilidades inicial,
7o (0), definidos en (5.8), vienen dados por,
(1 - E:_:ll Ps) ,\L.
Shar (1-Z021P) 5

.

mo,i (0) , parat=1,...,L. (5.19)

5.1.4. Distribucién de la longitud del periodo de ocupacidn.

Bertsimas y Nakazato (1992) obtienen una expresién muy sencilla para la transformada de Laplace-
Stieljes, f7 (), de la funcién de densidad de la longitud del periodo de ocupaci6n, B, en el sistema MGE/MGE/1.
Concretamente, se demuestra que,

Hll\ci-l (s + &)
1L, (s — 2 (s))

f(s) =B F] =1-(1- 15 (5)
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donde, nuevamente, z, (s), con 7 = i, ..., M, son las M raices de la ecuacién dada en (5.11).

Nétese que este resultado simplifica considerablemente la caracterizacién obtenida por Ramaswami (1982)
para la distribucién del periodo de ocupacién del sistema G/PH/1 utilizando los métodos matriciales. No
obstante, en Ramaswami (1982) se derivan resultados que no requieren asumir que los tiempos entre las
llegadas al sistema sean independientes.

Obsérvese también que, utilizando las propiedades de las transformadas de Laplace, véase, por ejemplo,
Nelson (1995), se tiene que la transformada de Laplace de la funcién de distribucién del periodo de ocupacién

viene dada por,

f5(8) _ % _1-750) [z (5+ ) (5.20)

Fy (s):/ome_szPT(BSw)de: s 0L (-2 (3))

5.2. Inferencia Bayesiana para el sistema MGE/MGE /1.

En esta Seccién, se desarrolla inferencia Bayesiana para estimar la distribucién transitoria del nimero
de clientes en el sistema y del tiempo de espera en cola, asi como la distribucién del periodo de ocupacién
en un modelo de colas MGE/MGE/1, teniendo como datos las observaciones del proceso de llegadas y de
servicio, {t,s}. En esta Seccién, se supone que se tiene una muestra MCMC de la distribucién a posteriori de
los pardmetros de la distribucién del tiempo entre llegadas y del tiempo de servicio en el sistema, obtenida

a partir de los algoritmos RIMGE 6 BDMGE propuestos en el Capitulo 2.

Se distinguen dos problemas fundamentales cuando se pretende incorporar los resultzdos de la Seccién
anterior dentro de un algoritmo MCMC.

1. Calculo numérico de las raices de la ecuacién (5.11).

Para cada valor de los parémetros de la muestra Monte Carlo, se necesita calcular el valor de las
transformadas, TI%, (s), T'%, () y F§ (s), y para ello, es necesario obtener las raices de la ecuacién (5.11)
en cada iteracién MCMC. Es evidente que, en un algoritmo MCMC, no es factible computacionalmente
calcular las raices de modo simbélico, como se sugiere en Bertsimas y Nakazato (1992), utilizando, por
ejemplo, el paquete Mathematica. Ademés, obsérvese que, puesto que se estén utilizando algoritmos
de dimensién paramétrica variable, el nimero de rafces de la ecuacién (5.11) varfa en cada iteracién

MCMC.

2. Inversién numérica de las transformadas de Laplace.

Cuando los parémetros son conocidos, no se dispone de una expresioén explicita para las distribuciones de
interés, sino de sus transformadas de Laplace. Por tanto, es importante la eleccién de un procedimiento
adecuado en el que se integren los métodos de inversién numeérica de transformadas de Laplace que
permita estimar las distribuciones predictivas de N (1), W (7} y B, sin que se incremente demasiado
el coste computacional.

En la Subseccién 5.2.1, se describe brevemente como desarrollar inferencia Bayesiana sobre la intensidad
de tréfico, p, dada en (5.1), de un modo equivalente al considerado en Capitulos anteriores. En la Subseccién
5.2.2, se considera la estimacién de las distribuciones predictivas N (1), W () y B. En primer lugar, en el
apartado 5.2.2.1, se introduce un procedimiento para obtener numéricamente las raices de la ecuacién (5.11)
en cada iteracién MCMC a partir de los coeficientes de un polinomio que tiene las mismas raices que la
ecuacién de interés. Este procedimiento se utiliza en el apartado 5.2.2.2, donde se describen y se comparan
dos métodos diferentes para estimar las distribuciones predictivas de N (r), W(r)y B.
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5.2.1. Analisis del equilibrio del sistema.

_ Se ilustra a continuacién el procedimiento de estimacién de la probabilidad a posteriori de que el sistema

de colas observado sea ergédico, es decir, la probabilidad de que p sea menor que 1. Como se ha comentado
en Capftulos anteriores, si p < 1, el sistema observado es estable y por tanto, existen las distribuciones
estacionarias de las medidas asociadas al sistema, que son las distribuciones a las que convergen las distribu-
ciones transitorias cuando 7 tiende a infinito. En caso contrario, si p > 1, las probabilidades transitorias de
las cantidades de interés, evaluadas en cualquier instante 7, convergen a cero cuando T tiende a infinito y
por tanto, no existen sus distribuciones estacionarias.

Se supone que utilizando los datos, {t,s}, observados del proceso de llegadas y de servicio, se ha obtenido
una muestra MCMC de la distribucién a posteriori de los pardmetros, {6,8,}, del sistema MGE/MGE/1,
introducidos en la Seccién 5.1. Es decir, se tiene una coleccién de valores,

U — {9(;‘),99)} — {(L(j))P(j)’)‘(j)) ’ (Mu),Q(j)’uu))} . paraj=1,..J, (5.21)

donde J es el tamafio de la muestra MCMC. La probabilidad a posteriori de que el sistema de colas sea
ergédico se puede estimar con,

P(p<1|t,s)z%# {p(j) < 1}, (5.22)

donde p\Y) es el valor de la intensidad de trafico dado en (5.1) evaluado para cada valor de la muestra MCMC
que viene dado por,

EM(j) (1 _ Eg;} gj)) 1‘)

=1
r ‘L'("J

S (L) o

0) = (5.23)

p

Como siempre, si P(p < 1|t,s) es lo suficientemente grande (usualmente, mayor que 0.8), se puede
asumir que el sistema es ergédico. Sin embargo, aunque el sistema sea estable, generalmente, es conveniente
la estimacién de las distribuciones transitorias del sistema, ya que la convergencia al estado estacionario
puede ser muy lenta, o también, para predecir el comportamiento transitorio desde el instante inicial en otro
sistema equivalente al observado.

Procediendo de un modo andlogo al considerado en otros sistemas de colas, una estimacién de la intensidad
de tréfico viene dada por,

L ot (1-m50P)

= =EY (1 - Z‘Z;}Pi(j))

r=1

(5.24)

»—tE«

1
Elp|t.s]~=

NG

5.2.2. Estimacién de las distribuciones de interés..

Una vez analizado el equilibrio del sistema, el objetivo es ahora estimar las distribuciones predictivas de
N (1) y de W (7), asf como la distribucién predictiva de B, teniendo como datos las observaciones, {t,s}.
Concretamente, se pretende obtener estimaciones de,

O,(7]¢t,8) =Pr(N(r)=mn|t,s), [,(r|t,s)=Pr(W(r)<w|t,s), Fp(z|t,s)=Pr(B<z]|t,s).

Se proponen en esta Seccién, dos procedimientos de estimacién MCMC basados en los resultados de Bertsimas
y Nakazato (1992), expuestos en la Seccién 5.1. Como se verd mds adelante, en ambos procedimientos se
requiere calcular la expresién de las siguientes transformadas, cuyo valor viene dado en (5.15), (5.18) y (5.20),

I (s|69), I, (s 09), (s169),
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para cada valor de los pardmetros, au ), dados en (5.21), de la muestra MCMC. Puesto que, como se mostré
en la Seccién 5.1, para evaluar estas transformadas, es necesario previamente obtener las raices de la ecuacién
(5.11), se propone en primer lugar, en el apartado siguiente, un procedimiento que permite resolver numéri-

o)

camente esta ecuacién para cada valor de los pardmetros

5.2.2.1. Caélculo numérico de las raices de la ecuacién (5.11).

El objetivo en este apartado es describir un procedimiento para obtener las M raices de la ecuacion (5.11)
para cada valor de los pardmetros del sistema 6Y) dados en (5.21); es decir, dados unos parametros,

0 ={L,P = (Pi,.. PL), A= (A1, AL) , M, Q= (Qu, o, Qua) s 1= (s s )}

el problema a resolver es calcular numeéricamente las raices de la ecuacién,

fa, (s—xz) f5, (@) =1, (5.25)

que verifican que su parte real es positiva. Bertsimas y Nakazato (1992) demuestran que el nimero de raices
que verifican esta condicion es M, que es a su vez el orden de la distribucién MGE de servicio.

Se podria pensar en utilizar un método numérico para calcular directamente las raices de la ecuacién
(5.25), como por ejemplo, el método de Newton-Raphson. Sin embargo, como se prueba en el siguiente teo-
rema, se trata de una ecuacion polinémica cuyas rafces coinciden con las de un polinomio con una estructura
determinada y por tanto, resulta més razonable utilizar un método especialmente disefiado para calcular
los ceros de una funcién polinémica, como por ejemplo, el método de Laguerre, véase, por ejemplo, Ralston
y Rabinowitz (1978). Este es el método que se ha utilizado en este Capitulo haciendo uso de una rutina
implementada en FORTRAN, véase Press et al. (1989).

Teorema 1 El problema de calcular las raices de la ecuacién (5.25) es equivalente a eztraer las M rafces
con parte real positiva del polinomio de orden L + M dado por,

L M T L t M M
Pz) = EZZ:BQJIAiII(M+S‘ﬂII%'I[U%+@ —[ﬁ(h+5—ﬂ]x[ﬂ(x+%ﬁ,
r=1 t=1 i=1 i=r+1 j=1 j=t+1 1=1 7=1

cuyo coeficiente de orden n, paran =0,...,L+ M,

r=1 t==1 i=1 i(r,n—k) i=ts i(0,n—k) i=1s
k) I157s j(0,k) J=J.

o

. =Z(_1)n—k ZL: %Per (ﬁ A f'[ pj) YOI i) () - 2 I a+s) (1 +z)
k=0 =1

. (5.27)
donde i(r, k) son las (LE:' ,) combinaciones de los (L — r) elementos del conjunto {(X; + s)}{;, tomados de
(L —r —k) en (L —r — k) y, andlogamente, § (t, k) son las (MA’_I;_‘k) combinaciones de los (M —t) elementos
del congunto {(u; +x)}int tomados de (M —t — k) en (M —t — k).

Demostracién. Puesto que f3 y f§, son las transformadas de Laplace-Stieljes de la distribucién del tiempo
entre llegadas y de servicio, respectivamente, que se obtienen a partir de (5.2), la ecuacién (5.25) resulta ser

equivalente a,
L M 7 s t W
P. P ) = .
33 el (i) <11 (5) = a0

r=1t=1 =1

o
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y multiplicando ambos lados de esta ecuacién por el término,

1=1

[ﬁ (Ai+s—m)} X [IM[ (z +p;)

se tiene que, la ecuacion (5.28) viene dada por,

L

ZZPQLH)‘ ﬁ /\+s—wﬁ ﬁ u]+:v =[H(Ai+s—x)]x[ﬁl(x+pj)],

r=1t=1 i=1  i=r+1 =1 =1 7=

cuyos ceros coinciden con los del polinomio P (z), dado en (5.26). Por tanto, la ecuacién (5.25) tiene L+ M
raices, coincidentes con las del polinomio P (z), (5.26), de las cuales M tienen parte real positiva, que son
las M raices de interés.

Se pretende ahora encontrar los coeficientes del polinomio P (), (5.26), lo que permitird hacer uso del
método de Laguerre para extraer sus raices. Para ello, una posibilidad es considerar el desarrollo de Taylor
de P(z) enx =0,

) (L+M) (0
P () +.‘.+-—————P ()ZEL+M,
ol n!

y observar que el coeficiente de orden n es igual a P(™ (0) /n!, paran =0, ..., L+M, donde P (0) representa
la derivada n—ésima de P (z) evaluada en x = 0. Obsérvese que,

P(z)=P0)+P' (0)z+

10| 55

(n)
7"“! zzm HAH% | R (5.29)

r=1 t=1

donde,
fre (@) = gr (s~ 2;X) X ge (T 1) (5.30)

y donde,

gr (13 0) = H (i +z), (5.31)

=141

y andlogamente para g; (z; pt). Ademds, la derivada n—ésima de (5.30) viene dada por,
n— — k
A (e) = z ()" (D) (s =5 M) 0™ (5 10),

y por tanto, las derivadas, P(™ (0) /n!, dadas en (5.29), dependen de,

('ﬂ) n (n~k) S; (k) ;
n!(o)_kgo( - kgr(n (k)./\) }Slu), (5.32)

que se puede calcular teniendo en cuenta que,

o L
™) (z; A) = H Ai+z)=n 3 (H ()\i—i-:z:)), (5.33)

i(r,m) \i=ts
donde i(r,n) = (41,42, ...,4L—r—n) son las (Lf:n) combinaciones de los (L — r) elementos del conjunto

{(Mi +z)}2, tomados de (L —7 —n) en (L7 —n).
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Sustituyendo (5.32) en (5.29), utilizando (5.33), se tiene,

(n) L M T t n
PO - IS o [N ITk kg()(-l)“—’“i(rg_k)(n<A¢+m>)i(§c)(n<ui+m)

t 2 St
n: r=1 t=1 =1y 1=t

Sy (H(Ai+x))i(§c)(igs(yi+x>),

k=0 . i(0,n—k) \i=1is

que equivale a la expresién dada en (5.27). ®

5.2.2.2. Prediccién del comportamiento transitorio y del periodo de ocupacion.

En este apartado, se proponen procedimientos de estimacién Monte Carlo para las distribuciones pre-
dictivas de las cantidades de interés, N (1), W (1) y B, en los que se utiliza el célculo numérico de raices
desarrollado en el apartado anterior. Con esta finalidad, se distinguen dos modos diferentes de actuacién
basados en los dos procedimientos introducidos en Conesa (2000) y en Armero y Conesa (2000) para esti-
mar, entre otras cantidades, la distribucién estacionaria del tiempo de espera en cola en un sistema MX /M/1
a partir de su transformada de Laplace-Stieljes, conocida para cada valor de los pardmetros del sistema

Si se supone, por ejemplo, que se desea estimar la distribucién predictiva de N (7), es decir, las proba-
bilidades a posteriori,

I, (7| t,s) =Pr(N (1) =n]|t,s), paran =0,1,...,

se plantean dos procedimientos para la estimacién de estas cantidades.

i. Primer procedimiento.

Consiste en actuar de forma andloga a como se ha considerado en Capitulos anteriores, utilizando una
aproximacién Monte Carlo de la probabilidad de interés, es decir,

Hn('rlt,s,p<1)z}% S, (’Tle(j)), (5.34)

Fip@ <1

donde cada valor de TI,,(7 | 89) se obtiene invirtiendo numéricamente su transformada I3, (s | 8,
dada en (5.15), para cada valor de los pardmetros, 69, de la muestra MCMC, dada en (5.2 1), utilizando,
por ejemplo, el algoritmo de Hosono, véase el Apéndice 5.5.

Obsérvese que, aunque la distribucién transitoria predictiva, II, (7 | t,s), existe sin necesidad de aswmir
equilibrio, se ha condicionado sobre p < 1, en (5.34), puesto que, como se comenté en la Seccién 5.1,
Bertsimas y Nakazato (1992) demuestran que esta condicién es suficiente para asegurar que el nimero
de raices de la ecuacién (5.11) sea M. Nétese que en (5.34), el valor de p9) viene dado por (5.23) y R
representa el tamafio de la submuestra MCMC formada por el conjunto de pardmetros que verifican la
condicién de equilibrio.

2. Segundo procedimiento.

Consiste en aproximar el valor de la transformada de la distribucién predictiva, II% (s | t,s), e invertirla
numéricamente. Para ello, se puede tener en cuenta que, considerando la definicién de transformada
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de Laplace, resulta que,

I (s|t,s) = / e ", (7| t,s)dr,
0

/Oooe—sr [/@Hn(ﬂe)f(glt,s)de] ar

/e[[)me—srnn(Tle)dT}f(9|t7s)d9’
[ 101701t

donde O es el espacio de estados del conjunto de pardmetros 8 = (6,6,), introducidos en la Sub-
seccién 5.1.1. Entonces, se puede obtener, la siguiente aproximacién Monte Carlo de la transformada

condicionada en p < 1,
| . o X . ©)
IMOTEVEIES-2Y Hn(s|0 ) (5.35)

gl <1 .

En este segundo procedimiento, se obtiene una estimacién de I, (7 | t,s, p < 1) invirtiendo numérica-
mente la aproximacién de su transformada, (5.35), mediante el algoritmo de Hosono (1981).

Es importante puntualizar que existen diferencias substanciales entre ambos procedimientos tanto en
la precisién de las estimaciones como en el coste computacional. El primer método, es més costoso com-
putacionalmente puesto que requiere la inversién numeérica de la transformada IT7 (s | gu )) en cada iteracién
MCMC, mientras que con el segundo procedimiento, se requiere utilizar una sola vez el algoritmo de inversién
numérica, para invertir la aproximacién de la transformada de la distribucién predictiva, II}, (s | t,s, p < 1),
dada en (5.35). Sin embargo, como se argumenta en Conesa (2000) para una situacién equivalente, el segundo
procedimiento es muy sensible a la precisién en la evaluacién de la transformada de la distribucién predictiva,
dada en (5.35), y més atin, si, como es el caso, no se conoce su expresién explicita, sino que es el resultado
de una aproximacién. En la préctica, se ha observado que existen diferencias notables en el resultado de
las estimaciones con ambos procedimientos, que se incrementan a medida que aumenta la complejidad del
modelo de colas MGE/MGE/1. Por esta razén, en este Capitulo, se sugiere el uso del primer procedimiento
a pesar del incremento en el coste computacional.

La estimacién de la distribucién predictiva de W (7), determinada por las probabilidades a posteriori,
Ty (T|t,s)=Pr(W(1) Sw]lt,s), para w <0, (5.36)

se puede abordar de forma an4loga a como se ha procedido con la distribucién predictiva de N (7). Para evitar
repetir el desarrollo anterior y con objeto de sintetizarlo, se incluyen a continuacién, de modo esquemdtico,
los dos procedimientos de estimacién introducidos anteriormente, aplicados ahora sobre las probabilidades
dadas en (5.36).

PROCEDIMIENTO 1 DE ESTIMACIGN DE T, (7‘ | t,s,p < 1) .
1. Para cada Y) que verifica pU) <1, calcular Ty, (T | H(j)) invirtiendo I7, (s | G(j))

2. Estimar,

1 .
Ty (T[t,s,p<1)z—é Z T, (T|9(3)), (5.37)
Fiplid <1

PROCEDIMIENTO 2 DE ESTIMACION DE I, (7 |t,s,p < 1).
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1. Para cada §Y) que verifica p¥) < 1, evaluar T, (S | H(j)) y aproximar,

T (s]t,s,p<l) z-}i Z r; (s |-0(j)) )
Jiplid <1

5. Invertir numéricamente la transformada I} (s|t,s,p < 1).

Por dltimo, la distribucién predictiva de la longitud del periodo de ocupacién, B, se puede estimar
utilizando los dos procedimientos equivalentes a los que se acaban de exponer. En particular, haciendo uso
del primer método y andlogamente a la estimacién de distribuciones predictivas en Capitulos anteriores, la
funcién de distribucién de la longitud del periodo de ocupacién se puede estimar mediante,

1 .
Fg (mlt,s,p<1)w—§ Z Fp (x|9(7)), (5.38)
Jipld <1

donde Fg(z | 8) es la funcién de distribucién de B obtenida invirtiendo numéricamente Fj(s | 897), dada
en (5.20).

Obsérvese que, en este caso, si es necesario asumir que se verifica la condicién de ergodicidad, p < 1,
para que exista la distribucién predictiva de B, puesto que la longitud del periodo de ocupacién, B, sélo estd
definida bajo esta condicién.

5.3. Ilustraciones.

En esta Seccién, se ilustran los procedimientos de estimacién desarrollados en este Capitulo sobre dos
sistemas de colas simulados a partir de dos conjuntos de observaciones generadas, para cada sistema, de los
tiempos entre llegadas y de servicio en el mismo. En primer lugar, se generan observaciones correspondientes
a un sistema M/M/1. El motivo por el que se considera el modelo de colas més sencillo es el de comparar
las distribuciones estimadas con su valor verdadero cuando los pardmetros del sistema son conocidos. En
segundo lugar, se consideran observaciones generadas de un sistema Weib /MGE/1, con el objeto de ilustrar
los procedimientos de estimacién expuestos sobre sistemas de colas GI/G/1 que no pertenezcan a la familia

de modelos MGE/MGE/1.

Para simular estos sistemas se utilizan algunos de los conjuntos de datos generados en las Seccién 2.5 del
Capitulo 2 y un nuevo conjunto de datos. Concretamente, para el sistema M/M/1, se consideran:

s 100 tiempos entre llegadas generados en la Seccién 2.5 de una distribucién exponencial de media 1.0.

= 100 tiempos de servicio generados de una distribucién exponencial de media 0.6.

Y, para el sistema Weib/MGE/1, se consideran:

= 100 tiempos entre llegadas al sistema generados en la Seccién 2.5 de una distribucién Weibull, Weib (1.5, 1.5).
= 100 tiempos de servicio generados en la Seccién 2.5 de una distribucién de una distribucién MGE con

Q =(0.1,0.9) y p =(5,30)

Dadas estas observaciones, el objetivo es estimar las distribuciones transitorias del nimero de clientes
presentes en el sistema y del tiempo de espera en cola, asi como la distribucién de la longitud del periodo de
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ocupacién. Para aplicar los métodos propuestos en este Capitulo, se utilizan las muestras MCMC obtenidas
en la Seccién 2.5 a partir del algoritmo RIMGE y una nueva muestra obtenida mediante este mismo algoritmo
con el nuevo conjunto de datos. De este modo, se tiene, para cada sistema de colas, una muestra del tipo
dado en (5.21), con pares de pardmetros de la distribucién del tiempo entre llegadas y de servicio. En la
Subseccién 5.2.2, se proponen dos procedimientos diferentes de estimacién para las distribuciones predictivas
mencionadas, IT,, (7 | t,s,p < 1), [y (7| t,5,p < 1}y Fg (z | t,s,p < 1). En las ilustraciones que se muestran
a continuacién, se hace uso del primero de los procedimientos propuestos puesto que, tal como se detalla
en el apartado 5.2.2.2, de este modo, se obtiene, generalmente, una estimacién mds precisa aunque el coste
computacional sea un poco mayor.

Como se indicé en la Seccién 5.1, para calcular las distribuciones transitorias de N (1) y de W (7), se
supone que el sistema est4 vacio en el instante inicial, 7 = 0, y que la inicas probabilidades iniciales distintas
de cero son, g, ; (0), para ¢ = 1,...,L, véase (5.8). En el caso de la distribucién transitoria de W (7), se
requiere ademés que estas probabilidades iniciales, o (0), verifiquen la condicién dada en (5.16). Aunque
esta condicién no es necesaria para calcular la distribucién transitoria de IV (7), en esta Seccién, se asume
también para este caso con objeto de fijar unos valores para las probabilidades iniciales, mg (0), dados en
(5.19). Con este supuesto, las expresiones para los valores de D,, dados en (5.10), se simplifican del modo
siguiente, véase Bertsimas y Nakazato (1992),

1 (—1)M 51 m (0) a
D= SEa] S ) @1

z, ()

parar=1,... M,

donde A; es la variable que representa el tiempo entre las llegadas al sistema.

Con respecto a los pardmetros utilizados para el algoritmo de Hosono (1981), en esta Seccién, se ha
fijado el valor de a = 6 para la aproximacién dada en (5.39) en el apéndice. Puesto que las transformadas,
I (s | 89), % (s | 09)) y Fi(s | 819), invertidas en cada iteracién MCMC, verifican que sus inversas estén
acotadas por M = 1, ya que corresponden a las probabilidades de que haya n clientes en el sistema, de que
el tiempo de espera sea menor que w y de que el periodo de ocupacién sea menor que I, respectivamente, se
obtiene un error de aproximacién igual a 6.144 x 1078, véase (5.43) en el apéndice. Ademés, para fijar los
pardmetros de truncamiento, se ha utilizado el procedimiento propuesto por Bertsimas y Nakazato (1992),
expuesto esqueméticamente al final del Apéndice 5.5, lo que da lugar a un error total de inversién menor
que 105 veces el valor de la probabilidad de interés. En particular, en el paso 1, se ha fijado un valor inicial
k = 50, que ha resultado ser suficiente en la mayoria de los casos.

En la Tabla 5.1, se muestra la probabilidad a posteriori de que se verifique la condicién de equilibrio,
p < 1, calculada a partir de (5.22) y la estimacién de la intensidad de tréfico, p, obtenida mediante (5.24), en
los dos sistemas de colas considerados. Nétese que el verdadero valor de la intensidad de trafico conocidos los
parametros de los sistemas simulados M/M/1 y Weib/MGE/1 es 0.6 y 0.3338, respectivamente. En ambos
casos, se observa que la probabilidad, P(p < 1 [,t,s), es lo suficientemente elevada como para asumir que
existen las distribuciones estacionarias. Sin embargo, por diversas razones, que se han comentado a lo largo
del Capitulo, puede resultar interesante el anélisis del comportamiento transitorio del sistema evaluado desde
el instante inicial, que se muestra a continuacién.

M/M/1__ Weib/MGE/1
Plp<1|t,s) | 0.9987 0.9999
E[p|t,s] | 05837 0.3454

Tabla 5.1: Estimaciones de la probabilidad a posteriori de que exista equilibrio en el sistema y valores
esperados de la intensidad de tréfico en cada uno de los dos sistemas de colas simulados.



122 CAPITULO 5. ANALISIS TRANSITORIO Y DE OCUPACION EN EL SISTEMA GI/G/1

En las Figuras 5.2 y 5.3, se muestra la evolucién de las estimaciones de la distribucién transitoria,
I (r|ts,p<1)=Pr(N(r) =n|tsp<1),

del nimero de clientes presentes en los dos sistemas de colas, obtenidas mediante (5.37), evaluadas en distintos
instantes de tiempo, 7. En el caso del sistema M/M/1, se muestra también, en linea continua, el valor de
la distribucién estacionaria del tamafio del sistema cuando se conocen los pardmetros, que se distribuye
geométricamente segin (1.10). Obsérvese que, a medida que aumenta el valor de 7, la distribucién converge
a su valor estacionario. En el caso del sistema Weib/MGE/1, no se muestra la distribucién estacionaria en
linea continua puesto que no se conoce, en este caso, su valor explicito dados los pardmetros, aunque se
aprecia la convergencia de las distribuciones transitorias estimadas a un valor estacionario. En particular,
obsérvese que, para valores muy grandes de 7, la estimacién de la probabilidad de que el sistema esté vacio,
o (7| t,s,p < 1), es igual a uno menos el valor medio a posteriori de p, que se indica en la Tabla 5.1, lo
cual es congruente con el resultado conocido que afirma que, en cualquier sistema GI/G/1, la probabilidad
estacionaria de que el sistema se encuentre vacio en un instante aleatorio es (1 — p), véase (1.7). Por otro
lado, nétese también que la convergencia a la distribucién estacionaria en el sistema M/M/1 es més lenta
que en el sistema Weib /MGE/1, lo que era de esperar puesto que el valor de la intensidad de tréafico es mayor
en el sistema M/M/1.

En las Figuras 5.4 vy 5.5, se muestran las estimaciones de la funcién de distribucién transitoria,
Tw(r|t,s,p<1)=Pr(W(r) <wlt;sp< 1,

del tiempo de espera en cola en el sistema M/M/1 y el sistema Weib/ MGE/1, respectivamente, calculadas a
partir de (5.34). De nuevo, se consideran valores de T variando desde el instante inicial, 7 = 0, hasta 7 = 100,
instante en el que, en ambos sistemas, la distribucién ha convergido a su valor estacionario. Como antes, en
el sistema M/M/1, se ilustra, en linea continua, el valor de la funcién de distribucién estacionaria cuando
los parédmetros son conocidos, que es proporcional a una distribucién exponencial, véase (1.11). Y, por los
motivos mencionados anteriormente, esta distribucién no se muestra en el caso del sistema Weib/MGE/1.
Obsérvese que, para valores grandes de T, las estimaciones de la probabilidad estacionaria de que el tiempo
de espera en cola sea nulo, ['o (t]t,s,p< 1), son congruentes con los resultados tedricos que afirman que,
si el proceso de llegadas es Markoviano, como €s el caso del sistema M/M/1, esta probabilidad coincide con
la probabilidad de que el sistema esté vacio en un instante aleatorio y es igual a (1 — p). Sin embargo, si
el proceso de llegadas no es de Poisson, como es el caso del sistema Weib/MGE/1, estas probabilidades no
coinciden. Nuevamente, se aprecia que la convergencia a la distribucién estacionaria en el sistema M/M/1
es més lenta que en el sistema Weib/MGE/1.

Por tltimo, en las Figuras 5.6 y 5.7, se muestra la estimacién de la funcién de distribucién predictiva de la
longitud del periodo de ocupacién, Fip (z | t,s,p < 1), para cada sistema de colas, obtenidas mediante (5.38).
En el caso del sistema M/M/1, se ilustra también, con linea continua, la funcién de distribucién cuando los
pardmetros son conocidos cuyo valor se obtiene integrando la funcién de densidad dada en (1.13).

FEl tiempo que se requiere para obtener las estimaciones que se han mostrado en esta Seccién varia segin
el caso, dependiendo, fundamentalmente, de la cantidad de valores que se deseen estimar y de la simplicidad
del modelo de colas que se esté considerando. El primer motivo es evidente ya que, por ejemplo, el tiempo que
se necesita para obtener las estimaciones deIl, (T]t,5,p< 1), presentadas en las Figuras 5.2y 5.3, es menor
que el que se necesita para obtener las de T'y, (7 | t,s,p < 1), presentadas en las Figuras 5.4 y 5.5, ya que para
en las primeras se estiman 6 x 4 = 24 valores, en cada caso, mientras que en las segundas 6 x 13 = 78. Sin
embargo, la estimacién individual de cada uno de estos valores es mayor en el primer caso que en el segundo
ya que evaluar la transformada 1 (s | 0Y)) es més costoso que evaluar la transformada I'},(s | 69, El
segundo factor del que depende el coste computacional es, como se ha mencionado, la simplicidad del modelo
de colas. Teniendo en cuenta que el tiempo que se necesita para invertir la transformada de una determinada
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Figura 5.2: Estimacién de la distribucién transitoria del nimero de clientes en el sistema M/M/1 desde el
instante inicial, 7 = 0, hasta la convergencia a la distribucién estacionaria. Se muestra, en linea continua, el
valor verdadero de la distribucién estacionaria, conocidos los pardmetros.
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Figura 5.3: Estimacién de la distribucién transitoria del nimero de clientes en el sistema Weib/MGE/1 desde
el instante inicial, 7 = 0, hasta la convergencia a la distribucién estacionaria. No se muestra el valor verdadero
de la distribucién estacionaria conocidos los pardmetros, puesto que no se conoce su valor explicito.
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Figura 5.4: Estimacién de la distribucién transitoria del tiempo de espera en colas en el sistema M/M/1
desde el instante inicial, 7 = 0, hasta la convergencia a la distribucién estacionaria. Se muestra, en linea
continua, el valor verdadero de la distribucién estacionaria, conocidos los pardmetros.
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Figura 5.5: Estimaci6n de la distribucién transitoria del tiempo de espera en cola en el sistema Weib/MGE/1
desde el instante inicial, 7 = 0, hasta la convergencia a la distribucién estacionaria. No se muestra el valor
verdadero de la distribucién estacionaria conocidos los pardmetros, puesto que no se conoce su valor explicito.
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Figura 5.6: Estimacién de la distribucién estacionaria de la longitud del periodo de ocupacién en el sistema
M/M/1. Se muestra, en linea continua, el valor verdadero de esta distribucién, conocidos los pardmetros.
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Figura 5.7: Estimacién de la distribucién estacionaria de la longitud del periodo de ocupacién en el sistema
Weib/MGE/1. No se muestra el valor verdadero de la distribucién estacionaria conocidos los pardmetros,
" puesto que no se conoce su valor explicito.
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probabilidad aumenta con el nimero de pardmetros del modelo de colas, la estimacién de las distribuciones
asociadas al sistema M/M/1 serén menos costosas ya que el niimero de iteraciones MCMC con dimensiones
reducidas de los pardmetros, LU) y M (4, véase (5.21), es mucho mayor que en el sistema Weib/MGE/1.
Concretamente, ninguna de las estimaciones mostradas en los graficos de esta Seccién requiere més de 20
minutos para su realizacién en un Pentium Iv.

5.4. Comentarios y extensiones

En este Capitulo, se han propuesto diferentes métodos Bayesianos para la estimacién de la distribucién
transitoria del nimero de clientes presentes en un sistema GI/G/1, de la distribucién transitoria del tiempo
de espera en cola y de la distribucién de la longitud del periodo de ocupacién. Para ello, se ha aproximado
este sistema de colas general con la familia de modelos MGE/MGE/1 y se han utilizado los resultados de.
Bertsimas y Nakazato (1992) que permiten obtener expresiones para las transformadas de Laplace de las
cantidades mencionadas cuando se conocen los pardmetros del sistema MGE/MGE/1. Se ha ilustrado la
metodologia propuesta con dos sistemas de colas simulados. :

Como se comenté en la Seccién 5.3, el coste computacional asociado a la estimacién de las distribuciones
transitorias del tamafio del sistema, N (7), y del tiempo de espera, W (), se incrementa considerablemente
a medida que aumenta el nimero de instantes, 7, y el rango de valores de la variable para los que se realiza
la estimacién. Una alternativa menos costosa puede consistir en evaluar en cada instante, T, la esperanza de
N(1)ydeW (7), o un nimero determinado de momentos. Para ello, se puede hacer uso de varios resultados
que se muestran en Bertsimas (1990) relacionados con la funcién generadora de momentos de N (Tyyla
transformada de Laplace-Stieljes de W (7). Sin embargo, cabe esperar que para valores clevados de 7 los
momentos de las distribuciones de N (1) y de W (7) tiendan a infinito puesto que, en el estado estacionario,
1o existen los momentos de las distribuciones predictivas de estas cantidades ya que los sistemas de colas
MGE/MGE/1 contienen a los modelos MGE/M/1 y M/MGE/1 en los que, como ya se ha comentado en
esta tesis, se sabe que aparece el problema de la no existencia de momentos. Otra alternativa puede basarse
en la estimacién de la mediana, o de un nimero determinado de cuantiles, de las distribuciones predictivas
en cada instante, 7. Sin embargo, conocidos los pardmetros de un sistema MGE/MGE/1, la obtenci6n de la
mediana de N (7) o de W (T) no es trivial y, aunque se puede aproximar numéricamente, este procedimiento
no es el més recomendable en un método de estimacién MCMC puesto que no se espera un descenso tan
favorable en el coste computacional y como es natural, las estimaciones serdn peores. Actualmente, se esta
trabajando en todas estas cuestiones que abordan problemas teéricos y numéricos.

Por tltimo, los procedimientos expuestos en este Capitulo podrian extenderse a sistemas de colas més
generales GI/G/c mediante aproximaciones basadas en modelos de colas MGE/MGE/c y haciendo uso de los
resultados obtenidos en Bertsimas (1990) para calcular algunas medidas de este sisterna con més servidores
cuando se conocen sus pardmetros. Aunque las técnicas utilizadas en Bertsimas (1990) son similares a las
empleadas en Bertsimas y Nakazato (1992), no se consideran las mismas cantidades de interés en el modelo
de colas. En particular, en Bertsimas (1990), no se analiza el comportamiento transitorio del sistema y los
procedimientos propuestos requieren un coste mucho mayor de tiempo y memoria, que se incrementa con el
ntimero de servidores.

5.5. Apéndice: Inversién numérica de transformadas de Laplace
mediante el algoritmo de Hosono.

En este Apéndice, se introduce brevemente el algoritmo propuesto por Hosono (1981) para la inversién
numérica de transformadas de Laplace. Este algoritmo se ha utilizado en este Capitulo para invertir numéri-
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camente las transformadas de la distribucién del nimero de clientes en el sistema, del tiempo de espera en
cola y del periodo de ocupacién.

Existen muchos otros procedimientos para la inversién numeérica de transformadas de Laplace, como los
basados en el método de las series de Fourier y otras técnicas que se recopilan en Abate y Whitt (1992)
y Conesa (2000). Sin embargo, se ha optado por este algoritmo, fundamentalmente, porque Bertsimas y
Nakazato (1992) lo han aplicado con éxito para el caso en el que los pardmetros del sistema sean conocidos y
adem&s, es muy répido y ficil de implementar, Al igual que se hace en Bertsimas y Nakazato (1992), se han
obtenido aproximaciones muy precisas al comparar, para el sistema M/M/1, las distribuciones del tamano del
sistema y del periodo de ocupacién conocidas con las aproximaciones obtenidas invirtiendo numéricamente
sus transformadas con el algoritmo de Hosono (1981). No ha sido posible realizar estas comparaciones con
otros sistemas que no sean el modelo M/M/1 ya que no se han obtenido hasta ahora expresiones explicitas
para sus distribuciones dados los pardmetros del sistema. Ndtese que, como se comentd anteriormente, las
soluciones conocidas para el modelo de colas M/M/1 estdn expresadas en términos de funciones de Bessel
modificadas, véase Gross y Harris (1985).

El algoritmo de Hosono (1981) es esencialmente equivalente al algoritmo de EULER, que es una variante
del método de las series de Fourier, véase Abate y Whitt (1992), y que fue desarrollado por Dubner y Abate
(1968). La estrategia fundamental del algoritmo de Hosono (1981) se basa en la siguiente aproximacién,

€Xp (a) _e_a_ = (—'1)” i (539)

exp("S)ﬁ2cosh(a—s): 2 s—a—1i(n—05)7

n=-—co

Teniendo en cuenta que una funcién, f (7), se puede expresar en términos de su transformada de Laplace,
f* (s), mediante,
1 v-+100
fr)=o= " (s)exp (s7) dr, (5.40)
27 J s .

Hosono (1981) muestra que, bajo unas condiciones muy suaves para f*(s), se puede obtener una buena
aproximacién de f (T) si se reemplaza el valor de exp (s7) en (5.40) por su aproximacién obtenida a partir
de (5.39) para valores elevados de a. Concretamente, el resultado de esta aproximacién viene dado por,

f(r) = fec(,0) = ZFn, (541)

donde,

; —-05
Fo=(-1)"Im [f* (w)] | (5.42)
El valor de a se utiliza en Hosono (1981) como una medida de precisién en la aproximacién obtenida. En

particular, si f (7) estd acotado, es decir, si |f (7)| < M, para todo 7, el error de aproximacién verifica que,

e—2a

—_— 5.43
|1 —Za.l ( )

| fee(,0) = f (D) < M
Nétese que, como se comenté en la Seccién 5.3, todas las transformadas que se han invertido en este Capitulo

verifican que sus inversas estdn acotadas por M = 1 puesto que se trata de las probabilidades, Pr (N () = n),
Pr (W (1) < w) y Pr{B < 7}, y por tanto se puede obtener ficilmente una medida del error de aproximacion.

Obsérvese que, en la préctica, no es posible evaluar la serie infinita f,. (7, a), dada en (5.41), y es necesario
truncarla de modo que se tenga un nmimero finito de sumandos. Como es natural, Hosono (1981) recomienda
no truncarla arbitrariamente y propone la siguiente aproximacién, que denomina de orden (I,m),

fe(tl:’m = e? (ZF +2—-m—1 Z AmnF’l+n) 3

n=0
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donde A, se obtiene de forma recursiva segin,
Amm =1, Amn-1= Amn + (m;-l),
y donde ! y m son pardmetros de truncamiento, los cuales pueden determinarse segiin unas cotas establecidas

en Hosono (1981) para controlar el error originado al truncar fec (T,0).

Hosono (1981) afirma que, en términos generales, las condiciones para que el algoritmo funcione adecuada-
mente se verifican si la funcién f (7) es lo suficientemente suave. De hecho, los puntos de discontinuidad de

f (7) originan errores en la inversion.

Bertsimas y Nakazato (1992) proponen el siguiente procedimiento para implementar el algoritmo de
Hosono (1981) que permite obtener un error total en la inversién numérica menor que 1072 |f (7).

ALGORITMO HOSONO.

Para cada valor de T,

1. Fijar s, =7"!(a+in(n—05)), definir F, = (=1)" Im [f* (s,)] y encontrar un k tal que,
o (a)e® 2\*

— Frsr - .
T;O <7'> T < (62>

C, = 05" f;g_l(“), paran =0,..,a— 1.

T

2. Calcular los valores de,

3. Aproximar,
e k~1 a—1
f(T) z—,’_— (ZFn+Zchk+r) -

=1 r=0



Capitulo 6
Conclusiones y extensiones.

En esta, tesis, se han propuesto distintos procedimientos para el anilisis Bayesiano de modelos de colas
con diferentes caracteristicas y con distribuciones generales para el tiempo entre las llegadas y/o el tiempo de
servicio en el sistema. Con el fin de aproximar estas distribuciones desconocidas, se han desarrollado varios
métodos de estimacién Bayesiana de densidades basados en modelos de mixturas de tipo PH con un nimero
desconocido de componentes, que se ha abordado mediante métodos MCMC de dimensién paramétrica
variable. Haciendo uso de las propiedades de los sistemas en los que intervienen distribuciones PH y de algunos
resultados clésicos de la Teorfa de Colas, se han obtenido estimaciones de las distribuciones estacionarias y
transitorias de varias medidas de interés en los modelos de colas, como el mimero de clientes en el sistema
o el tiempo de espera en cola. Ademds, se han propuesto métodos Bayesianos para el disefio de sistemas de
colas con varios servidores, que se ha ilustrado con conjuntos de datos reales.

En cada Capitulo de esta tesis se ha incluido una Seccién con los comentarios y extensiones relativos al
tema especifico considerado en cada uno de ellos. En este Capitulo, se pretende exponer, brevemente, algunas
de las extensiones generales en la misma linea de trabajo de esta memoria, pero que requieren procedimientos
Bayesianos y modelos de colas més sofisticados que los abordados en esta tesis. Estas lineas de investigacién
se han concretado en dos proyectos especificos que son el andlisis trafico de datos en internet y el estudio de
los centros de llamadas (call centers).

Como es sabido, recientemente, el nimero de usuarios y el movimiento de informacién en internet ha
aumentado drésticamente. Consecuentemente, la prediccién del tréfico en internet ha adquirido una enorme
importancia ya que su conocimiento constituye una herramienta itil para que los proveedores puedan evitar
problemas como los originados por el bloqueo de los servidores, tomar decisiones como algunas cuestiones
publicitarias, etc. Sin embargo, como sucede con otras redes. de telecomunicaciones, como los centros de
llamadas mencionados, se han desarrollado pocos estudios estadisticos relacionados con el tréfico en internet.

Las caracteristicas principales de las redes de tréafico locales (LAN) y de grande escala (WAN) son la
auto similitud y la llegada de mucha informacién simultdnea (burstiness), véase, por ejemplo, Leland et al.
(1994) y Willinger et al. (1995). Ademds, se ha mostrado que las llegadas de paquetes de internet (IP) se
producen, en general, con caracteristicas similares que no se ajustan a un proceso de Poisson, véase Paxson
y Floyd (1995) y Crovella y Bestavros (1996). Con el fin de describir procesos de llegadas con este tipo de
caracterfsticas, se han introducido diferentes modelos tales como el movimiento browniano fraccional, véase
Vehel y Riedi (1997) y el proceso BMAP, que es un proceso MAP con llegadas en grupos, considerado en
Klemm et al. (2003). Se puede encontrar una revisién de la literatura relativa a esta materia en Jagerman
et al. (1996).

Sin embargo, una limitacién importante del uso de estos procesos es que la inferencia y la estimacién
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de los pardmetros es, generalmente, muy dificil -debida a la complejidad de la funcién de verosimilitud. En
particular, no existe apenas literatura destinada a la inferencia Bayesiana en el proceso BMAP o en el
movimiento browniano fraccional.

El interés en el estudio del tréfico de internet no se limita al anslisis de los procesos de llegadas de los
paquetes IP, sino que se centra fundamentalmente en los sistemas de colas originados en su transmisién. Se
han hecho varios estudios probabilisticos de los modelos de colas BMAP/G/1, véase, por ejemplo, Lucantoni
(1993). Sin embargo, lamentablemente se han obtenido todavia pocos resultados sobre las caracteristicas
de este sistema cuando sus pardmetros son conocidos. Por otro lado, tampoco se han desarrollado muchos
estudios para modelos de colas cuyo proceso de llegadas es un movimiento browniano fraccional, un ejemplo
se encuentra en Narayan (1998).

Por consiguiente, una linea de investigacién futura por donde proseguir el trabajo de la tesis consiste
en desarrollar técnicas de inferencia Bayesiana para los procesos de llegada de trafico de IP y aplicar estos
procedimientos a varias muestras reales de datos de internet. Para llevar a cabo la inferencia, se requiere el
desarrollo de algoritmos numéricos aproximados que funcionen rapidamente en la prictica, ya que el cdlculo
de distribuciones a posteriori mediante los métodos MCMC puede ser muy costoso debido al elevado tamaio
muestral que se encuentra generalmente en los datos de internet. Ademés, el andlisis del proceso de formacién
de colas cuando los paquetes se encuentran en estado de espera requiere la combinacién de resultados propios
de la Teorfa de Colas con métodos de simulacién y con los métodos Bayesianos que se hayan desarrollado

previamente.

La otra linea de investigacién que se ha destacado en estas extensiones generales es el andlisis del fun-
cionamiento de los centros de llamadas. Un centro de llamadas es un conjunto de recursos, constituido,
generalmente, por equipamiento informético, de personal y sistemas de telecomunicacién, que posibilita la
oferta de servicios mediante la comunicacién telefénica, integrada con la informética, entre agentes (también
llamados teleoperadores) y clientes. El mercado de las empresas de marketing telefénico es un sector en pleno
desarrollo. En los tltimos afios, se ha registrado una tasa media anual de crecimiento aproximada del 20%
en Estados Unidos, véase Koole y Mandelbaum (2002), y del 15 % aproximadamente, en Espafia, donde a
finales de 2002, el sector estaba integrado, por alrededor de 60 operadores, el empleo generado se situé en
unos 44.000 trabajadores, con una facturacién media por empleado cercana a los 20.000 euros, segun un
estudio realizado por la consultora DBK.

Aunque el estudio de los centros de llamadas comprende muchas dreas de investigacién, tales como
sectores tecnolégicos de la ICT (Information and Communication Technology) o diferentes ciencias sociales,
la Teorfa de Colas y la Investigacién Operativa han constituido los pilares fundamentales para su desarrollo.
Nétese que la interpretacion de un centro de llamadas como un sistema de colas resulta muy natural. En
esta direccién, existe una literatura muy amplia enfocada en la gestién y la optimizacién en los centros de
llamadas, véase, por ejemplo, Harris et al. (1987) y Sze (1984) y recientemente, se han producido varias
contribuciones considerando redes de colas para describir centros de llamadas més sofisticados que surgen
en la actualidad, véase, por ejemplo, en Bhulai y Koole (2000) y en Kogan et al. (1997).

Sin embargo, como sucede para modelos de colas en general, se han realizado muy pocos estudios estadis-
ticos del funcionamiento de los centros de llamadas. En Gans et al. (2003), se recopilan aproximadamente 200
publicaciones de carécter cientifico relacionadas con estas entidades, de las cuales inicamente 16 se destinan
a su estudio estadistico. Ademds, en la mayorfa de los casos, el modelo utilizado es el sistema M/M/c, que, en
algunas ocasiones, recibe el nombre de Erlang C. Una excepcién es Brown et al. (2002), donde se considera
un conjunto de datos reales procedentes de un centro de llamadas en una entidad bancaria que se describe
mediante un modelo de colas en el que las llegadas se producen segin un proceso de Poisson no homogéneo
y el tiempo de servicio sigue una distribucién lognormal. El problema fundamental en este caso es que no
existen muchos resultados clésicos sobre este modelo de colas que permitan estimar las distribuciones de las

caracteristicas de interés.
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El analisis estadistico de los centros de llamadas es complicado ya que para obtener una descripcién
adecuada de su funcionamiento es necesario, como en el tréfico de IP, considerar modelos de colas en los que
los tiempos entre llegadas (y a menudo los tiempos de servicio) no sean independientes entre si. Adem4s, es
necesario incorporar en el modelo la posibilidad de abandono de clientes impacientes, asf como el reintento
de algunos de estos clientes. Los sistemas deben de tener capacidad finita puesto que, en la mayorfa de los
casos, €]l mimero de teleoperadores, aunque sean autométicos, es finito. Por dltimo, es muy frecuente en los
centros de llamadas encontrar diferentes prioridades en la atencién de los clientes, por ejemplo, en centros
de llamadas que se han implantado, recientemente, para gestionar la cita previa de pacientes en atenci6n
sanitaria primaria.

Consecuentemente, otra de las lineas de investigacién futura o extensiones generales de la tesis es el
desarrollo de métodos Bayesianos para modelos de colas con las caracteristicas mencionadas propias de los
centros de llamadas. Como es natural, algunos de los procedimientos que se desarrollen para la inferencia
en procesos de llegadas de paquetes en internet se pueden aplicar también a los centros de llegadas ya que
comparten muchas caracteristicas como la dependencia del tiempo y las llegadas en grupos.
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