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Estructura de la Memoria y cuestiones de estilo.

La memoria se estructura en @aos yéstos, a su vez, en secciones, subsecciones y subsec-
ciones detstas — que se v@m marcadas por elrabolod —, siendo siempre el texto que precede
a la primera secon una introducdn, donde se describe el contenido del estudio e incluyen las
referencias &asicas.

En el texto se evitér escribir caracteres en cursiva, la cual se em@lpara voces en len-
gua extranjera o enfatizar una frase. Se &isdws caracteres en negrita ridostanto para indicar
caftulos, secciones, teoremas, lemas, proposiciones, tablas, demostraciones s&mpanadbs
operadores que se considémram@ lo largo de esta memoria — en ocasiones aparmeesr estilo
griego —.

Dada la gran cantidad de nomenclatura contenida en el texto y a fin de evitar confusiones, se
han empleado las posibilidades ofrecidas pogX para realizar una estricta sepafati segin
sea el concepto que se asocia a la nétadPor ejemplo, los conjuntos se denotan con las letras
huecas(C, P, etc; los funcionale€, U, etc, y los polinomios con mirsculasp(x), salvo los
clasicos y sus generalizaciones.

Por otro lado, cuando se digés) uno esh abusando de la notéai queriendo decip(z(s)).
Mientras que si se escripgzy(s)) dondexy(s) = z(s + %) siendok € Z, uno se est refiriendo
al cambio de variable usual — z(s) aplicado sobre, diciendose en este caso ques un
polinomio enz;, del grado el que corresponda.

Ademas, debido a la gran cantidad derhulas que aparecen en esta memoriadhabasiones
en la que el mismoimbolo indique cosas distintas en diferentesiwdgs, de ahque, aunque en
estos casos se indiéarel lector debér distinguirlos segn el contexto en las que se encuentren,
por ejemplo,A, A, $, etc.

La numeradn de los resultados o expresionesaadd acuerdo con su ubicanien el texto.
Asi, la Proposiddn 3.2.4 indica la cuarta posigi de la secéin segunda del tercer daylo, y la
formula (3.22) indica la vigsimosegunda expreési del cafitulo tercero.

Tambien, conviene destacar que lésrfiulas centradas, cuando ocupasmde un ren@in, y
un rengbn es la continuabn del anterior, se pone el signo magivo en elultimo al comienzo
de lainea (ya seat, x, —, etc.), por ejemplo:

APn(S) — Vn)‘2n
Az(s)  [2n],

)\2n
] 1) = )| Bals)

Referente a la bibliogréd, se intentd citar las fuentes originales. Para distinguir entre libros y
articulos pondremos etttilo de los primeros eaursiva

[0(s) + 7(s)Vz1(s)]

An Tn(s)

[n]q 7,

Pn_l(s)

— A\ Vzi(s) —

Por dltimo, en la medida de lo posible se tré@ale estructurar este trabajo 8egu compo-
nente hisbrica, aderas se tratar de no introducir ras notadin de la estrictamente necesaria.
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Los polinomios ortogonales ¢l  asicos






Introducci on

1.1. Breve introduccion historica

La Teoiia de funciones especiales es bien conocida por su importancia dentro ideda F
Matenatica y, nas concretamente, la de los polinomios ortogonales por su aplicaoilas ras
diversasareas de la ciencia actual. De hecho, el estudio de forma $iStente tales funciones
comienza afinales del siglo XVIII cuando se trataban de resolver problemas relativos ataaaec
celeste. Estas funciones son salurcde la ecuadin diferencial de segundo orden:

d2

7)o y(w) + 7)o y(z) + Ay(a) =0, 1.

dondes y 7 son polinomios de grado a loam 2 y 1, respectivamente \yes una constante.

La teoiia de polinomios ortogonales, adasde estar estrechamente relacionada con las ecuacio-
nes diferenciales, tamdm esh vinculada con la teta de aproximacin y la de fracciones con-
tinuas, es ras, la conexin con estailtima dan lugar al nacimiento de la témeneral sobre
polinomios ortogonales.

Quizas los trabajos de Thomas Jan Stieltjes Jr. (1856-1894) sobre fracciones continuas permiten
ver de una manera clara dicha retatcon los polinomios ortogonales a¢lconcretamente, Stielt-

jes en su famoso ensajRecherches sur les fractions contin&85], publicado pstumamente,
desarrolp la teofa general de las-fracciones. Stieltjes pra@bque bajo ciertas condiciones so-
bre sus pa@ametros, la sucesn de denominadore$p,, },,>0, de dichas fracciones formaban una
sucesbn de polinomios ortogonales (SPO), es decir,

= grdpp, =,

] / P (2)pi(2)dp(x) = Spm, n,m = 0,1,..., donded, ,, es la delta de Kroneckey
0
w es una medida positiva soportada/@ntoo).

Ademas de los trabajos de Stieltjes, se deben destacaréartds realizados por el matébco
ruso Pafnuti Lvovich Chebyshev, el cual estudiha gran variedad de problemas relacionados con

15n,m vale 1 sin = my 0 sin # m.
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los polinomios ortogonales, llegando a ellos al tratar de resolver ciertos problemas aplicados.
De ahi que tanto a Stieltjes como a Chebyshev se les consideren los padres dialdegmiino-
mios ortogonales que estaba por llegar a principios del siglo XX quedando consolidada en 1939
con la aparidn de la monograh Orthogonal Polynomialsle Gabor Szeiy[136].
Dentro de la gran familia que forman los polinomios ortogonales (respecto a medidas soportadas
sobre el eje real) se encuentran los polinomios ortogonaleiok egtndar (Hermite, Laguerre y
Jacobi) los cuales satisfacen, gagrold S. Bochner [49] en 1929, una ecuatidiferencial del
tipo (3.1).
Los teoremas de caracterizagiindican las principales propiedades que caracterizan a las fami-
lias clasicas. Una de sus versione&sionocidas, y a su vez de lasmantiguas, se debe a Sonin
la cual consiste en definir los polinomiosasicos como loginicos polinomios ortogonales que
satisfacen la propiedad que sus derivad#,},>0, tambEn son ortogonales, demostrando que
los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite sdasilos.

Dicha propiedad, que fue redescubierta por W. Hahn en 1935, &amréxiupey los polinomios
de Bessélno considerados por Sonin.

Una extengin “evidente” de los polinomios &ticos estndar se debe a H. L. Krall quien en
1938 estud el problema de determind&cei de soluciones polémicas de una ecuai diferencial
de order2n (n > 1) encontrando condiciones necesarias y suficientes querdsdtisfacer dichas
soluciones. En 1940 clasifidas ecuaciones de cuarto orden con soluciones@nuitas [89]. En
1978, A. M. Krall [88] estudd estos nuevos polinomios (ndslicos) — los cuales son ortogonales
respecto a medidas obtenidas a partir de lasichs mediante la adizi de una o dos masas de
Dirac — cuyo estudio iniéi las investigaciones en un nuevo campo de las funciones especiales: los
polinomios semidsicos [73, 103], el cual se encuentra en pleno desarrollo en la actualidad. M
detalles se pueden encontrar en [21] y [22] y las referencias conteniéatasn

Volviendo al marco de los polinomios ortogonale&sitos, hay dos grandes conjuntos de
polinomios ortogonales &bicos que surgen al discretizar la ec@adiferencial (1.1) las cuales
sei@an descritas con algoas de detalle en el céplo 3.
El primero consiste en discretizar (1.1) considerando una red uniforme, aproximando las derivadas
de primer y segundo orden adecuadamente, diteose la siguiente ecuénien diferencias de
segundo orden

o(s)AVy(s) + 7(s)Ay(s) + Ay(s) =0, (1.2)
1

dondec(s) = 7(s) — 57(s), 7(s) = 7(s), A es una constante, X y V son los operadores en
diferencias finitas progresivas y regresivas, respectivamente, con

Af(s)=fs+1)=f(s), v  Vf(s)=[f(s) = f(s—1).

El segundo consiste en discretizar la ecoiadil.1) considerando una red no uniforme ol#ani
dose la ecuabhn en diferencias de segundo orden

A Vy(s)

Az(s — %) V(s)

Ay(s)

o(s) + 7(s) Au(s) + Ay(s) =0, (1.3)

dondeo(s) = &(z(s)) — 37(s)Az(s — 3), 7(s) = 7(z(s)), y A es una constante.

Estalltima forma de discretizar la ecuéai(1.1) da lugar a la tetar de losg-polinomios la cual ha

sido desarrollada por un siamero de autores destacando los trabajos de R. Askey, J. A. Wilson,
T. H. Koornwinder, T. S. Chihara, A. F. Nikiforov, V. B. Uvarov, N. M. Atakishiev, S. K. Suslov,

2Los polinomios de Bessel, que son ortogonales respecto a una medida soportada sobre la circunferencia unidad
{z € C : |z| = 1}, aunque fueron considerados por diversos matews (e.g. Burchnall y Chaundy en 1931 [53]),
fueron H. L. Krall y O. Frink quienes los “presentaron” formalmente en 1949 en y les dieron su nombre por éu relaci
con las funciones de Bessel.
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entre otros. ¥ase, por ejemplo, [33, 40, 66, 82, 86, 116].
Mas detalles sobre la historia de los polinomios ortogonales y las funciones especiales se pueden
encontrar, entre otros, en [10, 8, 56, 66, 67, 118, 136].

1.2. Importancia del tema

La teoiia de funciones especiales yamconcretamente, la téarde polinomios ortogonales
constituyen unas de las fuenteésrapreciadas por la cantidad de aplicaciones en la ratitem
y en la fsica actual con la questas aparecen relacionadas. Entre ellas se encuentraidgadeor
nimeros, el aalisis nunérico, la teota de operadores, la téarde representam de grupos y la
mea@nica cantica.
Dentro de la variedad de problemas que se pueden encontrar relacionados con dithss teor
consickrese el siguiente problema queddstimamente vinculado con uno que se desarr@léar
esta memoria y que, a su vez,&gtlacionado con la teiarde operadores.

Construir elalgebra de simeftas diramica para el oscilador agnico, el cual viene definido
en la meéanica cantica no relativista por el Hamiltoniano

H::—hw<2—j;>:hw<N+;>, (1.4)

donde{ = /mw/hx es la coordenada adimensioriales eloperador rumero de paitulas
N:=alo a,

y los operadores credni y destruc@n se definen como

N AN
V2 d¢)’ V2 d¢)’
los cuales satisfacen la relanide conmutadin

[a,al]:=acal —aloa=1. (1.5)

Obsrvese que en el caso del oscilador @nimo (1.4) no hay mucha diferencia entre el Hamil-
tonianoH y el operadoiN. Asi, N satisface las mismas relaciones de conmata€l.5) con los
operadores cream y destrucénayy af.

La teoiia de simefias diramicas [45, 98] eGtbasada en estudiar bajoégeircunstancias se puede
construir, teniendo en cuenta los operadores relacionados con un sigtemaciertasalgebras
de Lie que no @lo incluyan al Hamiltoniano y los operadores de sifi@etino tamk#n a los
operadores credm y destrucdn que, en general, no conmutan con el Hamiltoniano.

Definicion 1.2.1. Se dice que es un operador creadh (resp.b es un operador destrudm) si
existen una sucesn de autofuncionegp, }»>0, asociadas al Hamiltonian@{, y una suce$in
de rimeros complejoduy, }n>0, (resp.{d, }n>0) tales que

a[‘Pn] = UnPny1, (resp. b[@n] = dppn—1)-

Ademas, el Hamiltoniand<, los operadores, al, y el operadot forman unAIgebra de Lie
cerrada, lo cual permite encontrar el espectrdflg da, por definidn, el grupo de simdts
dinamico del oscilador [114].

Teniendo en cuenta esto, las autofunciones independientes del Hamiltoniano forman una base de
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una representagn irreducible de la correspondierfigebra de Lie diamica.

En este caso se conoce la sofucdel problema planteado anteriormente. Una vez que se ha
factorizado el Hamiltoniano (o, equivalentemente, el operdfioen £€rminos de los operadores
creacbna’ y destrucdbna, uno puede construir expltamente ealgebra de Lie cerradau(1, 1)
con los generadores

1 1 1 1 1
Kyi=—H=>-|N+= K, :=-(a)? K_:= a2 1.6
vim gt =5 (N3], Ko gah? @ 16)

De hecho, no es diil verificar que tales generadores satisfacen las relaciones de coronutaci
eséindar

[KﬂvKﬂ:] = :l:K:l:v [K—7K+] = 2K07

del algebrasu(1, 1). Es conocido que las representaciones unitarias irreducibles dalgsiea
son los autovalores deperador Casimir

C:=K:—Ky—K oK =s(s—1)I. (1.7)

Un calculo directo del operador Casimir (1.7) considerando (1.6) muestra que el autdvaiar

en este caso particular es igual—q%. Esto significa que el pametros es, bient, bien % Ca-

da uno de estos valores dalefine una representaéci unitaria irreducible dehlgebrasu(1,1):

DT (1) consiste en las autofunciones del Hamiltoniahique se corresponden con los autovalores
n+%,n=0,1,... del generadok,, mientras queD*(2) se corresponde con los autovalores
n + 2 del mismo generaddk. Asi de esta forma uno obtiene el espediip = hw(n + 3) del
Hamiltoniano, sin resolver el problema de autovalores para la ebnate Schidinger corres-
pondiente. Para &% detalles referentes a este problerdase [15]. Una vez descrito con cierto
detalle este ejemplo, en esta memoria, se consieraproblema aélogo dando la soluén para

la gran mayda de las familias ésicas no&@o dentro de las tablas de Hahn y de Askey, sino tam-
bién de las familiag\-clasicas sin llegar a entrar en detalle en lo referente a las representaciones
unitarias irreducibles asociadas adgebras de Lie obtenidas.

Dicho problema ha sido estudiado dentro del marco de los polinomios ortogoréaliess) entre
otros, por Yu. F. Smirnov [127, 128, 129], N. M. Atakishiev [34, 36], S. K. Suslov [37, 38], R.
Askey [30, 31], M. Lorente [94, 95], y G. Bangerezako [42, 43]. Y dentro del marco de los poli-
nomios ortogonales semédicos, entre otros, por A. P. Magnus [44].

El primer problema que se considexasé intimamente relacionado con ektodo de fac-
torizacbn de tipo Infeld & Hull — aunque Darboux y Sdutinger lo hakan considerado antes
[59, 121, 122] - los cuales lo emplearon para buscar soluciondticasatie cierta clase de ecua-
ciones diferenciales [74].

Mas tarde, Miller extendi dicho nétodo a ecuaciones en diferencias [112]-gliferencias
— en el sentido de Hahn — [113]. Algunos de los trabajéas necientes pueden encontrarse, por
ejemplo, en [13, 14, 16, 34, 35, 41, 94, 95, 129, 134].

Posteriormente se realizaun desarrollo de la obterdei de los operadores creaniy des-
truccion en el contexto @s general siempre sin salirse del marco de los polinomios ortogona-
les chsicos. Dicho estudio es interesante desde el punto de vista deitadspectral ya que
se poda describir elalgebra diamica cerrada asociada a las familiagsadas y, por tanto, se
podta obtener otro tipo de propiedades de tipo espectral, e inclusitiemale tales funciones.

Por otro lado, tami@éin es de vital importancia el estudio de propiedades que caractericen a las
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familias de polinomios ortogonalesasicos, los denominaddgoremas de caracterizagi. Di-

cho problema fue originalmente considerado por Hahn [71] en el que caradterigolinomios
ortogonales @sicos estndar. Posteriormente se han ido obteniendo nuevos Teoremas de carac-
terizacbn tanto para los polinomios ortogonalAsclasicos como para lagpolinomios (\ease

[2, 9, 56, 65, 111]). Para as detalles relativos a los Teoremas de caractedzagiase;2.4.

La relevancia de estos resultadosaedaramente justificada dado que permite caracterizar a
las familias casicas. En particular, las relaciones de estructura permiten obtener, entre otros, re-
sultados relacionados con la teoespectral de funciones especiales como sevs adelante.

Para la realizabin de esta memoria se han empleado dive&sasdas entre las que se encuen-
tran la teora general de operadores, la teogeneral de funciones de variable compleja, laig¢eor
de Representa@n de Grupos, y la te@ deAlgebras tanto conmutativas como no conmutativas.

1.3. Resultados mas relevantes

En esta memoria se ha puesto espeamiddsis en el estudio de las propiedadés melevantes
de los polinomios ortogonalesaslicos, y nas concretamente de Iggpolinomios
Durante el estudio de las familias de lggolinomios se ha supuesto laamima generalidad
posible, esto es, se ha considerado la réd general posible

z(s) = c1(q)q’ + c2(q)q° + e3(q),

dondec;, ¢o Y ¢3 son constantes que pueden depender dahpetro complej@, pero no des.

En este sentido, se consideraron diversos problemas los cuales permitiesen, por un lado tomar
destreza en eladculo de propiedades algebraicas relativas g{pslinomios, y por otro el cono-
cimiento de diversas propiedades de tipo algebraico de los mismos.

En primer lugar se consideeel problema de encontrar dos operadores lineales de primer orden,
L}y L, tales que diesen la factorizaaide tipo Infeld & Hull del siguiente operador lineal de
segundo orden

Hy= e /(0(s) + 7(s)Vaa(s))o(s + 1)
Vai(s))o(s+ 1)

+/(o(s) +7(s A;@)
) <(0<5>+T<s Vai(s)) | o(s) _AnvM(s)) I,

Ax(s)
Os

e

Ax(s) V(s)

siendo e el operador desplazamiento, cef? f(s) = f(s +1).
Es decir, que las siguientes relaciones se satisficieran

un(s+1)H, = L, 0oL} —htI,
Un(s)Hpy1 = Lf oL, —hfI,

dondeu,, es cierta fundn y k" cierta constante para cada= 0,1, . ...
En [16] dicho problema se resobvile forma generalahdose frmulas exgkitas de tales opera-
dores.
Posteriormente, se consideain método de factorizabin que consis en encontrar dos operado-
res,ay b, tales que
1. Factorizasen al operador lineal de segundo orden
A(s) 1

boa:CWﬁq@OI‘FEI,
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dondeC'y E son ciertas constanted,es cierta fundn que no se anula en el intervalo de
ortogonalidada, ], y

9= (o) + @ Vm@)a(s + 1) s

+\/(a(s) +7(s)Vai(s))o(s + 1) o5

- ((a(s) +7(5)Vr(s) | ols) )1
)

Ax(s) V(s

2. Verificasen la siguiente propiedad de conmutatividad

[a,b];:=aob—c¢boa=1.

Ademas, tambin se analia bajo q& condiciones los operadoresy b eran mutuamente adjuntos,
ie.
(a¥,®) = (U,b®), T, P cP,

donde(., .) representa el producto interior respecto al cual las autofunciones asogiadasn
ortonormales.

En [14] se dieron condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales el problema tieba soluci
dandose una gran variedad de ejemplos, algunos de los cuales conocidos y otros nuevos, con sus
respectivos operadores, asimismo se dieron condiciones suficientes sobre los opergdores
para que fueran mutuamente autoadjuntos.

Aprovechando dichos resultados, en [13] se obtuvieron resultadtmas para el casfi-clasico

tanto en el caso acotado (Hahn y Kravchuk) como el no acotado (Meixner y Charlier) describiendo
el algebra diamica de simeta para los polinomios de Meixner y Kravchuk.

Ademas, durante el pavdo de investigabin se reala el inteés por el estudio de las familias

de la escala superior tanto de la tabla de Hahn como de la de Askey, tales como los polinomios
de Askey-Wilsong-Racah, log-polinomios grandes de Jacobi, entre otros. De hecho, en [27], se
obtuvieron las propiedades fundamentales dg4pslinomios de Racah%’ﬁ(:c(s), a,b) ad como

de sus duale@%’ﬁ(az(s), a,b), viendose adeas la conexin de los coeficientes de Clebsch-Gordan

y el g-AlgebraSU,(2).

Finalmente se realizaron dos trabajos relacionados con a @®tos;-polinomios semidsicos.

En el primero de ellos se realiza un estudio acerca deiuiges de polinomios¢tpolinomios

de tipo Krall) que son ortogonales respecto a funcionales lingabésicos perturbados via la
adicibn de una o dos masas a dichos funcionales (pasadeatalles &ase [17]) y en el segundo

se obtuvieron nuevos Teoremas de caractelpgpara los polinomiog-semichsicos (para s
detalles ®ase [58]).

Antes de entrar a dar los detalles deno se obtuvieron estos resultados, en el siguientéutap

se daa un breve repaso de las familias de polinomios ortogonasgoks.
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En este capulo se daan las nocionesdsicas acerca de las familiagsicas analizando algu-
nas de sus propiedadeg&simportantes. Como se mendian el caftulo anterior, el conjunto de
las familias chsicas et constituido por tres grandes grupos:

1. Los polinomios chsicos esindar, que son las soluciones pdlimicas de la ecuaon dife-
rencial lineal de segundo orden
(@)L (o) + 7(0)-L yla) + Ayla) = 0 1)
O\T)——= X T\XL)— X X)) = .
A2 Yy dr Yy Yy )
dondes y 7 son polinomios de grado a loas 2 y 1, respectivamente \yes una constante
independiente de.

2. LospolinomiosA-clasicos que son las soluciones pabimicas de la ecuan en diferencias
lineal de segundo orden

a(s)AVy(s) + 7(s)Ay(s) + Ay(s) =0, (2.2)

dondec(s) = &(s) — 37(s), 7(s) = 7(s) son polinomios de grados a loan2 y 1,
respectivamente, ¥ es una constante independientesde

3. Los g-polinomios que son las soluciones pabimicas de la ecuawmn en diferencias lineal
de segundo orden

A V), A

o(s) Ax(s — %) Vz(s) +7(s) Ax(s) y(s) =0, (2.3)

dondeo(s) = &(x(s)) — 47(s)Az(s —
diente des.

), 7(s) = 7(z(s)), y A es una constante indepen-

N[ =

Esta memoria se centéaen estudiar propiedades y aplicaciones relacionadas cgrplolino-
mios. Pero antes de realizar dicho estudio sarvezn primer lugar, algunas propiedades generales
gue involucran a todas las familiasasicas y, posteriormente, se mosiranlgunas propiedades
relacionadas directamente con {ppolinomios.
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2.1. LosespaciosPyP

En este trabajo se considexarpolinomio(z) = a,x™ + - - - + a1z + a9 como funciones
polinbmicas enx y con coeficientes complejos, i,g.€ P, donde pofP se designar al espacio
vectorial de los polinomios de variable compleja con coeficiente8 grpor IP,,, al subespacio
vectorial de los polinomios de grado a lcasm. Con la topologa definida por la normd. ||,
donde, para € P,,, se define

m
1pllm = > lail,
i=0

el espacidP,,, es de Banach. De hecho, se tiene fye C P,,+1, m > 0 (inclusion estricta) y
es claro que la topoldg deP,,, es la misma a la inducida por la topolagielP,,, . 1. Por lo tanto,

como
P=J Pu,

m>0

de la teora de los espacios localmente convexos se conduce a consideraP, part@poloda
limite inductivo estricto definida por la suc@s{P,, },,>0. Como los espacid,, son de Fechet
ya que son de Banach entonces, con esta tofmBgs un espacio completo.

El dual topobgico deP se@ representado pd¥,

P’ = {u:P — C|ulineal y continua}.

y, dadop € PP, se representamor(u, p) a laimagen de poru. En particular, para de la forma
x", el nimero complejas,,, definido por(u, ™), se denomingrmomento de orden deu.

De entre todos los posibles elementosPedebido al integs que se tendrpara la teda que se
desarrollad, se destacan los siguientes:

1. Lamedida de Dirac en el puntoe C: se denotax pord. (0 6(x — ¢)) y viene definida por
(6c,p) = plc), peP.

2. Funcionales definidos por funciones pedada una funéin w, no negativa e integrable
sobreR, satisfaciendo qu¢, w(x)dz > 0y que, paracada > 0, | [, x"w(x)dm\ < 00—
en estas condiciones, sealuew es una fun@n peso — se puede definir un elemeato
deP por

(U, p) = /R p(z)w(z)dz, peP, (2.9)

cuyos momentos venaidados por

(uy)n = /Rx”w(a:)dm, p e P.

Nbétese que en el caso de un funcional “discreto”, dada unadfancno negativa satisfa-
ciendo que

e}

Zw(s)le(s) >0,

s=0
Yy que sus momentos sean finitos, i.e.

Zx"(s)w(s)Vzl(s) <oo, n=0,1,...
s=0
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se dice quev es una fundn peso — se puede definir un elementode P — por
(us,p) =Y p(s)w(s)Vai(s), peP, (2.5)
s=0

donde, como antes; (s) = z(s + 3).

3. Funcionales de momentaada una sucesn de rumeros complejo$y,, } >0, Se did que el
funcionalu € P’ es un funcional de momentos determinado far},>o Si (u, 2") = p,,
n=0,1,...

2.2. Lapropiedad de ortogonalidad

En general, en esta memoria, cuando se diga{Guyg >0 s una sucesn de polinomios se
considera& que, para cada > 0, grd Q,, < n, en el caso en qued @Q,, = n, n > 0, la sucegin
de polinomios{Q,, }»>o se di&alibre. Se adoptar tambén el convenid@),, = 0 sin < 0.

Definicion 2.2.1. Seau € P’ un funcional de momentos{y?, },,>o una sucesin de polinomios
(SP). Se dia que{ P, },>o constituye unaucesbn (o un sistema) de polinomios ortogonales
(SPO) respecto al funcionalu si se cumplen las siguientes condiciones:

1. gldP,=n, n=0,1,...,
2. (W, P, Py) = knonm, (kn#0), n,m=0,1,....

En la mayora de los ejemplos considerados de SPOs, el funciersociado et definido
por una funddn pesow, como en (2.5). Por ejemplo, e&cil verificar que los polinomios de

Chebyshev de primera espedg(x) = cos(narccos(z)),n =0, 1, ..., satisfacen las relaciones
de ortogonalidad
1 T T de [ S sin>0,
/_1 m () "(x)m_{ msim=n=0.

Por lo que el funcional correspondiente funcionahdmite una representaci integral del tipo
(2.4), conw(z) = 1/v/1 — 2.

Aunque en muchas ocasionewviene definida a traéds de una integral de Riemann-Stieltjes,
() = [ ple)difa), peP. (2.6)

dondey es una fund@n no decreciente, acotada y con un espédtfinito.

Proposicion 2.2.1.[56] Seau un funcional de momentos{y?, },,>o una sucegin de polinomios.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

(@) {P.}n > 0esuna SPO respecto al funcional

(b) (u,7P,) = 0, para todo polinomior de gradom < n,
(u,7P,) # 0, para todo polinomiar de gradon.

(©) <u’men> :Knén,m, (Kn#O), m=20,1,...,n.

!Se Dice quero es unpunto espectratle la funcon no decreciente si ¢(zo + &) — 1(zo — 6) > 0 para todo
0 > 0. El conjunto de los puntos espectrales constituyespectrade .
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Pero, dado un funcional lineal, ¢bajo qé condiciones existe la SPO respecig?a
Seau un funcional de momentos{t,, },>o la correspondiente sucéside momentos. Se desig-
na’ por H,, al determinante de Hankele ordenn + 1 asociado a la secuencia de los primeros
2n 4+ 1 momentos, i.e.,

uO ul DY un

Uy U2 ot Updl
H, =

Up Un+t1 - U2n

Definicion 2.2.2. Un funcional de momentasse diceregular (o quasi-definido) si
H,#0, n=01,...

La existencia de SPOs respecto a un funciona kgado a la regularidad del funcional en
cueston.

Proposicion 2.2.2. [56] Seau un funcional de momentos. Es conditinecesaria y suficiente
para que exista una SPO respecto al funcional linegueéste sea regular.

De hecho, si{P,},>0 es una suceSn de polinomios ortogonalesamicos (SPOM), i.e.
P,(x) = 2™ + kL, 2"~1 + ... respecto al funcional de momentasentoncesP,, puede escri-
birse de manera expita como

o U Unp
Uy U2 Un+1
_ -1 . . . _
P,(x)=H, : : . : , n=12...,
Up—1 Un U2n—1
1 x z"

y Py(x) = 1. Otra forma de definir los polinomios ortogonalessitos es a trés de la ecuaén
distribucional que satisface el funcional

Definicion 2.2.3.Seau € P’ un funcional regular. Se dice quees unfuncional clasicosi existen
dos polinomiosg y v, congrd ¢ < 2y grd+ = 1, tales que [99, 101]

d

%[qbu] = Ju. 2.7

A la correspondiente sucési de polinomios se le denomina SP@sita esindar.

Nota 2.2.1. La ecuacdn distribucional, evidentemente, deperé&del tipo de familia que se con-
sidere. Por ejemplo, la ecudmi distribucional que satisfacen los funcionadeslasicos es [111]

A
Vzi(s)

[pu] = ¢, (2.8)

y en el casa\-clasico [65]
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2.3. Larelacion de recurrencia a tres términos. Algunas consecuencias

Una caractéstica importante de las SPOs se traduce en el hecho de que todas ellas verifican
una ecuadin en diferencias lineal y homégea de segundo orden, que depende esencialmente de
la propiedad de ortogonalidad y de que el conjupiy}}_, forma una base di,. De hecho,
dado que el funcional es regular y de tipo Hankel, i.e.

(w,2p) = (zu,p), peP,

se puede escribir, con la convediP_; = 0,

P, (z) = anPry1(x) + BnPo(x) + v Po—1(x), n=0,1,... (2.9)
siendo
(W, TprPpt1) (u, zp2) (0, Tprpp—1) (u,p2)
Uy =——5—+ =55 ¥ M= =15~ (2.10)
<u7p%+1> <u’p%> <u7p%—1> <11, %—1)

Por otro lado, si se desarrolla, en la forma
Po(z) = kpa™ + k2" L K22

se pueden expresar dichos coeficientes de recurrencia earfuteclos coeficientes de los polino-
mios P,,, de hecho,

/ ! 1
knJrl k/ n+1 kn — Qnfpiq _ k,

kn ) Bn E - kn+1’ Yy Tm= knfl knflﬂn‘

Ay =

Ademas, es posible obtener expresiones iexals de los coeficientes correspondientegal y
2"~2 del polinomio ndnicok;, ! P, (x) en funcbn de los coeficientes de recurrencia [58gpl9],
de hecho

k’ﬁlpn( —.1‘ +< Zﬁl) Zﬁzﬁj Z'Yk: $n—

1,j=0

i#]
Una consecuencia importante de la rédacile recurrencia a tregriminos (RRTT) tiene que ver
con los ceros de los polinomios de una SPOy, s 0, n > 1, entonces dos polinomios conse-
cutivos de una SPQ,P, },>0, Nno pueden tener ceros comunes. De hechB, $i P, tuviesen
un cero comn x, aplicando sucesivamente (2.9) y dado gye# 0, n > 1, 2o seila un cero de
todos los polinomios de la SPO, en particulgrseiia cero dely que es constante no nula, lo cual
es imposible.
Otro resultado importante al que sedeeferencia ras adelante, que tan@n es una consecuencia
directa de la reladin de recurrencia, es el siguiente [56gp23]:

Proposicion 2.3.1. (Identidad de Christoffel-Darboux) Sea{P,},>o una SPO cuya reladin
de recurrencia a tresarminos viene dada pdg.9). Entonces,
Z Pk(x)Pk(y) Qp Pn-‘rl(x)Pn(y) - Pn(x)Pn-i-l(y) ) (2_11)

(u, Pk2> ~ (u, P?) T —y

k=0
En particular, tomandoimites cuandg — x, se obtiene la relaén

n

Z (u, P2 - <u05;2> (Pr/z—&-l(x)Pn(:E) - P;L(l‘)PnJrl(x))- (2.12)
0 »
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Pordltimo, se enuncid@ una propiedad que garantiza que elgeaco de la Proposién 2.2.1
es tambin cierto. Dicho resultado fue establecido por J. Favard en 1935 [64], y su prueba puede
encontrarse en [56ag. 22].

Proposicion 2.3.2. (Favard) Sean{5, }n>0 ¥ {7»}n>0 d0os sucesiones arbitrarias déimeros
complejos, Y P,, }»>0 una sucegin de polinomios definida por la reldsi de recurrencig2.9).
Entonces existe uimico funcionalu, definido sobré?, tal que

(w,1) =ug#0, y (u,P,P,)=0, n#m, n,m=01,...

u es regular y{P, },>o es la correspondiente SPOM si §ls si~,, # 0, n > 1. Adendsu es
definida positiva si y@o si3, esreal yy, > 0,n > 1.

Nota 2.3.1.La condicbn (u, P?) # 0,n > 1 es una consecuencia inmediata de la propia reaci
de recurrencia y del hecho de sgy # 0, n > 1.

2.4. Los Teoremas de caracterizacion

Como ya se mencidnanteriormente, los teoremas de caractergragidican las principales
propiedades que caracterizan a las familiasichs.
Una de las diversas formas que se conocen para caracterizar una familia de polinomios ortogonales
clasicos es a tra@s de lgprimera relacbn de estructura

U(x)p%(x) = dnan(x) + Bnva($) + :)/npn—l(x>7 n=12... (213)

donde{ay, }rn>0, {Bn}n>0 Y {7n}n>0 SON tres sucesiones démeros y¢ es un polinomio de gra-
doalonés 2.

La caracterizaéin de los polinomios ortogonalesasicos estndar a traés de la relaéin (2.13)

fue dada por Al-Salam & Chihara [3] §ase tami&n [99]).

A. G. Garcia, F. Marcelin y L. Salto [65] probaron que la reléai (2.13) tamk#n caracterizaba

a los polinomiosA-clasicos (polinomios de Hahn, Krawtchouk, Meixner y Charlier) donde las
derivada es reemplazada por el operador en diferencias finitas progedsivas

Posteriormente J. C. Medem, Rlvarez-Nodarse y F. Marcélh [111] (\ase tami@in [9]) ca-
racterizaban log-polinomios de la clase de Hahn a teavde la drmula de estructura obtenida a
traves de (2.13) reemplazando la derivada paerteerivadaD,, definida como

flgz) = f(2)
(¢—1)z ~

A finales de los Bos 90, W. Al-Salam [2] resurbilas diferentes formas que se coracde carac-
terizar las SPOs abicas.

Dyf(2) := q€C, lgf # 1.

Otra forma de caracterizarlas fue obtenida de forma unificada en [99] usando como punto de
partida la ecuaéin diferencial distribucional (2.7) que satisface el funcional de momentos asocia-
do. El siguiente Teorema resume las distintas caracterizaciones para los polinomios ortogonales
clasicos.

Teorema 2.1. Seaue P’ un funcional regular,{ P, },>0 la correspondiente SPOM ortogonal
respecto al funcional. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(C1) (Marcellan et. al. [99, 101])){ P,,} es una familia dsica, i.e., existen dos polinomiasy
1, congrd ¢ < 2ygrdey = 1, tales queau satisface la ecuabn diferencial distribucional

d

%[ﬁbu] = Yu.
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(C2) (Al-Salam, Chihara, [3]): Existe un polinomip, congrd ¢ < 2,y tres sucesiones déme-
ros complejos{a, }n>0, {bn}n>0, Y {¢n}n>0, CONCc, # 0, n > 0, tales que

O(x)Pp(x) = anPps1(z) + by Po(z) + cnPr—1(x), n=0,1,...

(C3) (Hahn, [71]): La sucesin de polinomio§Q, = P}, }n>0 €S una SPO (respecto al fun-
cional regularv:=¢u).

(C4) (Marcellan et. al., [99]): Existen sucesiones da@meros complejosr,, }n>0, Y {Sn }n>0,
tales que

(n+ 1)Py(x) = Qn(z) + mQn-1(z) + $pQn—2(z), n=2,3,...

(C5) (Bochner, [49]): Existen dos polinomiogyy ¢, y una suce$in de rimeros realesi\,, },,>0,
con), # 0,n > 1, tales queP,, es soluddbn de la ecuadin diferencial lineal de segundo
orden

¢(@)y" + @)y + Ay = 0.
Nota 2.4.1. Para cadan, dado queP, es un polinomio, se tiene que

Ap = —n (@ZJ’—I—(n—l)(b;).

(C7) (McCarthy, [109]): Existen dos polinomiog y ¢, congrd¢ < 2y grdy = 1,y dos
sucesiones delmeros complejodgn }n>0 Y {fn }n>0, tales que

(@) (P Pa-1)(z) = g Py (2) = (¥(2) = ¢' () Pu(@) Pa-1(2) +hn P71 (2), n=1,2,...

(C8) (Versbn distribucional de laérmula de Rodrigues, [99]): Existen un polinoméale grado
alo mas 2 y una suce8n nimeros complejos no nulo§s, }»>o, tales que

P,(z)u=k,D"[¢"(x)u], n=0,1,...

Recientemente, se han obtenido nuevos resultaddsgos al anterior para laspolinomios
de la tabla de Hahn. De hecho, J. C. Medem et al. [110, 111] los obtienen tomando I®m®cuaci
diferencial distribucional (2.7) como punto de partidaAR/arez y M. Alfaro los obtienen en [4]
para el caso discreto. Finalmente en [9]ARiarez obtiene resultados @logos usando como idea
de base lg-linealidad de la red y el siguiente resultado:

Teorema 2.2. Teorema de Hahn-LeskyDada una SP{ P, },>0, €s una sucesn clasica siy élo
Si

» La sucesin de sus diferenciafA P, },,>0 €s una sucedn de polinomios ortogonales [65,
93].

= La sucedn de susj-diferencias{D, P, },>0 €S una sucedn de polinomios ortogonales
[71, 111].



16 Preliminares

2.4.1. Funciones hipergeométricas

Siguiendo [66], se define kerie hipergeortrica basica ., de padmetrosga,, as, ..., a,, y
by, bs,...bs, COMO

© a1,02,...,0r
]
blaan"'abS

donde, para simplificar la noté&ci, se denota@r(a, as, . . ., am; q), ala expresin

00 (a1,a2,...,ar;Q)k Z % (k) s—r+1
o —1)g : 2.14
! > ;) (b1,b2,...,bs; QK (¢; )k [( )%q ] ( )

(a159)k(a2; Q) - - - (ams Qi

siendo(a; ) unosg-aralogos de losisbolos de Pochhamntera)y, los cuales vienen definidos
por

(@ao:=1, vy (s¢)k:=>1-a)l-ag)---(1-ag""), k=12...
Claramente

(e (o).

lim =
g—1 (1 —q)*
Adenas,(a; ) puede tamlé@in definirse para losimeros enteros negativos, esto es,
1 2 k
a;qfk': ) a%q7q7"'7q7 k:1727"'7
0= e A e D) (T = eg )
de modo que
1 (0™ Yn ()
a;q)—yn = — = — q\2/, n=0,1,...
@0 = g, ~ @G
De hecho, se defing:; ¢)- como
o
(a3 )00 == lm_(a;q)n = kH(l —aq").
=0

Para nas detalles referentes agdeolia puede consultarse [66].

Se asumi que los factores que aparecen en el denominador no se cancelan nunca. Si se denota
por v, al termino general de dicha serie, ébgese que

Vg1 (1-— alqk) (1 aqu) Z(—qk)s_r—H

Vi N (1 — blqk) cee (1 — bsqk)(l — qk'H)
es una fundn racional dej*. De hecho, si uno de los ganetross; es igual ag* dondek es un
nimero entero no negativo entonces dicha serie es un polinomiokem otro caso, el radio de
convergencia de dicha serie viene dado por

oo st r<s+1,
pi= 1 si r=s+1,
0 st r>s+1.

El caso especial = s + 1 se lee de la forma

> k

a1, az,...,0s4+1 (al,GQ,--.,&s+1;q)k z
1 )R :E .
o 905( biba. o ibs |f ) S (biba, bk (G0

2Los dmbolos de Pochhammér) ;. vienen definidos pofa)o := 1,y (a)r = a(a+1)---(a + k- 1), k =
1,2,...,
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Dicha serie hipergeogtrica tasica fue introducida por Heine in 1846 — dé gihe en ocasiones de
denominerseries de Heine. Una serie hipergeogtrica tasica donde = qy gaias - - asy1 =
b1bs - - - bs Se denomina compensada (o0 Sadlsziana).

Se define la-funcibn hipergeorétrica . F; mediante la expresn

e = (a1|Q)k"‘(ar’§I)k P _k k(k4—1) s—r+l
q"7’> = 2 Tl Gl (1, [ ‘ ] - (219

a1,a2,...,0r
F
T+ S

bl’b27"'7b5

donde(a|q). son otrosy-aralogos de losisbolos de Pochhammer definidos como [116]

k-1

(@l == [ la+m]y = &t R

k ka
= (—1)k(q% q)rrg g1 (2.16)
m=0 F(a) !

siendol’(z) un g-arélogo de la fundn T introducida en [116, Eq.(3.2.24)], y relacionada con la
funcion ¢-Gamma dhsical’, mediante ladrmula

_ (s—1)(s—2)

Py(s) = ¢~ 42 (1 = gpe D0 g oy

_ (s—1)(s—2)
4

I'(s)=gq
De hecho se tiene

D(z+1) = [2],D(2),

~ k _
Ak =Tk +1) = (=1)*¢ s * Dk F (g q)p, keN.

Nota 2.4.2. Notese que ambas funcioneséstelacionadas mediante la expresi[119]
qalvana"' >qap+1 o a1, a2, ...,0p4+1
p+1¥Pp ( ¢, 2| = pt1Fp bi,ba,....b, q,t

qbl ) qb27 T 7qbp ’ (217)
to = 2qH ST 0T,

t=to

donde

Para nas informaadbn acerca de las series hipergé&aritas sicas @ase, entre otros, [28, 66].

2.5. Generalidades sobre el ¢g-calculo

2.5.1. Diferenciacion e integracion

Los polinomios ortogonaleg-clasicos{ P, }»>o, (Grandes;-Jacobi,q-Laguerre, Al-Salam
& Carlitz 1, etc) se caracterizan por verificar la propiedad que la sticed® sus;-diferencias
{A(l)PnH}nzo son, de nuevo, ortogonales (propiedad de Habase [71]). De hecho, si la red
z(s) es de tipo lineal, el operadar!) es un caso particular deperador de Hahel cual se define

como
flgz +w) — f(x)
(—-Dz+w

Low(f)(x) = , weC qeC, |q #1. (2.18)
Nota 2.5.1. Como caso particular de dicho operador @s&ll operadorg-derivada,D,, que coin-
cide conZ,, esto es

flgz) — f(=)

(2.19)
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Si f es una fundn diferenciable, el operad@, verifica

lim Dy()(r) = - [7(a)].

q—1

A titulo de ejemplo, olivese que la aamn deD, sobref(z) = ¢

A partir de (2.19) puede deducirse ebéogo de ladrmula de Leibniz

Dy[fgl(x) = f(qx)Dlg(x)] + g(2) Dyl f ()] (2.20)

Por otro lado, laj-integral viene definida por

| = =) 3 sz (2.21)
n=0
Esta definidbn se debe a F. H. Jackson, que ademhefind dichag-integral sobré0, co) como
| rwd = -0 3 sae (2.22)

Ademas, con esa definian

/ fode = [ s [ e

Si f es continua elf, z|, entonces se tiene que

liny f dt_/f

Otra consecuencia inmediata de dicha defimas
| Punoae = 1) - 1) 2.23)
Por(ltimo, combinando (2.20) y (2.23) se deducédanula de integradn por partes
b b
/ f(@)Deg(x)dgz = f(b)g(b) — f(a)g(a) — / 9(qz)Dy f (x)dgz. (2.24)

Mas informaaddn relativa alj-calculo descrito de una forma sencilla y con rigor puede encontrarse,
por ejemplo, en [55].
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2.6. Preliminares relativos a los ¢-polinomios

Dado que la mayda de los resultados que se obténmden esta memoria @st relacionados
con losg-polinomios, se dé@n previamente las propiedadeasimportantes de estos.
Losg-polinomios son, como ya se mencioanteriormente, las soluciones pdimicas de la ecua-
cion en diferencias de segundo orden que resulta al discretizar (2.1).
Mas concretamente, se sustituyen las derivadas en (2.1) por sus correspondientes aproximaciones
en una red no uniforme

p 1 [y(w(s +h) —y(a(s)) | y(@(s) —ylals - h))}

Yy ~35

2| a(sth) —a(s) 2(s) —a(s — )
o 1 [w(s 1) —yle(s)  yla(s)) - ylals - h))}
w5t ) —als -5 | aGth)—a() w(s) —als—h) |

Definicion 2.6.1.Unared es una funén complejar € C?(A) definida sobre el dominio complejo
A, conNy C A, yz(s),s=0,1,... son los puntos donde se discret@a operador(2.1).

z(s—14) z(s+4%)
N l I
%LF‘ﬂ—%H‘ &
/ f AN
a z(s—h) z(s) a(s+h) 0

Figura 2.1: Discretizabn en una red no uniforme(s)

La razdn de escribir el factar(s + 2) — z(s — %) se debe a que la diferencia generalizada

y(x(s + h)) — y(z(s))
z(s+h)—x(s)

aproxima mejor a la primera derivadaefs — 2), que enz(s) [116, pag. 55]. De hecho tomando
dichas aproximaciones, el operador obtenido aproxima a (2.1) hasta@(tén
Asumiendo, por comodidad, = 1, se obtiene la ecuam en diferencias de segundo orden

A Vy(s) Ay(s)

7\ Vxi(s) Va(s) 7(s) Ax(s)

+ Ay(s) =0,
(2.25)

o(s)=a(s) — %%(s)Vxl(s), 7(s) = 7(s),

dondes y 7 son polinomio$ enz de grado a lo réas 2 y 1, respectivamente \yes una constante
independiente de.

A partir de ahora, se usafa siguiente notaén para los coeficientes del desarrollo de TayloFde
yT

a(s) =axz(s)] = &2”1'2(3) + 6/ (0)z(s) + &(0), 7(s) = 7[x(s)] = Fz(s) + 7(0). (2.26)

Una propiedad esencial es elaeater hipergeo#kirico de dicha ecuat, i.e. lak-esimag-diferen-
ciade una soludn, y, de la ecuadin (2.25), definida como

yi(s) = ARy(s) = A:c,i(s) Ax,i(s) ...A:ﬁs)y(s),

3De ahora en adelante, cuando se digagas un polinomio ey, k € Z, uno se estarrefiriendo a que es un
polinomio enz(s) := z(s + %).
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tambén satisface una ecuéai en diferencias del mismo tipo. De hecho,

Ayk<8)
Axy(s)

A Vyk(s)
o) T () Van(s) T )

dondexy(s) = z(s + %),y [116, fag. 62, (3.1.29)]

oS — O\S TS s -1 T S
Tk(S): ( +k) ()ka(l'é‘sf)A ( +k 2)’ v o= )\+Z Am

(2.28)

Es importante recalcar que la ecudatin diferencias anterior admite soluciones potiicas de
tipo hipergeoratrico si y $lo siz(s) es una fund@n de la forma [40, 119]

z(s) = (@)’ + c2(q)q° + e3(q) = (@) (¢” + ¢ ") + es3(q), (2.29)
dondec; = ¢;(q), 7 = 1,2, 3, son constantes las cuales, en general, dependgn de

Nota 2.6.1. Si|u| < oo, entoncegt = < (g; adends en ese caso(s) = z(—s — p).

Para dicha red, unatculo sencillo muestra que, es un polinomio de primer grado en de
la forma (\ease, por ejemplo, [16, 40])

=~

mi(s) = h(s) +(0), 7= [2k]y T + ag(2K)7

~ (2.30)
c3o” - N
7(0) = 32 (2[k]q — [2Klq) + & (0)[K]q + 637’(%(16) — g (2k)) + 7(0)rg (K),
y
5,//

= —lnly {agn =0+ 1o - 1,5 b,
donde logg-nimerosk], (en su forma sirétrica) ya, (k) vienen definidos por

[klq = %, aq(k) = =792 (2.31)

qz —q 2 2

Ademas en [116] se prdbque las soluciones pobmicas de (2.27) (&somo las soluciones
polinbmicas de (2.25)) véan determinadas por glanalogo de la érmula de Rodrigues sobre la
red general definida en (2.29)

Aa;,i(s) o AxA(s)P n(s) = AW Po(s) = /ﬁg" Vi pu(s). (2.32)
donde " o o -
Vi = Vpi1(s) Vargals) Vxn(g)’k =0,1,...
A= T {aq(n+m—1)7~',+[n+m_1]q&//}’ (2.33)
[n — klg! ot 5

y B, €s una constante no nula.i4$16, pag. 66, (3.2.19)]

Pa(s) = 25 V8 onls) (2.34)
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A partir de (2.34) se sigue l@fmula expicita paraP, [116, Eq.(3.2.30)]

[n] ! (=1)™ " V(s +m — 251) po(s —n+m)
b Z fireh: oo
[]vils + =)

=0

Usando laérmula anterior puede verse [40, 116, 119] que la sdolupblindbmica méas general de
la ecuaddn g-hipergeonatrica (2.25) se corresponde con

4

4
o(s) = A ]ls = sile = Ca> [ [(¢" — 4™, (2.36)
=1

=1

dondeA y C son constantes no nulasy i = 1,2, 3, 4, son constantes complejas y tiene la forma
[119, p. 240, Eq. (49a)]

2u+n—14+4_1s; qsl—s qsl+s+/1,
’ ’ i q q) (2.37)

a"q
Pu(s) = Dp asps ( goItseth gsitsatu gsitsatu

donde el factor de normalizawi D,, viene dado por

_A 3(n 1) -
Dyp=B, ( Clquﬁs) g2 Bsbsrteataat T (geuksatin ) (gPESSTI ) (@7 T )
q

donde, como antes,, = q% — q‘% Y »p, €S una serie hiperged@tmica kasica.
De hecho, en general, larimula expicita de),, es [119, p. 232, Eq. (52)]

Agt
g (q)/#[ nlgls1+s2+ s34+ s+ 2n+n-1],
1 q
—ntl (2.38)
— M ( _ qn) (1 _ q81+32+83+34+2u+n—1)
Kaci(a)

la cual puede obtenerse igualando las potencias da (2.25).
Ademas, teniendo en cuenta (2.15) y (2.17), (2.37) puede escribiréemsimbs de lag-funciones
hipergeongtricas, F; como [119, p.232, Eq.(49)]

n
“2) (s1 4 s2 4+ plg)n(s1 + s3+ pl@)n
K
q

4
—n,2u+n—1+Zsi,31—s,sl—i—s—i—u
i=1
S1+s2+ p, 81+ 83+ 1,81 +S4+ 1

X(s1+ 84+ p|q)n 4F3 q,1

(2.39)
Ambas ecuaciones en diferencias, (2.25) y (2.27), pueden reescribirse en fogtracaim
A Vy(s) _
o [P + st o

_ A
Vagi1(s)

[U(S)ﬂk(s)giiizﬂ + wipr(s)yr(s) =0,
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dondepo(s) = p(s) y

k
pr(s) = proa(s+ Do(s+ 1) =p(s+ k) [[ o(s+m), k=12,...

m=1

Es mas, dichas funcioneg,y pi(s), satisfacen las ecuaciones en diferencias de tipo Pearson

A A
Vz1(s) [a(s)p(s)] = 7(s)p(s), m [0(8)pr(s)] = Tk(s)pr(s), (2.40)
respectivamente.

Nota 2.6.2. Teniendo en cuent@.40)se deduce que

o(—s—n—p)—o(s)
el . (2.41)

Por otro lado, puede probarse [116], empleando la eéoaen diferencias de tipo hiper-
geonetrico (2.25), que si se satisfacen las condiciones de contorno

Tn(s) =

o(a)p(a)z® (a) = o()p(b)z® (b)) =0, k=0,1,..., (2.42)

entonces los polinomioB,, son ortogonales respecto a la futp, la cual est soportada sobre
el intervalo[a, b], sobre lared;, i.e.,

b—1
> " Pu(s)Pn(s)p(s)Vr1(s) = dibpm, As =1, (2.43)

dondep es una soluéin de la ecuadin de tipo Pearson (2.40). En el caso especial que la red sea
de la formaz(s) = ¢° la relacbn anterior puede escribirse @mrhinos de lg-integral de Jackson
(véase, por ejemplo, [66, 82]) de la forma:

[P0 Palolt)dt = bumab e, 1=, o) =uld) o). @44)
.

Notese que las condiciones de contorno (2.42) stidas pard = 0. Adenas, si se asume que

a es finito, entonces (2.42) se satisface para a proporciorandose que(a) = 0 [116, §3.3,

pag. 70]. A partir de ahora se asumgue se satisfacen dichas condiciones de contorno. La norma
cuadética en (2.43) viene dada por [1£8,7.2, (ag. 104]

b—n—1
d721 = (_1)nAn,nB721 Z Pr(8)Vani1(s).

S=a

Hay tambén una ortogonalidad denominada ortogonalidad continua. De hecho, si existe una curva
I' tal que

/ Alp(2)o(2)e*(z — ] dz =0, k=0,1,... (2.45)
I
entonces [116]

/ Po(2)gPrm(2)gp(2)Az(2 — 3)dz =0, n#m, nm=0,1,...
r

Tenindose en cuenta la defirbaide la rede(s) dada en (2.29) se tiene el siguiente resultado.
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Lema 2.6.1.

AWz (s) = [n[ﬁ]i]q!mz_k(b‘) + 3 (nm _

En el casdk = n — 1, dicha expregin se convierte en
APD g (s) = [n])glzn_1(s) + es3[n — 14! (n — [n],) - (2.46)
Ahora, uéndose ladrmula de Rodrigues (2.32) pata=n — 1,

Apn1B
( ( ))q Pn—l(S) n—1P ( )

An,n—an \Y% ( )
n S )
pni1(s) Vi (s)"

ad comop,,(s) = pn—1(s+1)o(s+1), zn(s) = z,—1(s+3) y la ecuaddn de tipo Pearson (2.40)
parap,—1(s), se obtiene que

AP (2(5)g = Ann-1BnTn_1(5).

Por lo tanto, SP,(z) = kpa™ + kla" ' + ka2 ...,

An,n—an%TlLfl = ~/ 5,/

fn et 4y g, — ).

kn, Tr_1

Asi los coeficientes de la RRTT (2.9) vienen dados por

B, ag(n — D)7 +[n —1],% _ Bn A [20g[2n+ 1]
Bt (ag(2n—1)7+[2n—1],%" ) (aq(2n) 7 +[2n] %) Buiin]g Aan Aznta
n]qTn—1(0) [0+ 1]47(0)

Qpy =

)

fBn = = - =y +es([nlg +1 = [n+1]y).
Tn—1 Tn
(2.48)
Usando ladrmula de Rodrigues se deduce la siguiente retafil, 116]
VPu(x(s))q _ An By
= n Pn - Pn ;
) ae) = e (O Paa(s)a = P @(9),
donder,, viene dado por (2.30), y
7_/ _ >\2n+1
" 2n+1],
Entonces, empleando la exp@siexplicita parax,, se deduce que
VP,(s) An Tn(8) pAop
= P.(s) — P, ) 2.49
U(S) Vﬂl’(S) [n]q 7_7/1 (5) [2n]q +1 (S) ( )

Dicha ecuadn define el siguiente operador créactien €rminos de las diferencias regresivas

It :=o(s) v An_ T(5)

Va(s) [nlg 7w

n
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a trawes del cual se puede obtener el polinoiig ; a partir del polinomiaP,,, de hecho,

. apA2n
[2n]q

Si se tiene en cuenta q¢ = A — VA, la ecuaddn en diferencias de segundo orden y la RRTT
se obtiene que

lrJLrPn(S) =

Pn+1(8).

APn(S) o ’Yn)\Qn

(7() + (&) Var () F 05 = o Fam1(9) 50
ﬂrn(s)_ x s—)\% x(s) — s |
" <[n]q T AnVa(s) [Qn]q( (=) Bn)) Fals).
El cual da lugar al operador destrumai[11]
by = (006) 4 76 V(6D s — (2 8 = AT (o) = 2 (ale) = ) ) o,

a traés del cual se puede obtener el polinoiio | a partir del polinomiaP,, de hecho,

_ 711)\271

I P, = P, .

n n(S) [2n]q n 1(5)

Nota 2.6.3. Las ecuacionef2.49)y (2.50)se denominan ecuaciones de diferen@acy cuando
la red es de tipo lineal dan lugar a la primera relé@ei de estructura asociadas a lpgpolinomios.

Antes de pasar a detallar otras generalidades relacionadas eppdiisomios se menciona
gue en el apndice A, se damn los principales datos relativos a lgpolinomios de las tablas de
Askey y de Hahn considerados en la memoriage la tabla A.1).



Un enfoque general de las familias cl  asicas

Es bien conocido el hecho que las familia@sitas de polinomios ortogonales se caracterizan
por ser las autofunciones patimicas de un operador lineal de segundo orden. De hecho, dicho
operador lineal es un operador diferencial en el casmdar y en diferencias en el caso discreto.

En este cafulo se pretende presentar un enfoque general de los polinomios ortogoasies cl
cos en el contexto &s general usando calculo diferencial y en diferencias, yaeeroperadores
obtenéndose una representdeide los polinomios ortogonalesasicos que permite trabajar con
cualquiera de ellos de la misma forma dando, aemn teorema de caracterizatiue es &lido
para todas las familiasasicas el cual no se coriachasta el momento.
Una de las piezas clave de esta represeitaes eloperador de Rodriguesl cual se defina de
una forma intuitiva a medida que se van desarrollando las propiedades que ya se conocen acerca
de las familias dsicas.

Nota 3.0.4. En [57] puede encontrarse la vetsi completa del trabajo desarrollado en este
capgtulo.

3.1. Conexion con la Teoria de operadores

Los polinomios ortogonales éstdar, como se mencioranteriormente, son las soluciones
polinbmicas de la ecuaon diferencial lineal de segundo orden (2.1) por lo tanto, desde el punto
de vista de la Teda de operadores, son autofunciones del siguiente operador lineal de segundo

orden
2

- d _. . d

9= 0(1‘)@ + 7’(1'>%,

dondes y 7 son polinomios de grados a lcamn2 y 1, respectivamente.
De hecho, s{ P, },>0 es una SP eahdarésta satisface la relai

9P, (z) = (nF +n(n—1)%) Po(z), n=0,1,..., (3.2)

y son ortogonales respecto a cierta famgpesqy soportada sobr@ C R, i.e.

/ Po(2) P (2)p(z)de = d26pm, n,m=0,1,... (3.3)
Q

(3.1)
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Nota 3.1.1. La funcbn pesaop debe satisfacer ciertas condiciones de contorno en la frontera de
Q.

Ademas, dicha fundn pesq satisface la ecuawn diferencial de Pearson

d

~[5()p()] = F(@)p(a). (3.4

Ahora se consideran dos discretizaciones del operador (3.1) reemplazando el operador derivada
por ciertas aproximaciones.

Una aproximad@n del operados) consiste en sustituir las derivadas por sus correspondientes
aproximaciones en una red uniforme

/ 1[y($+h)—y(fb‘) y(x)—y(x—h)}’

y o~ +

2 h h
y  1lylx+h) —yl@) yl@)—ylz-h)
Y Nh[ h - h ]

que aproxima & en una red uniforme con pagor = h hasta un orden d@(h?) [116].
Generalmente se estudia el case 1, que conduce al operador en diferencias lineal de segundo
orden escrito ererminos de los operadores en diferencias finitas progregiyasregresivasy,

con pasx = h = 1.

DA = 0(s)AV + 7(s)A,

Af(s)=f(s+1) = f(s), VI(s)=f(s) = F(s = 1), @)
dondes(z) := 5(z) — $7(x) es un polinomio de grado a loas 2 yr(z) = 7(x).
De hecho, s{ P, },>0 es una SR\-clasica, esta satisface la refaci
HAP(s) = (nF' +n(n —1)%) Po(s), n=0,1,..., (3.6)
y es ortogonal respecto a cierta fubrtipesq soportada sobr@ C R, i.e.
> " Pu(s)Pn(s)p(s) = dpdpm, As=1, n,m=0,1,... (3.7)

seEN

Como en el caso emtdar, la fundin pesq debe satisfacer tanto ciertas condiciones de contorno
como la ecuaéin en diferencias de tipo Pearson:

Alo(s)p(s)] = 7(s)p(s)- (3.8)

Otra posibilidad consiste en sustituir las derivadas por sus correspondientes aproximaciones en
una red no uniforme, obtegmdose el operador en diferencias lineal de segundo orden

A \Y A
+

= 3.9
Ha=0(s) Vzi(s) Va(s) 7(s) Ax(s)’ (3.9)

donde, como se mencibranteriormente,
z(s) = c1¢” + caq™ " + c3, (3.10)

o(s) :=5&(s) — 37(s)Vai(s), y 7(s) = 7(s).

Nota 3.1.2. En generalg no es un polinomio em pero, si la red es de tipo lineal, i.e;co = 0
no siendo ambos cero, entoneess un polinomio er de grado a lo ras 2.
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De hecho, s{ P, },>0 es una sucesn deg-polinomios, esta satisface la relasi

$qPn(s) = [n]q {aq(n -7 +[n— 1](1&2//} P,(s), n=0,1,... (3.11)
donde, como antes, . .
ag(n) = % (3.12)
y s s
(8] == ;’Z:Z_z seC. (3.13)

Ademas, dicha SP es ortogonal respecto a cierta impesq soportada sobr@ C R, i.e.

ZPn(s)Pm(s)p(s)Vxl(s) =d%5,m, As=1, nm=0,1,... (3.14)
se

Asimismo, como en los casos anteriores, la fangieso satisface tanto ciertas condiciones de
contorno como una ecudci en diferencias de tipo Pearson

Alo(s)p(s)] = 7(s)p(s) Vi (s). (3.15)

Nota 3.1.3. Se recuerda que las autofunciones poiiticas del operador linedh son los deno-
minadas polinomiog\-clasicos, y las autofunciones pabimicas del operador linedh, son los
g-polinomios.

Un hecho importante relativo a dichos operadores es ékctar hipergeogtrico de estos,
i.e., siy es una autofunon del operador lineaf, entonces,, = y"™ es una autofunén del
operador diferencial lineal

d?

&t (rla) £ mo' (@)

dx

Si y es una autofundin del operador lineaha, entonces),,, = A™y es una autofundn del
operador en diferencias lineal

O = 0o(x)

Da,m :=0(s)AV + (1(s+m) + (s + m) — o(s))A.

Finalmente, sy es una autofunon del operador lineaf,, entoncesy,, = A(™)y es una auto-
funcion del operador en diferencias lineal

AV +<T( k)Ax(s+k—;)+a(s+k)a(x)> A

Dgym = U(S)m Vi(s) Azj_1(s) Azp—1(s) Au(s)

De ahora en adelante, se estudimalgunas propiedades relacionadas con el opegaidamilto-
niano$),, sus soluciones, y algunas de sus propiedades algebraésaselavantes. Teniendo en
cuenta la definiéin de los operadores y V, se puede reescribfy, como sigue

1 Ay(s)

e <<a(s) + T(s)wl(s)) Aa(s] " a(s)gig) : (3.16)

Analogamente, se puede reescribir la ecraein diferencias de tipo Pearson (3.15) como

o(s+p(s+1) = (a(s) + T(S)V&?l(s)>p(s). (3.17)
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Se se combinan (3.16) y (3.17), se obtiene la represémtaarétrica o autoconjugada de (3.9)

1 \Y A
I = 3.18
'S:jq p(S) vxl(s) pl(s) Ax(s)? ( )
dondepy(s) := p(s) Y pr(s) :== px—1(s + 1)o(s + 1) para cada enterbo.
Esta representamn del operador en diferencias lineal (3.9) es una de las claves para definir el
operador de Rodrigues a tés/de el cual se poéin unificar todas las representaciones de las
familias chsicas.

Nota 3.1.4. Andlogamente, unalculo directo conduce a las siguientes representacionestsim
cas para(3.1)y (3.5)

1 d d
= m@ [Pl(iﬂ)%}, (3.19)
dondepy(z) := p(x) Y px(x) := prp_1(z)o(x), para cada fimero enterd:.
Y
Ha = p(ls)v[pl(sm], (3.20)

dondepy(s) := p(s) Y pi(s) := pr—1(s + 1)o(s + 1) para cada timero enterd.

De hecho, tomandbk = 0 en (2.32), uno puede escribir las autofunciones patiicas def),
como

R R A I S N G O S B
P = [ emw ) e omenwmee)] . @2

dondeB,, #0,n=0,2,...

3.2. El operador de Rodrigues

Las expresiones obtenidas en la seogrevia para e}-Hamiltoniano (3.18) y sus autofuncio-
nes polibmicas (3.21), sugieren que se considere un nuevo operador el cual se deaopénar
rador de Rodrigues

Definicion 3.2.1. Dadas las funciones, p, dondep est soportada sobré) C R, y una red
z(s) = z, se define et-ésimo operador de Rodrigues asociado a la tern@, p, x) como

1V
Ro(o,p,x) =1, Ri(o,p,x) ':@W’”(S)I’ (3.22)

Ry(o,p,z) := Ri(0,p,z) o Rg—1(0, p1,21), k=2,3,...
dondep;(s) = (s + 1)p(s + 1) e I representa al operador identidad.

Para simplificar la notaon, se denotar por Ry (p, z) al operadorRy(o, p, z). Adenmas, te-
niendo en cuenta la correspondencia entre el operador desplazamiento, el operador en diferencias
finitas y el operador eg-diferencia, es sencillo comprobar que, en el caasicb esindar

R =~ pi(x)]
(o) = (@),

y en el casa\-clasico

Ri(p,z) = p(ls)Vpl(s)I.
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Con esta definiéin, es claro que el operador (3.9) puede reescribirse como sigue
Hg = Ri(p,2)A", (3.23)
y sus autofunciones polmicas como
P,(s) = Bn Ru(p,x)[1], Bp,#0,n=0,1,.... (3.24)

Ademas, este es el camino que permite escribir tanto los operadores lifigdles, y §,, como
sus autofunciones polfimicas de una forma unificada.
Ahora, se consideran algunas propiedades relativas al operador de Rodrigues

Lema 3.2.1. La ecuacbn en diferencias de tipo Pears@® 14)puede ser reescrita como sigue
Ri(p, z)[1] = 7(s). (3.25)

Lema 3.2.2. Seano, p Y x como antes tales satisfacen la ecuacide tipo Pearsorf3.15) o
equivalentement8.17), entonces para cadaimero enterd:, se tiene la siguiente identidad
pe(s+1)  o(s+k)+7(s+k)Vai(s+ k)

Pr(s) o(s+1)

Prueba: La prueba se realizamprimero por inducéin parak > 0y posteriormente por indudm
parak < 0.

El casok = 0 es directo ya que es la ecuacide tipo Pearson. Si suponemos la ecuraprobada
parak — 1, veamoslo para:

Dado quepk(s) = pr—1(s + 1)o(s + 1),

pk[()i(l_)l) = Z’;jgz j: f;;gz i 3 (aplicando inducd@n parak — 1y tomandas — s + 1)
_ o+ D)+ R-1))+7((s+ D)+ (k-1)Var((s+1) +(k=1)) o(s +2)
o((s+1)+1) o(s+1)

_o(s+k)+T1(s+k)Vri(s+ k)

B o(s+1) '

Si ahorak < 0, supongamos que el resultado se prphrak + 1 < 0, veamoslo par& < 0. De
nuevo, dado qugy(s + 1)o(s + 1) = pr41(s),

pk/:(l—)l) = pkﬂp(lji(igzgir D (Aplicando inducaddn parak 4+ 1y tomandas — s — 1)
_ o((s=1)4+k+1)+7((s—1)+(k+1)Vzr((s—=1)+ (E+1)) o(s)
o((s—1)+1) o(s+1)
_o(s+k)+T(s+k)Vri(s+ k)
B o(s+1) '
O

Otra consecuencia importante es la siguiente:

Lema 3.2.3. Para cualesquieraimmeros enterosy, k, 0 < k < n, existe una constanté;, ;, tal
que
AW P, (s) = Cp Rk (pr, 2x) [1]. (3.26)
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Prueba: Se probaa por inducadbn sobrek.

= Sik =1, teniendo en cuenta (3.11), (3.23), (3.24), y desarrolldiden (3.26) se obtiene
que

Ri(p, x)[A(l)Pn(s)} = = AL (p, ) [Ry—1(p1, 1) (1],
donde),, es una constante. Agor unicidad, existe una constaitg ; tal que

AW P, (s) = CpaRn_1(p1,x1)[1].

= Si se supone el resultado cierto para chda k < m, se pasdr a probar el resultado para
k=m+12>2:
Por hipotesis de inducéin, se conoce la existencia de una constaritg,, tal que

A(m)Pn(S) = Cﬂ,,mRn—m(pmu xm)[l]’

luego

AP, (s) = C, =

A
A(m-‘rl)Pn(S) = nvmm

= Ar (o) Ry (pms ) [1].

De nuevo, por hiptesis de inducéin, tomandose = pp,, ¢ = 2, n =n—m,y k =1,
se obtiene que existe una constahig; tal que

A
mRn—m(Pma xm)[l] = Em,an—m—l(pm—i-b xm—&—l)ﬂ]-

Por tanto tomand@’, ,,,+1 = Cy,m Em,1, SE€ Obtiene que
AP (s) = Comgt R (ma) (Pmet 1 T [1],

y el resultado queda demostrado. 0

Nota 3.2.1. Teniendo en cuenta el cacter hipergeoratrico de las familias ésicas [116], se
conoce la ecuadin de tipo Pearson que satisfapg,, y la ecuacbn en diferencias lineal de se-
gundo orden que satisface(™ P, (s), para cadam,n = 0, 1,. ...

3.3. El Teorema de caracterizacion para los g-polinomios

Para conseguir dicho propito, se necesita redefinir el concepto de polinogaabasico ( 0
g-polinomig. Ademas, dado que las medidas@ssoportadas sobre el eje real, se pasa a escribir
Q como el interval [a, b].

Definicion 3.3.1. Se diié que la suce$in de polinomiog P, },,>¢ €S una suceén deg-polinomi-
ossobre la red

z(s) = c1(q)q” + c2(q)g* + 3, (3.27)
si satisfacer(3.14)donde

(i) pesuna soludn de la ecuadn de tipo Pearson

Alo(s)p(s)] = 7(s)p(s) Vai (s). (3.28)

1Si|a| = oo (resp.|b| = oo) entonces se escriidicho intervalo comda, b] (resp.[a, b)).
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(i) o(s)+ 27(s)Vz1(s) es un polinomio en de grado a lo ras 2.
(iii) 7 es un polinomio en de grado 1.
Adends, se dia que la terna o, p, =) es unaterna g-clasicasi satisface (i)-(iii).

Dicha definicon contiene a otras anteriores definiciones relativas a sucesioqg®tiaomios
(véase [9] y las referencias contenidasésta) dadas sobre una red de tipo lineal ya que, en ese
caso,Vzi(s) es un polinomio de grado 1,ias

o(s) = (0(3) + ;T(S)Vl’l(s)) — %T(S)le(s),

es un polinomio en:(s) de grado, a lo ras, 2.

Lema 3.3.1.Dados un polinomia y un riimero enterd;, (x(s))+m(zx(s—1)) es un polinomio
enxy_; de gradogrd ().

Prueba: Por la definicdbn de la redc(s) = x, se sabe que
zi(s) = 21(s + 551),

por tanto, basta considerar el cdse 1. Se proba el resultado mediante el proceso de indoicci
sobrem = grd 7:

= Sim = 1 el resultado es directo.
= Sim > 2, entonces'(s) + z1*(s — 1) puede expresars@mo sigue
(@' (s) ' (s = 1)) (@1(s) a1 (s — 1)) =z (s)ar (s — 1) (272 (s) + a2 (s — 1))
Y dado que
z1(s)z1(s — 1) = 22(s) + ([2] — 2)esz(s) + (kg — 2)%crc — (kg — 2)c3,

es un polinomio en: de grado 2 se deduce, via indumej que la fundn anterior es un polinomio
enz de gradan, de ahi que el resultado quede probado. 0

Proposicion 3.3.1. Si (o, p, x) €s una terng-clasica, entonces dados udmero enterd: y un
polinomior, la funcibn
Ri(p, zi) [ (211 (9))]

es un polinomio em;, de gradogrd(n) + 1.
Prueba: Por hiftesis, se sabe qu&s) := o(s) + 37(s)Vz1(s) y 7 son polinomios en: de

grados, a lo ras, 2 y exactamente 1, respectivamente. Teniendo en cuentasadebema 3.2.2,
se tiene

Ri(pean)ll] =~ sl ()
_ 1 o(s+1)pr(s+1)—o(s)pr(s)
Pi(s) Vagi(s)
1 (ol Dals+D)
= i (0 ")
_ o(s+k)+71(s+k)Vzi(s+ k) —o(s)
Vrgi1(s)

G(s+k)—3(s)+ 37(s + k)Vzi(s + k) + 37(s) Va1 (s)
Vrgi1(s) 7
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es un polinomio em:;, de grado 1, de hecho

=/

Ralpalt] = {aq(20)7 + 20, G b (au(s) - )

+ aq(k)(7(0) + es7’) + [K]4(57(0) + 35",

(3.29)

siendo
o(z) = Z'a? +5'(0)z + 5(0), Yy 7(x) = 7'z + 7(0), (3.30)

los desarrollos de Taylor d&y 7, respectivamente.
Nota 3.3.1. De ahora en adelante, se dendigyor O(s) a la expresbno(s) + 7(s)Vzi(s).

Ademas, para cada: y k¥ nUmeros enterosn > 2, se tiene que, teniendo en cuenta el Lema
3.2.2,

Ry (pr(s), 1 (s)) [m(xpy1(s))] =

_ (U(s + k) + 7(s + k) Vi (s + k)) m(zp41(s)) —

o(s)

m(zh1(s — 1))

Vagi1(s) Virgi1(s)
_ O(s+k) o(s)
—m”(l‘kﬂ(s)) - mﬂ(wkﬂ(s - 1))
(3.31)
Esta funodn sea un polinomio emnxy, si'y slo si la funcbn
O 3) oa(s) - = Dt ()
Vzi(s) ! Vzi(s) ! (3.32)
e DTl ) S Do,
es un polinomio em. Pero dicha fundin es igual a
[O(s + QV)mZ(Z)(S —4)] (o (s)) + UV(;_(;)) [n(e1(s) — wlz_1(s))],
y tambien es igual a
[O(s+L£)—o(s— &) O(s+ %)
Va1 (s) m(z-1(s)) + Vals) [m(z1(s) = m(az—1(s))].

Por tanto, sexigual a la media aritética de ambas. Usando el Lema 3.3.1y la rélaci
O(s + 5) —a(s — §) = qa(s)Vaa(s),

donde
=~/
q2(s) = {aq(Qk)T’ + [2k}q2} (z(s) — c3) + aq(k)(7(0) + e37’) + [k]¢(G7(0) + c30”),
es un polinomio e de grado a lo ras 2, se deduce que (3.32) es un polinomia @& grado a
lo masgrd(r) + 1. Pero, de nuevo, uratculo sencillo desvela que el coeficientexd! (M +1 es

=/
g

ag(m +2k) 7"+ [m + 2k]q? #0, m=grdm.
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O

Teniendo en cuenta estos resultados en conjunto, se pueden enunciar losaguesdtados
preliminares del primer Teorema principal de esta memoria.

Teorema 3.1.Sea{ P, },>0 una sucesin deg-polinomios ortogonales respecto a la fubigipeso
p sobre la redr tal que se satisfacen las siguientes condiciones de contorno:

2*(a)z! | (a)o(a)p(a) = zF ()2t | (D)o (b)p(b) =0, k,1=0,1,... (3.33)

Entonces, la suce@n { A() P, +1}n>0 €S una sucedn deg-polinomios ortogonales respecto a la
funcibn pesq; sobrez;.
Adends, el redproco es cierto si se tiene la condici(3.33)

Prueba: Consicerese una sucési deg-polinomios,{ P, },>o, ortogonales respecto a la fuani
pesop sobrez, entonces fijado uninmero entero no negative, para cadd < k < n, por la
Proposicbn 3.3.1 se sabe qugy(s) := Ri(p,x)Pr_1(x1(s)) es un polinomio en: de grado a lo
mask, luego

0= ZP p(s)Vzi(s)

= ZPn(S){Rl(ﬂ, )Pe-1(x1(s))} p(s) Vi (s

=ZP V| p1(s)Pici(a(s))].

Aplicando la regla de Lelbn|z

VIf(s)g(s)] = VIf(s)lg(s) + f(s = 1)V]g(s)]-

Se obtiene la siguiente formula de suma por partes

i_Z:f(s)V[g(s)] = st " - i_ZlV[f(S)]g(s -1, (3.34)
Obtenéndose que
0= Pys + 1p1 () Pes(21(s)) :Zb:I _ bivpn(s F1)p1(s)Pev(z1(s))  (From (3.20)
= Pu(s)p(s)o(s)Pe—1(z-1( ZAP s)Py—1(x1(s)) (Az(s) = Vaa(s))
= Pu(s)o(s)p(s)Pe-1(z-1( ZA $))Pr-1(21(s)) p1(s)Vaa(s).

Por lo tanto{A Pp+1}n>0 €S una SPO respecto la fubrnipesq; sobez;.

A continuacon, se comprobarquep; satisface la ecuamn de tipo Pearson atoga a (3.28) sobre
1

Alo(s)pi(s)] _ als+Dpi(s+1) o(s) (P, clasico)

pi(s) pi(s)
= o(s+1)+7(s+1)Vai(s+1) —o(s) (P, clasico)

- 8(5+1)—3(5)+; (s+1)Vazy(s+1)+ ; (s)Va1(s),
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dondeg(s) = o(s) + 37(s)Va1(s) es un polinomio en; de grado a lo ras 2.
Teniendo en cuenta (3.29) patra= 1, se obtiene que

Alo(s)pi(s)] _ -

ol e 4 A N v ,

1 (5) T1(s)Vaa(s)

donder; es un polinomio er:; de grado a lo ras 1.
Ademas utilizando ldiltima expresin se obtiene que

o(s) + 571(5) Va(s) = 3 (a(s F1)45() + (s + )Va(s +1) - ;T(s)vml(s)> ,

es un polinomio em; de grado a lo ras 2, y por tanto dicha implicami es cierta.
Para ver el réiproco se parte de la existencia de dos polinomios en la variabtede grado a lo
mas dos, yr; de grado 1, tales que

Alo(s)pi(s)] = m1(s)p1(s) Vaa(s),

siendoo(s) = 6(s) — £71(s)Vza(s).
Asi, bastaa probar que

7(s)

- - 58)

y o(s) + 37(s)Va1(s) son polinomios en de grados a lo @s 1y 2, respectivamente. Lo cual se
deduce de unaiculo directo ya que

g(s—1)—0a(s) N 171(s)Vaa(s) + mi(s — 1)V (s)

m(s) = Vxi(s) 2 Vxi(s) ’

o(s) + 57(5) Vs (s) = 5 (&(s ~1)+6(5) 5 (n(s) V(s + 1) — s — 1)Vm(s))> ,
son polinomios er:(s) de los grados que se indican. 0

Teorema 3.2.Sea{ P, },>0 una sucesin deg-polinomios ortogonales respecto a la fubicipeso
p sobrez tal que

*(a)z' | (a)p(a) = % (b)z' { (b)p(b) =0, k,1=0,1,... (3.35)

Entonces, tomand®_; = 0, la sucesbn de polinomios R,,(p—1,z—_1)[1]}n>0 constituye una
sucesbn deg-polinomios ortogonales respecto a la fubigipesop_1(s) = p(s — 1)/o(s) sobre
x_1. Adends, el regproco es cierto si se satisfacen las condiciones de cont3133)

Prueba: Consicerese una sucési deg-polinomios,{ P, },>0, ortogonales respecto a la fuéni
pesop sobrez.

Nota 3.3.2. Teniendo en cuenta el Lema 3.2.3 para- 0y que
Ri(p_1,z_1) o Ry(p,x) = Rps1(p—1,2-1), n=0,1,2,....

basta@ probar el dicho resultado pard;(p—1,2—1)[P.(x(s))] que es, sdmn la Proposiodbn
3.3.1, un polinomio em_; de gradon + 1.
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Fijado un ruimero entero no negativg para cadd < k < n, seaQ; un polinomio de grado
ktal queVQi+1(z1(s)) = Qr(s)Vzi(s), entonces

0= ZP p(s)Vwi(s)
= ZP $)VQi+1(z1(8)) p(s).

Aplicando la regla de Leibniz y teniendo en cuenta las condiciones de contorno (3.35) se obtiene
que

0= ZV $)|Qr+1(x-1(s))

- ZRl (p—1,2-1)[Pn(5)]Qrt1(z-1(5)) p—1(5)Vx(s).

Por lo tanto{ R (p—_1(s), z_1(s))[Pn(s)]}n>0 €S una sucedh de polinomios ortogonales respec-
to a la funcon pesq_; sobe lared:_;.

A continuacdn se comprobarquep_; satisface la ecuamn de tipo Pearson (3.28) sohre;.

Alo(s)p-1(s)]  o(s+1)p-1(s+1) (s B
p1(s) 1 (s) (s) (P, clasico)

= o(s—1)+7(s=1)Vzi(s—1) —o(s) (P, clasico)

= o(s—1)—0a(s)+ ;T(s—l)Vatl(s—l)—i— ;T( )WVz1(s),

dondeg(s) = o(s) + 37(x(s))Vz1(s) es un polinomio en de grado a lo ras 2.
Teniendo en cuenta (3.29) pata= —1, se obtiene que

donde7_; es un polinomio en_; de grado a lo ras 1.
Ademas, utilizando ldiltima expreshin se obtiene que

o(s) + 57 1(5)Vir(s) = 5 (a(s F1)4+5(s) + 57(s + V(s +1) - ;T(s)vxl(s)) 7

es un polinomio em_; de grado a lo ras 2, y por tanto dicha implicam es cierta.
Para ver el réiproco se parté de la existencia de dos polinomiésenz_; de grado a lo ras 2,
y 7_1 enz_; de grado 1, tales que

Alo(s)p-1(5)] = T-1(s)p_1(s)Var(s),

siendoo(s) = 6(s) — 27_1(s)V(s).
Asi que bastax probar que

 Ax(s)
T(s) := Ara(s) <7’1(s +1)+ Az(s)
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yo(s)+ %T(S)V%’l(s) son polinomios en: de grados a lo @s 1y 2, respectivamente. Lo cual se
deduce de unaiculo directo ya que

(s) = 6(s+1)—0d(s)  1ma(s+1Va(s+1)+71(5)Va(s)
A{E,l(s) 2 A.l?,l(s) ’

(&(s 1)+ 6(s) — %(T_l(s 1) Vals 1) — T_l(s)vx(s))> .
O

Nota 3.3.3.

() Es claro que la reladin entre lo establecido en los Teoremas 3.1 y 3.2 viene dada por la
siguiente reladn entre operadores

Rl(P—laZU—l) © Rn(pa .TL‘) = RnJrl(p*laxfl)a n= Oa 1a s

Por tanto R (p—1,z_1) €s, en cierta manera salvo una constante, el operador inverso de
AWM,

(i) Si
b—1
> Pu(s)Pu(s)p(s) V1 (s) = 0,

y las condiciones de contorr{8.33)se satisfacen, entonces para cadenero enterde
b—k—1

> AWP(s)AM P (5)pr(s) Vg (s) = 0,

s=a—k

donde sik > 0
AR = Ry(pp, 2_p), (3.36)

el cual es, de nuevo en cierto sentido salvo una constante, el inverso del oparéedor

Teorema 3.3.Sea{ P,, },>0 una sucegin de polinomios ortogonales respecto a la flamopesq
que es completa efi([a, b], (»,.),,). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) {P.}n>0 esg-clasicay se satisfacen las condiciones de contorno

2*(a)z_1(a)lo(a)p(a) = zF(b)z_1(b)la(b)p(b) =0. k,1=0,1,...

(i) {A(l)PnH}nZO es una sucesn de polinomios ortogonales respecto a cierta fongpeso
p la cual satisface las siguientes condiciones de contorno:

2 (a)z_1(a)!pla—1) = 2FB)z_ 1 (B)'p(b—1) =0, k1=0,1,...

De hechop(s) = p(s + 1)o(s + 1).



3.3 El Teorema de caracterizacion para los g-polinomios 37

Antes de demostrar este resultado es importante recalcar que es claro que el producto interno
(s,)p €S estindar ya que viene definido como

b—1

(f,9) = f(5)g(s)p(s)V1(s).

sS=a

Adenas, el Teorema de Luisii120] permite garantizar la completitud de dicha sumesie poli-

nomios ortogonales respecto a una medida cuya masaasdrtada sobre un conjunto compacto,

ad el Teorema 3.3 no tiene excesivas restricciones y por tanto puede ser considerarse un resultado
analogo al Teorema de Hahn sobre la red generdendiendo en cuenta este comentario, se pa-

sa@ a probar el resultado.

Prueba: Por supuesto (#-(ii) es una consecuencia directa del Teorema 3.Htgse que en esta
implicacibn no se ha necesitado la completitud de la s@cedé polinomios.

(i) =(i): Sea{AM P, 1 },>0 una sucegin de polinomios ortogonales respecto a la fangeso

p sobrez; y supnganse que las condiciones de contorno de (ii) se satisfacen, entonces fijado
k > 1, paratodor > k se tiene que

0= Pa(s)p(s — 1) P (z—1( ZAO $)|Pr—1(21(5)) p(s) Vira(s)

= Po(s)p(s — 1) Pr_1(x_1(

ZAP s)Pr—_1(71(s))(3.20)

=P, (S+1) ( )Pk 1(:1:1

_ZVP (s +1)p(s)Pr—1(z1(s)).

Aplicando la brmula de suma por partes (3.34) se obtiene que

b—1
> Pu(s)V[p(s)Pror(a1(s))] =0, n=k+1,k+2,... (3.37)

sS=a

Luego la funodbn
1 V[3(s)Paoi(z1(5))]
p(s) Vai(s) ’
es ortogonal &,, respecto a la fundin pesq sobrex paran > k. Por otro lado, por hiptesis, la
sucesbn { P, },,>0 es completa sobe el espaéid|a, b), (-, .),), luego

0y = .39

Teniendo en cuenta (3.37), esta fuorces un polinomio de gradoya que, sij > k

Pri = 2ZP 1 (S)éjfzzgifl(s))]0<s>vxl<s>—o.

Jsa

2Seaf una funcbn compleja medible sobt&, A un conjunto de medida finita cof{x) = 0siz & A,y e > 0.
Entonces existe € C.(X) tal que
p({z : f(z) # g(x)}) <e

Ademas, se puede tomar cenp |f(z)| < sup |g(x)|.
zeX rzeX
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Y Bk # 0 dado que{A P, 11 },>0 €S una SPO. As

1 V[ﬁ(s)Pk_l(:El(s))] B k Dol
p(s) Vz1(s) _;)BKJPJ( (s))- (3.39)

Tomandok = 1 conP = 1 en (3.39), se define el polinomiode grado 1 em: como

7/_\(5) — LV [:5(3)]
p(s) Vai(s)’

y o0 como

Entonces se obtiene q@és) = o(s+ 1)p(s+ 1)y
V(s + 1)p(s + 1)] = Ala(s)p(s)] = p(s)7(s)Va1(s).

Es decir, se obtiene la ecuanide tipo Pearson. Pero para concluir la prueba se necesita probar
quec(s) + 57(s)Va1(s) es un polinomio en: de grado, a lo r@s, 2. Tomandds = 2 en (3.39)
con P(z) = x se obtiene que
Os(s) = 1 V[ﬁ(s)xl(s)] _ (U(S) + ?(S)Vxl(s))ajl(s) —o(s)r1(s—1)
? p(s)  Vai(s) Vi (s)
= o(s)+7(s)z1(s),

donde(- es un polinomio ew de grado a lo ras 2 y aplicando&cnicas aalogas a las considera-
das anteriormente se deduce que

(s)+x1(s—1)
2 )

7(5) + 57(5)Var(5) = @a(s) —~ 7(s) ™

es un polinomio er de grado a lo r@s 2 y por lo tantd P, },,>¢ €s una suceSh deg-polinomios
que satisfacen las condiciones de contorno de (i) glassultado queda probado. 0

A continuacon se enunci@ un resultado que permaidemostrar uno de los resultadoasmele-
vantes de esta memoria.

Teorema 3.4.Sea{ P, },,>0 una sucesin de polinomios ortogonales respecto a la fémcpesq
sobre la red

z(s) = c1¢® + caq”° + c3,
y seac tal que se satisfacen las condiciones de contd185) Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. {P,}n>0 €s una suceén deg-polinomios.

2. {A(l)Pn}nZO es una suceén de ¢-polinomios ortogonales respecto a la fubiei peso
p1(s) =o(s+1)p(s+ 1) sobre la redr;, dondep satisface la ecuabn de Pearsoi(3.28)

3. Para cada fimero enterd:, la sucesdn { R,, (px, x)[1] }n>0 constituye una sucesi deg-
polinomios respecto a la furm pesop, sobre la redzy, dondepy(s) = p(s), px(s) =
prk—1(s+ 1)o(s+ 1),y p satisface la ecuadn de tipo Pearso(i3.28)
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4. { P, }n>0 satisface la siguiente ecud@ci en diferencias lineal de segundo orden

g A VP ARG
Az (s —3) Va(s) Ax(s)

+ AnPo(s) =0, (3.40)

o

dondeG(s) = o(s) + 37(s)Va1(s) y 7 son polinomios en: de grados a lo ras 2y 1,
respectivamente, y,, €s una constante que no dependede

5. {P,}n>0 puede expresarse e@rtinos del operador de Rodrigues de la forma

B, V \Y \Y

Pn(s) = Ban(p’ l‘)[l] - p(s) V:z:l(s) VZL‘Q(S) o Vxn(s)

[on(s)] (3.41)

dondeB,, es una constante no nula.

6. (Segunda relaéin de estructura) Existen sucesiones deneros complejode, }n, { fn}n,
Y {gn }n, tales que para cada > 0, se satisface la siguiente reléci
P(s+1)+P(s) . AP, 1(s) L AP,(s) AP,_1(s)
2 T AL(s) "Az(s) I Az(s)

dondee,, # 0, g, # 7, para cadan > 0, y v, es el coeficiente correspondiente de la
siguiente reladin de recurrencia a tre€tminos [116]

MP(s) := (3.42)

z(8)Pn(s) = anPpt1(8) + BnPu(s) + mPn-i1(s), n=0,1,... (3.43)

Nota 3.3.4. Si se considera una red de tipo lineal , este resultado es equivalente al obtenido en
[9], yaqueT(s)Vzxi(s) esun polinomio er(s) de grado 2 yry(s) = ¢**x(s)+ 0y, dondeny, oy
son constantes independientessde

Se debe de tener en cuenta que para probar el Teorema 3.4, por los Teoremas 3.1y 3.2, y sus
corolarios y comentarios ya se sabe que— (2) — (3) — (1).

Proposicion 3.3.2. ((1)— (4)). Si la sucesin { P, },,>0 €s una suce8n deg-polinomios respecto
a la funcibn pesop sobrex satisfaciendo las condiciones de contol8a35) entonceq P, },,>0
satisface la ecuabn en diferencias lineal de segundo orden de tipo hipergtoco (3.40)

Prueba: Por el Lema 3.3.1 y la Proposiui 3.3.1 se sabe que; (p, z){A(MP,(s)} es un poli-
nomio enz de gradon, adends por el Teorema 3.1 igualmente es conocido m@)Pn}nzo
es una sucesn de g-polinomios respecto la fun@n pesop;(s) = o(s + 1)p(s + 1) sobre
z1(s) = z(s + 3), por lo tanto si se toma < n

b—1
> Qul(s)Ri(p, 2){AW Py(s)}p(s) Vi (s)

(3.34) s=b

b—1
= > Q) Vi{n() AV Py(s)} =7 Quls)a(s)p(s) AN Py(s — 1)

b—1
=D AP ()} AM{Q1(5)} pr(5) Vaa(s).

Por hipotesis y el Teorema 3.1, {dtima expresin vale cero y por lo tanto existe una constante no
nula\,, independiente de, tal que

Ra(p, 2){AWPy(5)} = A Pu(s),
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ya que{ P, },>0 es una sucesn de polinomios ortogonales respecto a la fangesq sobrez.
Por Gltimo, usando el hecho de que la expbasanterior es equivalente a la ecusrci3.9) el
resultado queda probado. 0

(4)—(5): La proposiadbn 3.3.2 es bastante importante ya que permite obtengrgoinomios de
una manera sencilla como soluciones patiticas de la ecuawn en diferencias (3.40). De hecho,
dicho resultado permite escribir tales soluciones aliitas mediante labfmula de Rodrigues
(3.41) [116, 118] o equivalentemente, a #awdel operador de Rodrigues tomarkde- 0 en el
Lema 3.2.3.

(5)—(1): Tomanda: = 1 en la brmula de Rodrigues se obtiene la ecbadie tipo Pearson (3.28)
que satisface la fungn pes.

Proposicion 3.3.3. ((6) < (1)). Sea{ P, },>0 una sucegin de polinomios ortogonales respecto
a la funcibn pesq sobre la redr, definida en3.27) y seao tal que se satisfacen las condiciones
de contorna(3.35) Entonces, la suces { P, },,>0 €sg-clasica si y §lo si existen sucesiones de
nimeros complejosien, }n, {fn}n, ¥ {9n}n, tales que la siguiente relamn es cierta para cada
n > 0, tomandoP_; = 0,

My (s) = Pa(s)+ Pa(s+1) _ . AP, 1(s) s AAJ;n(s) AP,_1(s)

2 " Ax(s) (s) + gn Ax(s)

dondee,, # 0, g,, # ~y, para cadan > 0.

Prueba: Si {P,},>0 s una suce8n de polinomios ortogonales entonces estos satisfacen una
RRTT, i.e. existen sucesiones denmeros complejos,ay, tn, {Gn}n, Y {7 }n, tales que

z(8)Pn(s) = anPpt1(8) + BnPu(s) + mnPr-1(s). (3.44)

Si {P,}n>0 esg-clasica entonce$AM) P, 1 },,>0 €s una sucesh de polinomios ortogonales, y
por tanto existen sucesiones deeros complejos{,aff)}n, {ﬁ,(f)}n y {'yﬁf)}n, tales que

21(s) AP, (s) = VAW Py (5) + BUAD P, (s) + N AN P, (). (3.45)

n

Pero
AW (z(5)Py(s)) = 2(s) AV Py (s) + Pu(s + 1) = (s + 1) AW P, (s) + Pu(s),
luego tambén debe coincidir con su media arética, as

AW (z(s)P,(s)) = % (2(s) + (s +1)) AV P, (s) + % (Po(s+ 1) + Pu(s)). (3.46)

Por tanto, combinando las expresiones (3.46), (3.44) y (3.45) se obtiene que

2 2
AB,(s) = (an mt a;”) ADP, () + fuAV P, (s) + <% - [2]%,9)) ADP, y(s),

fn:ﬂn_[é}qﬁg)‘l‘C;} <1_[22]q>‘

Claramente, debido al Teorema de Favard, el coeficienm(Héjn_l(s) en estdiltima relacon
es distinto dey,, para cada.
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Redprocamente, si existen sucesiones dmaros complejos,e, tn, { fn}n Y {9n}n, tales que la
siguiente reladn se cumple para cada> 0, tomandoP_; = 0,

AP, 11(s) AP, (s) AP,_1(s)
Ax(s) - fn Ax(s)  Gn Ax(s)

MP,(s) = ey,
Entonces por (3.46) se obtiene que

2 ~
&xl(s)A(l)Pn(s) = (an — en)A(l)P7L+1<3> + ﬁél)A(l)Pn(s) + (Y — gn)A(l)Pn—l(s)a

Bﬁzm—n+%0—@ﬂ.

Y, por hipbtesisg,, # ., as que por el Teorema de Fava{m(UPnH}nzo es una sucesn de
polinomios ortogonales, y por el Teorema 3.3 el resultado queda probado. 0

3.4. Ejemplos

A continuacon, y para que la lectura de dicha memoria no se haga demasiado tediosa, se pre-
sentaan un par de ejemplos. En primer lugar se consideréos polinomios de Askey-Wilson y
a continuadn losg-polinomios de Racah.

3.4.1. Los polinomios de Askey-Wilson

Los polinomios de Askey-Wilson — los cuales fueron descubiertos por R. Askey y J. Wilson
en [33] — se encuentran localizados en el nivabralto del esquema deAskey [82] los cuales
pueden ser escritos mediante series hipergdacas lasicas como

q; Q) )

(ab; q)n(ac; q)n(ad; q)y < g~ ", abedg" ', ag®, ag™*
493

pn(l‘(s);a’ b, cvd|Q) = an ab, ac, ad

dondea, b, ¢, d, ab, ac, ad, be, bd, cd & {q™ : m € Z}.
Tales polinomios son autofunciones del operador lineal de segundo orden

1 A \Y
9" =T ("AW(‘S)ms) B "AW(S)Ws)) ’ 340

dondez(s) = 3 (¢° + ¢~ %), i.e.ci =ca = 3y 3 =0,

AW (5) = —r2q7%%3(¢° — a)(¢° — b)(¢° — &) (¢° — d),

cuyos autovalores so¥), = 4¢* (1 — ¢")(1 — abedg™1).
Aqui, como anteriormente,, = q% —q*%. Con estos pametros, consifese la siguiente furimi

g

p W (s) = ¢ (a,b, ¢, d; q)s(a, b, ¢, d; q) s, (3.48)

donde(a; q);, son unosy-aralogos de losisnbolos de Pochhammer los cuales se definieron en la
seccon §2.6.

Lema 3.4.1. La funcibn pA" (s) satisface la siguiente ecudri de tipo Pearson:

MW (s + 1)p(s + 1) = oW (—s)p(s).
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Prueba:
pAW(S + 1) q_2(8+1)2 (CL, ba c, da Q)S+1 (CL, ba ¢, da q),S,1

pAW (s) ¢ 2% (a,b,c,d;q)s(a,b,c,d;q)—s

g 21— ag®)(1 — bg®)(1 — cg®)(1 — dg®)
(I —ags 1)1 =bg1)(1 —ecqg1)(1 —dg=s~1)

@ —a)q =0 —c)(g*—d) _ o"(=s)
q72572(qs+1 _ a)(qurl _ b)(qurl _ c)(qurl _ d) UAW(S + 1)'

O

Teniendo en cuenta que(s) = pn—1(s+1)o(s+1) paracada = 1,2,..., siendopy(s) = p(s),
un calculo sencillo da lugar a la siguiente expéesparap’™"V’

péw( ) - K2nq72s —2snen + n(a7 b? C’ d; Q)S+n(a7 b? C? d; q)*S‘ (3'49)

Luego los polinomios de Askey-Wilson pueden escribirse como

Bn/{QnQQS v(n) (a7 b7 C7 d7 Q)s—i-n(aa b7 C? d’ Q)_S

(a,b,¢,d;q)s(a,b,c,d; q)—s q282+2sn+n2—%n

Pn(x(s);a,b,c,dlq) =

)

(3.50)
n(3n—>5)

dondeB,, = 27"k Kg'q 4
Ademas, dado que tales pollnomlos satisfacen la retaeng-diferencias

AWy, (2(s); a,b, ¢,d|g) = 2[n]g(1 — abedq™ V)pa—1(1(s); aq?,bg2, cq2, dg?q),
se obtienen los siguientes coeficientes para la segundadretdeiestructura

2[n]4(1 — abedg™1)? — [2]4[n + 1]4(1 — abedg™)?

o= 4[n)4(1 — abedg™1)(1 — abedg®—1)(1 — abedg®)’
1-— 1
fo= =) = G Aabeda) + Culabcndlo)
2], 1,01 1 1 1,01 1 1
—— (An-1(aq?,bq%, cq?, dq|q) + Cn-1(aq?,bq?, cq2, dg?q)) | ,

o = (1 — abedg™ %) (1 — abedg®2)(1 — abedg® 1) (2[n](An—1Cn)(a, b, c,d|q)
" 4[n]4(1 — abedg™—1)? (1 — abedgn=2)2

[2g[n — 1g(An—2Cn_1)(aq? ,bg? , cq? , dq?|q)
(1 — abedgn—1)2 ’

(3.51)

donde
(1 — abg™)(1 — acg™)(1 — adg™)(1 — abedg" ")

a(1 — abedg®—1)(1 — abedg®™) ’
a(l —¢")(1 = beg""")(1 — bdg" 1) (1 — cdg" ")
(1 — abedg®=2)(1 — abedg?™—1) ’

An(a,b,c,d|q) =

Cn(a,b,c,d|q) =

3.4.2. Los g-polinomios Racah u!™” (z(s), a, b)

Dichos polinomios, introducidos en [7, 97, 116],astlefinidos sobre la red

1 1 9 _ _
x(s) = [s]qls + 1]q = q2 Kq 2¢° + ¢ 2k, 2975 — [2]q/£q2,
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pueden ser escritos mediante las series hipergemas lasicas como [27]

-n ,a+08+n+1 a—s ,a+s+1
ety = Duags (TG LTI Java).

)
—b+1 1 1
gt gt getet

donde oo )
_ g 2Bt (ga b g) (67 @) (0T )

D
! K2"(q; q)n

Esta familia deg-polinomios son autofunciones del operador en diferencias lineal de segundo

orden
1

95" = Vi (s) <0qR(_S -

A
Ax(s)

— gt v
O ) (352)

donde
aqR(s) = [s —aly[s + b]g[s + a— Bly[b+ a — s]q,

cuyos autovalores sox), = [n],[n + a+ [+ 1],. Asi, Dicha familia deg-polinomios satisface la
siguiente identidad

AWu&B(1(s),a,b)g = [+ B+ n + 1 us 1P (@1(s), a4+ 1,0 — 1),

n—1
de ah que los coeficientes de la segunda rélaae estructura vengan dados por

2n+a+B+1),—[24n+a+5+2]

T Tokntatf+12ntat B+, I+ g,
fu= Bulabaf) D B(at b hatLAt1),
_la+b+a+nfadb— B —nlgla+n]g[B+nlyb—a+a+ B4 nlgb—a—n],
In = 2a+ 4 2nla+ B+2n+1yn+a+ 5+ 1],
X(2n+a+ B+ 1]q — [2lgln + a+ By,
(3.53)
donde

[+ nlg[b —a+a+ B+ nlgla+b— 5 —nlgng
[a+ B+ 2n]gla+ B+ 2n + 1]

[a+B8+n+14a—b+n+1][B+n+14a+b+a+n+1],

[+ B+ 2n + 1gla + B+ 2n + 2] '

Bﬂ(a’ bv O‘)ﬂ) = [a]q[a + 1]11 +

Una vez que se han establecido las bases de las famiisisas y las relaciones existentes entre
ellas en el ppximo captulo se pasa@n a estudiar en detalle losetodos de factorizagn para

las familias dej-polinomios, ascomo elalgebra diamica asociada a los polinomidsclasicos.
Pordltimo se analizax en detalle log-polinomios de Racah — proporcionales a los denominados
6;j-simbolos — ascomo su reladin con lag-algebraSU,(2).
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Los m étodos de Factorizaci 6n

4.1. Introduccion

En este calpulo de la memoria se consideaardos nétodos de factorizagn (MF): el chsico
y el de tipo Infeld & Hull — aunque debierdenominarse de Darboux por motivos higtos —.
El método de factorizadn clasico est basado en la existencia de los operadores éregaies-
truccibn asociados a cierta ecuacique permite obtener soluciones égiphs de una manera sen-
cilla. Yendo mas all, Atakishiyev et al. [34, 35, 39] obtuvieron&@bebra de simeiis diramicas
relacionada con dicho @odo y las ecuaciones en diferencias (o diferenciales) correspondientes.
De especial inté@rs fueron los artulos de Yu. F. Smirnov [127, 128, 129] en los cuales nadstr
equivalencia del MF @sico y la tedia de Funciones especiales de Nikiforov y Uvarov basada en
las ecuaciones en diferencias [116]. Essiren [127] se menciona que la equivalencia mencionada
anteriormente esalida tambén para el caso de redes no uniformes lo cual se debnoés tarde
en [128, 129]. Posteriormente, G. Bangerezako en [42] fealizstudio de la factorizam de
tipo Infeld & Hull para los polinomios de Askey-Wilson usando exclusivamente su écuani
diferencias.
En esta memoria, siguiendo la ideas consideradas en [42] para los polinomios de Askey-Wilson
y en [94] para los casos continuo y discreto, se com@nahteniendo el MF de tipo Infell &
Hull para las soluciones pofimicas de las ecuaciones en diferencias en la red no uniforme
x = x(s) = c1¢° + c2q”® + ¢3 para lo cual se usan, como fue sugerido en [39, 127], las
funciones ortonormales correspondientes a las solucione®putias ya que con estas eétado
se puede formular y resolver de una maneéa isencilla obteBndose operadores que dependen
de los grados de los polinomios correspondientes, es decir, dependdardese sentido, el @bo-
do aqu propuesto es una generalizatide los trabajos [42] y [94].

Por otro lado, motivados por la apafioi de losg-aradlogos de los osciladoresamticos de Mac-
farlane’s [96] y Biedenharn’s[48], Atakishiev, Suslov y otros [35]-[37] explotaron &loaho de
factorizacon obteniendo nuevos modelosgesciladores ds£omo sus correspondientaélgebras
dinamicas. En esta memoria se aboédalrproblema general de encontraalglebra diamica aso-
ciada a las familias de polinomios de la tabla de Askey y-aualogo.
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Asi, en la secd@n 4.4 se mostraran los resultados obtenidos relativos al 84fcd estudindo-
se elalgebra de simets diramica para la ecuam en diferencias (4.14) sobre la red (4.6). La
aproximacbn que se va a considerar @$tasada en la siguiente obseréaciformulada en [34]:
Para factorizar una ecuadi en diferencias ordinaria, uno debe exprésda exgkitamente en
terminos de los operadores desplazamieetd:, dondea es cierta constante. Por ejemplo, en
el caso de la ecuam (4.14) se deben realizar las siguientes sustitucidnes e? — 1y
V = 1— e %. Este procedimiento convierte una ecéacen diferencias en un problema de
autovalores de un operador en diferencias, el cual viene representado por una c@mbinaci
neal de ciertos operadores desplazamientos. Dado queatadad de esta combinaxi lineal es
factorizable (ya quexp (o + 3) A = expa A exp S A, dondeA es un operador arbitrario), la
factorizacon lineal del conjunto, la cual representa la echia@n diferencias inicial, se deduce
autonaticamente.
Finalmente, en la sedm 4.5 se considérel casaA-clasico mostrando diversos ejemplos dentro
de los polinomios ortogonales-clasicos (polinomios de Kravchuk, Charlier, Meixner). Paésm
informacibn vease [36, 41] y las referencias élgtas.

Nota 4.1.1. Los resultados que se expoadren la secéin §4.3 esén publicados en [16], y los
expuestos en las secciori@s4 y54.5 en [14] y [13], respectivamente.

4.1.1. Conexion con la teoria de grupos y las algebras de Hopf

Es bien conocida la estrecha refatiexistente entre la representacide la tedia de grupos
y ciertas estructuras algebraicas, tales como los grupos de Lialgklsras de Lie, los grupos
finitos, los grupos canticos, lasalgebras de Hecke, lasalgebras (&lgebras canticas) y todo
tipo de funciones especiales, tales como polinomios ortogonales de tipo hipétgeom de tipo
hipergeongtrico kasico en una o és variables, ®ase, por ejemplo las monodesf [138] y las re-
ferencias contendidas en ellas. Es importante resaltar que los griptdEos y lag;-algebras no
denotan grupos rélgebras de Lie sino deformaciones particulares de grupcdgébras de Lie,
de hecho pertenecen a una cat&ggaoms general llamada categ@dealgebras de Hopf [138].
Como ya se mencidnen la introducdn de esta memoria, la téarde funciones especiales ha
sido de vital importancia desde sus comienzos en los siglos XVIII y XIX gracias al uéstae
por materaticos como Euler, Gauss, Heine, Riemann, Laplace, Legendre entre otros para resolver
problemas relacionados con laita y la materatica.
La conexdn con la tedia de grupos es muchoas reciente, de hecho, coménzon Gelfand y
Sapiro en los &os 50 los cuales descubrieron la redaoéntre los polinomios de Jacobiy el grupo
lineal especiab L (2, C). A partir de ese momento, la literatura que considera dichas relaciones se
ha expandido de manera explosiva y diversas conexiones entreitadearupos y las funciones
especiales, principalmente de tipo hipergétnmo, han sido establecidas.
Posteriormente, desps de que se hubiesen introducido los grup@ntioos, Drinfeld y Woro-
nowicz mostraron que estos ‘grupos’ estaban relacionados cgrflagiones especiales de una
forma ardloga a como eah relacionados los polinomios de Jacobi y el gragg2, C).
Mas recientemente, y en con@xicon problemas relacionados conikida ciantica, se ha com-
probado que los sistemasaniicos de simeta relativos a grupos de Lie juegan un papel decisivo
a la hora de explicar los diferentes estados deatomos y los fotones [70, 98] —de hecho los
g-polinomios fueron considerados para describir algunas de las propiedades de dichos estados
cuanticos de lo@tomos y los fotones [69]-. Addamg, el estudio de lagpolinomios aumeiit de-
bido a la aparid@n de lasalgebras canticas y los grupos @nticos [61, 63, 76, 126] que fueron
introducidos para estudiar el problema inverso de la dispersiamtica [62] y las ecuaciones de
Yang-Baxter [92].
Ademas sus potenciales aplicaciones enigich han aumentado debido a su coaexton los



4.2 Las funciones normalizadas 49

g-osciladores ar@nicos. Dichos objetos tienen una gran importancia en diversos problemas de la
fisica materatica actual: sistemas integrales, taatantica de campos conformeksi€a estatsbti-

ca, entre otros @ase [60] y las referencias ésta). Tamkin han sido empleadas para describir

el espectro rotacional y vibracional de logcteos abmicos [51], de las mékulas digimicas

[5, 50, 52], etc.

Por otro lado, usando etanalogo de la teda cluantica del momento angular [130, 131, 132, 133]
pueden obtenerse diversos resultados relacionados ceiptigiomios, algunos de los cuales de
una forma nada trivial desde el punto de vista de ldidgede los polinomios ortogonales.
Finalmente, en esta memoria sedeaferencia a los coeficientes de Clebsh-Gordanif@psios)

de lasg-algebrasSU,(2) relacionados con los polinomios geRacah, introducidos por Nikiforov

y Uvarov (Wase e.g. [116]) la cual es ligeramente diferente a la introducida por Askey y Wilson
en [32], ascomo con sus duales [27]. Un estudio detalladcadiggbraSU,(2) puede encontrarse

en [80, 83, 86, 87] entre otros. Para la cobex@ntre las diferentes familias gepolinomios y las
algebras canticas, ease [25, 83, 86, 97, 138] entre otros.

4.2. Las funciones normalizadas

Dada una familia deg-polinomios,{P,},>0, €stos son ortogonales respecto cierta fmci

pesop, esto es
b—1

Zp(s)p(s)V:cl(s), As=1. (4.1)
Las funciones normalizadas asociadas a dicha familiagg®linomios respecto al producto in-
terior (4.1) se definen como [39, 127]

on(s) = dfll\/p(s)Pn. (4.2)
Por lo tanto,
b—1
Zg&n(s)wm(s)le(s) =0pm, As=1.

A continuacbn se establecan algunas propiedades importantes relativas a tales funciones las
cuales generalizan a las definidas en [94]. Antes de nada, si se inserta (4.2) en laneenaci
diferencias (2.25), se obtiene que tales funciones normalizadas satisfacen la siguienba ecuaci
diferencias:

O0s)o(s T I)A;(S)gpn(s 1)+ /60 = 1))0(3>V;<8)%(s Y

B O(s) o(s) ) . o
(Ax(s) " vx(5)> n(s) + A V1 (s)pn(s) = 0.

(4.3)

Aqui, como antes®(s) denota a la funénao(s) + 7(s)Vz1(s). Esto es, para cada= 0, 1, ...,
©n €S una autofundn del operador lineal de segundo orden

H,:= e 9%\/0(s)o(s+ 1)A$1(S) + VO(s)o(s + DAml(s) o0

(86) o) o (4.4)
(Aas)*w(s) AVl )>I'

donde e*?: es el operador desplazamiento, ceff f(s) = f(s & 1) e I representa el operador
identidad.
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Analogamente, (2.9), se traduce en la siguiente RRTT

and;}:ls%ﬂ(s) =+ ’Yndzl;lwnﬂs) + (Bn — x(s))en(s) = 0. (4.5)

4.3. El método de factorizacion de tipo Infeld & Hull

En esta secon se vea cdmo factorizar una ecudm en diferencias (4.3) sobre la red no
uniforme
x(s) = c1¢° + c2q” ° + 3, (4.6)

0 equivalentemente, como factorizar al operadgrdefinido en (4.4).

Como se ha visto, para las funciones normalizagase tiene que

Hy,pon(s) =0.

SeanL,’ y L, dos operadores definidos como

Li =

O(s —1)o(s)

(4.7)

o(s—i—l)Al

donde

= —— s )\%xs— -
R T A A T

Teniendo en cuenta (2.49), (2.50), se obtiene que

Aop, dp,
L:@n(s) = anﬁ%@rﬂd (3)7 (4.8)
q mn

>\2n dnfl

L, on(s) = 'YnWT
q Un

On—1(5). (4.9)

Es decir,L;" y L, son operadores creaci y destrucdn, respectivamente.

Notese que las dddtimas expresiones permiten generar el conjunto de todas las fungignes
De hecho, a partir de (4.9) tomando= 0 y teniendo en cuenta que_; = 0 se puede obtener
0. Luego, sustituyendo la furm obtenida en (4.8), se pueden encontrar las funcigpes. .,

©Ony -
Proposicion 4.3.1. Los operadores?ﬂLJr y f;”f;L son mutuamente adjuntos.

Prueba: Bastaa probar que para cualesquienan enteros no negativos,

b—1
> Lilea(s)em(s) V(s an m(8)]Vai(s).

Pero
b—1

Zﬁ% on(s)V1(5) = @ D2 TS g (9 (5) Vi ),

2n], d
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b—1

)\Qm dmfl

i D () (5) Vi (s).
q M s=a

Asi, sim # n + 1 ambas expresiones valen cero, ysi= n + 1, dado quey,,d2, | = am-1d2,,
de nuevo ambas coinciden, luego el resultado queda probado.
Notese que el caso de ortogonalidad continua se trata de maaévgan 0

b—1
Y enls) Ly lpm()]Var(s) = mm

Proposicion 4.3.2. El operadorH,, definido en(4.4) es autoadjunto.

Prueba: De nuevo se probamara el caso de tener una ortogonalidad discreta. Usando las condi-
ciones de contorne(a)p(a) = o(b)p(b) = 0 — las cuales son una consecuencia de (2.42)) — se
puede escribir

b—1
> eu(9)VBh — D) goinls = DV ()
e 1
= Z on(s' +1)v/O(s)o (s + 1)m¢l(s’)V:ﬁ(s’)
s'=a—1
b—1
= an(s +1)\/O(s)o(s + 1)Vx(sl—|- 1)901(5)V$1(5)

+on(a)y/Bla— 1)0(a)vxl(a)gpl(a — 1)V (a)

NI 1)a(b)vxl(b)gpl(b 1)V (b),

donde en los dosltimos sumandos se utibzqueAz(a) = xz(a + 1) — x(a). Ahora, usando que
on(s) = d;1\/p(s)Pu(s), as como las condiciones de contorada)p(a) = o(b)p(b) = 0, se
deduce que

b—1 1
; ©i(s) { O(s)o(s + l)mgon(s +1)Vzi(s+ 1)
+/O(s = 1)0(3)%%(3 - I)Vzrl(s)}

b—1
= Z ©on(s) {\/@(S)O’(S + 1)A;(S)<pl(s +1)Vzi(s+1)

+/6(s — D)o(s)

Vxl(s)sol(s — 1)Vx1(31)} ,

de donde se sigue el resultado. 0

Proposicion 4.3.3. Las funciones., Yy v, satisfacen la relad@n:
un(s +1) = vny1(s).
Prueba: Por definicon de las funciones y v,
An Tn(s+1)  Ao(s)
Un(s+1) —vpg1(s) = — - — Au(s)

[”]q Tn
At Tnt1(S) Aon+2

T(s)Vxi(s)

* Ax(s)
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Usando el desarrollo, (s + 1) = 7,zn(s + 1) + 7,(0), y dado que

Az?(s) _ (s +1) — 2%(s)
Ax(s) x(s+1) —x(s)
z(s)Vai(s) = a(s)(c1q® — c2q”*Vkg = (c1q* — 3a™ kg + c3(c10® — c2q™*kq,

= a(s +1) + (s) = [2lgar(s) + (2 - [2),)es,

obtenemos que

Ao(s) A
Az(s)  Ax(s)

— i [51/1:2(8) + 5’(0)3}(3) +5(0) — 1 (T’x(s) + 7-(0)) Vzi(s)

Ax(s) | 2 5
= &2// ([2]4z1(5) + (2 — [2]4)es) + 67 (0) lm 7(0)k,

C20¢t — g0

1 1
L2 (F¢* T + 37T +e(c1g®t 2 + g ) L
”

1 1
2 c1q*T2 — g2

Por lo tanto

n(s + 1)—vn+1(s)—[7);ilacn(s 1)+ [23”"(0) _ T 9] (s) — %

_5./(0) + 1 ( x1<3> - C3SI> T(O)k'q i [ Antl Tn+1(3)

(2 - [2]4)5"

2 n+1], 7,4

1 <[2]q(0%q2s+1 +c3q7>h i car1(s) — 3 > Fkq

+
2 c1g°2 — cpq 02 C1q*TE — cpq 2
Aon4-92 _ n+ 1,7 (0
—/\n_}_lVa}l(s)—miL:_z](Clqs—l-CQq S+ c3— [j:ln()
q n

T(S)V.%'l(S).

Lt e (0) c3(1+[n + 1g—[n + 210) T A(s)

/
7_n—i-l

Por otro lado, teniendo en cuenta las identidades

)\n Tn(o) )\2n+2 Tn(O) )\n )\2n+2 Tn(O)
o 1)yt - (= 1 — it 2.7 (0),
Antl Tnt1(8) Aont2  Tnt1(0) An+1
—_ 2 = 1 n 0 n ,
[n+1]q T;H—l [n+ ]q[2n+2]q 7‘7{0_’_1 [7’L—|— }‘ZT +1( )+ [n+1]q$ +1(8)
y
2n+2

)\ n n 5'// 1 1
i(clqurlJrg 4 02q787175) . E[Q]q(clqs+§ 4 62q787§) .

[n]q
s -5 1 / s+ —s—12 -1 n+1 i
—Any1(c1q® — c2q )kq+§f (1”72 + 2 " 2)(q + q ):T(q 2 +q2)

c1q°6" 1 1 coq 57! 1 1 C o 1 1
12qk (@2 —)+ 2L g+ 2L T (g g
q

An+l




4.3 El método de factorizacion de tipo Infeld & Hull 53

obtenemos que

An+1

_Antl (o osHiE —s— 4t A 21 + (0
CESI (c1q + coq ) +e3 [n + 2]47m,(0)

Un(s +1)—vny1(s)=—

[n]q
~1n o~/ 1, 1
—c36” — o' (0) + 37 c3kg + §T(O)kq + [n+ 1]¢7+1(0)
Ant1 spntl _g_ntl
C 2 +c 2 +c
it 1]q( q 2q 3)

A2nt2

1|, — 2l,).

Finalmente, sustituyendo la expr@sider, (0) y teniendo en cuenta que
[+ 2glnly — 1+ [+ 1g[n + 1], =0,
—[n 4+ 2]q(@"? + q7"?) + kg + [0+ Lg (¢ T2 4 ¢ HD/2) = 0,
se tiene quer, (s + 1) — v,+1(s) = 0y la proposicdbn queda probada. 0

Si ahora se calcula

2
L0 Ly = vpi1(s)un(s) + O(s)o(s +1) <Afj(8)>

e % +\/O(s)o(s + 1)A:E1(s) 685} ,

+un(s+1) { O(s —1)o(s) Va(s)

y se sustituyen los valores dg, v, ¥ H,, se obtiene que

Ly oLt = hil +uy(s + 1) Hy, (4.10)

n

donde la fundn

hF = <)\n7'n<3+1) o(s+1) ) <)\nTn(s) —AnAm(s—1)>

g 7 Vas+1)) \[nl, 7, 2
ﬁm(s+1) O(s)
nlg 7, Ax(s)’

es independiente de De hecho, teniendo en cuenta (4.8), (4.9) y (4.10), se obtiene que

pF o A Aongr
n [2nh[2n4'mq nYn+1,

gue es una constante independiente (lependiente de). De la misma forma,
Ly oL, =hyl+up 1(s)Hy,

donde

Bt <_)\n7'n(s—1) Aon

" [n]q T 2n]q

(x(s—1) = Bpn) + A\pAx(s — g))

__;§§77h(3) A2n 2(s) — U(S)
< Wl ) 6")+w<s>>

(e e 0~ (m67)

n
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es independiente de Adenas, aplicando laltima expresin a las funcioneg,,, y teniendo en
cuenta (4.8) y (4.9), se obtiene que
+ Aopn—2  Aon

n T an— 2], 2n), "™

gue es una constante independiente (kependiente de).
Nota 4.3.1. Notese quér, | = h;l.
Todos los resultados anteriores conducen al Teorema principal de estasecci

Teorema 4.1.El operadorH,, correspondiente a la ecudm en diferencias de tipo hipergeétn-
co que las funciones ortonormalég,, },,>( satisfacen, admite la siguiente factorizaci- usual-
mente se denomina factorizanide tipo Infeld & Hull —

un(s+1)H, = L,y o L) — hJ1I, (4.11)

Un(8)Hpo1 = LT

n

oL, —hil, (4.12)
respectivamente.

Nota 4.3.2. Sustituyendo en la®fmulas anteriores la expresn z(s) por s se obtienen los re-
sultados correspondientes a los casos de la red uniforme (Hahn, Kravchuk, Meixner y Charlier),
considerados anteriormente por diversos autorésse por ejemplo [39, 94, 127] y mediante la
toma de imites adecuados gase [82, 116]), se pueden recuperar los cas@sicbs esindar
(Jacobi, Laguerre y Hermite).

4.3.1. Aplicacion a ciertas funciones g-ortogonales normalizadas

En este apartado se apliaarlos resultados anteriores a varias familiag-g@linomios orto-
gonales y a sus correspondientes funciones ortonormakescbhcretamente se considéaralas
siguientes familias: las funciones de Askey-Wilson gidanciones grandes degJacobiy las fun-
ciones de Al-Salam & Carlitz | y Il. La informagh esencial para dichas familias puede tomarse
de [82].

Por(ltimo, se puntualiza que factorizaciones similares (aunque no iguales) fueron obtenidas por
otros autores, por ejemplo Miller en [113] consitléos polinomios sobre la red exponencial y
Bangerezako estuiliel caso Askey-Wilson. El intés principal de esta seéti es mostrar que las
férmulas generales obtenidas dan lugar, de una forma sencilla,Garfadds de factorizaén de

todas las familias de funciones normalizadas.

O Las funciones de Askey-Wilson

Cbmo ya se mencidnanteriormente, los polinomios de Askey-Wilson son polinomios sobre
laredz(s) = 1(¢* + ¢~*) = z, definidos como [82]

(ab; q)n(ac; @)n(ad; @)n q " ¢" tabed, ag® aq™ |
n 4¥3 q;4q )
a ab, ac, ad

pn(x(s);a,b,c,d) =

(4.13)
i.e., corresponden al caso general (2.37) tomafide- a, ¢°2 = b, ¢°3 = ¢, ¢°* = d. La relacbn
de ortogonalidad asociada a dicha familia es de la forma

1
/ w(@)pn(z;a,b, ¢, d)pm(z;a,b,¢,d)V1 — x?kqdr = Snmd?

-1
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donde
__ h(@ DAz, —Dh(w,q>)h(z, —q?) CTTH ok k
w(z) = 2mRq(1 — ) h(z, a)h(z,b)h(x, c)h(z,d)’ Mz, a) = kl;[o[l 2awq" +a’q" )

y el cuadrado de la norma viene dada por

(abcdq”_l; q)n(abcdqmb; q)oo

d?> = .
(q"*1, abg™, acq™, adq™, beg™, bdg™, cdq™; q) oo

n

Los polinomios de Askey-Wilson satisfacen la ecbacn diferencias (2.25) con
oW (s) = =g T2k (g" — a)(g® = b)(¢® — ¢)(¢° — d),

W (s) = 4(q — 1)(1 — abed)z(s) + 2(q — 1)(—a — b — ¢ — d + abe 4 abd + acd + bed),

Y A = 47" (1 — ¢")(1 — abedg™ ).
Los datos principales de estos polinomios pueden encontrarse en la tabla A @ndidta@\. Sean
©2W las funciones normalizadasdase (2.44)) definidas como

oMW (z) = d, ' w(x)pa(z;a,b,c, d),

las cuales son autofunciones del Hamiltoniano

3

[SJ[SY

2q _ 2q2
HAW _ b.c.d s 1.a.b.c.d) e
5 [2871]qG(s,a, ,c,d) e +[25+1]qG(3+ ,a,b,c,d) e
4 si+s 4 s S;
49 q—25+% [[i=.(1—¢q +) +q—2s+§ [[imi(¢® — ¢%)
25+ 1], [2s — 1],
+q_”+1/{3(1 —q")(1—- abcdq”_l)[25]q> I
donde
4 1
G(Saav b7 c, d) = H(l —2q3iq_§x_1(3) +q_1q2si)'
i=1
Si se toma
s _ s _p s _ S _ d
up™ () = Dun(s) + Do By + g~ (@ — o)l ~ e~ )¢ ~d)
[2s — 1],
donde

1—n
Dy, = —4q 2 (¢—1)(1—abedg"™1),

(—a—b—c—d+ (abc+ abd + acd + bcd)qn)q%
2(1 — abedg®) ’

y teniendo en cuenta que'"V (s) = u/V (s + 1), se definen los operadorég y L;; como

E, =

(][9]

2q

L;{ — uAW(s)I + m
q

G(s,a,b,c,d) e %,

[\GJ[eV]

2q

—_— 1,a,b,c,d) e
[2S+1]qG(S+ 70’7 JCJ )6 )



56 Los métodos de Factorizacion

se obtiene que

Lyyi 0L = DonDonyoyniad + vt (s) HAW,

L} oLy = Day_oDopynl +uiW (s)HAW,

la cual es labrmula de factorizadin para las funciones de Askey-Wilson.
Antes de pasar al siguiente ejemplo, se considezhcaso especial cuando=b = ¢ = d = 0,
i.e., losg-polinomios continuos de Hermite

qg "0

H,(7]q) = 27"e™ 500 (

q; e 20 ) , x = cosf.

Esta familia de polinomios estatimamente relacionada con el modelo del osciladarmbnico
introducido por Biedenharn [48] y Macfarlane [96]. De hecho, fue utilizado en [38], donde se
consided por primera vez la factorizamn para los polinomios continuos dgeHermite. Si se
sustituyea = b = ¢ = d = 0 en las brmulas anteriores, se obtiene la factoribacpara las
funciones continuas deHermite

ey \/ (e, ~ Db g5 (e, g} g™ o)

Pn 2mkg(1 — 22)
donde, como antes,, = q% — q‘%. De hecho, para esta familia gigpolinomios se tiene que

oM(s) = —r2q™%3,  79e(s) = 4(q — Da(s), Ao =4q "} (1 - "),

3 3 1 1

2q§ . q7 q_25+§ q28+§
HqHC — 0s Os _ n+1l .2 1 ny[2 T
" s — 1], 21, ¢ T per, sy, ¢ Ml aRel) L

Y hyy = digq 2 (1= ).

O Las funciones grandes de g-Jacobi

Los g-polinomios grandes de Jacobi fueron introducidos por Hahn en 1949 y se definen [82]
por

; ; ™ abg"
Po(iab.cq) = QEDn(Ca 2<q q

(abg" 15 q)y agq, cq

q;q>, z(s) =¢° =z
Para esta familia los coeficientes de la ecbia¢R.25) son

UBqJ(x) = q_l(x —aq)(x — cq),

_ 2 _ _
1 abqlw_{_q% a(bg — 1) + clag — 1)
(1-q)q? 1—q

7B (7) = ,
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_ n+1 . . - ..
[n]q%. Las funciones normalizadas grandeg€lacobi vienen definidas por

Bl () — (z/a,x/c;q)oo(aq, bg, abg/c; q)oo(abq, aq, ag, cq, cq; q)n(—ac)™
(z,bx/c,c/a,aq/c,abq?; q)oo(1 — q)ag(l — abq)(q, bg, abq/c; q)y

g ", abg"tt x
X 32 q;9 .

aq, cq
gas _ V(z—q)(@—ag)(z—cq)(br—cq) e_as_m\/a(w-—1)($-—a)($-—6)(bw-—6) s

El correspondiente Hamiltoniano es

z(q—1) z(g—1)
2n+1
<1+abq x_q(a+ab+c+ac)+aCQ(Q+1)m—1> I
¢"(1—q) 1—q 1-q

Las funciones.,, y v,, vienen dadas por

n+1 n+1

2
BqJ(,.\ _ abq D, _ %4 -1 BaJ(,.\ _ abq D _oacqg g
Uy, (:E) 1_qx+ n q—ll. s y (% (x) 1—q$+ n—1 q_]_a; s
donde
p. _ blabtacta+ )g* 3 — a(b+ ¢+ ab + be)g" 2
" (1 —abg®>**+2)(1 - q) '
Por tanto
— - — bx—cq)
I+ = uBY (T \/a(x q)(z — ag)(z — cq)( —0,
n Un, (.1‘) + x(q — 1) & s
—1)(x —a)(x —c)(bx—c)
L= = BqJ I \/CL(.’E 35.
n vn (x) +q x(q—l) e
Asi
Lo oLf = Opp1ynl + Ufﬂ{(d?)quJ,
L;ffl oL, = 0pyl+ ufﬁ{(m)Hng,
donde

1— aqunfl)(l _ abq2n+1)
¢ g —1)?

Las expresiones anteriores son lamfulas de factorizaén asociadas a las funciones normali-
zadas grandes dgJacobi. Notese que log-polinomios de Hahn y log-polinomios grandes de
Laguerre son casos particulares dedegsolinomios grandes de Jacobi escogiende ¢~V 1,

N =1,2,...,yc=0, respectivamente.

Dado que todos log-polinomios discretos sobre la reds) = ¢1¢° + c3 — los denominadog-
polinomios de la clase Hahn — pueden obtenerse &grde los;-polinomios grandes de Jacobi
bajo ciertos proceso$nhite (vease, por ejemplo, [23, 82]) de la@hulas anteriores se pueden
obtener el resto de los casos de la tabla de Hahn.

Para finalizar este apartado se considera& familias de especial in&s.

5, = ¢
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O Las funciones de Al-Salam & Carlitz 1 y Il

Los polinomios de Al-Salam & Carlitz | (y Il) aparecen en ciertos modelog-dsciladores
armbnicos, ease [31, 37, 38, 115]. Dichos polinomios vienen definidos [82] por

L4

Y R
T, ), z(s) =¢" = 2.

Como en los casos anterioréstos satisfacen la ecuanien diferencias (2.25) donde

-n -1
n q T
U (2:q) = (—a)"q2) 201 ( :

1
ACI ACI q2 1
= (z—1)(z — S S
o Nx)=(zr—-1)(x —a), T () 1_qx+q2q_1,

En este caso, las correspondientes funciones normalizadas (4.2) son

ACT (qz, a~'qz; @)oo (—a)q(2)

\/ q n’x 1
O = U= 0@ ol 00/ ) 2901( 0

Si se define el Hamiltoniano como

aci_Va@—N@=a) _,  algz—1){gz—a) eas+<q1—"x+q<a+1> 2

z(l—q7t) z(qg—1) 1—q a—1 k,

entonces los operadores

LF = ufcj(x)l—i— \/a(ac —@—a) e 0s

z(q— 1) ’
algr —1)(qgr — a
Lg — ’U;?CI(:E)IjL \/ (qx(q_)(lq) ) 685,
dondeu Al () = 24 571 y AT () = — % 21 satisfacen las relaciones
I—q l—gq
1-n(,n+1
_ ag"(¢" —1) AC AC
LyoLf= T+ o (2) H T,
(¢—1)
2—n( n
__ ag"(¢" 1)
Livoly= =g I +up S @H,

que representan lagrimulas de factorizaén para las funciones normalizadas de Al-Salam &
Carlitz I. Si ahora se tiene en cuenta quegse [82, p. 115])

Vi (z;q) = U (2;47),

entonces, la factorizamn para las funciones normalizadas de Al-Salam & Carlitz Il

(pgcn(s) = q(;)\/( aHn(aq;Q)mq(g)q) 20 ( ! 4 % ) ,

a,aq;q)s(1 — q)(q;
se sigue de la factorizam para las funciones de Al-Salam & Carlitz | cambiagduor g—*.

-n
, L
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4.4. El método de factorizacion clasico

4.4.1. Introduccion y preliminares

En esta secoin se continua con el estudio, comenzado en la 8eaterior (puede verse
tambin [16]), sobre la factoriza@n de la ecuaéin en diferencias de tipo hipergeétrico sobre
redes no uniformes, i.e., de la ecuac[118]

A VN AN
Var(s) Vals) T Ba(s) T =0 (@.14)

o(s) = 6(x(s)) — 37 (x(s) AaVai(s), 7(s) = 7(x(s)),

dondes y 7 son polinomios de grados a loas 2 y 1, respectivamente,yes una constante
independiente de (véase tami@n [116]).

Si la ecuadin en diferencias (4.14) tiene soluciones patiticas se obtiene la siguiente expoesi
[116] para los autovalores,

A = C1q" + Coqg™ ™ + Cs3,

1 ., o 1 _, d ad'"(1+q) 7
s (7 %) eram e (PR) et
(4.15)
donde, como ante§] y % son los coeficientes del desarrollo de Taylor de los polinomips
de las potencias y 22, respectivamente gase (2.26)).
Notese que los coeficienté§ y C5 de los rminosg™ y ¢~ ™, respectivamente, vienen fijados por
las funciones y 7 en (4.14), y por lo tanto tamén el producto

1 N\
ClCQ_Zlk:g((%) —(7)° |-

La sucesin {\, },,>o satisface la siguiente RRTT
_ 1 . B
Atz = (@47 Ansr + Ao = S(7h] = 5"(2]y). (4.16)

Redprocamente, sjA, }, -, satisface la RRTT (4.16), entonces esta es de la fosma C1¢" +
Coq™™ + C5. Obviamente, habiendo tomado las condiciones iniciajes: 0 y \; = —7/, uno
recupera la expresn (4.15).

En la secdin anterior se ha visto que uno puede factorizar la edbnatg Nikiforov-Uvarov (4.14)
con la ayuda de los operadores créagy destrucén, dependientes del grado de los polinomios
correspondientes a las autofunciones normalizadas, i.e., dependen de

En la siguiente seatn se definian los operadores que se u@apara obtener el MF&sico.

4.4.2. Los operadores de la factorizacion

SeaA(s) una funcén continua que no se anula en el intervalo de ortogonaligddd. Da-
da una SP{P, },>0, ortogonales respecto la fubai pesop, se define el conjunto de funciones
normalizadas®,,,>o, COMO

B, (s) = d P A(s) /p(s) Pa(s (4.17)

donded,, representa la norma de, y p satisface la ecuamn de tipo Pearson

Alo(s)p(s)] = 7(s)p(s) Vai(s). (4.18)
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Si la SP{P,},>o satisface una ortogonalidad discreta del tipo (4.39), entonces las funciones

{®, }n>0 satisfacen
b—1

Vz1(s)
(B, By) = ;l@n(s)@m(s) A2(s) = Spm- (4.19)
Notese que si(s) = /Vzi(s), entonces el el conjunt¢d,, },>¢ estad constituido por las

funciones ortonormales asociadas a la{$R},,>¢. Obviamente, en el caso de una ortogonalidad
continua (como en el caso de los polinomios de Askey-Wilson) uno necesita cambiar la suma en
(4.19) por una integral de Riemann [40, 116].

Ahora, se considera etHamiltoniano

1 1
$q = V:L‘l(s)A(S)HqA(s)’ (4.20)
siendo
. \/T 2 \/73+1 s) o(s)
Hy = 70 An(s <A$(S) + W(S)> I, (4.21)
donde, como ante§)(s) = o(s) + 7(s)Vz1(s), eI representa el operador identidad.
De hecho,
$4Pn(s) = A @n(s), (4.22)

i.e., las funcione®,,, definidas en (4.17), son autofunciones del operéixjor
El primer paso consiste en encontrar dos operadarg$, tales que

g)q:boav

i.e.,ay b factorizanal g-Hamiltonianos),. Antes de darlos exjgitamente se debe de tener en
cuenta que si existe dicho par de operadores, entonces existen infinitos. De hachd son
tales quef, = b o a, entonces para cualquier operador unitdsia.e. U' U = I, los operadores

a:=Uoa, B::boUT,

factorizan$), ya que
boﬁzboUToan:boa:f)q.

La arbitrariedad en la eledm del operador unitariy es esencial ya que esta pernataonstruir
unalgebra cerradaque contiene &,.

Si uno aplica el procedimiento éstdar para factorizar la ecuéni(4.14), entonces los siguientes
operadores surgen de manera natural

Definicion 4.4.1. Seac un nimero real yA(s) una funcon continua que no se anula ém, b). Se
define la familia dex-operadores como

L A (0 \/ o(s) \/e<s> 1
o Vy(s) Vi(s) A(s)’
(4.23)
al = ( ) O(s) ) le Vi (s)
@ V:Ul Va(s) Ax(s) ’

respectivamente.
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Con esta definiéin se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Dado elg-Hamiltoniano(4.20) $),,, los operadores}l y a/, definidos er{4.23)son
tales que, para toda € C

9, =al oal. (4.24)

El siguiente paso consiste en obtenealgebra di@amica asociada al Hamiltoniarfy,. Para
este fin se necesita la siguiente defioici

Definicion 4.4.2. Una funcbn f(z) se dice de tipo lineal en, si existen dos funciones)y G,
tales que para tode, ¢ € C, la funcn f(z) pueda representarsémo

fz+ Q) =F(Q)f(z) + G().

Un caso particular de funciones de tipo lineal son las funcigrlesales, i.e., las funciones
de la formaf(z) = A¢* + B. Para estas funciond¥(() = ¢¢ y G = B(1 — ¢%).

Nota 4.4.1. Si se usa la expresin dada er(4.15)para los autovalores,,,, entonces es inmediato
ver que),, es una fundn g-lineal den siy ®lo sic” = +k,7'. Adenas, en este caso se tiene

~ ~ 7 n ~ ~ 7 —n
" =k =N\ = T q(q —1), 0 "=—kg =\, = —("-1). (425

Notese que el segundo caso puede obtenerse del primero cambigodg .

Proposicion 4.4.1. \,, es una fundn g-lineal den siy Dlo si\,11 = g\, + C, dondeC' es
cierta constante.

Prueba: Unos d@lculos sencillos muestran que)sj es una fundin ¢-lineal den, entonces\,
satisface ladrmula de recurrencia, 1 = g\, + C, donde, en este cas@, = ;. Pero la
solucbn general de la ecudxi en diferenciag,, 11 = ¢\, + C es\, = Aq¢™ + D, dondeAy D
son ciertas constantes. 0

Nota 4.4.2. Notese que sh,, es una fundin g-linear den, entonces\,, satisface la reladén de
recurrencial,,+, — ¢’ A\, = C, dondey € Cy C es cierta constante.

Poraltimo, se tiene el siguiente lema

Lema 4.4.1. Seaz(s) una funcon ¢-lineal des y sea{\,, }»>0 la una sucegin de autovalores de
la ecuacdn en diferencias de tipo hipergeétrico (4.14) Entonces\,, es una fundn g¢-lineal de
nsiy 9lo siA®g(s) = 0y es una fundin ¢ '-lineal den siy Dlo siAPO(s) = 0, donde

A A

@ —
A Axi(s) Ax(s)

Prueba: Se sigue de la ecudi (4.25) y que

APg(s) = [22]%" — k), APO(s) = @1(&" +7ky).
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4.4.3. El algebra dinamica

Definicion 4.4.3. Seas un nimero complejo, y seany b dos operadores. Se definesetonmu-
tador deay b como
[a,b]. =aob—c¢boa.

En adelante se asuraigues es real.

Proposicion 4.4.2. Seaf), un operador tal que existen operadorasy b, y los rimeros reales,
YA, tales que), = bo a, y[a, b]c = A. Entonces, sP es una autofunéin des), asociada al
autovalor ), se tiene

1. 9,[a®(s)] = s (A —A) [a®(s)], i.e.,a® es una autofundin de§),, asociada al autovalor
-1

2. $y[b®(s)] = (A +cA)[b®(s)], i.e.,b® es una autofunéin des), asociada al autovalor
A+

Prueba: En el primer caso, dado qug,®(s) = A®(s),
9,/a®(s)] =boalad(s)] =c '(aob — A)[ad(s)] = ¢ (A — A)[ad(s)].

De la misma manera, para el segundo

$q[b®(s)] =boaob[®(s)] = b(A+cA)P(s) = (A +cA)[bP(s)].

Igualmente se puede probar que
(aob)[®(s)] = (A+sN)P(s). (4.26)

Ademas, si® es una autofunon des), (o deaob), entonces tamBna*® y b*® son, en general,
autofunciones d#), (o dea o b).

Nota 4.4.3. Obviamente la condibn [a, b]. = I puede cambiarse por
[a,blc = A,

dondeA es una constante no nula arbitraria. De hecho, si los operadargsb satisfacen la
relacion des-conmutaaddn
[a7 b]§ = A7

entonces los operadoras= A za yb= A~2b satisfacen las relaciones
[a,blc=1, v $Hy=Aboa.

La Proposidbn 4.4.2 se refiere al caso de un sistema descrito por el Hamiltofiiaebcual
admite la factorizaéin (4.24) ené&rminos de los operadoresy b, satisfaciendo la rela@n de
¢-conmutaaddn [a, b]. = A. Ademas, dice 6mo construir unalgebra de simeias diramica di-
rectamente en ese caso [91].

Asi, todo lo anterior sugiere el siguiente problema:
Problema 1: Encontrar dos operadores,y b, y una constante tales que

S{)q:boa7 Yy [aab]§:I'

La solucbn al mismo viene dada por los siguientes resultados.
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Teorema 4.3. Seas), el siguiente operador en diferenciaglamiltoniano)

1 1
0= a0 "My 427

Los operadoreh = al, y a = a), dados en(4.23) factorizan elg-Hamiltoniano 9, (4.27)y
satisfacen la reladén dec-conmutaddn [a, bl = A para cierto rumero reals si 'y 9lo si se
satisfacen las siguientes condiciones:

V(s) \/ Vzi(s — 1)V (s) \/U(S —a)6(s —a) (4.28)

Vzi(s —a) | V(s — a)Az(s — a) o(s)O(s—1) -
y
1 o(s—a+1) O(s—a) \ 1 o(s) O(s) _
Az(s — a) <Vx1(s et D) V(s a)>  Vri(s) <Vx(s) + Aw(s)) A (429)

Prueba: Teniendo las expresiones de los operaduﬁe;s al, un clculo directo permite ver que
ak o al = Ai(s)e? + Ay(s)e=P + As(s)I, donde

Ar(s) = — Vri(s+1) A(s) o(s+1—a)O(s—a) 1
ne Vzi(s) A(s+ 1)\ Az(s —a)Az(s+1—a)Vri(s+1—a)’
Ao(s) = — Vzi(s—1) A(s) o(s—a)B(s—a) 1 (4.30)
Vzi(s) A(s—1)\ Az(s —1—a)Az(s—a) Vzi(s — @)’

B 1 o(s+1—a) O(s — )
As(s) = Az(s — ) <Vx1(s+ 1—a) * V(s — O‘)> .

De la misma manera, usando (4.21) y (4.20), se tiene

al oal =9, = Bi(s)e? + By(s)e % + Bs(s)I,

donde
Bi(s) = — 1 A(s) O(s)o(s+1)
! Vri(s)A(s+1) Va(s+1)
Ba(s) = 1 A(s) O(s —1)o(s) (4.31)

CVzi(s)A(s—1)  Va(s)

B 1 o(s) O(s)
Bs(s) = Vzi(s) (Vx(s) + Ax(s)) '

En consecuencia,
al,al]. = (Al(s) - gBl(s))eas + <A2(S) - gBQ(S))e_aS + (Ag(s) - ng(s))I. (4.32)

Para eliminar los do€tminos de la parte derecha de (4.32), la cual es proporcional a los opera-
dores en diferencias™®:, se debe exigir que se cumplan sirankamente las relaciones

Aq(s) —<Bi(s) =0, As(s) — ¢ Ba(s) =0. (4.33)
A partir de (4.30) y (4.31) se deduce que

Al(S) BQ(S + 1) = AQ(S + 1) BI(S),
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0, lo que es equivalente,

A1(8> B AQ(S + 1)

Bi(s) Ba(s+1)
Por lo tanto, el requerimientd; (s) = ¢ B1(s) implica la relacdbn As(s) = ¢ Ba(s), y viceversa.
Asi a partir de (4.32) se tiene que etonmutadoral,(s), ak(s)). es constante si yoto si se
satisface (4.33) y el factof3(s) — ¢ Bs(s) es constante. Por tanto, las condiciones requeridas,
(4.49) y (4.50), se siguen inmediatamente. 0O

Teorema 4.4. Sea{®, },>0 una sucegin de autofunciones d§, correspondientes a los auto-
valores{\, },>0. Si el problema 1 tiene solum paraA # 0, entonces los autovalores, de la
ecuacon en diferenciag4.22)son funcioneg-lineales (o~ !-lineales) em, i.e.,\,, = C1¢"+Cs
(0 A, = Caoq™ ™ + Cs).

Prueba: Para la prueba se tondar = ¢7, ¢ € R. Veamoslo por reducodn al absurdo: Si se supone
que el problema 1 tiene sol@si conA # 0y A, no es una funéing-lineal (respectivamente; ! -
lineal) den, por la Proposid@n 4.4.2 se sabe quéyq)n es un autovalor d§, correspondiente al
autovalorA +q7\,,. Si se denota peb,,,,) a dicho autovalor, entonces se tiehe ¢" A\, = A5
Luego usando (4.15) se obtiene que

)\m(n) = Clqm(n) + ng_m(n) +C3, C1Cy =1L, (4.34)
Por otro lado,
M) =AM+ A =C1"¢" + C2q"'q¢ "+ ¢"C3+ A =C1q" + Cyq "+ C5.  (4.35)

Pero aqi dado que\,,,(,,) es un autovalor de (4.14), de nuevo se satisface la condigiCy =
L, luego
C1Cy = Ly = C}Ch = C1Cag™,

ad, ¢>* = 1, es decit, y = 0, 0 C;Cy = 0. En el primer caso, comparando (4.34) y (4.35), se
tiene queCsq” + A = C4 = (s, luegoA = 0, lo cual es una contradidm. Por tantoC;Cs = 0
y el resultado queda probado. 0

Luego se puede concluir que ddinearidad de los autovalores dg, es una condiéin necesa-
ria. Sin embargo esta conditi no es suficiente ya que hay casos donde los autovalgresn
g-lineales (por ejemplo, los que corresponden ajlpslinomios de Meixner, de Charlier y a los
de Laguerre con # q*%), pero losg-Hamiltonianos correspondient&s,, no admiten la facto-
rizacion como la aqudescrita. Esto justamente refleja que (1, 1) no es unalgebra diamica
apropiada para estos casos y uno debe consideralgebra nas compleja (&ase [141] para el
casoAW (3)). De hecho, el problema de encontrar una caresxpicita entre los generadores
del algebraA1V (3) y los operadoresa y b, los cuales factorizan logHamiltonianos para estos
casos es actualmente un problema abierto.

Nota 4.4.4. Un caso particular de red no lineal es
x(s) = 5(¢" +q7°).
En este caso si se pone= % entonces las condicion€$.49)y (4.50)del Teorema 4.3 dan lugar

a
\/O’(S — %)a(—s + %)
o(s)o(—=s+1)

:§7

1Se recuerda que es un fimero real
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1 o(s+ %) o(—s+ %) B 1 a(s) o(—s)\ _
Va:l(s)< Ax(s) * V(s) ngl(s) (Va;(s) * Aa;(s)) =A

respectivamente. Adérs, si se tomal(s) = 1, entonces), = (Vz1(s)) "'Hyya = 1, luego

al%:vl( (4 v/olo) - 7).

Siguiendo lainea del problema 1 se plantea el siguiente problema.

Problema 2: Encontrar dos operadoresa,y b, y una constante tales que
$y=boa, y labl=1,
siendoa y b operadores destrucoh y creacbn, respectivamente, i.e.,
ad,(s) = Dp®p_1(s) Yy bP,(s) =U,Ppii(s). (4.36)
De nuevo, sin perder generalidad, se canéiarcondiodn [a, b]. = I por
[a,b]c = A, escogiendo A = );.

Con esta normalizagin, de nuevo los operadorbs= al ya= al, dados en (4.23), dan lugar a
la factorizacdn delg-Hamiltonianos),,.
Si se apliceb a la primera ecuaén de (4.36) y se usa la segunda@smo (4.22), se obtiene que
A = D,U,_1. Por otro lado, aplicanda a la segunda ecudxi en (4.36) y usando la primera
ad como (4.26) se obtiene que + <\, = U,D,+1 = A\,11. Por tanto, usando la Propogini
4.4.1 se concluye quk, debera ser una funéin¢-lineal, i.e.,\, = C1¢"™ + C3, dondeC; y Cs
son constantes no nulas. Adaspusando la recurrencla + ¢\, = A\, 11 Y la Proposicdn 4.4.2
se obtiene que

Y.)q[aq)n] = )\nfl aq)n»

ﬁq[bq)n] = )\n+1 bq)na

es decira®,, es una autofunén asociada al autovalor, ; y b®,, es una autofunbn asociada
al autovalor),, 1, por lo tanto son operadores créaty destruc@n asociados &.

Nota 4.4.5. Una condicon necesaria para que el problema 2 tenga sdincés que\,, sea una
funcion ¢-lineal enn pero no es suficiente§ase el caso de los polinomios de Wall en [14]).

La siguiente pregunta importante es: g6do son losi-operadores mutuamente adjuntos? La
respuesta a esta cué@stidepende del producto interior que se haya considerado. Como ejemplo,
consickrese el caso de la ortogonalidad discreta (4.19). En este caso,

<a(l)¢(I)n+17 q)k> =

Z W ( ( @(S)p(S)APnH(S))) Bi.(s)

d dn+1

d dn+1 Am(s — )

Z vals (s = a)e S_a)Aanrl(S—Oé)Pk(S),
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donde la segunda igualdad se verifica dado que se satisface labecdadPearson (4.18). Si se
tiene en cuenta que

<‘I)n+lvalz‘1’k>l§g(5)p(5)( ( “/Vz1(s)p(s)Pi(s) )) Pryi(s)

s=a dpdny1 VLZJ(S)

S1

VO (e
— dpdpi1\/Ax(s)

(\/V331 5)Pr(s )) nt1(5)

Sa

Si ahora se usan las condiciones de contorno

o(a)p(a) = a(b)p(b) = 0.
entonces el sumandfy da lugar a
b

S — Z U(S)P(S)( )( —ds ( ads /721 (5)p(5) Pr(s )) Poii(s) (s —>s+1)

s—atl dndn+1v/ V(s

:§ Vol(s+1)p(s+1) (( a0\ [T (5)p(s) Pa(5) )) Poii(s +1)

— dpdny1y/ V(s +1)

b—1

9(3),0(3()((1& (ka )) Poyi(s+1),

= dpdpy1y/ A

donde lalltima igualdad se sigue debido a la ecdadie Pearson (4.18). Ahora substrayefgo
aS; se obtiene que

(@py1, 0l Py) = bz T\/F()( (ka )) AP, 11(s)

b—1
_VOG)ls)
g dndn+1\/m\/vm(5 +a)p(s+ a)Px(s + o) AP,+1(s).

Entonces, en el caso discreto, una coridicsuficiente para que los operadom%,y aé sean
mutuamente adjuntos, es decir,

(al®,, @) = (D, al @), n,m=0,1,...

es quen = 0. Parax # 0, el problema requiere un estudi@mdetallado.

4.4.4. Ejemplos

A continuacbn se mostram algunos ejemplos de familias ggpolinomios que admiten una
factorizacon clasica.
Se comenzar considerando familias de la tabla de Hahease, por ejemplo, [23, 82] y las re-
ferencias deesta). Teniendo en cuenta el Teorema 4.3plaperadores san elegidos tomando
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A(s) = y/Vzi(s), ad las funciones normalizadas — de hecho en este caso son ortonormales —
vienen dadas por
®,(s) = dp 1/ p(s)V1(5)Pa(s),

y satisfacen la siguiente reléci de ortogonalidad

Antes de comenzar con los ejemplos, se recuerda que paradésied c1¢° + cs,

Vz(s) \/ V(s — 1)V (s) _ 2ol
V(s — a)Azx(s — ) ’

als) = Vzi(s — «)

mientras que para lareds) = c1¢~* + c3,

Qq(S) — q72a+1'

Nota 4.4.6. Para la redg-lineal z(s) = ¢*, en el caso que(s) 0 O(s) = o(s) + 7(s)Vz1(s)
sean constantes, los operadores definidogle28)definen urélgebra diramica siy lo sia = 1
ys=gq,0a=0Yy¢s =g !, respectivamente. Para probar esto es suficiente consi¢ér4®)que
da lugar para el primer caso

eq(s) (m = ¢! (2)((21?)) =.

Sise eligex = 1 setiene que = ¢. El segundo caso es alngo. De hecho, estos casos constituyen

los ejemplos t@as sencillos.

Teniendo en cuenta lo anterior, se considardosg-polinomios de Al-Salam & Carlitz | y
Il'y los g-polinomios de Stieltjes-Wigert, asomo los polinomios de Askey-Wilson y dos casos
particulares de estdastimos: losg-polinomios continuos de Laguerre y de Hermite.

O Los g-polinomios de Al-Salam & Carlitz 1 y Il

Los polinomios de Al-Salam & Carlitz | y Il, dependen de ungraetroa, (véase el apndice
A, 0[82, p.114]). Dado que
Vi (5q) = U (23471,

basta considerar uno de ellos.iAg definen las funciones ortonormales [82, p. 114] como

qn
q;a>, a >0,

= (-1 aq)H [ (ED2

En este casarC!!(s) = (¢7° — 1)(¢~° — a) y 02T (s) + 741 (5)Vz1(s) = a es constante,
siendoz(s) = ¢~ %, luego elg-Hamiltoniano viene dado por

S 82 — -
1 a2q? a"q
PACIIT (o _ 2o
=g (¢, aq; q)s

1
ACII :
9, :li—q (aq28+1+(1—q8)(1—aq9)

— OVl =) (1= ag) ¢t = Vall = ¢)(1— ag) g% e ).
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Por tanto L — "
57);40[[ (I)ACH(S) == _CIq @,‘?Cn(s).

De hecho;“’ se factoriza de la forma

9, =aloal,
donde )
abi=ap= (x/aqs+§ — /1)1 *aqs)>,
1
ol i=a)= o (Vagti - - )T —ag?) e ),

los cuales satisfacen la siguiente rebacileg-conmutaddn
[at,al], =TI

Por tanto, ehlgebra diamica para esta familia es,(1, 1), siendo los operadores! y al, ope-
radores destrucBn y creaddn, respectivamente, para las funcio®e¥' !’ (vease [82]).
Un caso especial de lgspolinomios de Al-Salam & Carlitz 1l es el de Igspolinomios discretos
de Hermite Il

hn(wiq) =iV, (1a5q).

Notese que estas familias @sfintimamente relacionadas con ciertos modelog-dsciladores
[96, 37, 38, 31, 30, 35].
O Los g-polinomios de Stieltjes-Wigert

Las funciones de Stieltjes-Wigert aatdefinidas en las red(s) = ¢° = =z, es decir, las
funciones asociadas a lggpolinomios de Stieltjes-Wigert vienen definidas por

oW (2) = d, '/ (—a Q/$QO01¢1( 0

@? (@ 9)

d, =
(¢:@)00 | loggt

En este caso se ha elegidds) = /Vzi(s). Las funciones normalizadals’" poseen la si-
guiente propiedad de ortogonalidad

/ D, ()P, (z)dx = Op .-
0
Dado que para log-polinomios de Stieltjes-Wigert [82],
oW(s)=q"", vy o (s) + 7 (s)Vai(s) = ¢,

el g-Hamiltoniano viene dado, en este caso, por

1 i sl
55W=@((1+q JI-q 7 e

que tiene como autofunciones las funciones normaliz&gHs,

SW « SW L—q" _sw
;" o5 (fﬁ):qu> (z).
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Ademas, de la primera condimn del Teorema 4.3 se obtiene que q% y de la segunda condim
gquea = 2, es decirg = ¢. Por lo tanto

Lol 1 ( —20, _ -0, —ﬁ)
a=a; = e — e %q 2),
2 T—gq
al i=al = ! (6285—(]_% 685)
2 /71_(] )

ﬁ?w = al oal y [al,al], = I. No es difcil comprobar que, en este caso, los operadores

a' y al son operadores destruéniy creaddn, respectivamente, para las funciodes” (vease

[82, p. 117]). Se recuerda al lector que el problema de momentos, asociadg-pdiisomios

de Stieltjes-Wigert es indeterminado [1, 125], y por tanto existen distintas funciones peso (tanto
discretas como continuas), respecto a la que dicha familia es ortogonal. Un resultado similar para
el caso de una ortogonalidad discreta ha sido considerado en [37].

0 Los polinomios de Askey-Wilson
Como ya se mencidnanteriormente para esta familiagipolinomios,

4 4 4

O'AW(S) _ Cq72s H(qs . qsi) _ q72s H(qs - Zi)7 @(S) _ Cq23 H(qfs - Zi)y

=1 =1 =1

dondea = z1,b = 29, ¢ = 23, d = z4.
Ademas, los polinomios de Askey-Wilson éstdefinidos sobre la red(s) = %(qs +q%)y
vienen definidos por (4.13) y las funciones de Askey-Wilson se definen como

OV (s) = dy ' /o (s) A(s)pa(a(s); a. b e, d).

TomandoA(s) = /Vzi1(s), se tiene la siguiente reldei de ortogonalidad para las funciones
normalizadas,

1
/ MW ()0 (5)V 1 (5)dx = Gm,
1

y
9, @™ (s) = ala™" = 1)(1 - abedg™ ") 7" (),
donde
HAW _ -1 o(s)o(—s+1) )
¢ k2v/sin®  \ sin(0 + % logq)/sin(0 + ilog q)

o(s+ 1)o(—s) o5
sin(f — % log q)/sin(6 — ilogq)

N 1 o(s) N o(—s)
k2sing \sin(@ + $logq)  sin(f — %logq)

Si se tiene en cuenta la Nota 4.4.4 y que

k
Azi(s+7) = gqq_s_"’(qsﬂ +1)(¢"7 - 1),
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la primera condidén del Teorema 4.3 puede escribirse de la forma

4

C9atl qs—% —1 (qs—l _ 1)(q — 1) (qs—a _ Zz‘)(q_s+a _ Zz)
\/(qs 11

¢ -1 oy gtz — 1) \ iy (@ —z) (@t = z)

LT [ @ @)
| (s a—f_i_l)(s o¢+2+1> ’
Si se analiza la exprési de la segundariea, se ve que dicha expr@sies constante si ol si
o= % y por tanto la condidin (4.28) se transforma en

q

[T (a7 = 2) (g7 — =)
T (a® — 20) (gt — =)

= (4.37)

Luego, el caso #&s sencillo en el que dicha condinise satisface es cuanda, = q% Y 2324 =
1 . . -

g2 (con las correspondientes permutaciones de laesp ass = 1. Dado quer(s) = o(—s+3),

la condicbn (4.29) resulta

1 o(s+3) N o(—s+3) _a(s)  a(=s) _o
Vzi(s) \ Az(s) V(s) Vz(s) Ax(s) '

Por lo tanto se tiene que

donde

rolim —
|

15 o(s) _1p o(—s)
= e2”8 5 - ; — e 27° 2 . i )
—k3 sin@sin(0 + 5 logq) —k3 sinfsin(0 — 5 logq)

o o(s) 10, o(=s) 1o,
1= 2 ol . i € - 2 : ; €277,
3 —k3 sinfsin(0 + 5 logq) —k3sinfsin(0 — 5logq)

Luego los operadore:é y aTl conmutan, de dlyue este caso no interese desde el punto de vista de

las aplicaciones (por éjemeIo, para modelog-asciladores ar@nicos). Un caso especial de los
polinomios de Askey-Wilson es el de lggpolinomios continuos de Jacobi que resultan tomando
[82]

\‘11

li
2t

N[N
»Mc»«

J>\>—t
Q.

=

a:q?"', b:q?"—’ :—q2 —q

Luego se puede resolver el problemadlogparac’ = 3 = —%.
El siguiente caso que se analiaas aquel en el que una de lakesz;, i = 1,2, 3,4, se anula —
este caso da lugar a lggpolinomios de 0-Askey-Wilson @polinomios continuos duales de Hahn

[82] — . En este caso la condixi (4.49) (0, equivalentemente, (4.37)) se satisfate@iando
(21,22,23):(75,%—15,&), t e R.

Pero con la elecén anterior de los;, i = 1,2, 3, 4, es imposible satisfacer la segunda coradici
(4.50) por lo tanto es imposible obteneralgebra didmica cerrada sencilla.
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O Los ¢-polinomios continuos de Laguerre

Esta familia deg-polinomios se corresponde a lggpolinomios de Askey-Wilson donde dos
de sus pametros, @jasezs y z4, son nulos. La condion (4.49) implica que

1
2122 = Q2.
. . _1 "
Bajo esta condi@in,¢ = ¢~ 2 y la segunda condion da lugar a

=Y
kq
Por tanto, el-Hamiltoniano asociado a las funciones asociadas a-fmdinomios continuos de
Laguerre admite una factorizéci con unalgebra di@mica no trivial. Un caso particular de esta

familia es el de log-polinomios continuos de Lagueriéga) (z|q) [82], x = x(s) = cosb, i.e.
q° = ¢ dondeq = —% para los cuales et-Hamiltoniano, tomandel(s) = 1, es de la forma

C, \/(qs+1 — 1)(¢*+ —q2)(q* — 1)(q~* — ¢?) 5

f:r)ch - ‘ -
1 kqsin 6 sin(0 + % logq)

e ]

N =

N \/(qs —1)(¢° — g2)(g"* — 1)(¢"~* — ¢ )eas
sin(@ — % logq)

C, ((qs ~ D@ —g) | (-1 —q%>> ;

kysin® \ sin(f + £logq) sin(6 — % log q)

al = ﬂ (% (¢ = (@ —a})e % —Jg= ~1)(g - qbeéas) .

Luego para las funciones

%' % wls qi ’qi
B9 (a(s)) = \/ iale i),

se tiene que

[al CLT] _ 400(\/6_ 1)
3 32 k2
Por tanto, escogiendo
k‘2
Ca - 2 5
4(1 - /q)
se obtiene la relacih
[all,aTl] 1 =1
3 29 2

El caso en el que los polinomios de Askey-Wilson tienen trearpatros nulos — un ejemplo
de este caso es el de lgpolinomios grandes de Hermite [82] — esalogo al caso de un solo
parametro nulo y el problema 1 no tiene sofuti
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O Los g-polinomios continuos de Hermite

Finalmente, si se toman los polinomios de Askey-Wilson con los cuatamros nulos, i.e.
a=b=c=d=0(02z = 2z = z3 = 24 = 0), se obtienen log-polinomios continuos de
Hermite [82].

En este caso(z) = C,¢*. Si se eliged(s) = \/Vx(s), dado que esta familia es un caso parti-
cular de los polinomios de Askey-Wilson se obtiene, usanda gue !, que elg-Hamiltoniano
es

qcH o -1 qu — 84 qu Os
'S;jq - B . i f A € + . i f B €
k2+/sin 6 \sin(6 + 5 log q)+/sin(0 + ilog q) sin(f— 5 log q)+/sin(6 — ilog q)

1 Coq® Coq™*
torag | 3 7 + = ; I,
k3sin® \ sin(f + 5logq)  sin(f — 5logq)

siendog® = ¢ y los operadores

6%85 CO'(:IQS _ e_%as Caq_2s
B —k2sinfsin(0 + £ log q) —kZsin@sin(f — £logq)’

a
ol —
|

T _ Coq?s _1g, Coq?® 30s
al — 2 o1 . i e 2 - 2 : i €2 ’
3 —k3 sinfsin(0 + 5 logq) —kgsinfsin(0 — 5 logq)

tales que
4C,
ﬁZCH — aT le) al y [ul’ aT]q71 — 70’
kq
Notese que para obtener relaciones-@@nmutaddn normalizadas es suficiente tonday = %
Otra posible elecéin esA(s) = 1 [37]. En este caso las condiciones del Teorema 4.3 se satisfacen
Si¢ = ¢!, por tantoA = 4CUk;1. Con esta elecon la relacbn de ortogonalidad para las
funciones®,, viene dado por
1
/ D, ()P, (z)dx = O,
—1
el Hamiltoniano es

ﬁ B Co_q 6785 + 685 _ i _ 1 + q I
C k2 \sin@sin(0 + £Ing)  sin(0 — $Ing)sind /g q+q 1t —2cos20 ’
y

| _Cff ( 19, s —1p, s)
ar:=aj; = e2 e 2
17 Jgsind 1 )
T 41 _ _CU ( s 19, —s 185>
a =a; = 278 — e2
3 kqsin6 4 4
Con esta elecdin de los operadores, se tiene que
4C,
f)q = aT © al y [ala aT]qfl = kqa'

Como antes, uno puede normalizar dicha rélacies-conmutaddbn tomanda’, = % Este caso
fue considerado por primera vez en [38¢&se tamldin [16]).

En la siguiente seath se aplicaan los resultados obtenidos paradegolinomios a los poli-
nomiosA-clasicos que, como se coméranteriormente, se pueden obtener como casutelde
ciertas familias de-polinomios (\&ase, por ejemplo, [835]).
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4.5. El algebra dindmica para los polinomios A-clasicos

Como ya se comeatpreviamente, el objetivo consiste en ver que todos los casos dentro del
marco de las ecuaciones en diferencias sobre la red unifofme= s se pueden estudiar de una
manera unificada.

Los ejemplos para los cuales se cons&uinalgebra de simeias dirfaimica sean los polinomios
de Charlier, de Kravchuk y de Meixner. El caso Hahn eda@go pero mucho &s engorroso por
lo gue lo omitiremos.

Nota 4.5.1. En [13] puede encontrarse la vetsi completa del trabajo desarrollado en esta sec-
cion.

4.5.1. Preliminares: los polinomios A-clasicos

La red uniformer(s) = s es la nés sencilla (no trivial). En este caso la ecoadi2.1) tiene la
forma
o(z)AVy(x) + 7(x)Ay(z) + Ay(x) = 0, r=x(s) =s. (4.38)
dondeo(z) := 5(z) — $7(z) es un polinomio de grado a loas 2 y7(z) = 7(x).
La ecuaaddn anterior tiene soluciones palimicasP,,, usualmente denominadas polinomios orto-
gonalesA-clasicos siy Dlo si
"

A=\, = —n<7’+(n—1)%>.

Es bien conocido [116] que bajo ciertas condiciones las solucionesputias de (4.38) son
ortogonales. Por ejemplo, si

o(a)p(a)a® = a(b)p(b)bF =0, k=0,1,...

entonces las soluciones pdimicas,P,,, de (4.38) satisfacen la siguiente retactde ortogonali-
dad

b—1
(Pa Pn) = ) Pa(s) Pra(s) pls) = d, 6rm, (4.39)
donde la fundn peso(s) es soluddn de la ecuadin en diferencias de tipo Pearson
Alo(s)p(s)] = m(s)p(s), © o(s+1)p(s+1) = (o(s) +7(s))p(s).  (4.40)
En adelante se asuraigue los polinomios son@nicos, i.e.,
Py(z) =2+ K 2"t ...

Las soluciones politmicas de (4.38) son los polinomios ortogonaleslasicos (adiscreto$ de
Hahn, Meixner, Kravchuk y Charlier y cuyos principales datos aparecen en la tabla 4.1ag\dem
dado que son funciones de tipo hipergé&nico, éstas se pueden expresar emtinos de las
funciones hipergeogtricas generalizadgg-,. La representadin para los polinomios micos de
Hahn, Meixner, Kravchuk, y Charlier, viene dada por

0,3 _ (A=N)u(B+Dn —z,a+f+n+1,-n
) = LRI ey (mat AR T L), ey
M) = B (T e ), @.42)
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Tabla 4.1: Los polinomios ortogonalésclasicos nbnicos.

Hahn Meixner Kravchuk Charlier
Py (x) hooP (a; N) MpyH(z) Kp(z) Ch(x)
[a, b] [0, N] [0, 00) [0, N +1] [0, 00)
o (N +a—2) x x x
ol BN D - (@+B+2r | (- Dty Np—s o
o+T (+F+1)(N—-1-2) e+ yp —15 (= N) W
An nn+a+pF+1) (1—p)n e n
I'(N+a—z)I'(8+z+1 T(y+z N\ =z —z e H*u”
p ( r(N—xgrExH) : Flz'y)lg"(y:c-l—l)) (;r)p (1-p)¥ F(xfn
a,>-1,n < N-1 v>0,u€(0,1) | p€(0,1),n<N-1| p>0
nIT(a+B+N+n+1)  [atB+2nt2y] () ™ N\, n n n
d, (anfl)l(a+ﬁ+n+1)n( J;+tl+1+ ) (kZ)wﬁ% ()p"(1=p) nlp
—p)"N! —n,—z |1
KP = (7 ’ - 4.43
—-n,—T 1
Cl(w) = (—p)" 2@0( T M>. (4.44)

Para nas informadbn relativa a los polinomios ortogonales sobre una red unifoiease/[8, 82,
116, 118].

4.5.2. Factorizacion de la ecuacion en diferencias
Consickrese el siguiente operador lineal en diferencias
b = —v(s—1) e % —u(s) % + (20(s) + 7(s))1, (4.45)

dondev(s) = \/o(s + 1)(o(s) + 7(s)), e I representa al operador identidad, y $&g, },,> €l
conjunto de las funciones normalizadas de los polinonfigsios cuales satisfacen la ecuati
(4.38), yp es una soluéin de la ecuadin de tipo Pearson (4.18). Bj, posee la propiedad de or-
togonalidad (4.39), entonces las funciodggs) poseen la siguiente propiedad de ortogonalidad:

b—1
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Usando la identida¥ = A — VA y la ecuaddn (4.38), se obtiene que
hPn(s) = A\ Pn(s), (4.47)

i.e., las funciones normalizadés, son autofunciones del Hamiltoniahg.
Como antes se quieren encontrar dos operadarngb, tales que

h,=boa,
i.e., los operadoresy b factorizanal Hamiltoniand), .

Definicion 4.5.1. Sean. un nimero real. Se define la familia deoperadores como

al = 7% (eas Vo(s) —/o(s) +7(s) I) ,

(4.48)
al = ( o(s)e™?% — \/o(s) + 7(s) I)eo‘as,
respectivamente.
De un @lculo directo (usando la identidaél o V = A) se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Dado el Hamiltoniand),, definido en4.45) los operadoresa(ﬁ y a&, definidos en
(4.48) son tales que para tode € C,

h1(s) = aL o a(lx'

4.5.3. El algebra dinamica para los polinomios de Charlier

El siguiente paso consiste en encontraalgebra didmica, asociada con el operadgr, o,
equivalentemente, con la familia de polinomios correspondiente, es@eoimtrar los operado-
res,ay b, que factoricen al Hamiltonian§,, o sea,

fh:boa,

y tales que su conmutador satisfaga
[a,b] = I.

Teorema 4.6. Seal, (s) definido en(4.45) Los operadored = al ya= al, dados en4.48)
factorizan al Hamiltoniand), (4.45)y satisfacen la relaén de conmutaéin [a,b] = A para
cierto nimero compleja\, si y $lo si se satisfacen las siguientes condiciones:

o(s—a)(o(s—a)+7(s—a))
o(s)(o(s—1)+7(s— 1))

=1, (4.49)

o(s—a+1)+o(s—a)+7(s—a)—20(s) —7(s) = A. (4.50)

Nota 4.5.2. Nétese que las condicioné4.49)y (4.50) se verifican si y&lo sia = % en cuyo
casoA = 2 — T 05" = 0, en cuyo casd = (1 — 2a)5'(0) — a7’

La prueba del Teorema 4.6 esddoga a la del Teorema £.&d que no se inclu. Usando
los datos de los polinomia&-clasicos (ase la tabla 4.1), se sigue quedagcas soluciones del
problema 1 corresponden al caso cuande T = const. y a = 0, 0 al casar = const. y o = 1.

El primero de estos casos coincide con los polinomios de Charlier. &glean dicho casb, = n.

’Bastafa tomars = 1y z(s) = s y de las condiciones (4.28) y (4.29) se deducen las condiciones (4.49) y (4.50).
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Corolario 4.5.1. Para el Hamiltoniano asociado a los polinomios de Charlier
by = —vse ™ — /(s + Due + (s + w1,

e Hps—n

h9aC(s) = n@C(s), @ (s) = CHs), p>0, n=01,....

sln!
Adends. los operadores

o= ViE TR~ JRL,  ah= Ve - VR, @51

son tales qué{ = al o a}, y[a}, al] = 1.

Notese que, dado qug ®(s) = A\P(s),
h1lag®(s)] = aj 0 aglag®(s)] = (ag o af(s) — 1)[age(s)]
= (A= Dlag(s)],
by o [a5®(s)] = ag 0 ag o a@(s) = ah(A + 1)@(s)

= (A + Daj@(s)].
En otras palabras, §i es una autofunoin del Hamiltoniandy,, entonceaé@ es una autofunon
deb,, asociada con el autovalar— 1, y agcb es una autofunén def,, asociado con el autovalor
A+ 1. De hecho, en gener{adlé)’“@ y (ag)’“cb son tambén autofunciones correspondientes a los

autovalores\ — ky A + k, respectivamente.
Usando lasdrmulas precedentes para los polinomios de Charlier, se tiene que

ah @S (s) = U, 85,1(s),  aj@S(s) = D@5 (s), (4.52)

dondelU,, y D,, son ciertas constantes.
Si ahora se aplicag a la primera ecuaén de (4.52) y luego se utiliza la segunda y (4.47), se

encuentra que,, = D,U,_,. Por orto lado, aplicandué a la segunda ecudsi en (4.52) y
usando la primera, asomo que

(a0 ah)@S(s) = (A, + 1)@S (s),

se obtiene qué + \,, = U, D,,+1 = \u+1, de donde se sigue que, debe de ser una furan
lineal den (que es, de nuevo, obvio a partir de la tabla 4.1).

Si se usan las condiciones de contooria)p(a) = o(b)p(b), ad como la brmula de suma por
partes (o la regla de Leibniz), se obtiene que

(@, ©) = (B, ) ),

i.e., los operadoresé y ag son mutuamente adjuntos.
A partir de la igualdad anterior (la propiedad ser mutuamente adjuntos) y (4.52) se sigue que

Dn+1 = Un;
de ah queUT% = A\pt1, portantol, = v/ Ana1 Y Dn = V Ay, i.€., Se tiene el siguiente

Corolario 4.5.2. Los operadoresg y a(l) son mutuamente adjuntos respecto al producto interior

<'7'> y
ap®{(s) = (Vs e — ul) ®(s) = Vi + T84 (s),

(4.53)
0@ (s) = (Vs +1 €% — /ul) @ (s) = Vnd_ (s).
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A partir del Corolario anterior se puede deducir que

Vs +105 (s +1) — /u®§ (s) =0,

MS
@5 (s) :Nm/g.

Usando la ortonormalidad d&, se tiene quéVy = ¢~ 2. Por tanto,

por tanto

B(5) = = a8 () = 1 [vae - vat]" ( 6‘3&8) |
Notese que
[y, ab) = Vi(p— DI +pal, (b ad] = —hlu — DI — pal. (4.54)

Este ejemplo constituye un alego discreto del oscilador aémico cliantico (\ease e.g. [36]).

4.5.4. El algebra dinamica para los polinomios de Meixner y Kravchuk

Como se ha visto, el problema bdlg tiene soludn para la familia de los polinomios de
Charlier. ¢ Q@& hacer en los deas casos? Para dar respuesta a esta éngst van a considerar
los siguiente operadores:

a=/o(s+1) 2% — Vo(s—1)+7(s—1) e 20,

at = e 2%\ /o(s+1)— eéas\/a(s —1)+7(s—1).

Para tales operadores

(4.55)

hy=aoca® + (7' —o")I.
Asi que se define un nuevo Hamiltoniarg, y unos operadoreb,y b, de la siguiente forma:
hy=C29,+EI, b=C,a y bf(s)=C,a", (4.56)

dondeC, y F son ciertas constantes (que se &janas adelante). btese que a partir de (4.47) se
sigue que las autofunciones blgson las mismas, pero los autovalores son distintos, de hecho,

Ho®,(s) = (C2\, + E)®,(s). (4.57)

Ademas
hy=bob® + ((r'—0")C2 + E)I, (4.58)

%)) 9 (4.59)

0, equivalentemente,

[a,a"] Z\/U(S + D(o(s=3)+71(s—2)) e
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La parte derecha de (4.59) sugiere usar los siguientes operadores
c=Cyb 67%65\/0(5 +1) = CyCu(a(s + 1)1 — e %u(s)),
¢t = Cp/o(s + 1) e2%bt = CyCulo(s + 1) I — v(s) ¥ ),

donde, como antes,

(4.60)

v(s) = Vo(s+1)(o(s) +7(s)).
Asi,

[hy,c] = =Ca(0"=7")c + CaCy (hy + ((0"=7")Ce—E) I) o'(s + 3),

[y, c*] = C2(0" — 7)et — CaCho' (s + 3) (b + (0" = 7)C2 — E) 1),

[c,ct] = C2C? (U'(s + 1y e % u(s) +v(s) ePa' (s + 1) — (V2(s) — V(s — 1))[).
Las expresiones anteriores dan lugar al siguiente resultado:

Teorema 4.7.Sic” = 0, los operadore§,, c y ¢ ™, definidos po(4.58)y (4.60) respectivamente,
forman elalgebra cerrada definida por las siguientes relaciones de connmanaci

[ha, ] = 7'Clie + CyCad’(0) (b — (7'CE + E) 1),
[h3,¢*] = —7'Cic™ = CyCuo’(0) (b — (7'CZ + E) 1),
c,c] = cgcg( 7o U’(O)fh).
Ob<rvese tamiéin que con dicha la ele@i,o’(s + 1) = 0/(0) y
c+ct =CCa(bhy + (20°(0) + 7(s)) 1),
v2(s) —v3(s — 1) = o/(0)(20(s) + 7(5)) + 7o (s).
Ademas, usando las condiciones de contas@)p(a) = o(b)p(b) = 0, se obtiene que

b—1 b—1

(€, Bn) = CaCy > _ (s + 1)Dp(8)Dra(s) = D v(s — 1)p(s — 1)y (s)
-
= CaCh Y s+ 1)@y (5) P (5) — CaCh Y v(5) P () Py (s + 1)
= <q)n,c+_®m), )

i.e., se tiene el siguiente Teorema:
Teorema 4.8.Los operadores y ¢ son mutuamente adjuntos.
Notese que los operadorgsy b, son operadores autoadjuntos.

Nota 4.5.3. Dado que

A=y =-—n(F+(n-1)%),

2

o” = 0 es equivalente a qug, sea una fundin lineal den. En este casa,, = —n7’.
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A continuacon se considera exclusivamente el caso cuaride: 0, i.e., el caso de los poli-
nomios de Meixner, de Kravchuk, y de Charlier.
Si se definen los operadores

1
Ky = —7,703[32

K. = —7C2c—CyCad(0) (hy — 7'C2 = B) 1, (4.61)

K, =—7C2ct — CyCud'(0) (hy, — 7'C2 — E) I,

entonces
(Ko, Ki] =K+ y [K_, K] = AoKo + Ay,

donde
Ay =27'0'(0)CECLH(T'C2)(0'(0) + '),

Ag
A = 77"6’3E + C2C57" (UI(O)T(O) — 0’(0)7'/).
El casoA, = 0 corresponde al caso Charliete@se la subsedn previa). Sid, # 0, se tienen
dos posibilidadesdy > 0y Ag < 0. A continuacdn se elegi

1
2 _
==

En el primer caso, es deci; > 0, uno puede elegi€, y E de manera quely =2y A; = 0.

Por tanto , /(0)7(0) ()
2 —T o _0’ T — 0
Ch = a'(0)(7" + &'(0))’ E= 27!

En consecuencia, los operadofés y K son tales que

/
Tz, (4.62)

(Ko, Ki] =+Ky 'y [K-,Ki]=2Kj. (4.63)

Es decir, en este caso@pebra didmica es ehlgebra Sf2, ‘R).
En el segundo caso, es dedis < 0, uno puede elegit, y E de maneraqudy, = -2y A; = 0.
Por tanto

9 T o'(0)7(0) —o(0)7’
= E == . 4. 4
0= SO o 0)) o (4.64)
En consecuencia, los operadofés y K son tales que
[Ko, K] = Ky Yy [Ky, K| =2K. (4.65)

Es decir, en este casod@pebra didamica es ehlgebra s¢3).
Notese que dado que el operadigres autoadjunto, los operadotEs son mutuamente adjuntos
en ambos casos, 0 sea

(K41 @y, @) = (P, K_P,), m,n=0,1,...
4.5.5. Elalgebra de simetrias Sp(2,R)
Se considerarel primer caso considerando el operador

K*=K!-Ky—K,oK_, (4.66)
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dondeKy, K. y K_ son los operadores dados en (4.61). Dealawo directo resulta que

_ _ 7(0)0’(0) = 7'o(0)
K?=E(E-1)I, E-= IO OEEIR

dondeF viene dado por (4.62), es decit,? es el operador de Casimir — el cual es invariante en
dichoalgebra —.
En este caso se tiene la siguiente rélagara las funciones normalizadas:

K23, (s) = E(E —1)®,(s), Ko®,(s) = (n+ E)®,(s). (4.67)
Ahora usando la relagh de conmutaéin (4.63), es sencillo ver que
(Koo K4)®p(s) =(n+ E£ 1)KL ®,(s).
En consecuencia, a partir de (4.67) y délima expreshn se deduce que
K, ®,(s) = kn®pi1(s), K_®,(8) = kn®p_1(5).
Empleando el hecho que los operadakés son mutuamente adjuntos, se obtiene que
K = (K@, Ppg1) = (P, K-Ppy1) = Kngr

Por tanto
K+(I)n(5) = ”nJrl(I)nJrl(s) y K,(I)n(s) = an)nfl(s)' (4.68)

Para calculak,,, se usa (4.67) y (4.68), obténidose qué&(E — 1) = (n+ E)? — (n+ E) — k2,

luego

Kn =vn(n+2E —1).
En este caso, las funcioné®,, },,>¢ definen una base para la represef@adireducible unitaria
DT (—FE) de S{2,%R).
A partir de la brmula anterior se sigue que las funciodgspueden obtenerse de forma recursiva
via la aplicacdbn del operadok ., i.e.,

1 n _
P (s) = mK+(5)@0(S), Bo(s) = dy '/ p(s).
dondep es la funcdbn peso de la familia de polinomios ortogonales correspondiefitegpresenta
la norma deb.
4.5.6. Las funciones de Meixner

Dichas funciones vienen dadas por

s=n Iin [ (Vs
OM(s)=pz (1—p)z" s!n!(’y)nM;{’M(S)? n >0,

y su Hamiltoniand),

017 = —/is(s 7 — 1) e = VVauls + (5 ) e + {5+ s +) 1,

por tanto

hi' @) (s) = n@p(s).
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En este caso se tiene que

1 1-—
Ca= 17— Cb= Tk v BE=T
— K % 2
Luego
b _ (s—l—i—’y)ue_%a”_ s+1€289’
1—pu 1—p
1 1
N A Gl Tt 0/ VRN sk v
1—u 1—p
En consecuencia,
1
M M, +
= —=bob - —1.
by 1 b1 +2 ° +2

De hecho, en este caso,

Ko= —Vsl= 170 e = Ver el @+ (s+3) ot
K. \/m —9, M (5+1)(S+7)€85+ VI (25 +7) I,

= —_— €

I—p 1—p 1—p
K = _:u\/s(s_1+’7) 6785— V(S+1>(S+7) eas+ \//7, (28+’y)[
- 1—p 1—p 1—p ’
con
Ko@) (s) = (n+3) @(s),  KAs)@)(s) = 3 (5 —1) @(s).

K20 (s) = /(n+ 1) (n+7) 2k (s),

K_®(s) = /n(n + 7 - D®M,(s).

1@} (s), junto con lasdrmulas (4.61) y (4.69), se tiene que

(4.69)

Usando el hecho qug)’ ®2/(s)

0=K_®)(s) = /s(s — L+7) @) (s — 1) — sp~ 20}/ (s),

_ A =p) | Ty +9)
% <S)‘¢ I() \/ (0(s+ 1)

(1 p) [ wT(y + s)

y por tanto

DM (5) = .

nT(y+n) T I'(s+1)

Un resultado similar se ha obtenido antes en [36].
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4.5.7. El algebra de simetrias so(3)

Consicerese ahora el segundo caso, dg.< 0. Se define el operador
K*=K:+ Ky +K_oK,, (4.70)

dondeKy, K,y K_ son los operadores definidos en (4.61). Sustituyendo el valbr dado en
(4.64), y realizando algunosilculos sencillos se obtiene que

7(0)a’(0) — 7' (0)

K*=E(E-1)I, E= 20/(0)(c"(0) + ')

es decir,K? es el operador de Casimir.
Ademas, si se definen las funciones normalizadas como

P, (s) = dﬁl V 0(8) Pa(s),

se tiene
K2®,(s) = E(E — 1)®,(s), Ko®,(s) = (n+ E)Py(s). (4.71)

Ahora usando la relagh de conmutaéin (4.65), se obtiene que
(Koo K4)®p(s) = (n+ E£1)K1®,(s).
En consecuencia, a partir de (4.67) y la exfresinterior, se concluye que
K ®,(s) = kn®pt1(s), K_®,(s) = kn®p_1(s).
Usando el hecho que los operatdfs son mutuamente adjuntos, se deduce que
K = (K@, Ppg1) = (P, K-Ppy1) = Kng,

por tanto
K ®,(8) = kpt1Pnt1(s), K_®,(s) = kn®p_1(s). (4.72)

Para calculak,,, se usa (4.67) y (4.72) obteBndose QU&E(E—1) = (n+E)?+(n+E)+£2, 4,
luego

fin =/ —n(n+2E —1).

En este caso las funcion¢$,, },,>o definen una base para la represed@adireducible unitaria
D(—F) deléalgebra de Lie s@).

Como en el caso anterior, a partir de tarhula anterior se sigue que las funciodgs pueden
obtenerse recursivamente via la apliéacilel operadof 4, i.e.,

Duls) = ——— KU (s)Bo(s), Bols) = dg /().

K1 Kn

dondep es la funcdbn peso de la familia de polinomios ortogonales correspondiefitegpresenta
la norma deb.
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4.5.8. Las funciones de Kravchuk

Dichas funciones viene dadas por

s—n N—n—s n'N—TL'
OK(s) = p T (1 - p) " [NV Zn)!

y su Hamiltoniand), por

bK_ \/ps(N—s—i—l)e_as n Np—i—s—QpSI_ \/p(s—i-l)(N—s) o,

t VI—p 1—p I-p ’

por tanto
b1 @) (s) = n@ (s).

En este caso,

N
Ca:\/l_ ) Cb:\/p_17 y E:_Ea

luego

b= —\/p(N—s—Fl)e*%as—F (1—p)(s+1)e%as,

b= bV — s 4) e /(0 p)(s +4) e

En consecuencia,
N N
f)é{:(l*p)[)f*?:bob"'f <2+1> 1.

Ademas,
BB (5) = (n - ) 2K ().
siendo
Ko= —/p(1=p)s(N —s+1)e % —/p(1 =p)(s + )(N —5)

+[N(p—3)—s(2p—1)]I,
Ky = (1=p)V/s(N—s+1)e® +p/(s+ D)(N —s) e” — /p(1—p)(2s — NI,
K_ = pys(N—s+1)e %+ (1-p)\/(s +1)(N —5) €% — /p(1-p)(2s — N)I,

Kol = (n- 3 0K K20L () = (V422K )

K, ®K(s) = \/(n + 1)(N — n)@nKH(s),

K_®X(s) = \/n(N —n+1)0K | (s).

Usando el hecho qug) & (s) = — X ®{(s), junto a las brmulas (4.61) y (4.73), se encuentra
que

(4.73)

0= K_ok(s) = % ( O (5) — chg(s—l)) .
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Por tanto se tiene la siguiente represeigagara las funciones normalizadas

s—n N-—n—s n!(N —n)!
e (s)=p 2 (1-p) 2 N =)

sl(N =)’




Un g-analogo de los polinomios de Racahy el  algebra
cuantica SUq(2)

5.1. Introduccion

En la publicacdn [32] una familia de polinomios ortogonales que generaliza a los polino-
mios de Racah (6;-simbolog fue introducida: los denominados polinomios de Racah. Estos
polinomios, como ya se mencidmanteriormente, esh en la cima del esquema de Askegdse,
por ejemplo, [82]) el cual contiene todas las familias de polinomios ortogonales hipérgieom
cos. Algunos &os nas tarde los mismos autores [33] introdujeron los conocidos polinomios de
Askey-Wilson ascomo unag-versbn de los antes mencionados polinomios de Racah. Una de las
propiedades @s importantes de estos polinomios es que a partir de ellos uno puede obtener todas
las familias conocidas de polinomios polinomios ortogonalasiobs de tipo hipergedstricos
como casosiinite (para una revién de esto &ase el manuscrito [82]). La principal herramienta
en estos dos trabajos fueron las series hipergticas estndar y lsicas, respectivamente. Por
otro lado, los autores de [117]&ase taml@n [116]) consideraron log-polinomios como una
solucbn de una ecuagn en diferencias lineal de segundo orden de tipo hiperge&auo sobre
la redz(s) = c1¢° + c2q™® + ¢3. En particular, vieron que la soldni de la ecuaéin de tipo
hipergeongtrico puede expresarse como cierta serie hipergaara kasica y, en ese sentido, re-
cuperaron los resultados de R. Askey y R. Wilson.

El interés de los polinomios de Askey-Wilson y gdRacah aumet(y el de losg-polinomios en
general) tras la aparion de lasg-algebras y los grupos aaticos [61, 63, 76, 79, 126]. Sin em-
bargo, de los primeras intentos de construirgtamalogo del formalismo de Wigner-Racah para

el algebra cantica nas simplel/,(su(2)) [79] (véase taml@n [6, 25, 97]), quedl claro que para
obtener losy-polinomios conectados con los coeficientes de Racah y los coeficientes de Clebsh-
Gordan era mejor utilizar familias definidas sobre una red diferente a la usual (en el caso de los
¢-Racahésta era lared(s) = ¢~* + §¢V¢* que depende nd de la variables sino tambén

de los paametros de los polinomios). Apues, se considei@n los polinomios en la red

z(s) = [slg[s + 1], (5.1)
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que $lo depende de, donde, como antefs), denotan log;-nimeros (en su forma sirica)

q2 —q
q2 —q
Nota 5.1.1. Nbtese que para el caso de los polinomios duales de Hahn esta red je sidb

usada (ease [25]).

[s]q = ., VseC. (5.2)

Ni=| Nj®»
[T T Y

Con esta elecon losg-polinomios de Racah™’ (z(s), a, b)4, SON proporcionales a los coe-
ficientes dej-Racah (d6j-simbolos) dellgebra cantical, (su(2)).
Adenmas, esta conedh da lugar a la posibilidad de realizar un estudasmrofundo del formalis-
mo de Wigner-Racah (o gtaralogo de la Teda cuantica del momento angular [130, 131, 132,
133]) para lasalgebras canticasU, (su(2)) y Uy(su(1,1)) usando la Teda de losg-polinomios
ortogonales. Por otro lado, usand@&lnalogo de la Teda cltantica del momento angular se pue-
den obtener algunos resultados relacionados cog-fadinomios, algunos de los cuales no son
triviales desde el punto de vista de la feode los polinomios ortogonalesé@se, por ejemplo,
las referencias [25, 27, 83, 138]). Aigge presenta un estudio detallado de glasalogos de los
polinomios de Racah sobre la red (5.1): {c?fsﬂ(x(s ,b)g y los Na’ﬁ( (s),a,b), ad como su
conexbn con los coeficientegRacah (d5j-simbolos) delalgebra cantical,(su(2)).

5.1.1. Los g-polinomios de Racah us” (z(s), a, b),

Aqui se consideran losg-polinomios de Racam%’ﬁ(gg(s), a,b),, sobre lared

2(s) = [slgls + g = a2k, (¢ + ¢ = (g7 + ¢ )k, %, (5.3)
introducidos en [7, 97, 116]. Para esta familia,
—2s
o(s) = = (") @*—=a )@ =" (@ —""*) = [s—alq[s+blq[s+a—Blylb+a—s],.

Kiq o3
De hecho, los autovalores vienen dados por
Ay = g 2O g (1= @) — [ [n o+ B+ 1
Para obtener, (s) se usa (2.28), por tanto
Ta(8) = Thxn(s) + 1 (0), T, =—-[242n+a+0y 7(0)=0c(-n—1)—0c(—n). (5.4)
Tendiendo en cuenta qués) = 7y(s), Se obtiene que

7(s) = =2+ a+ Blgz(s) + o(—1) — o(0).

5.1.2. La propiedad de ortogonalidad y la norma d,

Una soluodn de la ecuaéin en diferencias tipo Pearson (2.40) es

f(s+a+1)F(s—a+ﬁ+ Dl(s+a+b+ 1T+ a—s)
I(s—a+1)D(s+b+1)I(s+a—F+1)I(b-s) .

Dado quer(a)p(a) = o(b)p(b) = 0, entonces log-polinomios de Racah satisfacen la propiedad
de ortogonalidad

p(s) =

Zu OB (1(s), a,b)ueP ((s),a,b)gp(s)[2s + 1], =0, n#m,
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con las restricciones% <a<b-—1,a>-1,—-1< [ < 2a+ 1. Se calcular a continuadin el
cuadrado de la normad2. Dado que

Fq(8+n+a+1)f(s+n—a+ﬂ+) Tys+n+a+b+1)T,0b+a—s)

pn(s): )
Ty(s —a+1)y(s+b+DTy(s+a— B+ 1T, (b—s—n)
y ~
A = ]l nfil(a+ﬂ+2n+1)7
Lyla+p+n+1)
se tiene

Tyl +B+2n+1)
[n]g!Ty(a+ B +n+1)
Teniendo en cuenta i€z, (s) = [2s + n + 1],, y usando (2.43), junto a la identidad

A, = (—1)”AntfL =

Fe—sy= QU o (5.5)

se tiene que

Abf:l (s+n+a+D)Ty(s+n—a+B+D)T(s+n+a+b+1)T,(b+a—s)

T (s —a+D)Ty(s+ b+ Dy(s+a— B+ 1)y(b—s—n)[2s +n+ 17

b—a—n—l
A 2, 5
=0
fq(a+ﬂ+2n+1)r(2a+n+1) (n+ﬁ+1) (a+b+n+a+1) Jb+a—a)
[]'F(a—l—ﬁ+n+1) (a+b+) (2a—ﬁ—|—1) q(b—a—n)

8+n—|—2a+1)F (s+n+B8+1)T (5+n+a+b+a+1) g(b—a+a—s)
T (s+1)Ty(s+b+a+1)Ty(s+2a—B+1)T,(b—a—s—n)[2s+2a+n+1];"

b—a—n—1

" Z m+2a+1,n+B+1ln+ta+a+b+1,1—-b+a+n|q)s
= (Latb+1,2a—B+1,1-b+a—alg)s 25 +2a +n+ 1];!

En lo que sigue se denotara #)y la suma en ldiltima expresdn. Si se usa que

Cla)n = (=1)™(¢*; @)ng~ 12k,

ad como la identidad

2s+2a+n+1);=q °2a +n+1],

se obtiene que

bl 2aint1  n+B+1 ntatbtatl l-btatn ,3(2a+n+3 2a+n+3
S, = (Pt qrtBel e ,gibratn gz Catndd) 3Catndd) o) o)

- 1 1
(g, q7to+1, q2aB+1 glbota g3 (Qatntl) _g5Q2atntl). o) 104 4 n41]5t

q, q—1—2n—5—a> )

2L B griatadbhL pl-btatn got3) _atde)
) ) )

»q
1-b—a+a

»q
a3 +h).

—-q
at+5+3)

:[2a+”+1]q 6@5(

a+b+1 2a—p+1

q » q »q >, q —q
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Pero la brmula anterior se corresponde con una serie hipergeaa thsicamuy bien ponderada
65 ad usando ladrmula de sumabn [66, p. 238, ec.(11.21)]

a, qa1/27 —qa
6%¥5
P\ @12, —al/? aq /b, ag/c,ag"t!

1/2 k

7b7 C7 qi

ag®™™\  (aq,aq/bc;q)k
“ e (ag/b,aq/c; q)i’

conk=b—a—n—1,a= @t p = ¢"th+L ¢ = grtetetdtl gse sigue que

2a+n+2 ,—n+a—b—a—/3.

»q Q)ban 1

(q2a—ﬁ+1 qe— b—a+1. Q)b a—n—1

(2a +n+2|q)p—q—n—1(— n+a—b—a—ﬁ|q)ban1
(2a_5+1‘Q)ban1(a_b_0‘+HQban1

(q

Sn = [2a+n+1],

= [2a+n+1],

Porultimo, usando (5.5) y (2.16) se tiene la expoesi

Cla+b+1)T 20—+ 1)T(b—a+a+p+n+ D (a+n+1)
T(n+2a+2)T(b+a—pB—n)T(a+B+2n+2)Tb—-a+a)’

Sn = [2a+n+1],

de donde se deduce que

2 fq(a+ﬁ+2n+1)r (2a+n+) Jn+B+1)T glatbtntadtl DI, (b+a —a)
" ] Ty(a+ B+n+ DTy (a+b+ 1T, (2a — B+ 1)Ty(b—a—n)
Tla+n+D)IB+n+1)Tb—a+a+B+n+1)(a+b+a+n+1)
la+B+2n+1,T(n+ D0 (a+B+n+1D)T(b—a—-n)T(a+b—3—n)

Sn

5.1.3. Larepresentacion hipergeométrica

A partir de las érmulas (2.37) y (2.39) se siguen las siguientes dos representaciones hiper-
geonetricas equivalentes:

g2 (2a+a+6+n+1)(qa—b+1; q)n(qﬁJrl; q)n(qa+b+a+1; Dn

P (x(s),a,b) =
U, a 2n( -
K2 (q; On (5.6)
( q—n qa+ﬁ+n+l qa s qa+s+1 ‘ )
X ) ’
493 q@b+1 B+ qa+b+a+1 q,49
(0}
o (a—b+1[g)n(B+1lgnla+b+a+1lghn
Un’ﬁ(l’(s)vavb)q = [n],!
T (5.7)

i F —na+pB+n+1l,a—s,a+s+1 1
473 a—b+1,8+la+b+a+1 )

Usando la formula de transformaai de Sears [66, Ec. (I11.15)] se obtienen las siguientes expre-
siones:

%(72b+a+ﬁ+n+1)(qa—b+1; q)n(qa—&-l; q)n(qﬁ—a—b—i—l; Q)n
K2"(¢; q)n

q—n qa—l—ﬁ—i-n—i-l q b—s7q—b+s+1
X 493 qa b+1 qa+1 q—a—b—i-ﬂ—i-l q,4 ]|,
’

0

us P (2(s), a,b)g =
(5.8)
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a—b+1g)n(a+1|g)n(—a —b+ B+ 1|q),

[n]q!

w8 (2 (s), a, )y ="

(5.9)
i I —n,a+B+n+1,-b—s,—b+s+1 1
473 a—b+1l,a+1,—a—b+p+1 ’
En consecuencia, se tiene que
—b+1|g)n 1|9)n b 1ig)n
ug,ﬁ(m(a)’a? b)q :(a + |Q) (/8 + [ |§7)' (a +o+a+ ‘Q)
n q:
_ wibia 5.10
(@ @)n (@™ a0 ) (5.10)
q§(2a+a+ﬁ+n+1)ﬁgn(q; Q)n
ﬁﬂ@@1%%®q:m—b+nwaa+ﬁ?¢—a—b+ﬂ+umn
Nig:
! (5.11)

_ @ @)a(@® )n (@ )
qi(—2b+&+ﬁ+n+1),{3n(q; Dn

La formula (2.35) da lugar a la siguientarinula expicita

u®P (x(s),a,b)g == [(s—a j‘ DI(s + b+ 1)1?(3 +a—pF+ 1)1i(b —3)
T(s+a+D(s—a+ B+l (s+a+b+DI(b+a—s)

XZ(—1)k[28+2k—n+1]qf(s+k+a+1)f(28+k—n+1)
= Tk+DI(n—k+1)I2s+k+2)0(s —n+k—a+1)
y T(s+k—a+B+ DI (s+k+at+b+DI(b+a—s+n—k)

T(s—n+k+b+ DI (s—n+k+a—p+1)T0b—s5—k)
(5.12)

A partir de la representamn hipergeoratrica se obtiene la siguiente propiedad de simaetr
up P (w(s), a,b)g = uy, "~ HPHE (2(s), a, b) -

Porlltimo, nbtese que a partir de (5.6) (5.8)) se sigue que?{ﬂ(x(s)7 a,b), €s un polinomio de
gradon enx(s) = [s]4[s + 1],. De hecho,

k

- k1 z(s) — c3 1 1 gl
(@5 el gk = (—1)FgHeT ) <( )Cl —q 2(¢"e 4 gt 2)>,

|
—

Iy
=

dondec; y c3 vienen dadas en (5.3).

5.1.4. LaRRTTYy las formulas de diferenciacion

Para obtener los coeficientes de la RRTT usando (2.47) y (2.48), se obtiene que

T (a+0+2n+1) o n+1gla+ 8+n+1],
) Tya+B+n+1) " la+B+2n+1fa+B+2n+2],

Para calculaty,, se usa (2.10)

[a+b+a+n)la+b—F—nla+n]yB+n|b—a+a+p+nlyb—a—n|
la+ B+ 2nl4la+ 5+ 2n + 1], ’

Tn
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" w8 (2(a), a, b)g "ueP (2(a), a, b)g
[a+B+n+14a—b+n+1)48+n+14a+b+a+n+1],
la+ B+ 2n+1)la+ B+ 2n+ 2],

[+ nlg[b—a+a+ B +nlgla+b— B —nlynl,
[a+ B+ 2nl4la+ B+ 2n + 1], '

ity (w(a),a,b)y  up”(x(a),a.b),

Bn = z(a) — «

= lalgla+1]q -

Las formulas de diferenciagn (2.49) y (2.50) dan lugar a

Tabla 5.1: Datos principales de Iggolinomios de Racahﬁﬂ(:c(s), a,b)q

Py (s) ud P (a(s),a,b)q, @(s) = [slqls + g

(a,b) la,b—1]

IFs+a+ Dl (s—a+B8+DI(s+a+b+1)D(b+a—s)
IM(s—a+1)I(s+b+ Dl (s+a— B+ 1) —s)

p(s)

-t <a<b-l,a>-1,-1<B<2a+1

o(s) [s —algls + blgls + a — Blg[b+ o —slq
o(—s — 1) [s+a+1]glb—s—1]gls —a+ B+ 1glb+a+ s+ 1]g
7(s) la +1]qlalgla — Blg + [B + 1lg[blg[b + alq — [ + 1]¢[8 + 1]g — [ + B + 2]q=z(s)

—latB+2n s+ B) +lat B 4+1glb— 2 —1

Tn(s)
X[B+ 5 +1—-alglb+oa+t 5 +1g—la+ 3lglb— 3B+ 5 —alglb+a+ Flg
An [nlglec+ B+ n + 14
B, (=n"
[n]g!
2 Ta+n+DIB+n+1)Db—a+a+8+n+ Dl (a+b+a+n+1)
" [a+B+2n+1g0(n+ DI (a+B+n+ 1) —a—n)T(a+b— B —n)
() l:‘(5+n+a+l)l;(s+nfa+ﬁ+1)f‘(s+n+a+b+l)f‘(b+a75)
pnis Fs—at Di(s+bt Di(s+a—pB+ Db —s—n)
" f‘[a+5+2n+l]q
" [n]q!Tla+ B8+ n + 1
. [n+1gla+B+n+1]q
" [o+ B8 +2n + gl + B+ 2n + 2]g
[a+B+n+1gla—b+n+1g[B+n+14la+b+a+n+1],
lalgla +1]q —
3 [a+B+2n+1gla+ B+ 2n + 2]q
" [a+nlglb—a+a+B+n]gla+b—8—nlgln]g
[a + B+ 2n]gla + B+ 2n + 1]4
~ [a+b+a+n]gla+b—pB—nlgla+n]glB+nlqlb—a+a+B+nlglb—a—nlg

[a + B + 2n]gla + B + 2n + 1]4
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Aup®(2(s),a,b),

Ars)  —letOtntll up P @ (s + 1),a+ 5,0 — 1), (5.13)
—[n]g[2s + 1qusP(x(s), a,b)g =o(—s — Dul 77 (z(s + 1), a+ 1,6 1),
(5.14)
—o()ul P @(s — 1) a+ 5b— 1,

respectivamente. Pattimo, las brmulas (2.49) y (2.50) dan lugar a E@smulas de diferenciabn

( )Vu%’ﬂ(a:(s),a,b)q |+ B4+n+1],
7 251, " le+B+2m+2,

T (s)up (2(s), a,b)g

(5.15)
+[n + 1]qun+1( ( )a a, b)Q] )

Aup?(x(s),a.0)g __ [a+B+n+1]
o(=s—1) 25 + 2], q*_[a+6+2n+2]qq

[+ gui?) (2(s), a,b)q

+(7n(s) + [n]gla + B+ 2n + 20[25 + 1 )us’ (2(s), a,b)q |,

(5.16)
donder,, viene dado en la tabla 5.4.

5.1.5. Ladualidad de los g-polinomios de Racah

En esta secon se discutié la dualidad de log-polinomios de Racam%’ﬁ(x(s), a,b)y. Se
seguia [116, p. 38-39].

Nota 5.1.2. Notese que un estudioas detallado del problema de dualidad ha sido realizado en
[26].

Nétese que la relaon de ortogonalidad
Zua’g L@, b)uP (x(s), a,0)qp(8)Va1(s) = d20pm, As=1. (5.17)

para losg-polinomios de Racah puede escribirse en la forma

Nzlcsncsm = On,m; Csn = U%ﬁ(x(s - a)7a’ b)q(;/p(s * a)vxl(s ha a)v N=b—a- 17
s=0 n

dondep y d,, son las fundn peso y la horma de laspolinomios de Racah, respectivamente La
relacibn anterior puede entenderse como la ortogonalidad de la rﬁbtﬂzHCank 'n—o "especto
a sus filas. Si se usa la ortogonalidad’leespecto a sus columnas, se obtiene que

N-1

> CanCyn=059, N=b—a-1,
n=0

gue da lugar a la relain de ortogonalidad dual para lggolinomios de Racah

1 1

Z ul B (x(s), a, b)qudP (x(s'), a,b), 0B = A 1/2)55,5,. (5.18)
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El siguiente paso consiste en identificar los polinomjﬁg(x(s), a,b),. Antes de comenzar se
advierte que a partir de la represendac{5.6) y la identidad

k—1

- atpl 1
(@ " k(@ e = T (1 4 TP g ( 2(t) + 4% +q 2)) ,
=0

donde
o(t) = [t + 1)y =+ 2520 n +

atf
2

+ 1],

se sigue quexn”g( (s),a,b), tambien constituye un polinomio de grado- a (paras = a,a +
1,...,b—a— 1) sobrex(t) cont = n 4 22,
Asi, se definen los polinomios — com;ese con la definioh de losg-polinomios de Racah (5.7) —

~DFTW —a\T(B +k+ 1TV +ad +a +k+1)
KTV — o' — K)D(B + 1D +d' + o +1)

@ (a(t), B )y =4

- ko +08 +k+1,d —t,d +t+1 1
443 a’—b’+1,5’+1,a’+b’+a’+1 ) )

donde

_ ;o a+f o . ’_
2,a— 2,b—b a+2,a—2a 6, B =p.
(5.20)
Obviamente son polinomios de grakdo= s — a sobre la red:(t) que satisfacen la propiedad de

ortogonalidad

k=s—a, t=n+

-1
S @t), W) (@l0), ! W)opd (V1 (1) = () %0k (5:20)

dondey’ y (d!,)? son la funobn p y la normad? de la tabla 5.1.4 reemplazandob, «, 3, s, n por

a, v, o, 5t k.

Ademas, con esta eledm (5.20) de los pametros la representéci hipergeoratrica 4¢3 de
0‘/’5/( (t),d’, V)4, en (5.19) coincide con la furtm hipergeoriatricawg en (5.7). Luego se

establece ada siguiente relaén entre los polmomloao‘ # (x(t),ad',b') Yy up’ ﬁ( (s),a,b)q:

u (@ (t),d )y = Ala, B,a,b,m, $)ul? (x(s), a, b)g, (5.22)
donde

(=1 T(b—a—n)T(s—a+ B+ DI (b+a+s+1)(n+ 1).

A(a, B,a,b,n,s) = f‘(b—s)f(n+ﬁ+1) (b+a+a+n+1)F(s—a+1)

Si se sustituye ahora (5.22) en (5.21) y se realiza el cambio (5.20), entonces (5.21) se transforma
en lareladdn (5.18), es decir, el conjunto de polinomiqzé’ﬁ/ (z(t),d,b"), definido por (5.19) (o

(5.22)) es el conjunto dual asociado adegolinomios de Racah/,ﬁ’ﬁ(az(s), a,b)g.

Para concluir este estudio, se mosirque la RRTT (2.9) de los poIinomio%l’ﬁl (x(t),d,b')q €5

la ecuaddn en diferencias (2.25) que los polinomm‘éﬁ(x(s), a,b), satisfacen mientras que la
ecuaocbn en diferencias (2.25) que satisfaaéﬁﬂ/(x(t), a',b'), se transforma en la RRTT (2.9)
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de los polinomiom%’ﬂ(x(s), a,b), y viceversa.
Seaq(t) la funcibn o del polinomiouy,. Entonces

s(t) = [t=d|g[t+V]glt+a" = B[V + o' —t]g = [n]gln+b—a+a+Blgn+alyb+a—n—p5,,
y por tanto,
s(—t=1)=[a+B+n+1b+a+a+n+14b—a—n—14n+6+1],
M = [Klgle + 8 +k+ 1]y =[5 —alg[s +a+ 1],

Los coeficientes,, 5, y ;. se obtienen a partir de los coeficientes de la RRTT para los polinomios
uy obtenéndose

o = [k+1]q[0/+ﬁ,+k+”q _[5*a+1]q[3+a+1]q
P+ g2k o+ B 2k + 2], 25125 +2),
; bt atslgb+a—slgls+a— Blg[s —a+ Blg[b + slq[b — slq
ke [2s + 11,251, |
y
;L a+p a+p o(—s—1) o(s)
e =In+ = "ldn+ =5 +1]q+[2s+1]q[2s+2]q 25 + 1425,
Ademas

Azx(t) =2t+2,=2n+a+0+2],,

z(s) = [slg[s +1g = [k + alg[k +a+ 1],
Se vea que la ecuadin en diferencias lineal de segundo orden degip®linomios de Racah,
ug® (2(s), a,b),, es la RRTT de los polinomios; P (2(t),d,V),. Para ello, se sustituye la re-
lacion (5.22) en la ecuatn en diferencias (2.25) de los poIinomio%’ﬂ(x(s),a, b), y se usa
que

uP(x(s £1),a,b), = ugjf (z(t),ad', V), (5.23)

Despues de algunas simplificaciones, y usando (5.23) se obtiene que

oy @(t). @' ¥)g + (B = [lgla+ B8+ + 1), = [#52], 1552 + 1), ) up 7 (@(0), a', 1),
T ((8), ', 6)g = 0,
pero

[n]gla+B+n+1];+ [aTw}q[aT—m +1g=[n+ L;ﬂ]q[n + aT—hB + 1]g = z(1),

luego se obtiene la RRTT para los polinomirzé’ﬂ/ (x(t),ad,b)q.
Si ahora se sustituye (5.22) en la RRTT (2.9) parajtpslinomios de Racam%’ﬁ(m(s), a,b)q,y
se usa que
upy ((s), a,b)g = w7 (a(t £ 1),/ 1),
se obtiene la ecuam
§(—t —1) ua/”g/
Ax(t)Vay(t) *
| s(=t-1) ¢(t)
Az(t)Vxi(t)  Va(t)Vai(t)

(x(t+1),d,b)q+ Vm(tg)(é)xl(t)ug/ﬂ/ (z(t—1),d,b),

+ [a]gla+1],— [k+alylk+a+1], | v (x(t), a', 1), =0,

gue coincide con la ecudxni en diferencias (2.25) de los polinomisrgé’ﬁ' (z(t),d’, '), dado que

[algla +1]g — [k + alg[k + a + 1] = —[klg[k + 2a + 1]g = —[k]4[k + of + 3"+ g = =X
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5.2. Los g-polinomios de Racah u%*(z(s), a,b),

Existe otra posibilidad para definir lggpolinomios de Racah la cual fue sugerida en [97, 116].
Sea ahora

o(s) = [s — alg[s + blg[s — a+ Blg[b+ o + slg,

i.e,A=1,81=a,s = —b,s3 =a— 3, s4 = —b— «. Con esta elecbn se obtiene una nueva
familia un’ﬁ( (s),a,b), lacual es ortogonal respecto a la funcpeso

T(s+a+1)T(s+a—B+1)
T(s+a+b+ )b+ a—s)(s—a+D(s+b+1)T(s—a++1DI(b—s)

p(s) =

Todas las propiedadesisicas pueden obtenerse exactamente de la misma forma que en el caso
anterior. Adenas, todas sus propiedades pueden obtenerse igualmente a partir de las correspon-
dientes propiedades de los polinomix%ﬂ(x(s), a,b), simplemente cambiando — —2b — ¢,

B — 2a— (3 -y usando las propiedades de las funcidi@s, T',(s), (a|q)n Y (a; ¢), — Los datos
principales de estos polinomios se resumen en la tabla 5.2.

5.2.1. Larepresentacion hipergeométrica
Para los pollnomloan’ﬁ( (s),a,b), se tiene la siguiente representachipergeoratrica

—%(4a—2b—a—ﬁ+n+1)(qafb+l ) (q2a ﬁJrl ) (qafbfow#l;q)n

02 (a(s), a, b)g =2

2n
Kg" (¢ @n (5.24)
< q—n q2a 2b—a— ﬁ+n+1 qa s qa+s+1 ‘ )
X
493 qa b+1’q2a ﬂ+17qa bfaJrl q,q
0, en €rminos de las serieshipergeongtricas (2.17),
~ —b+1|g)n(2a — 1g)n(a —b— 1lq)n
08 (2(s), 0, b), = 2= 0+ D20 ﬁ[;;] 'IQ) (a a+1jg)
v (5.25)

I F —n,2a—2b—a—-—0+n+1l,a—s,a+s+1 1
478 a—b+1,2a—F+1l,a—b—a+1 ’ '

Usando la érmula de transformagh de Sears [66, Ec. (I111.15)] se obtienen otrasfulas de
representabin equivalentes

g~ 3 Ga—tb—a—Ftnt) (o= ”“, Dn(g" M @)n(g P g)

U (x(s), a,b)g =

2n(q;q)n

(5.26)
-n 2a—2b—a— B—i—n—‘rl —b—s ,,—b+s+1

q 54 4 4
X 403 q* b+1 —2b— a+1 a—b—p3+1 q,9],

4 g

_(a—=b+1]g)n(=2b—a+1|g)n(a —b— B+ 1]g)n
[n]q!

i F —-n,2a—2b—a—pF+n+1,-b—s,—-b+s+1 1
458 a—b+1,-2b—a+l,a—b—pB+1 a2

i (a(s), a,0)q =
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En consecuencia,

(a—b+1]g)n(2a — B+ 1|g)n(a —b—a+1|g),

iy (2(a),a,b)g =

[n]q! (5.28)
_ (qaberl. q)n(q2“ ﬂ+17 q) <qa7bfoz+1; Q)n .
q2(4a 2b—a— ﬂ+n+1)ﬁgn(q; q)n
—b+1|g)n(—2b— 1lg)n(a —b— 1lg)n
0 (2 — 1), a, b)y = 21 Ll ﬁﬁ,”(a B+1lq)
nlg!
! (5.29)

_ (qa—b+l. q)n(q—2b—a+1. q)n( fﬁ+a—b+1; q)n
qg(Qa 4b—a— ﬁ+n+1)ﬂ2n(q Q)

Usando (2.35) se obtiene ur@inula expicita

T(s—a+1)(s+b+ DT (s—a+B+1)Tb—s)(s+a+b+1)
T(s+a+ 1) (s4+a—F+1)
(— 1)k+n[23+2k—n+1] T(s+k+a+1)T(2s+k—n+1)
L(k+1)T (n—k‘—l— DI(2s +k+2)T(s —n+k—a+1)I(b—s— k)
I(s+k+a—0+1)

T(s+k-n+a+b+1)Ib+a—s—kD(s—n+k+b+1)(s—n+k—a+p+1)
(5.30)

A partir de la representam hipergeoratrica se siguen la siguiente propiedad de sitaetr

' (x(s),a,b)g = @, "~ T (2 (s), a, b)g.

a0 (2(s),a,b)q =

n

xD(b+a — s)
k=0

X =

5.2.2. Las formulas de diferenciacion

Si se usan lasifmulas de diferenciagn (5.6) (o (5.8)) se obtiene

Aty (2(s), a, b)
Ax(s)

[2b—2a+a—|—ﬁ—n—1]qu 1(z(s+3),a+3,b—3) (5.31)

[n]q[25 + 14057 ((5), a,b)g =0 (—s — D)’ (a(s + ), a+ 4,0 — 1),
(5.32)
—o(s)ae” (x(s — §),a+ 5,0 — 1),

n—1

respectivamente. Adeis, las érmulas (2.49) y (2.50) dan lugar a las siguientesf@awnulas de
diferenciacdn

a2 (x(s),a
R —PM@%W&@%%@ m+1w%ﬁ<<xmw4

(5.33)
[2b 2a+a+p—-n—-1],

[2b 2a+a+3—-2n-2],

AH%7B(1‘(S)> a, b)q
25 + 2],

o(—s—1) — [(Tn(8> + [n]q[2b — 2a + a + B — 2n — 2]4[2s + 1]4)

[2b—2a+a+B—-n—1],

2b0—2a+a+6-2n-2|,
(5.34)

Xﬂzﬁ('x(s)’a’ b) [n+ 1]qun+1( (S)’a) b)q

respectivamente, dondg(s) viene dado en la tabla 5.2.
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5.2.3. El conjunto dual de @3’ (z(s), a, b),

Para obtener el conjunto dual @é’ﬁ(x(s),a, b), se usa el mismo &todo que el emplea-
do en la secéin previa. Se comienza considerando la rélade ortogonalidad (5.17) para los
poI|n0m|03un’ﬁ( (s),a,b), definida por (5.27), y se escribe la ref@tidual como

1 1
E o 5 o, / — ’ N =b— .
u a’ b)qu ( ( )7 a? b)q d% p(S)A.’I’(S _ 1/2) 5878 Y b a’7 (5 35)

dondep y d? paraﬁ%’ﬁ(aﬁ(s),a, b), viene dada en la tabla 5.2. Adéas) a partir de (5.27) se
sigue que las funcione&’’ (z(s), a ,b) son polinomios de gradb = b — s — 1 sobre la red
z(t) = [t]qlt + 1], dondet = b —a — n + a+5 — 1 (la prueba es d@loga a la presentada
en la secdn §5.1.5 y se omitia). Para |dent|f|car el conjunto dual se define el conjunto de los
polinomios

(@), d V) = (“DFT — oD — o’ + F)T(2Y + o)
F N RIDW — o — KDY —dl + 3 — R)D2V + of — k)

“ —k,2d -2 —o/ — B +k+1,-b —t, b +t+1 ]
e a —b+1,-20 —a/+1,d -V — 5 +1 )

(5.36)
donde
k=b—s—1, t=b—a— +%ﬁ—1 a = a;ﬁ, v = b—a+aT+ﬁ, o =2a—0, ' = 0.
(5.37)
Obviamente, estos satisfacen la siguiente rétade ortogonalidad
-1
W7 (1), ol )7 (1), o W )gp! (DD (t = 1/2) = ()6, (5.38)
t=a’

donde ahorg’(t) y (d,,)? son las funcioneg y el cuadrado de la norma?, respectivamente,
dados en la tabla 5.2 aplicando el cambio déapaatros (5.37)

AN} / /
a7b7a7/87n78 - aab7a7ﬂ7k7t’

Ademas, con la definid@n anterior (5.37) para los ganetros dei ~°‘ s (z(t),a’,b)q, la funcion

hipergeongtrica, s en (5.36) coincide con la furim hlpergeomtrlca4g03 en (5.27) y por tanto

se tiene la siguiente reld@ni entre los polinomio’é"‘”ﬁ/ (z(t),d, V) y P (x(s), a, b)g:

T (@ (t), ', V) = Ala, 8,a,b,n, $)T%P (2(s), a, b),, (5.39)
donde

(—1)b_5_1_”f(b—a—n)~(2b—|—a—n)N(b—a—l—ﬂ—n)f(n—i- 1)
Tb—s)I(s—a+B+1I(s+b+a+1)(s—a+1) '

«Z(a,ﬁ,a,b,n, s) =

Para probar que los poIinomiﬁ%w (z(t),d’,b')q son los duales dé%’ﬁ(x(s), a,b), es suficiente
sustituir (5.39) en (5.38) y realizar el cambio (5.37) que transforma (5.38) en (5.18).

Se debe mencionar tanéi que, como en el caso de lppolinomios de Racah, la RRTT (2.9)
de los polinomiosia/’ﬂ/( (t),d’, V'), se transforma en la ecuéai en diferencias (2.25) que sa-
tisfacen los pollnomlomn’ﬁ( (s),a,b), mientras que la ecudm en diferencias (2.25) de los
polinomiosu;, o\ (x(t),d,b"), dalugar ala RRTT (2.9) d&r’ (z(s), a, b), y viceversa.
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5.3. Conexion con los 6j-simbolos del algebra cuantica SU,(2)

5.3.1. Los 6j-simbolos del algebra cuantica SU,(2)

Antes de hablar de dicha conérise debe comentar brevemente su rétacon la tedia de
representaéin de grupos.

Definicion 5.3.1. SeaV’ un espacio vectorial lineal sobr€, y T : V' — V un operador lineal
sobre dicho espacio. Se diqueT es una representaimn de un grupoG sobreV si a cada
elementqy € G le corresponde un elemerig) de forma qué

Vgi,92€G, g=g1x92 == T(9)=T(91%92) =T(g1)T(g92), Tl(e) =1,

dondee representa el elemento neutro respeetdAl espaciol” se le denomina espacio de la
representadn deG.

En general, ey’ todo operadofl” : V' — V se puede representar mediante matrices cuadra-
dag, en este caso se dice dfies una representdci matricial deG. Ademas,T'(g) es irreducible
si y slo si no existe una matriz de cambio de basetal que

M, 0 .. 0
) 0 My --- 0
VgeG, AT(gA =| . . . I
0 0 -+ M,
dondely,. .., M}, denotan ciertas matrices cuadradas no nulasgn matrices de ceros.

Con estas definiciones se pasamostrar la conefi con lossj-simbolos deklgebra canti-
caSU,(2) con losg-polinomios de Racah.
El algebra canticaSU,(2) est generada por los operadotks J.., J_, que satisfacen las rela-
ciones

[J0> J:l:] =+Jg, [J-i-v J—] = [2J0]q7 (J:I:)]L = J:Fﬂ (JO)]L = Jo,

donde[A, B] = Ao B — B o A denota el conmutador déy B.
Por sencillez se usael lenguaje de la Tefa cltantica del momento angular [130, 131, 132].
Por ejemplo, si consideramos dos momentos angulares, cuyas basds sedn, respectiva-
mente, el momento resultante de la interaoaile dichos momentos se encoréiran el espacio
producto tensorial d&; y Lo, i.e. enL; ® Lo, el cual se puede descomponer como la suma directa
de ciertas R, i.e.

iz s Nmy= > Cat 32N |jy ma)lja ma), g1 € Ly, ja € Lo,

mi,m2

dondeCﬂ;}L;,j%;;deenota los coeficientes de Clebsh-Gordan (CGC) payakgrebasSU,(2).
Es sabido (&ase, por ejemplo, [131] y las referenciagdta) que los coeficientes de Racah

Uq(d1 32 3 333 J12 J23),
se emplean para la trangioi a partir del esquema del acoplador de tres momentos angulares

j1,J2, J3, ya que si cada unos de estos momentos tienes asociado una RI, diggngsy Ls,
entonces la interadmn de tales momentos se produce en

L1 ®Ly® L3 = (L1 ®Ly)® Ly =L1 ® (L2 ® L3).

'PorT(g) denotaremos al operador asociado al elemgrtaG. Ademas,T'(g) es un operador que det sobrey/.
2Dado queSU,(2) sblo tiene representaciones irreducibles finitas el estudio se restraigiaso de matrices finitas.
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De ahi que cualquier elemento de dicho espacio, se pueda expresar como

lj172(d12), s : jm) = Z (Jimajama|jrzmaz) (Jrzmazgsms|im)[jima)|jame)|jzms),
mi,m2,m3,n12

y

1dada(jas) s gmy = Y (jamajsma|jasmas) (Gimijasmas|jm)|jima)| jama)|dsms),

mi,m2,m3,ma23

respectivamente, donde [081$0l10S (j,maqjsms|jamas) denotan los coeficientes de Clebsh-
Gordan deblgebra canticaSU,(2).

De hecho, se tiene qué,(j1 j2 j j3; j12 j23) representan a los coeficientes de cambio de base de
L ® (L2 ® L3) respectd L1 ® L2) ® Lg, es decir,

g2 (irz)s ds = gm) = Uq(jr j2 J Jss jrz jas)| g1 jada(jas) = jm).
J23
Ademas, los coeficientes de Racdh, definen una matriz unitaria, i.e., satisfacen las relaciones
de ortogonalidad

> " Uq(jr d2 3 33 12 J23)Uq (1 2 § 333 1o J23) = 6151, (5.40)
Ja23
> Uy J2 3 js; d12 J23) Ut d2 3 35 12 ) = 654 51, (5.41)
Ji2

Usualmente, en lugar de los coeficientes de Racah, se utilizéri-Esbolos definidos por

Uq<j1jzjj3;jm23)=<—1>J'1“2“3+J'\/[2j12+1]q[2j23+1]q{ Ju gz } .
J30 Js ),

Los 6;-simbolos satisfacen la siguiente propiedad de siimetr

{jl J2 Ji2 } :{ Js J2 Jo3 } . (5.42)
Js g Jes ), g ogej,

Aqui, sin perdida de generalidad, se ha supuestojgue j> Y j3 > jo. Entonces para los
momentosjs Y ji2 Se tienen las desigualdades

J3—J2 < Jo3 < Jo+73, g1 —J2 <12 < g1+ 2,

respectivamente. para evitar cualquier otra resticsbbre estos dos momentos (causado por las
denominadaslesigualdades triangulares para l@g-simbolog se asumi que se verifican las
siguientes restricciones

j = Jsl < min(ji2) = j1 — j2, |7 — j1l < min(jas) = js — Jo.
5.4. Los 6j-simbolos y los ¢-polinomios de Racah

Ya se edi en disposid@n de establecer la conéxi entre lo%;j-simbolos y losg-polinomios
de Racah. fese la variable comos = ja3 cona < s < b—1, dondea = j3 —jo, b = jo+j3+1,
y tbmese

(—1)dr+izsti [2;'12+1]q{ j; ‘?7? ﬁg} = d;'\/p(s) ul P (2(s), a,b),, (5.43)
q



5.4 Los 6;-simbolos y los g-polinomios de Racah 99

dondepy d,, se corresponden con la fubaipeso y la norma, respectivamente, dejlpslinomios
de Racah sobre la red (5.&3’5@(5),@, by Yn =ji2—ji+jo,aa=ji—ja—Js+j >0,
B = j1 — j2 + jz — j > 0.3 Para verificar la reladn anterior se usarla relacbn de recurrencia
[132, p.699, ec. (5.17)]

e (38 )
— ((27lql21 + 21— [2lqli — as + 1+ Ualj + 23 — ko)
x ([272]q[2723 + 2]q — [2]qld3 — J2 + Jos3 + L[z + J2 — Jaslg)
— ([272]q[271 + 2]g — [2]q[s12 — J2 + 1 + Ugliiz + J2 — J1]g)[2723 + 2]q[2j23]q)

><[2j23+1]q{ Ji g2 i } +[2]q[2j23]qA;f{ JioJ2 g2 } o,
q

Js g Jes ), J3 J Js+1
(5.44)
donde
Ay :\/U + Jos + g1 + Ugld + 23 — d1lgly — Jos + j1 + Uglias — 7 + j1lg
5\l + s + as + glja + s — as + lals — G2 + Jaslalio — s + Jaslay .15

Af :\/[j + 23 + 1 + 2]gld + Jas — J1 + Lgli — Joas + Jilglizs — 7+ 51 + 1g

X \/[jz + J3 + jo3 + 2]g[j2 + j3 — j2slglis — Jo + jos + 1gli2 — g3 + Joz + 14

Notese que

Aq_ = U(jzg)d(—]é:s), A;— = \/O'(j23 + 1)0(_j23 - 1)7

donde

0(jo3) = [J23 — 3 + J2lqlizs + j2 + j3 + Lgljes — j1 + jlgld + 51 — Joz + g,
o(—j2z — 1) = [Joz + J3 — Jo + Lglj2 + j3 — jaslglies + j1 — J + 1glJ + 1 + j23 + 2]4-

Sustituyendo (5.43) en (5.44) y simplificando la rebacbbtenida resulta
25]40(—5 — DuP (z(s + 1), a,b), + [25 + 2],0[s]uP (x(s — 1), a,b),

- (Anl28]q[2s + 1g[25 + 2]y = 25]go(—s5 = 1) = 25 + 20 (s) ) ui (w(s), a,b) = 0,

la cual es la ecuagn en diferencias para lgspolinomios de Racah (2.25).
A partir deul? (z(s), a, b), = 1, (5.43) se tiene

<—1)j1+j23+j\/[2j1 — 2]2 + 1]q { :;1 '22 -71j_ J2 } — dal p(S)
3 23 q

3Notese que esto es equivalente a la efscci

n=b-a-1+a+p)/2, ja=0b—-a—-1)/2, js=(a+b-1)/2,
jiz=02n+a+p)/2, jes=s j=(a+b—14+a-p3)/2.
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Luego

{jl Jo jljz} _:{jl J2 j1j2}

gogoas S, \ioios

—(—1)itirts U1 +37 + s+ gl + 5 — slg!lin — J + slg!lds — j2 + slg!
[ — g1+ slg!ly3 + g2 — slg!lj2 — g3 + slqg![j2 + j3 + s + 1]/

(251 — 252]q![272]q![j2 + J3 + 7 — Jalg!
(271 + g1 + Js — J2 — Flg! i1 — Js — J2 + dlg!lr + Js — J2 + 5 + 14!
Ademas, sustituyende =ay s = b — 1 en (5.43) y usando (5.10) y (5.11) se encuentra que

{]:1 ]2 ‘j12‘ } :(_1)j12+j3+j
J3 7 J3—J2 q

" 12 + g3 — lq![272]¢ T2 + J3 + J + 1]¢![273 — 272]¢! 72 — J1 + J12]g! (5.46)
1 — Jo + 73 — Jlg!lr + J2 — Ji2lg!ldn — je +js + 5 + 1]¢! .
1+ j2 — 3 + lg! i1 — d2 + Ji2lg!lds — Jiz + Jlg!
(273 + 1]g![73 — 71 — g2 + Jlg 12 — 43 + Jlg!ld1 + g2 + Jiz + 14!
y
{ JuoJ2 iz } = (—1)hitiatisti
J3 7 J2+733 q
12721412 — 73 + Jlg'J2 — 71 + Js + 714! 27314 41 + J2 + j3 — Jl4!
% (5.47)
71+ j2 — Ji2lg' — J2 — Js + dlq'lds — Jiz + Jlg! .

2 — j1 + Ji2lg! i1 — J2 + ji2lg! it + j2 + g3 + 5 + 14!
252 + 23 + 1 12 + Js — dlg! i1 + Jo + iz + Ugljie + js + 7 + 1!

La relacdn (5.43) permite obtener varias relaciones de recurrencia pabg-ssbolos dellge-
bra cuanticaSU,(2) usando las propiedades de Ippolinomios de Racah. Ada RRTT (2.9)
resulta

(i | (e i
[2;12]qu+{ Lz } +[2712+2] 4, { o Ja e }
3 J23 q J3 J23 ‘

_<[2j12]q[2j12+1](1[2j12+2]q([j23]q[j23+1]!1_[j3_j2]q[j3_j2+1]q)+[2j12]q
X [j1—=Jo+J12+1]ql12— 1 —d2lqlira+Js — g+ 1glir2+js+7+2]g — [2j12+2]4
Ji o J2 jlz}
Js J  J23

I

X [J12—j3+7lqli1 +je+i12+1glis —jiz+i+1]4[d2— 1 +j12]q> {
q
(5.48)

donde

Ay = \/UQ — J1 + Ji2lgli — J2 + dr2leline — g3 + lglyie + Js — jlglin + g2 + g1z + 1g
x\/[j12 +j3 + 7+ Uglit + g2 — jiz2 + 1gljs — j12 + 7 + 14

Aj = \/Uz —J1+ g1z + Uglir — J2 + jiz + Uglire — jz +J + g2 + s — J + 1
X\/[jl + J2 + Ji2 + 2gli12 + Js + 5 + 2lgli1 + Jo — Jr2lglis — ji2 + Jlg-

(5.49)
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Las expresiones (5.13) y (5.14) dan lugar a

U(j23+1){ 2 J12 } + U(—j23—1{ ‘7,1 J2 ‘712}
4 q

Js J Jst1l Js 7 J23
TP (5.50)
— 9 +2\/._.+. ._.+.+1{1-2 273 2 }7
2523 4 2]g1/ 2 — J1 + Ji2leli1 — 2 + Ji2 + 14 is j jos+ 1 .

J3 i Jsts J3 J  Js—3

U(_j23_1){]1ji-2 J "2 J12 }_Fm{th 32>2 3121}
q q

= (2723 + 1]q\/[j12 — 1+ Jalglirz + 71 — G2 + 1], { 1o J2 12 } ’
q

Js J  Jos
(5.51)

respectivamente, mientras que de lasrfulas de diferenciagn (5.15) — (5.16) se obtienen las
relaciones

, o2 g2 oo ) ogr g2 Jiz+1 }
2712 + 2],A s Co + 12 A : : ) +
2712+ 2lg 4, { J3 J Jz—1 }q [2723la 44 { Js J Jos .

(U(j23)[2j12 +2]g + [71 — J2 + jiz + 1g[2523]gA(J12. j23, J1, J2) { B3 } -
J3 7 J23 q

(5.52)

' . . . ' B . . 1
210 + 2 A*{?l 2 } — [2j23 + 2 A*{].l J2 }
[‘]12 ]q 1 Js J Jast1 q [j23 }q 7 J3 J J23 q

+ ([2j12 +2]q0(—joz — 1) — [2j23 + 2]¢[j1 — J2 + j12 + 1]q (A(J12, 23, J1, J2) (5.53)

. o . ‘ Ji J2 Ji2
+ [j12 — g1 + jola[2Zj12 + 20g[2jos + 1 i =0
12 = J1 + J2lq[2712 + 2]q[2723 ]‘1){ js J  Jo3 }q

respectivamente, dond% viene dado por (5.45)5?; por (5.49) y

A(j12, 23, 91, J2) =0 (—ji2 + j1 — j2 — 1) — o (—ji2 + j1 — jo)

j12_j1+j2] [ Ji2—J1+ 72

e e— Jo3t+——m——
q

1
2 2 +

— [2j12 + 24 |J23 +
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Usando las representaciones hipergewivas (5.7) y (5.9) se obtienen la representaciones para
los 6j-simbolos en&rminos de las funcioneshipergeonatricad (2.14)

{ T } = (_1)j12+j23+]'2+]' [QjQ}q!\/[jm —J1t 5l
g g g ), 1 — j2 + 73 — jlg!ldr — d2 + 3 + 5 + 14!

1+ + Jos + gl + 5 — Jasle!ln — 7 + Jasle!lis — Ja + jasly!
17— g1+ J23lq'[Js + J2 — Jaslg! g2 — g3 + Ja3lq![j2 + Js + j2s + 14!

y 12 + j1 — Jolg'ld + Js + 7 — Jizlg! iz + js — jlg'lis + jiz + j + 1]4!
[j12 —J3 +j]q![j1 +J2 + J12 + 1]q![j1 + J2 _j12]q!
J1—J2—J12,J1 —Je+J12+ 1,93 —J2 — Jo3, jezs + 3 —Jjo + 1
X 43 S . . . . . . . , 1,
—2jo, i—Jetys—J+L n—Jetizt+j+2

y

{ J1 J2 J12 } _ (_1)j1+j23+j 272]4'[j2 + J3 — J1 + jlg!
g3 Jas 1 — g2 — Js + jlg!

[J1 47+ jos + g1 + J — J2slg!lin — J + j23lg!lJ3 — J2 + Jjoslg!
(7 — 71+ Joslq![ds + j2 — j2slg! g2 — Js + Joslq![d2 + j3 + j2z + 1]4!

" [712 — j1 + J2lg' e + g1 — Jalqg!ldie — js + dlg!lds + jiz +J + 111
1 + Jo + j12 + g [j1 + jo — j12lg![ds + 7 — Jr2le! 12 + g3 — Jl4!
X 403 < Ji—J2—J12,J1 —Je+ 12+ 1, =3 —Jo + Jjo3, —J23 —J3 —Jjo — 1 ‘q 1>
—2jo, p—Je—J3sti+1l, j1—J2—Js—J ’

Notese que a partir de las representaciones anteriores los valores (5.46) y (5.47) se obtienen in-
mediatamente. btese adeds que ladiltimas Brmulas son una forma expita alternativa para
calcular lossj-simbolos. Una terceréfmula expicita se sigue a partir de (5.12)

{Jl J2 jlz} _
Js 3 gz ),

\/[j23 + g2 — jalgld2s + Jo + J3 + 1! j2s + 7 — Jilq!lj2 + J3 — J2slq!

[j23 +J3 — jQ]q![jZS +J1— j]q![jQS +n+Jj+ 1]q![j1 +7- j23]q!

" 12 — g1+ Jalg! 1 — J2 + Jialg! [ + 2 — Jrolg!lds — Ji2 + 4!
12 — 3 + glg' 12 + d3 — dlg!ldt + j2 + g1z + g1 + js + 4l
P2 QU2 (ki it 2k 4 ) — iy — jia + 2ja3 + Uglk + jos + jis — jal!
= [Klg!le — v+ G2 — Klg! 23 + 1+ Elg!k + 2z + J1 — jr2 — Jislg!
o [2j23 + k — ji2 + 1 — j2lg![k + jos + j1 — Jlg'[k + jos + j1 + 7 + g1 + J — oz — klg!
[k + joz + j1 — jiz + j3 + Ug! [k + jo3 + j — jo — ji2]q![j2 + j3 — joz + 1 — k]!

X

Para concluir esta seéti se debe puntualizar que las relaciones (5.40) y (5.41) dan lugar a las
relaciones de ortogonalidad para éepolinomios de Racahz,%’ﬁ(x(s), a,b)q, (5.7) y a susluales

ug“ﬁ' (x(t),d,b),, respectivamente, y tamén que la reladin (5.22) entre log-polinomios de
Racah y sus duales se deduce de la retade simefia (5.42).

“Para obtener la representatien €rminos de las series hipergegtricas tasicas es suficiente con usar la redaci
(2.17).
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5.5. Los 6;j-simbolos y los ¢-polinomios alternativos de Racah @2 (z(s), a, b),

En esta sec6n se hai el mismo aalisis comparativo pero con lgspolinomios alternativos
de Raca ~%’ﬁ(gr;(s), a,b)q. En primer lugar se elige, de nuevos jo3, a = jz—j2, b = jo+j3+1.
En este caso la conén viene dada a tr&s de la expreén

L s) _

(—1)72 st [[215 + 1], { i sz ﬁz } = ”;%) 098 (2(s), a,b)q, (5.54)
dondep y d,, son la funcbn peso y la norma, respectivamente, degigmlinomios alternativos

de Racahﬂ%’ﬁ(x(s),a, b)y, (véase la secon §5.2) sobre la red (5.1), ¥ = ji + j2 — Ji2,
a=j1—ja—J3+3=20,=j1—Jja+j3—7=0.

Usando (5.54), la ecuam en diferencias (2.25) paﬁ’ﬁ(m(s), a,b), se transforma en la RRTT
(5.44) y la RRTT (2.9) se transforma en la ecoacen diferencias (5.48). Evaluando (5.54) en
S =jo3 = j3—j2Y s = joz = jo+j3+1yusando (5.28) y (5.29) se recuperan los valores (5.46)
y (5.47), respectivamente. Si se sustituye ahota0, i.e., j12 = j1 + j2 Se obtiene el valor

{j1 J2 j1+j2} ,:{ﬁ J2 j1+j2}

J3 J J23 q J3 ) S q

_ (qyit [271]q![272]q! 1 + 2 + 3 + 5 + Ug! i1 + J2 — js + 4!
(271 + 2j2 + 1! [—J1 — Jo + j3 + jlg!lje + jz + s + 1]!

" [s — g1+ Jlg'[s — j2 + jag!
U +7 = slg!lin — 7+ slg!lin + 7 + s+ g2 + Jz — slq!li2 — js + slg!

Ademas, dado que este caso puede obtenerse del anterior realizando las sustituciones descritas
previamente, se omifin todas las expresionesédmgas a las obtenidas antes. Los detalles pueden
encontrarse en [27].

5.6. Conexion entre u2#(z(s), a,b), y u®(x(s),a,b),

A continuacon se obtendr la formula que conecta ambas familias. De hecho, las ecuaciones
(5.43) y (5.54) sugieren la siguiente refatientre ambas familias

T(s—a+f+1)L(b+ a—s)
I(s+a—F+ 1D (a+1+mn)

B (2(s),a,b)g = (=1)*70"

~ N (5.55)
« F(b+o¢+ 1+ s)la+b—5—n) uP (2(s), a,b)q.
I'(B+1+n)(a+b+a+1+n)

Para probarla es suficiente sustituir tarfiula anterior en la ecudxi en diferencias (2.25) de
los q-polinomiosﬂ%ﬁ(x(s),a,b)q. Tras algunos @culos sencillos resulting dicha ecuatise
transforma en la correspondiente ecoacen diferencias para los poIinom'ro%’ﬁ(a;(s), a,b)q.
Notese que a partir de esta refatise sigue que

r a—b+n+la—-b—a—-—0F—na—s,a+s+1 1) = (B+1|q)s—a

478 a—b+1,2a—B+1l,a—b—a+1 ") T (20— B+ 1q)s—a

X(b+a—|—a—|—1]q)3_aF —n,a+pB+n+1la—s,a+s+1 1
(a—b—a+1)s_q 473 a—b+1,0+1,a+b+a+1 ’
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Esto da lugar a la siguiente identidad para la serie hipergg@a tasicaypsz, n, N —n — 1,k =
0,1,2,...,

; qn—N—&-l’ q—n—N—&—lA—lB—l’ q—k;’ q—kD 0
4¥3 qlfN’ qukDBil, qlfNAfl 5

_ ™ (@Bigk(¢" DA ) ¢ " ABq",q % ¢*D
AFBE (DB g, (VAT g) P\ ¢V gB gV DA [T
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Tabla 5.2: Principales datos de lpgolinomios de Racaﬁﬁﬁ(:p(s), a,b)g

Pa(s) a5 (2(s),0,0)q - 2(s) = [slals + g
(a‘yb) [(l,b— 1}
(5) I(s+a+1DI(s+a—B8+1)
P D(s+a+b+1)I(b+a—s)(s—a+)I(s+b+1I(s—a+ B+ 1)D(b - s)
—3<a<b-la>-1,-1<f<2a+1
o(s) [s —alqls + blgls —a+ Blg[b+ a+s]q
o(—s — 1) [s+a+1gb—s—1gls+a—B+1qb+a—s—1]4
) [2a — B+ Lg[blg[b + alg — [2b + a = 1]g[algla — Blg — [2b+ o — 1]g[2a — B+ 1]4
7(s
—[2b—2a+ a+ B —2]qz(s)
—[2b—2a+a+ﬁ—2n—2}qx(s+%)—l—[a—l—%—i—l]q[b—%—l]q[a—s—%—l-l—ﬁ]q[b—%—&—a—l}q
n(8)
—la+ 3lqlb - Flala+ 5 = Blglb — 5 +alq
An n]g[2b—2a+a+B8—-—n—1]q
B 1
" [n]q!
2 ] ~f(2a+n—,q+1)f(2b—2airo<+,6—n)[2b—~2a—2n—1JEoc+ﬁ};l
" (n+1)T'(b—a—n)T'(b—a—n+a)l'(b—a+B—n)I'(2b+a—n)['(b—a+a+B—n)
(5) L(s+a+n+1)T(s+a+n—B+1)
b [(s+a+b+1)I(b+a—s—n)[(s—a+ 1 (s+b+ 1) (s—a+B8+1)I(b—s—n)
a (=1)"T[2b — 2a + a + B — n),
" [n]4'T[2b — 2a + a4+ 8 — 2n],
o _ n+1)q[2b —2a+a+B—n—1]q
" 26—2a+a+B—2n—1]426—2a+a+ 6 —2n—2],
[2b—2a+a+B—n—1]4la—b+n+1]q[2a—B+n+1]gla—b—a+n+1],
p lalqla+1la+ [2b—2a+a+B—2n—1]4[2b—2a+a+B—2n—2],
" | [2b+a—n]glb—ata+B—n]sb—atB—nlqn]q
" [2b—2a+a+8—2n—1]4[2b—2a+a+S—2n],
_[2a—B+njg[b—a—n]q[b—a—n+ads[b—a—n+Hq[2b+a—n]q[b—atatB—n],
o [2b—2a+a+6—2n—1]4[2b—2a+a+56—2n],







Los ¢-polinomios semicl asicos

6.1. Introduccion

En este caitulo se consideran algunos problemas relacionadas con los polinomios ortogo-
nales semidésicos.
En esta memoria se han definido lpgolinomios en base a la ecuanide Pearson éase la
Definicion 3.3.1)

Alo(s)p(s)] = 7(s)Va1(s)p(s)

dondes(s)+37(s)Va1(s) y 7 son polinomios de grado a loas 2 y 1, respectivamente. Teniendo
en cuenta dicha definimn, se puede plantear la siguiente pregunta: ¢Es posible encontrar SPO
respecto a funcionales linealagales que satisfagan la ecuatidistribucional

A
Vzi(s)

[pu] = ¢,

dondeg(s) + 2¢(s)Va1(s) y ¥ son polinomios de grados,> 0, y | > 1, respectivamente?.

Nota 6.1.1. Dado que la red que se considegarz(s), en este caipulo es de tipo lineal, bas-
tar& con suponer que es un polinomio de gradb.

Los polinomios semiésicos eéindat fueron introducidos por J. A. Shohat [124] quien con-
sideo el funcional linea u definido mediante la integral

(u,p) = /m p(z)p(r)dz,

1

donde losimites de integraéin son finitos o infinitos, y satisface la ecuamn de Pearson

2 [d@hn(@)] = B()ol),

'Esto es, las SPO respecto al funcional line&l cual satisface la ecuaci distribucionali [g?ﬁu} = zZu, dondeqz?

y 1 son polinomios de gradd, > 0,y [ > 1, respectivamente.
2Al funcional respecto al cual una SP seragita es ortogonal se denomiafuncional semidisica
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dondeg y ¢ son polinomios de grados,> 0,y [ > 1, respectivamente.

En ladltima decada P. Maroni [103, 104, 105, 106, 107] y algunos de sus colaboradores [78,
105, 108] han contestado parcialmente a la pregunta anterior encontrando diversos ejemplos de
familias semidhsicas. De hecho, P. Maroni es cuguien ha realizado el estudi@mdetallado de
dichas familias.

Dos conceptos fundamentales relativos a las familias sasitels son las deares admisibles
y la declase de un funcional semédica

Definicion 6.1.1. Seanp y ¢ dos polinomios de gradd, > 0,y > 1, respectivamente. Diremos
que , ) es un parg-admisible siempre que se verifigue una de las siguientes condiciones:

1. grd(AVg) # grd(4).

2. grd(AMg) = grd(¢), y
. —_

lim — [ADP (0) = Tim — AL . AD (0) £ —n, n e N.
a—1 ]! q—1 [1]!

De hecho, si se toma= max{grd ¢ — 2,grd ) — 1}, se dice que el parg ¢’) es de ordem.

Teniendo en cuenta esta defifigj dado un funcional semadico,u, se puede definir el con-
junto de todos los pares admisibles asociadasamo

P2 .= {(¢,) € P* : $monico y A[pu] = ¢)Vz;(s)u}.

Se puede definir eB? el orden parcial<, sobreP? respecto al cuaP? tiene uninico elemento
minimal (¢, ¥o).

Definicion 6.1.2. Dado un funcional semiakico,u, se define la clase del funcionalcomo

o = méx{deg(¢o) — 2, deg(vo) — 1} = (ﬁ)igpg méx{deg(¢) — 2, deg(y) — 1}.
Luego,o es la menor de los ordenes asociados a los pares admisihles de
Pueden encontrarse todos los detalles relativos a estas definiciones en [77].

6.1.1. Los polinomios tipo Krall

En losiltimos d@os han sido estudiados intensamente funcionales los cuales son perturbacio-
nes de un funcional linealmediante la adiéin de masas de Dirac — los denominados polinomios
ortogonales tipo Krall — @ase, por ejemplo, en [21, 22] y las referencias contenidas en estos), i.e.
u=c+ Ad(z — xgp), donded > 0,zp € Cy

(6(z —y),p(x)) =p(y), peClr]

De particular intes resultan ser aguellos casos en los que el funcional iniciahgis@lesindar
(Jacobi [21, 85], Laguerre [21, 81], Hermite [21], y Bessel [100]) o discreto (Hahn, Meixner,
Kravchuk, y Charlier) [18, 19, 20, 46, 47, 68]. Un casasrgeneral es el siguienta: = ¢ +

S M Aid(z — a;) — X)L, B;d'(z — b;) el cual ha sido estudiado en [12] donde se ha puesto
especiaknfasis en que sea un funcional lineal semasico.

En [24] se estudia en detalle el caso dordes un funcional lineal discreto semndésico og-
semichsico .
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En esta memoria se lahincapé en el caso cuandoes un funcional linead-clasico y se cons-
truiran los polinomios tipo Krall asociados a las familigslasicas de la tabla de Hahn [23, 87].
Este caso no es muy conocidogl@sunos pocos dktulos estudian ejemplos concertos: los poli-
nomios de Stieltjes-Wigert [56], un caso particular de los polinomios peguge Jacobi [139], y

los polinomios de Al-Salam & Carlitz | y discretos de Hermite | [24].

Asi, el inteés de esta contribuim es la de continuar el trabajo comenzado en [24] y estudiar diver-
sas familias deg-polinomios ortogonales tipo Krall. En particular, se obtémdos Imites de los
g-polinomios tipo Krall en la tabla de Hahn. En este sentido se confirelagstudio comenzado
en [21] concerniente a las relaciongémsite entre las familias tipo Krall.

6.1.2. Las relaciones de estructura de las familias semiclasicas

Las sucesiones de polinomios ortogonatedasicos, az-polinomios, ¢-polinomios grandes
de Jacobig-polinomios de Laguerre, de Al-Salam & Carlitz I, de Charlier, etc.) se caracterizan
por la propiedad que su la sudaside susj-diferencias (mnicas) son, de nuevo, ortogonales
(propiedad de Hahn,éase [71]). De hecho, el operadgdiferencia es un caso particular del
operador de Hahn el cual se define como

flgz + w) — f(x)
(¢—Dxr+w

L‘],u(f)('r): ) WEC,QEC, ’q‘ 7é1

En lo que sigue, se trabagacon polinomiog;-semichsicos yg-clasicos de la tabla de Hahn, por
tanto se considerarla redg-lineal z(s), i.e. z(s + 1) = gz(s) + w. Notese que en este caso,
dado que la red eglineal, los operadoreAM) y I, , coinciden, de aqueA™) = L, .. Notese
adenas que, sij — 1 el operadorA()) se transforma en el operador en diferencias finitas progre-
sivasA. En tal caso, cuande — 0 se recuperan los polinomios senaisicos egtndar [106].

Existen varias formas de abordar los polinomios ortogonaksmichsico. Por ejemplo, la ecua-
cion funcional (la llamada ecudxi de Pearson) que satisface el functional de momentos permite
un estudio eficiente de algunas cardstaras de log-polinomios [23, 77, 78, 111]. Sin embargo,
las sucesiones depolinomios ortogonaleq,C, },,>0, pueden tami@n caracterizarse teniendo en
cuenta su ortogonalidadiasomo las siguientes ecuaciones en diferencia, las denominadas rela-
ciones de estructura.

e Primera relacbn de estructurg?], [84], [116]

n+t
O(s)CH(s) = Y AwCuls), m >0, Aun #0, n >0, (6.1)

donde® es un polinomio cogrd ® = ¢ < 2y C(s) := [n + 1] "' AMC,,(s), donde,

[n] := , n>0. (6.2)
ee Segunda relaéin de estructurgl10, 111]

Ca(s)= > 0,,CM(s), n>t,0<t<2, Opp=1n>t (6.3)

)

v=n—t

La generalizadin de estas familias da lugar a lggolinomios semidsicos los cuales fueron
introducidos por J. C. Medem [110]
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Para las sucesiones gigpolinomios, los cuales sapsemichsicos de clase cero, las relaciones de
estructura (6.1) y (6.3) se convierten en

AA]?(S) = GnPui1 () + OuPa(s) + GaPar(s), Fn #0,

76) L jgiaPa(s) = 605) G

Po(s) = P (s) + 6,PM. (5) + e, P (s).

¢(S)Lq,wpn(s) = (b(s)

= AnPoi1(5) 4 BuPu(s) + nPro1(s),  An #0,

6.2. Relaciones limite entre los ¢-polinomios tipo Krall

En este apartado se considérana extenéin natural de varios resultados relativos a los poli-
nomios tipo Krall introduciendo una modificéci de un funcionaj-clasico lineare, mediante la
adicion de una o dos masas puntuales, esto es,

u:=c+ Af(x —x9) + Bé(x — 1), =mp,z1 €C, A, BeC,

los cuales se denominarpolinomios tipo Krall. Par&@stos, se obten@n tanto sus expresiones
explicitas, dando su represent@acien €rminos de las series hipergesinicas lasicas, como las
relaciones entre las distintas familias@dpolinomios de la Tabla dg-Hahn.

6.2.1. Preliminares

En esta secbn se consideran algunasdrmulas relativas a log-polinomios,P,, de la tabla
de Hahn, los cuales son ortogonales respecto a un funciaasico,c, [111], i.e.,

(cg, PuPm) = 0pm, d2#0, n,m=0,1,2,.... (6.4)
Estos funcionales usualmente son de la fornéaée secon 6.2.2 para ias detalles)
o0
Z P(s)p(s)Vz1(s), q¢-polinomios pequigos de Jacobi, Meixner, Wall, Charlier,
s=0

<Cq,P> = 51
/ P(z)p(x)dgz, g-polinomios pequigos de Jacobi, de Laguerre,

/ F(t)dat,

representa lg-integral de Jackson @ase [66, 82] ¢2.5.1),p es una fund@n peso que satisface
la ecuaddn en diferencias de tipo Pearson

(6.5)
etc., donde

T pls+1) _ als) +7(s)Va(s)
Blo(s)o(s)] = 7))V (s) = L0 e

y z(s) = c1¢° + cs.

Si se considera ahora la sud@sideg-polinomios ortogonales respecto al funciopdineal c,,
estos satisfacen la ecuanilineal en diferencias de segundo orden de tipo hipergea (4.14)
[116]. Adenas, estas familias satisfacen varias relaciones algebraicas tales como una RRTT

x(8)Pp(s) = anPry1(8) + BnPn(s) + vnPn-1(s), n=0,1,..., (6.6)
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tomandoP_; = 0, las relaciones estructura (@fulas de diferenciagn)

U(S) VVZH((SS)) = anPn-i-l(S) + anpn(s) + %npn—l(s), n = 1, 2, ceey
(6.7)
O(s) AAZ"(S) = QnPos1(8) + BuPu(s) + AnPo1(s), n=12,...,

donde, como ante§)(s) = o(s) + 7(s)Vzi(s), ad como la brmula de Christoffel-Darboux

o) = 35 lfle) G el it

m=0 m

(6.8)

De ahora en adelante se denatporK,, (sg) al valor K, (so, so). A partir de (6.8) y (6.7) se sigue
que

1. Sio(sg) = 0, entonces

s s0) = P, (s0) an o) — o(s) VP,(s)
By o)~ s ) ©9
2. SiO(sg) =0, entonces
B P, (s0) Qn N O(s) AP,(s)
B Y CR ERiCRE ey~ o B

Nota 6.2.1. Un calculo directo muestra qugﬁ y 7 son independientes de la normalizaci
(6

n n

empleada para’,, i.e. siﬁn(s) = C, P,(s) entonces dichos radios no cambian. Aden(8, ec.
(6.15)])

OJn % o On

Tn O, Tn Qp

6.2.2. Los ejemplos

En esta secbn se incluian las principales propiedades de las familiag-g®linomios que
se estudid@n en el resto de la seéai (para ns detalles &ase [82]). En todos los casos se ha
usado (6.9) y (6.10) para calcular logateos en los puntos correspondientes. De ahora en ade-
lante se consideraran, adasy medidas de probabilidad, id% = 1. Este hecho séritil para
obtener losiimites correctos para los correspondientgmlinomios tipo Krall. A partir de ahora
se empledr la notaddbn esindar para las series hipergesintas lasicas. Para as detalles &ase
[66].

1. Losg-polinomios grandes de Jacobi:
Esta familia de polinomios fue introducida por Hahn en 1949 y son, como se mémacon
anterioridad, la familia s general dg-polinomios sobre la reg-lineal x := z(s) = ¢°.
Dicha familia es una sucési deg-polinomios ortogonales respecto al funcional lineal

(cP Py .= /aq P(z)p(z)dgx, (6.11)
cq
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donde la fundn pes, est soportada sobfieg, aq], con0 < a,b < ¢!, ¢ < 0 (véase la
tabla A.3). Si adem&s se tiene en cuenta que

abc™Lq; nt1\ 7
P,(ag;a,b,c;q) = ((ng)q)n (—Cq 2 ) ;
b n

b y4q)n ntl\ 7
Pn(cq;a7b7 G Q) = EQZZ)) <—Gq 2 ) )

se obtienen las siguientes expresiones paralokeas

(ag, abg; ¢)r [(1—(1”)Pn(w;a,b,6; q)—(x—cq)(1—q ") Dy-1 Py(z;0,b, ¢; Q)]
(4,56 0)n (1—abq)a™

KB (5. 1) = aq(aq, abq, cq; q)pn [0(q" —1) Py (x5 a,b, ¢; ) — (bx—c)(q—1)Dy Py (23 a, b, ¢; q)
(g,bq, abc=1q; q)», (1 — abq)(—acqn/>+1/2)n ’

K (v, a9) =

)

KBqJ(Jj Cq)_ (abq,CQ;Q)n [(1—q_")Pn(ac7a7b, & q)—(fv—aq)(l—q_l)Dq_an(x;a,b,c; Q):|

n=1 D ahe s ) (1~ abg)er |
(6.12)
y
n—1
1 — abg®*1)(aq, abq, abc™q; q);, L k=1NE
KB aq ( ’ ! &4 —a 10(] 2 ’
n— 1( ) kz: (1 — abq)(q, bQ7Cq7 ) ( )
n=1 —abq2k+1)(bq abq, cq; q _ L
KBqJ ( . B
o) = ;;) (1 — abq)(q, ag, abcq; q), ( 2 ) 7
n—1
= § Ot ()t
e e (1 —abq)(q,bq, abc™'q; )k
n—1
1 — abg®*+1)(abg; q)(— 1)kq(2) (abg?; q)n— v
KB (aq,cq ( ’ = L(-1 ”Q(Q)»
a1 ( )= ;;) (1 —abg)(g; @) (¢ @In—1 )

n—1
1 — abg®*')(ag,abg; @)k _  (aq? abg®; q)n-1
Kqu(aq, 1) ( ) ) . ) sq)n
1 Z (

= (1 —abg)(q.bg; @)e(aq)®  (¢,bq:@)n-1(ag)"~"’

dondeD, es, como antes, lgdiferencia de Jackson&ase por ejemplo [82] §2.5.1),

P(qz) — P(2)
(¢—1z =

Nota 6.2.2. Los polinomios grandes de Lagueri,(x; a, ¢; ¢), Son un caso particular de
los grandes de Jacobi:

DyP(z) =

Py(x;a,¢q) = Py(z;0,0,¢q),

por tanto todas sus propiedades pueden obtenerse de las correspondientes propiedades de
los g-polinomios grandes de Jacobi tomanide- 0. Por otro lado, un caso especial de los
g-polinomios grandes de Laguerre son lgpolinomios afines de Kravchuk [82, p. 101]

KM (q7%p,N;q) = Pu(q~ ;0,4 V15 q),

de ahi que se pueda realizar un procescédmgo para estos.



6.2 Relaciones limite entre los g-polinomios tipo Krall 113

2. Losg-polinomios de Meixner:
Estosg-polinomios son ortogonales respecto al funciankheal

(€™, P):=> " P(s)p(s)g*, (6.13)
s=0

donde la funddn peso est soportada sobrg, +00), con0 < b < ¢~1, 0 < ¢ (véase la
tabla A.6). Adenas,M,,(1;b,c|q) =1,y

bq; @)n n
KZJ_VII (z, l)z(q(—c_lc)]‘q) [(1—q VM, (256, ¢;q)— (x+bc)(1—q)Dq71Mn(x; b, ¢ q)] ,
n—1
bq; Q)
KM (1) = (ba; k
w1 () (¢, —c ‘g @)k

(6.14)

Nota 6.2.3. Un caso especial de laspolinomios de Meixner son lgspolinomios canti-
cos de Kravchuk [82, p. 98]

K3 (q™%p,N;q) = My (¢ % ¢ V71 —p7hiq).

3. Losg-polinomios de Laguerre:
Esta familia dej-polinomios es ortogonal respecto al funcional lineal

+oo
(€™, P):= " P(cg")p(s)q", (6.15)

S=—00

donde la fundn pes@ (véase tabl&?) est soportada sobf@, +00), a = ¢%, x := x(s) =

cq®. En este casdl™ (0; q) = (ag; ¢)n/(q: Q)n, Y

aq; Ok 1 (ag% @)na
¢ =
(¢ Q1
(6.16)

1—q¢! B
ngl(x70) = d Dngza)(q 137§Q)7 K%L—l(o) X
a = (G Ok

4. Losg-polinomios de Stieltjes-Wigert:
Para esta familia de-polinomios el problema de momentos es indeterminado, es decir,
existen infinitas representaciones para el funcional lieédi respecto al que ellos son
ortogonales (&ase, por ejemplo, [82]). Ajse elegia el siguiente

(W, P) = / P(x)p(x)dz, (6.17)
0
dondep es una fundn peso soportada solfe +oo) (véase la tabl&?).

En este cas6,(0;9) = 1/(q; q)n, luego

_ _ 1
KM (2,0) = (1 — ¢ ) DgSulq'23q0), K3 (0) - G (6.18)
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6.2.3. Los ¢-polinomios tipo Krall

En esta secbn se introducin losg-polinomios ortogonales tipo Krall. En un &xtilo recien-
te [24] los autores introducen los polinomios discretos tipo Krall como una pertarbdei un
funcional lineal discreto ékico o semiésico y desarrollan una téargeneral para encontrar las
propiedades algebraicas tales como RRTT, ecuaciones lineales en diferencias de segundo orden,
etc. En esta memoria se prestatenddn al caso especial cuando el funcional de pariigas
g-clasico [111]. A§ se considerarel funcional lineatx definido como

(u,P) = (c, P) + AP(z0) + BP(z,), A, B€C, (6.19)

dondec es el funcional lineal considerado en (6.5)y =1 € C. En [24] se presenta una téar
general para resolver este problema cuanddisdenN masas, no obstantéls dos ejemplos
se consideraron en detalle. Age completa dicho trabajo introduéndose nuevos ejemplos y
estableciendo las relacionésnlte entre ellos, de la misma forma como se hizo en [21].

La expresbn expicita de los polinomiosﬁf"B, ortogonales respecto al funcional linea(6.19)
viene dada por [24]

Pul@) = Pule) = 3 AiPu(ai) Ko (@00, (6.20)

donde(P,(ax))M., es la soludin del sistema

M
ﬁn(ak) = Pn(ak) — ZAi]Sn(ai)Kn_l(ak, ai), k= 1, 2, ey M.

=1

La formula (6.20) fue obtenida por primera vez por V. B. Uvarov [13@h&e taml&n [75,52.9]).
Por tanto, ladrmula [24, p.57, ec. (2.5)] da lugar a

ﬁ;:"B(S) _ Pn(s)— |: AKn_l(x, .%'0) :|t |: 1+ AKn—l(xO) BKn_l(.%'(), xl) :|_1 |: Pn(x()) :|
BK, 1(x, 1) AKn - 1(z1,20) 1+ BK,1(71) Po(z1) |7
(6.21)
dondeC"? denota a la matriz transpuesta de Adenas, los poIinomiosP{"B existen para cada
n=0,1,... siy lo si se satisface la siguiente conditi

14+ AKy—1(z9) BKp—1(zo,21)

det
© |: Aanl(xl,l‘o) 1+ Banl(Cﬂl)

] #0, VneN. (6.22)
Cuando la mas® es nula, i.eB = 0, la expreshn (6.21) se transforma en

15,;4(5) = P,(s) — Aﬁrf‘(%)an(az,xo), ﬁf(ﬂco) B P, (z0)

= TTAR G (6.23)

Notese que sB =0y A > 0, entonces la condion (6.22) da lugar a
1+ AKn_l({L'()> >1>0,

por lo tantoP existe para toda = 0,1, ...

El siguiente paso consiste en construir las correspondientes familigpa@omios tipo Krall
asociadas a cada una de las familiaggmlinomios chsicos consideradas en la secti@n2.2.
Se comenzar con la familia de log-polinomios grandes de Jacobi dado que lasaefamilias
pueden obtenerse tomandmites apropiados. Adeais, se elegan los valores dey y z; de
manera que losircleos (6.8) tengan la formaas sencilla, es decir, (6.9) y (6.10).
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6.2.4. Ejemplo con dos masas: Los ¢-polinomios grandes de Jacobi tipo Krall

Seau’4’ el funcional definido por
(P Py = (cP? P) + AP(x¢) + BP(x1), A, B >0,

dondez, 1 € Cy cP?/ es el funcional-lineal (6.11). Los polinomios correspondientes se
denotaan porP;f"B(x; a, b, c; q) y constituyen ury-aralogo de los polinomios de Koornwinder
[85]. La expresbn polinobmica para esta familia se sigue de (6.21)

PMB(xya,b,¢:q) =Py(wya,b,¢:q9) — | AKPY (25 20) BKEE{(«T§«T1):|

BqJ BqJ -1
1 +Aanl(‘r0) Banl (370,1‘1) |: Pn(xo;a7b7 (N q) :|
AKnti](xl,l‘o) 1+BKEE{(-$1) Pn($1;a,b, G Q) ‘

A continuacon se consideran dos casos esgéicos — aunque no por ello de menor relevancia —.

1. Losg-polinomios de Koornwinder

Estos se obtienen cuando $®&eden las masas en los puntos frontera del intervalo de ortogonalidad
de losg-polinomios grandes de Jacobi, i.eg,= cq y x1 = aq. Para estos valores

PP (z3a,b,¢;q) = Pula;a,b,ciq) — AR () K (2, cq) = BPP (aq) K (@, aq).
Entonces usando (6.12) se obtiene

PAB(zia,b,ciq) = (1— (1— ¢ ") Ap) Pol@ia,b,¢;q) + (1 — ¢ 1) By(2)Dy1 Po(w3a,b, ¢ q),

(6.24)

donde

_ (abg;q)n < SAB (cq; @)n SAB (aq; @)n >

An (1 —abq)(q; q)n AP ea) c(abc™1q; q)n T BE (aq) a™(bg; q)n
y
o) = (b5 q)n < BAB (o G DT —ca) | psap, (0d; q)n(:v—GQ))
Bnle) (1 —abq)(q;q)n AP eq) c(abc™1q; q)n B (ag) a™(bq; @)n '

Por tanto

xP;:"B(J:; a,b,c;q) :<(1 —(1—=¢ ™MAp)x + Bn(x))Pn(x; a, b, c;q) (6.25)

— Bn(2)Pa(q ' w;0,b, ¢ ).

Teniendo en cuenta las identidades [82, (3.5.6), (3.5.7)] pataposinomios grandes de Jacobi

q(g" — 1)(1 — abg"*!)
(1 —aq)(1—cq)

qlg7™ = 1)(1 - abqn‘H)
(1-¢)(1—ag)(1—cq)

la expresdn (6.24) puede reescribirse de la forma

P,(z;a,b,¢;,q9) — Pa(qz;a,b,c;q9) = xP,_1(qz;aq,bq, cq; q),

DyPy(z;a,b,c;q) = P,_1(qx;aq,bg, cq; q),

PAB(xsa,b,¢;9) =(1 — (1 — ¢ ™) An) Pu(;a,b, ¢ q)

At e (6.26)
ey Pl i)

+ B, (z)



116 Los g-polinomios semiclasicos

Antes de analizar el siguiente caso se moatgare estos polinomios pueden ser escritog€enit
nos de las series hipergeétricas lasicas. De hecho, por defirfici de losg-polinomios grandes
de Jacobiy (6.26) se tiene
~ 1—(1= n > g, n+1 . k
PnA’B(SC;CL, b, e C_[) — ( ( q Z y L Q)kq
(1 —ag)( 1—cq —  (ag? cq?, q,Q)

(6.27)
X ((1 — aqk—i-l)(l — qu:-‘rl) + En($)(l _ abqn+k+1)(1 _ q—n+k)) :
donde

= _ By ()
Buler) = 3= (1—g ™A,

Si se usa la identidad
(@ Dm(1 = ¢%) = (4% Qm(1 — ¢*+™),
ad como el hecho que el polinomio
(1= ag"™)(1 = eg"*) + B (z)(1 — abg" ™)1 — g H),

eng” tiene dos cerog;®', y ¢°2 los cuales dependen, en general, de todos ldsnpetros, i.e.,
aig = a12(n,z;a,b, ¢, A, B; q), se sigue que

DAB/ .. . n qin ’ abanrl ) qlial ) q17a2 , L .
Pn (xv a7 b7 07 q) - Dn(x) 5S04 < an , Cq2 , q_al , q_a2 Q7 q ) (628)
donde
~ ag(1 — (1 —¢7")An)(A —¢™)(1 — ¢*?) [ bBy () ]
D,(z) = cq + .
) (1= aq)(1—cq) = (-4,

Nota 6.2.4. Notese queﬁn es, en general, un polinomio de grado l:aerPara convencerse que
P,, es un polinomio de grado basta evaluaf6.27)parak = n dado que en este caso el segundo
termino dellltimo corchete se anula.

2.Casozxg =aqyzr; = 1:
Para estos valores

PAB(x5a,b,¢;.q) == Pola;a,b, ¢ q) — AP (ag) K2 (2, aq) — BPAP (1) KDY (2,1).

n—1

Entonces usando (6.12) se obtiene que
PP (wia,b,c0) = (1— (1 - ¢ ") Au(APy(ag) + BRMP (1)Cn)) Pa(a:.a,b, ¢:9)
—i—gn(l — qil)APf’B(aq)(x —cq)Dy-1Py(x;0,b, ¢ q)
+4,(q — 1)BPP(1)C(bx — ¢)Dy (w50, b, ¢ q),

donde
i __ (ag,abg;q)n & - abq(cq; @)n

An — n(n
(1 — abq)(q, bg; q)na (abe~g; q)u(—c)"q 2

De ahi que
xﬁﬁq’B@; a,b,c;q) = <$+zzl\nAP;L4’B(aq) (q_":):—cq) —thBP;f"B(l)an (x (q_”— 1_b) + c))
x Py(z;a,b,c;q) — Ay APYP(aq) (z — cq) Po(q a:a,b, ¢; q)

+ EHBP;;"B(l)an (bx — ¢) Pp(qz;a,b, c;q).
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Siguiendo la misma idea que en el caso anterior se obtiene la éxpresi
PP (wiab,c0) = (1= (1—q ") Au (AP (ag) + BPP(1)Cn)) Pl a,b, )
—AnAP;?’B(aq)(l’ —cq)Pp-1(x;aq,bq,cq; q)

—qA, BP"P(1)C, (b — ¢) Py (s ag, by, cq; q),
(6.29)
donde . _—
A, — 4 Lo —abg")
q(1 —aq)(1 — cq)
Esta familia tamk#n admite una representacien €rminos de las series hipergegtmicas lasicas.
De hecho tras algunosikculos sencillos, como en el caso previo, se obtiene que

q; q) , (6.30)

~ ~ -n n+1 1-p1 1-p2 1-ps
P;?’B(x;a,b,c;q) — Dn(x)GSOB ( q ) abq y 4 y 4 y 4 , L

ag®, cq®, g P, g P g

dondeD,,(z) depende de los pametros definidos para esta familiagf:, ¢* y ¢, son los
ceros de cierto polinomio de tercer gradognque tamtzn dependen de dichos paretros, i.e.
/B’Z = /B’L(nvw7 CL, b7 C, A7 B7 q)! Z = 17 27 3
Nota 6.2.5. Casos particulares de estas familias:
Tomando4 = 0 en(6.28)se obtienen los polinomios
BB a b a) — DB g " abg"tl gm0
P (.’E, a, ba G q) - 'Dn (x) 5%4 < aq2 Cq2 q—oq q—,ﬁ’g

y tomandoA = 0 en(6.30)

q;CJ),
Q§CI)~

Sustituyendo en todas lasrinulas anteriores = ¢~V ~! se obtienen log-polinomios de Hahn
tipo Krall.

g abqn+1 q1—51 ql—ﬁz ql—ﬁs T

PB(r:a.b.c:a) = DB
(.’E, a, 0, C; q) n (Z) 6%¥5 ( aq2 cq2 q—ﬂl q—ﬁ2 q—IBS

Antes de continuaréhganse en cuenta que las familias anterioréspaso las que se mostra-
ran a continuadin, satisfacen una RRTT y una ecuaciineal en diferencias de segundo orden.
Para nas detalles &ase [24].

6.2.5. Ejemplos con una masa
O Los g-polinomios de Meixner tipo Krall
Estos polinomios son ortogonales respecto al funcional lineal
(™ Py = (c™ P)+ AP(1), A>0,

dondec?™ es el funcional definido en (6.13) asociado adgmlinomios de Meixner.
La expresbn expicita para esta familia eséase (6.20), (6.14))

M, M, (1;a,blg) K&, (2,1
M (x;a,b;q) =M, (z;a,blq) — A (1;a, blq) Mn—1($ )
1+ AKGT (1)

Mn(1;a,blg)  (bg; q)n
14+ AK™M (1) (¢ —c'aiq

=M, (x;a,blq) — A N ((1 —q")Mp(x;b,¢;q)

— (z +bc)(1 — q)Dy-1 My (z; b, c; q))

Para esta familia se obtiene una serie hiperggooa tasicasp;.
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0 Los ¢-polinomios de Laguerre tipo Krall
Estos polinomios son ortogonales respecto al funcigiialeal
(u?, P) = ("', P) + AP(0), A>0,

dondec?” es el funcional definido en (6.15) asociado adgmlinomios de Laguerre.
En este caso (6.20) y (6.16) dan lugar a

L wiq) = L (w39) — A

n

LM (0; ) K25 (2,0)
1+ AK?" (0)
LM(0:q) 1—¢7?

1+ AR (0) @

Dngza) (q_1$§ Q)-

Esta familia tamt&n se representa mediante una serie hiperg&wa asicasys.

O Los polinomios de Stieltjes-Wigert tipo Krall

Esta familia de polinomios, que fue estudiada por primera vez en [56], son ortogonales res-
pecto al funcional lineal

WV, Py = (c*V, P) + AP(0), A >0,

dondec®" es el funcional definido en (6.17) asociado a los polinomios de Stieltjes-Wigert.
La representadin para esta familia tiene la forma (see (6.20), (6.18))
Sn (03 ) K% (2, 0)

1+ AKSW (0)

5n(05q) -1 -1
ol (¢ HD, S, -q).
1+AK;§KV1(0)( q )DySn(q 73 9)

Sitw;q) = Sn(z;9)— A
= Splz;q) — A
Este caso da lugar a una serie hipergewita kasicas ;.

6.2.6. Algunas propiedades algebraicas de 15;‘

En [24] se mosth que los;-polinomios de tipo Krall satisfacen una ecu@ciineal de segundo
orden de la forma

A, s)y(s+ 1) + g*(n, s)y(s) + K4 (n, s)y(s — 1) = 0, (6.31)

as como una expresn explcita (en €rminos de los pametros de la familia inicial)ahdose los
coeficientes4, g4, y h4. Tambin en [24] se calcula la RRTT para los polinomigs,

(s) Py (a(5)) = gt Pasy (2(9)) + B Pt (w(s)) + 7o Pty (2(s)), (6.32)
donde los coeficientes?, 3, y 7/ vienen dados por
72

A A n
oy, = O, Yo = On-1%— #£0,
n—1

APy (z(s0)) < Pry1(7(s0)) Po-1(z(s0)) > ’

L _
bn = bt —p T AKa(s0) T+ AK1(s0)
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dondea,, G, Y 7. Son los coeficientes de la RRTT de la familiagdpolinomios iniciales (6.6),
d? = (c,P,P,)y

D BABA _ 2 54,417 sa0 %
&= (w BB = di + [ABNs0)| Kuca(so) + A [Ps0)| = e = 05

es el cuadrado de la norma del polinonflpy P, respectivamente.

O Ejemplos

Aqui se mostraan $lo las expresiones expltas para dos de los ejemplos.
Para los;-polinomios de Laguerre tipo Krall se tiene
FA(n,5) =a(g® + 1) (((1+ba(9) (1 + bals — 1))
— (14 bn(8)bn(s — 1)(a(l + ¢*™ 1) + 1) + bu(8)bn(s — Da(g* + 1)),
n,8) =(1+bn(s + 1))bn(s — Dalg* " +1) + (1 — aby(s — 1)(1 + ¢t 1))
X (1+bp(s+1))(a(l+¢*™) +1) —a(q® + 1)ba(s + 1)),
WA (n, 5) =(((1+ ba(s + 1)) (1 + ba(s))
— (L4 bals +1)ba(s)(a(l + ") + 1) + bu(s + 1)bu(s)alg” + 1)),

g

ap =—1—q" g ta,
Bt =q~ (1= ¢ +q(1 - g"a)a”!
) (aq;Q)n o ((1 —ag™)(1 - aqn+1) . q2(1 . qnfl)(l _ qn72))

a(1—aq)(g;9)%q
a_ 1—ag" ((1+Ag") (g @)n-1 + Alag® @)n-1) (@ Dn—2 + A(ag®; @)n—2)
n ag® (14 Ag"1)(q; @)n—2 + A(aq?; @)n—2) ((¢; Q)n-1 + A(ag?; @)n-1)

donde

ba(s) = — Alag; g)n(1+47°) '
(1= ¢")((¢ On—1 + Alag?; @)n-1)q"
Porltimo, para los;-polinomios de Stieltjes-Wigert-Krall se obtienen las expresiones
FA(n,8) =" (14 ba()) (1 + ba(s — 1))
— (14 ba(8)ba(s = 1)(@*" " 4+ 1) = ba(s)ba(s — g,
9 (n,8) =(1+ bu(s + Dbn(s — 1)g" "+ (1 +ba(s + 1)) (¢ + 1) + bu(s + 1)g°)

X (1 +bp(s — 1)) +ba(s — 1)(¢*™ 1 + 1))
hA(n, s) =(((1+ bu(s + 1)) (1 + by(s))
— (1 +bu(s+ 1>)bn(3)<qs+ + 1) = bu(s + 1)bn(3)q8)7
ap=—(1—g" g1,
A _ _ o ontly —2n—1 A 1 . ¢
B =1+ a=a" g3t <(q; ODn+A (¢ Qn1 +A> ’
a_ 1 (69n+ D60 +A0 - ¢"))

T 2 (g + A (G e + A = g7))

siendo
Aq™*

(¢ @)n + A1 —q")’

bn(s) = —
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6.2.7. Las relaciones limite entre los g-polinomios tipo Krall

En esta secon se estudi@n las relacionedrhite que envuelven a logpolinomios de ti-
po Krall asociados a las familias depolinomios de la tabla de Hahn [87, 111]. Como ya se
menciord los g-polinomios de Koornwinder?,{"B(x; a, b, c; q), (6.25) son log/-aralogos de los
polinomios de Koornwinderi?f’B(x), [85]. De hecho, un&culo directo muestra que

Jim PrB(xia,b,c;q) = PP ().

Consideremos los deams Imites.

Nota 6.2.6. Aunque 6lo se mostraron algunos de los ejemplos considerados en [17], poEmter
del lector se mostram todos losimites considerados en dicha publicawei

1. ¢-polinomios grandes de Jacobi— g-polinomios grandes de Laguerre:
Se sabe que logpolinomios grandes de Laguerre son un caso especial gepgolinomios
grandes de Jacobi tomantle- 0, i.e.

Py(z;3a,0,¢;9) = Po(x30,¢59).
Luego, por (6.23) se obtiene que
PMw;a,0,¢;9) = P (z;a,¢q).

2. g-polinomios grandes de Jacobi— g-polinomios pequéios de Jacobi:
Los g-polinomios pequigosg-Jacobi pueden obtenerse a partir degigmlinomios grandes
de Jacobi a trads del cambio de variable— cqx y tomando elimite c — oo, i.e.

lim P, (cqx;a,b,c;q) = pn(z;a,blq).
C— OO

En este caso, poniendeq = aq y tomando elimite ¢ — oo se obtiene que — 0, por
tanto

lim P,(aq;a,b,c;q) = pn(0;a,blq).
CcC— 00

Teniendo en cuenta que la norma dedgmlinomios grandes de Jacobi se transforma en la
norma de log-polinomios pequigos de Jacobi se obtiene que

lm Pl (cqw; a,b,¢;9) = Py (5.0, 0]q).

3. ¢-polinomios grandes de Jacobi— g-polinomios de Meixner:
Si se toma elimite a — oo en losg-polinomios grandes de Jacobi se obtienendgos
polinomios de Meixner [82]. Por tanto, a partir de (6.23) se deduce
lim P (g% a,b,c;q) = Mg % ¢, —b™ ;).
a—00
4. g-polinomios grandes de Jacobi— ¢-polinomios de Hahn— Hahn:
Tomandoc = ¢~ V! en losg-polinomios grandes de Jacobi se obtienergkp®linomios
de Hahn, i.e. R R
PP (50,0, N q) = QP (w50,b, Nlg).

Ahora, sustituyende = ¢~%, a = ¢%, b = ¢°, se recuperan los polinomios de Hahn tipo
Krall estudiados en [20]

lim Q0 q %5 0% ¢ a7V g) = Q4 (zi e, B N).

g—1~
Nbétese que a partir de los polinomios de Hahn tipo Krall es posible obtener diversas familias
de polinomios tipo Krall utilizando lodrites apropiados @ase [21]).
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5. g-polinomios grandes de Laguerre— polinomios de Al-Salam & Carlitz | . Sustituyendo
x — aqr'y ¢ — ac en losg-polinomios grandes de Laguerre y tomanddreite a — 0 se
obtienen los Al-Salam & Carlitz |, i.e.,

Pn(agz;a,ac; q)

lim = q”U,(LC) (z;q).

a—0 am

Por tanto, _
P aqz;a,ac;q)

1fm = ¢"U (3q).

a—0 a™

6. ¢g-polinomios grandes de Laguerre— ¢-polinomios pequéios de Laguerre/Wall:
Losg-polinomios pequigos de Laguerre pueden obtenerse a partir de fadinomios gran-
des de Laguerre haciendo &hite z — bgx y luego tomando eliinite b — o, i.e.

lim P, (bgx;a,b;q) = pn(z;alq).
b—o00

Por tanto _
lim P (bgrsa. b q) = 77, (x: al).

7. g-polinomios pequdios de Jacobi— ¢-polinomios pequdios de Laguerre/Wall:
Tomandob = 0 en losg-polinomios pequigos de Jacobi se obtienen lggpolinomios pe-
queios de Laguerrg,(x; a,0|q) = pn(z;alq), luego

P (;a,0]q) = P4 (23 alg).

8. ¢-polinomios pequdios de Jacobi— ¢-polinomios de Laguerre:
En este caso de urakculo directo resulta

(G Dn F(a),A
o) = g 1)

X
lim p2 [ — = ¢®
b_mpn( bqvq )

9. g-polinomios de Meixner— g-polinomios de Laguerre:
En este caso, de nuevo, de w@ictilo directo resulta

oA (@ Dn Fa)ag
cll>rgo Mn (CCLQL’, a, ¢ Q) - (qa+1;C_I)nLn (l',Q)

10. g-polinomios de Meixner— g-polinomios de Charlier:

lim M (2:b, a:q) = Gl (2 a3q).

11. g-polinomios de Laguerre— polinomios de Stieltjes-Wigert:

lim L{®4 (2% q) = S2(x; ).

a—00

12. g-polinomios de Charlier — polinomios de Stieltjes-Wigert:

lim C'(ax; a;q) = (4 Q)nS; (73 ).

a—0o0
Antes de terminar este apartado se debe mencionar que para las fanilias de la tabla de
Hahn, i.e., log;-polinomios Kravchuk y log-polinomios alternativos de Charlier, los resultados
pueden obtenerse de formatoga.
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Big g-Jacobi g-Hahn
Krall Krall \
Hahn Krall

Big g-Laguerre Little g-Jacobi g-Meixner
Krall Krall Krall
Jacobi-
; : /\ /\ Koornwinder
Al-Salam & Little g-La- g-Laguerre g-Charlier
Carlitz Krall guerre Krall Krall Krall
Stieltjes-Wi
gert Krall

Figura 6.1: La tabla de Hahn-Krall

6.3. Segunda relacion de estructura para los g-polinomios semiclasicos

Los ¢-polinomios de la tabla de Hahn se caracterizan, como se ha visto & pbr su
condicbn de ortogonalidad y por sus relaciones de estructura. Desafortunadamente, para los
polinomios semidsicos — los cuales son una generali@adie las familias ésicas — @lo se
encuentra en la literatura la primera refatde estructura. En este apartado se de@lunmia se-
gunda reladn de estructura, equivalente a la ya conocida en el casizol

6.3.1. Breve introduccion

La primera reladn de estructura para lgspolinomios semidsicos fue establecida en [77]:

Definicion 6.3.1. Una sucesin de polinomios ortogonale$B,, } >0, se diceg-semichsicasi

n+t
®(s)Bl(s) = Z MpBu(s), n>0, Apn-o#0,n>0+1,

v=n—o

donde, como antesBL”(s) = [n+ 1] 'AMB, 1(s), ® es un polinomio de gradby ¢ es un
entero no negativo tal que > max{t — 2,0}.

Recientemente, F. Marcah y R. Sfaxi [123] han establecido una segunda reftede estruc-
tura para los polinomios semadicos estndar.

Teorema 6.1. Para cualesquierar > 0, polinomio nbnico®, congrd® = ¢t < o + 2, y suce-
sibn de polinomios ortogonalesémicos (SPOM){B,, },,>0, respecto al funcional lineah, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen imeros enteroyy > 1yr > o +t+ 1, cono = max(t — 2,p — 1), tales que
n+o n+o

Y &uBu(@) = > w.BM@),  n>méx(ot+1), (3.36)

v=n—o v=n—t
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dondeB,[l” () =(n+ 1)*IB§L+1(3:).

gn,n—&—o = Sn,n4+o0 = 1, n> méx(a, t+ 1)7 gr,r—agr,r—t 7é 0,
(®u),B,) =0, p+1<n<20+t+1, ((Pu),B,) #0, (c > 1),

y sip =t — 1 entoncegu, BZ)~(u, ®B,) ¢ N.

(ii) El funcional linealu satisface
(®u) + Yu =0,

donde el par(®, ¥) es admisible, es decir, el polinomid es nbnico congrd ® = ¢,
grd U =p > 1,ysip =t — 1 entonces; ¥ (0) ¢ —N, de ordery.

El objetivo de este apartado es el de extender este resultado pgidisomios semidsicos
de la tabla de Hahn.
Se comenzar por la siguiente definioh desucesdn diagonalpara los polinomios semigsicos
esfindar que generaliza la defiriai dada por P. Maroni y R. Sfaxi en [108].

Definicion 6.3.2. Sea{B,,},>0 una SPOM y¢ un polinomio ndnico congrd ¢ = ¢. Cuando
existe un imero entere > 0 tal que

n—+t
QS(S)Bn(S) = Z Gn,VBLI](S)a en,nfo 75 0, n=>o, (6.33)

v=n—o
la sucesbn { B, },,>0 se difa sucesbn diagonal asociada @ deindiceo.

Obviamente, la relabn de tipo finito anterior, la cual se llangarelacon diagonal, no es &s
gue un caso particular de la segunda rélaale estructura para una familia de polinomios. Pero,
algunosg-polinomios semidsicos no son diagonales. Como ejemplo, se menciona el caso de la
sucesbn deg-polinomios semidsicos{@,, } »>o ortogonal respecto al funcional linealtal que
se satisface la ecuasi funcional:A(Vv = Uv, congrd ¥ = 2. De hecho, la sucesi {Q,, }n>0
satisface la siguiente reldci

(2(s + 1) + v.0)Qu(s) = aQu1 () + paQL(s), n 2 0,
donde la redz(s), esqg-lineal, i.e.z(s + 1) — qz(s) = w,

n+1 1
Pn = q [n+ ],TLZl, POZO,
K Tn+1
Tn+2Vn+1

q*[n + 2]

Upo = K+ pn—qBn —w, n>0.

Aqui x es una constante,, y 3, son los coeficientes de la RRTT que la suaesleg-polinomios
{@Qn}n>0 satisface. De hecho, esta suéesno es diagonal y seanalizada con cuidado §6.3.7.
El interés de esta contribum consiste en dar, bajo ciertas condiciones, la segundateldei
estructura con la cual se p@draracterizar una sucénideg-polinomios semid@sicos a tra@s de
la relacbn

n+o n+o
N GwBuls)= Y uBY(s), n>méx(t+1,0),
v=n—o v=n—t

donde,, n+o = Snnto =1, n > max(t + 1,0), y exister > o +t + 1 tal Que&, 5 r—¢ # 0.
Notese que cuando = 0 se obtiene la segunda relaniestructura (6.3).
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6.3.2. Preliminares y notacion

Seau un funcional lineal en el espacio vectorfatle los polinomios con coeficientes comple-
jos y seaP’ su espacio dual algebraico. Se denota (@orf) la accbn deu € P’ sobref € Py
poru, := (u,z"), n > 0, los momentos da respecto la sucesn {z" },>o.

A continuacon, se van a definir algunos operadores. Para cada polinegmitadac € C, sean
AWMy, hu, y (x — ¢)~'u los funcionales lineales definidos solr@or (vease [107, 77])

() (AWu, f) == —(u,Af), feP,
(i) {gu,f):=(w,gf), [, g€eP,
(i) ((z—c¢) ™ u, f) = (0,00(f)), feP, ceC, dondeb,(f)(x)=LE=0E)

Ademas, para cualesquiera funcional linea} polinomiog se verifica la siguiente relam
Lyw(gu) := AD(gu) = g(¢~(z — ) AMu+ AW (g(¢g} (z — w)))u. (6.34)

Sea{ B, }»>0 una sucesin de polinomios ranicos (SMP) corgrd B,, = n, n > 0,y {u, }n>0
su sucedin dual, i.en, € P, n >0,y (uy, Bp) := 0pm, n, m > 0, donded,, ,,, es la delta de
Kronecker. Los siguientes dos resultados son bien conocidessdye.g. [77])

Lema 6.3.1. Para cualesquierar € I, y enterom > 1, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) (u,By-1)#0, (u,B,)= 0, n>m.

m—1
(i) Existel, € C,0<v <m—1, Ap1 #0, tal quen = Y Au,.

v=0

Lema 6.3.2. Para cualesquieratA, 5,7 EN3 T >G5+ t+1y SPOM{€;, },,>0 congrd Q,, = n,
n > 0, con sucesin dual{w,, },>o tal que

Qu(z) = Bp(z), 0<n<t+o,
se tiene quev, = uy, para cadal < k < a.

Si {B,}»>0 s una SPOM respecto al funcional lineal quasi-defimidentonces es sabido
(véase [107]) que sus correspondientes sucesiones dpalgso, Son

u, = 7, 'Byu, n>0. (6.35)
Nota 6.3.1. Se asume qua, = u, 0 sea, el funcional lineah es& normalizado.

Un ejemplo de funcionales lineales @&sbnstituido por los funcionales linealgsemichsi-
cos, es decir, cuandoes quasi-definido y satisface la ecuacdistribucional

AW [®u] = Tu. (6.36)
Aqui (®,¥) es un par admisible de polinomios, i.e., el polinori@s nbnico congrd ® = ¢,
grdV =p>1,ysip=t—1, entonces
p

lim L[AO)]P U(0) := lim 1AW AW U(0) # —n, neNp
q—1 [p]' q—1 [p]' ! ’
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donde[n] es elg-nUmero definido en (6.2)0]! = 1y [m]! = [1][2] - - - [m], m € N, es elg-ardlogo
del factorial usuain!.

El par (®, ¥) no estinico. De hecho, bajo ciertas condiciones (6.36) puede simplificaisgg as
definela clase deu como el ninimo valor deméx (grd(®) — 2, grd(¥) — 1), para todos los
posibles pares admisiblé®, ¥). El par(®, ¥) dado por la clase (¢ > 0 dado quesrd(¥) > 1)
eslnico [77].

Cuandau esg-semicksico de clase, la correspondiente SPOM se digaemicasica de clase.
Cuandos = 0, i.e.,grd® < 2y grd ¥ = 1, entoncear esg-clasica §-polinomios grandes de
Jacobig-polinomios de Charlier, etc). Paraasidetalles &ase [82, 111, 116].

6.3.3. Resultados principales

En primer lugar, se mostran algunos casos particularessieesiones diagonales
Sean{P,}n>0 Y {@n}n>0 sucesiones de polinomiosomicos,{v,, }»>0 Y {Wn }n>0 SUS corres-
pondientes sucesiones duales. & polinomio ndbnico de grada.

Definicion 6.3.3. La sucesin{ P, } ,>o se dice compatible copisi ¢v,, # 0, n > 0.

Lema 6.3.3.[107, Prop. 2.1] Seap un polinomio ndnico de grada. Para cualquier suceén,
{P,}n>0, cOmpatible corp, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un @mero entere > 0 tal que

n—+t

$(2)Qn(z) = Y AuPu(z), n>o, (6.37)
dr>0: ANyp—g#0. (6.38)

(i) Existen un Gmero enterog > 0, y una aplicacdbn deN enN : m — u(m) satisfaciendo

max{0,m —t} < u(m) <m+o, m>0, (6.39)
Imog >0 con pu(my) =mo+ o, (6.40)
tales que
p(m)
¢Vm = Z )\l/,me7 m 2> t, (641)
v=m—t

)\M(m)vm 75 0, m > 0.

Proposicion 6.3.1. [107, Prop. 2.2] Si uno asume qu),},>o e€s ortogonal y{P,},>o €es
compatible conp. Entonces las sucesiones?, },>0 Y {Qn}n>0, satisfacen las siguientes re-
laciones finitag6.37)(6.38) si y Dlo si existen un inimero enterog > 0, y una aplicadbn de
NenN : m — pu(m) satisfaciendq6.39)y (6.40) Adends, existe{k,,}m>0 Y una sucesin
{Ai(m) }m>0 de polinomios ranicos corgrd(A () = p(m), m > 0, tales que

(me = kmAu(m)Wm m Z 0. (642)
De estos dos resultados se sigue el siguiente resultado:

Corolario 6.3.1. [108, Prop. 1.6] Sea un polinomio ndnico de grada. Para las SPM{ P, },,>0,
y { B..}n>0, Ortogonales respecto a los funcionales lineatesu, respectivamente, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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(i) Existe un @mero enterog > 0, tal que

n+t
$(s)Pu(s) = D> AwBl(s), Aip—o #0, n>0.

v=n—o

(i) Existen una sucesin de polinomios @Nicos,{ Q2+ }n>0, cONgrd(Qy4+s) =n+o,n >0
y constantes no nulds,, n > 0, tales que

pulll = k,Qyy o vo. (6.43)
donde{ug]}nzo es la suce$in dual de{BE]}nZO.

Proposicion 6.3.2. Cualquier suceéin diagonal { B,, } ,>0, ortogonal respecto al funcional lineal
u es necesariamente sendisico y satisface

AD[p(g + W) ou] = Pu, 1> 0, (6.44)
donde . .
ale) = IR 0,0 () - (0ol - DBl (649
y 2
dp = [n+1] (W, B o) , n>0. (6.46)

(u, B72L+1>)\n+a,n

Adenas, la sucesin {Q,,}»>0 satisface
Qo (5)ADQ,(5) — Qp () ADQ, 4 (5)

= ¢(s + 1{dnQ0(5)Bn+1(s + 1) — doQlnto(s)Bi(s + 1)}.

(6.47)

Prueba: Sea{B, },>0 una sucedin diagonal en el sentido de la defifioi6.3.2. Si se asu-
me que el funcional lineah es& normalizado entonces, por el Lema 6.3.1, existen una SPOM,
{40 }n>0, Y CONstantes no nulds, },>o tales que

cbu?[ll] = kpQniou.
Luego

kn AV Q1 0u] = AV (37 (2 — w)))ull) + ¢(¢ 7 (2 — w)) ADuf]

<u7 Bn+1>
y 1 1
AW (§(s)p(s — 1)) = p(s) 2EFD == 1) (6.49)

Ax(s)
Combinando (6.48) y (6.49), se obtiene (6.44), (6.45), y (6.46).

Tomando (6.44) para = 0y simplificando el factorA () [4(gx + w)u], por el caacter quasi-
definido deu se obtiene (6.47). 0

Corolario 6.3.2. [108, Corollary 2.3] Si{B; }»>0 €s una suceén diagonal dada po(6.33)
entonces
<o <t+2 (6.50)

N | o+
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Para un funcional lineal semadicou, sea(®, V) el par admisible minimal (respecto al orden
de dichos pares admisibles) donflain polinomio nbnico congrd® = ¢, ygrd¥ =p > 1,y
o :=max(t —2,p—1) > 0.
Luego dada una SPM B, },>0, ortogonales respectog se tiene que

n—+t
Bl (s Z AnwBu(s), n>méx(t—1,0), (6.51)
donde),, ¢+ =1y
-1
Ay = 151w, ®(s) B () B, (s)) = —% (B, du, AV B, 1)
’ [n+1]
-1
= — (B, (¢ (x — w)AD[@u]+ AD(B, (¢ (& — w)))Pu, Bos1),

para0 <v <n-+t.

Lema 6.3.4.[77, Prop. 3.2] Para cualesquiera polinomioamico ®, congrd ® = ¢, y SPOM,
{Bn}n>0, respecto al funcional lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

() Existe un imero entero no negative, tal que

n-+t
®(s)Bll(s Z An.wBu( n>o, (6.52)
Mn—o 70, n>0+1 (6.53)

(i) Existe un polinomiadl, congrd ¥ = p > 1, tal que
AW [Pu] = Tu. (6.54)
donde el par®, V) es admisible.

(iii) Existen un amero entero no negative, y un polinomio¥, congrd ¥ = p > 1, tales que

n+o(n)

O(s)AWB, (s — 1) + U(s)Bn(s — 1) = Y AnpBuyils), n>t, (6.55)
v=n—t

Am_t 0, n>t, (6.56)

dondes = max(p — 1,t — 2), el par (¢, V) es admisible, y

_ p—- 17 n= 07
o(n) = { o n> 1 (6.57)
Adends, se puede escribir
- B2
sz—[Vﬂ]Mxm, 0<v<n+to. (6.58)
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Prueba: (i)=- (i), (iii) . Asumienda(i), por el Lema 6.3.3 y tomandB, = B,y @, = B,[I”, se
sigue que
p(m)
du,, = Z A,,ﬁmu,[}}, m > 0.
v=0
Por otro lado, (6.53) implica(m) =m + o, m > 1.
Teniendo en cuenta que

AOul]l = —[m + 11, m >0, (6.59)
se tiene que
u(m)
A(l)[(I)um] = — Z Aol + 1uy4q1, m > 0.
v=0

En concordancia con la ortogonalidad{d®, },>o, Se obtiene

AD(®Bu) = =) 11, m >0, (6.60)
con
p(m)
Uymy+1(8) = D Avmlv + 1Byga(s), m > 0. (6.61)
v=0

Tomandom = 0 en (6.60), se tiene
AW[Qu] = —T )4 u. (6.62)
Si se inserta (6.62) en (6.60) y dado ques quasi-definido, se obtiene
(s)AM B (s — 1) = U, 0)41(8)Bm(s — 1) = =¥y 41(s), m > 0.
Del aralisis de los grados en ambos lados resulta que
» Sit—1> pu(0)+1,entonces > 3,adt =0+ 2, u(0) < 0.
= Sit—1<u(0)+1,entonces(0) =o,t < o+ 2.

Notese que el pai®, -V, y41) €s admisible y poniendo = 1(0) + 1, se tiener = méx(p —
1,t —2). Asi (6.55) y (6.56) son &lidos por (6.58).

Asi, se tiene probado qu@=-(ii) y (i)=-(iii) .

(if)=(iii) . Consiceresen > 0. Entonces

m+ao(m)+1
O(s) AW By (s — 1) + U(s)Bm(s —1) = > X, By(s),
v=0

luego
(u, ((I)(S)A(l)Bm(S — 1)+ V(s)Bi(s—1))By) = )\’mu(u, BZ}, 0<pu<m+o—+1.
Ahora bien,

(u, (®(s) AW By, (s — 1) + ¥(s)Bn(s — 1))B,) = —(u, ®(s) B (s) AN B,(s)),  (6.63)

s

ad,
—(u, () B (s) AV By, (5)) = A}, . (u, B).
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En consecuencia\;n,u =0,0<pu<m-—t, )‘Im,o =0, m > 0. Ademas, pargqu = m — t + 1,
m > t,

—(, @ () P () AW Propi1(5)) = —[m — t + 1w, BR,) = Xy g2 (0, By 1)

Por lo tanto, paran > t,

m+o(m)

B(5)AVBy(s — 1) + V() Bra(s = 1) = 3 Ny 1 Busa () N1 7 0.

v=m—t

(i) =(i). Por (6.55) se obtiene

m§m) AnOnpi1 = (Un, ®(8)AM By, (s — 1) + U(s) By (s — 1))
v — (AW [Pu,] — Tuy, Bls — 1)).
Paran = 0, (Wu — A [®u], B, (s — 1)) = 0, m > 0. Por tanto
AD[Du] = Tu. (6.64)
Ademas, usando (6.63) y la ortogonalidad{d®, },>o, se obtiene
(W, ®(s) AW B, (s — 1) 4+ U(s)Bn(s — 1)) = —r;, H(u, ®(s) B (s) AV B, (s)).
Ahora, haciendo el cambio — n + 1, se tiene que
(@AM B, 1)u, Bp)=0, m>n+t+1,n>0,
(@AW B, )W, Byit) = —TniiAnstm # 0, n > 0.

Luego por el Lema 6.3.1 se sigue que

n+t
(<I>A(1)Bn+1)u = — Z rnj\l,mu,,, n > o.

La ortogonalidad d¢ B, },>0 da lugar a

n+t 2
1 o X <uv Bn+1>
(PADB, 1 u=—>" ( TN

v=n—o

By> u, n > 0.

Por (6.64) y teniendo en cuenta quees quasi-definido, se obtiene finalmente (6.52)—(6.53) en
consecuencia con (6.58). 0

De una manera d@hoga se puede probar el siguiente resultado:

Lema 6.3.5.[123, Lemma 3.1] Para cualesquiera polinon#ocongrd ® = t,y SPOM{ B,, },,>0
respecto al funcional lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
() Existe un imero entero no negative, tal que el polinomiaB,, satisface

n+t—1
AD@(s—1)Bu(s)) = Y. AnwBuls), n>o+1, (6.65)

v=n—o—1

Mn—o—17#0, n>t+o+2. (6.66)
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(i) Existe un polinomial, congrd ¥ = p > 1, tal que
AW [Pu] = Tu. (6.67)
donde el parf®, ¥) es admisible.

(iii) Existen un Amero entero no negative, y un polinomio¥, congrd ¥ = p > 1, tal que

n+o(n)+1
®(s)AM B, (s—1)+¥(s)Bp(s—1)—Bu(s) AN D (s—1) = Z AwBu(s), n>t,
v=n—t+1
. (6.68)
An—t+1 0, n>1t, (6.69)
dondes = max(p — 1,t — 2) y el par(®, ¥) es admissible. Adeis, se puede escribir
3 <u7 B72n>
= — <v< > 0. .
An,v (. B2) Ay, 0<v<n+on)+1,n>0 (6.70)

6.3.4. Primera caracterizacion de los ¢-polinomios semiclasicos

Teorema 6.2. Dado un polinomio ranico ®, grd ® = ¢, y una suce$in de polinomios fnicos,
{B,}n>0, ortogonales respecto al funcional linaallas siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen fimeros enteros no negativesp > 1,7 > o +t+ 1, cono = max(t — 2,p — 1),

tales que
n—+t n+t
Z anuBy(s) = Z vny BN (s),  n > méx(o,t), (6.71)
v=n—o v=n—t

dondeanm—&—t = Unn+t = 1,n> méux(a, t)v Oy r—oUrr—t # 0,
(AD[®u],B,) =0, p+1<n<o+2t+1, (AW[du],B,) #0,
ysip =t — 1, entonces

h’ni<u, B§>_1<u, dAWB,) # —m, m € Ny.

g
(i) Existe un polinomial, congrd ¥ = p > 1, tal que
AW [Pu] = Tu,
y el par(®, V) es admisible.

Prueba: (i) = (i7). Consicerese la SMR,, },,>( definida por

n+t

[n+t+1]
Qn+t+1($) = V:z:n_t ﬁ’l}n7yBy+l(s), n 2 o+ t + ].,
Qu(s)= Bp(s), 0<n<o+2t+1.
Por (6.71), se tiene que
n+t
ADQniep1(s) =n+t+1 Y anyBu(s), n=o+t+1. (6.72)

v=n—o
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Dado queu es quasi-definida, entonces

(AW[Du], Q1) = —(u, PADQ, 1411)
n+t
=—[n+t+1] Z apy(u,®B,) =0, n>oc+t+1.
Luego,
(AD[Pu],Q,) =0, n>0c+2+1,
y por hipbtesis
(AD[@u],Q,) =0, p+1<n<o+2t+]1,
ad

(AW[Pu], Q) =0, n>p+1,

y (AM[du],Q,) # 0. Por tanto, si se denota péwy, }n>o la suceshn dual de{Q,},>o y se
aplica el Lema 6.3.1, entonces

AW [Pu] = zp:wl)[cbu], B,)w,. (6.73)

v=1

Por otro lado, si se toma= 2¢,6 = o + 1, y7 = r + ¢ + 1, se tiene que

Qn(s) = UnwBu(s), n>G+1+1,
l/:nfi\ =R
Qn(s) = Bn(s), 0<n<7+t,
donde
’277171/:%Un—t—1,1/—1, n—?gygn, n23+%\+ 1,
~ [r+t+1]

?7?_?:m’l)r7r_t#o, ?20+2t+2:a+t+1

Del Lema 6.3.2 y (6.35), se sigue qug = u, = (u,B2) !B, 0 < k <5 =0+ 1. As, la
relacbn (6.73) se transforma en

(¥

AD[Du] = Tu,

donde
p

U(s) = — > (u,B}) " (u, @AM B,)B,(s),
v=1
congrd ¥ = p, ag como (u, PAMB,) # 0y, en consecuencia, el pab, ¥) es admisible de
ordeno.
(ii) = (7). Por el Lema 6.3.5 (i) y haciendo— n + 1 se tiene

n+t
AD(@(s = 1)Bps1(s)) = D> AnyruBu(s), n>o, (6.74)

v=n—o

donde), 11yt =[n+t+1,n>0, Y Atin-0o#0,n>t+0+ 1
Por otro lado, la ortogonalidad dé3,, },>o da lugar a

n—+t

(I)(S - 1)Bn+1 (3) = Z

v=n—t

(u, (s —1)By11(5)Buy1(s))
<u’ BZ—H)

B,ii(s), n>t—1.
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Por tanto,

n+t [v+ 1){u, ®(s — 1) By+1(s)Buyi(s))

1
A (D(s — 1)Bpyi(s)) = ;n:_t ) Bl(s), n>t
(6.75)
De (6.74) y (6.75), se obtiene (6.71) con
Qpy M, n—o<v<n+4t,
’ n+t+1]
by = WA= DBun&Brn()

[n+t+1]{u, BZ,,)
Onn—ocUnn—t 7& 0, n>o+1t+1

Luego,

0,p+1<n<o+2t+1,

AV [du], B,) = —(u, PAVB,) =
< (#ul. Bn) < ) [];l]![A(l)]p\I/(Oxu, Bg), n=p=grdV¥,

ysip =t — 1, lag-admisibilidad dg®, ) da lugar a;ini<u, B Hu, 2AWB,) # —m, m €
Np. [

En el caso de funcionales linealgslasicos, se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 6.3.3. Sean{ B,, } ,>0 una SPOM respecto@, y ¢ un polinomio ndnico, congrd & =
t < 2, tales que(u, @) # 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Elfuncional linealu esqg-clasico, i.e. existe un polinomid, congrd ¥ = 1, tal que

AW [Pu] = Tu.
(ii)
n+t n+t
Z anuBy(s) = Z vnyl,B,[}](s), n >t.
v=n v=n—t

Adends, existe uni@mero entero- > t + 1 tal quec, v, # 0, y Sit = 2 entonces

HH%(U, B%>_1<u7 ¢)> 7& -m, me¢ NO-

q—)

6.3.5. Segunda caracterizacion de los g-polinomios semiclasicos

Es claro que con la caracterizagiestablecida en el Teorema 6.2 de la €Bteinterior no
se puede recuperar la segunda réladaie estructura asociada a lgpolinomios (6.3) ya que
t > 1. A continuacbn se establecaruna caracteriza@h que permita deducir dicha relanide
estructura la cual ndo sef valida para las familias dgepolinomios chsicos de la tabla de Hahn,
sino tambén para log-polinomios semidsicos. En primer lugar, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 6.3.3. Para cualesquiera polinomio émico ®, congrd ® = ¢, y SPOM{B;, } >0,
respecto al funcional lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) Existe un polinomial, grd ¥ = p > 1, tal que
AW [Pu] = Tu, (6.76)
donde el parf®, ¥) es admisible.

(i) Existen un amero entero negativas, y un polinomio¥, congrd ¥ = p > 1, tales que

para n > o
n+o(n)
®(5)[AV2B,(s—1)+ AW (U (5) By(5-1) ~ Ba(s)[AVPD(s—1) = Y 0nuBy(s),

(6.77)
donded,, ,—o #0n>oc+t+1,0n=0+typ>t—1,0 =max(t—2,p—1),yelpar
(@, V) es admisible. Adeais, se puede escribir

(u,B)
ny — <u’ B3> v,my

0<v<n+o(n), n>0. (6.78)

Prueba: Se tiene para > 0 que

n+a n

B(s)[AWPB, (s — 1) + AD(W(5)Bp(s — 1)) — Bu(s)[AD]P2D(s — 1) Z O Bu(

(6.79)
donde para todoirmero enterqg, con0 < v < n -+ o(n),yn > 0,

(w, BY)0n, = (u, (2(s)[AD]? By (s — 1) + A (¥(5) By (s — 1)) = B (s)[ AV @(s — 1)) B, ).
Teniendo en cuenta (6.35) y (6.77), se obtiene que

(w, BY)0n, = (u, (2(s)[AD]2B, (s = 1) + A (¥ (5) By (s — 1)) = By (s)[AD@(5 — 1)) Bn).
Y aplicando (6.79), se tiene que

v+o(v)
(0, BY0ny = Y Oui(0, Bi)0in = Yyn(u, By).
i=0
En particular, s <v <n—o—1,entoncesr > v+o+1>v+o(r)+ 1. Asl, se deduce que
Yy, = 0. Por lo tanto
Yy =0, 0<v<n—o-—1.

)

Parav =n—oyn > o +t, setiene
(W,B2_ Vnno= (u,Al) (@(S)A(l)Bn,U(s — 1) 4+ ¥(s)Bp—o(s — 1))

n+1
—(u, A (B 4 (s)AWD(s — 1)) Bp) = > Apow(u, B,AVB,)
nu=0

= [n4+ Uhoni1(u, B2).

Pero, por (6.69), se sigue qiig,,—, #0,conn > o +t+1,0n=0+typ>t—1.
En consecuencia,

() [ANPBy(s = 1) + AD(U(5)By(s — 1)) = Ba(s)[AWPR(s = 1) = Y FnaBu(s),
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donden > o.
(iiy=-(i). Por (6.77)

(AD(@(s — 1)AWu) + (AD@(s — 1)) — U(s))AVu, B, (s — 1)) =0, n>o+1,
(AM(D(s — 1)AMu) + ((A(l)q)(s -1)) — \I/(s))A(l)u, B,(s—1)) = (u,1)¥y,0, n<o.
Sedin el Lema 6.3.1

AD[B(s — 1)ADu] + (ADD(s — 1)) — ¥(s))ADu = zg: <1<‘1’11§2”>70 By, (Vu —u)
i
= Z YonBrn(Vu —u)
n=0

Porltimo, un @lculo directo conduce a
AW AW [Pu] — Tu] = 0.

Luego siP es un polinomio arbitrario de grada > 0, se sabe que existe otro polinontode
gradom + 1 tal queA(MQ(s) = P(s), luego

(AW [@u] — wu, P) = (AW [u] — Tu, AVQ) = ~(AW[AD [Pu] — Tu],Q) = (0,Q) = 0.
De ati que AV [®u] — Tu = 0.
Ademas, dado que(n) =o'y

19’rz,n—i—a = [n +o+ 1])\n,n+a+1 #0, n>t+1,

entonces

An,n—l—a—i—l 7é 07 n>t+1
La g-admisibilidad del paf®, ¥) se sigue, teniendo en cuenta el valoﬁ\qqzo(n)ﬂ. 0

Con toda la informaéin y resultados obtenidos hasta el momento, se puede enunciar el principal
resultado de este apartado.

Teorema 6.3. Para cualesquiera polinomi®, congrd ® = ¢, y sucesin de polinomios @nicos,
{Bn}n>0, Ortogonales respecto al funcional linagllas siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen fimeros enteros no negativesp > 1,7 > o +t+ 1, cono = max(t — 2,p — 1),

tales que
n+o n-+o
> &uuBu(s) = > uuBl(s), (6.80)
v=n—o v=n—t

dondeBE](s) = [0+ 1]'ADB,11(5), fnnto = Snnto = 1, n > max(o,t + 1),
gr,rfagr,rft ?é 0,

(AD[Qu],B,,) =0, p+1<m<20+t+1,
(AW[Pu], B,) # 0,
y sip =t — 1, entonces se satisface la condicideg-admisibilidad:

lim(u, B}) " (u, 2AWB,) #£m, m € Ny.

q—)l
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(i) Existe un polinomial, congrd ¥ = p > 1, tal que
AW [Pu] = Tu, (6.81)
donde el parf®, ¥) es admisible.

Prueba: (i)=- (ii). Sea la sucedn de polinomios rnicos,{=, },>o, dados por

iy n+a+1
En—l—a—i—l(x) = Z §n,VBV+1($)a n>o+t+1,
=n—t
En(z) = () 0§n§20+t+1.

Un calculo directo conduce a

n-+o

A<1)En+o+1() n+0+ Z gnu V 7 n>o+t+1

v=n—o

Tendiendo en cuenta que el funcional line&s quasi-definido, se obtiene

n+o
<A(1)[(I)u]7 Entor1) = —(u, (I)A(I)En-i-o-i-l (5)) =—[n+o+1] Z gn,u<ua ®B,) =0,

v=n—o

donden > o +t + 1.
Por hipotesis y el Lema 6.3.1, si se denota per, },,>0 la sucesin dual de{=,, },,>0, Se obtiene

p
AD[@u] = > (AD[Du], B, )wy. (6.82)
v=0

Tomanddt = o +t,6 =0 +1,y7 = + o + 1, los polinomios=,, pueden reescribirse como

En(x) = SopBu(z), n>0 +1+ 1,
l/:nfi\ -
En(z) = Bp(x), 0<n<o+t,
donde
E/n,V: ﬂgn—o‘—l,y—la TL—?SVSH, nZU"’_?"’_ ]-7
v
- r+o+1 - .~
gﬁA_f: wgﬁrt#o’ T220+t+220+t+1

Pero, por el Lemma 6.3.2,
wr=u, = (0,B) 'Byu, 0<k<G=o0+1.

Asi, (6.82) da lugar a

AW [Pu] = zp: (WBV> u="Yu
v=1 [

Dado que{A™) [®u], B,) # 0, entoncegrd ¥ = p. Por hibtesis, sp = ¢ — 1, entonces

(1) (1)
lim 1 [A(l)]p T(0) = lim M — — lim M # —m, m € Np.

qg—1 [p]' q—1 <u, BI%> q—1 <u, BE)
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Por tanto, el paf®, ¥) es admisible de orden
(ii))=-(i). Por el Lema 6.3.4(iii), existe un polinomib, congrd ¥ = p > 1, tal que

n+o(n)+1
O(s—1)AWB,(s—1)+¥(s)Bu(s — 1) = Bu(s)ADD(s —1) = Y AuBu(s), n=>t,
v=n—t+1
- (6.83)
donde\,, ,—¢4+1 #0,n > t,0 = max(t — 2,p — 1), y el par(®, ¥) es admisible.
Tomandog-diferencias en ambos lados de (6.83) se obtienepara, que
n+o(n)
®(s)[ AV B, (s — 1) + AD(W(5)By(s — 1)) = Bu(s)[AVP@(s = 1) = Y (apBY (s
v=n—t
(6.84)

donde,, = [v + 1JAnwi1, 0 < v < n+o(n), n > t. De (6.77) y (6.84), se obtiene (6.80),
donde

¥
by = —2—, n—o<v<n+o,
' ﬁn,nJraN
1 Ano
Sn,p = [V_;]n7+17 n—t<v<n+t,
n,n+o
n—t+1 ~
gn,n—agn,n—t = [192] ﬁn,n—a)\n,n—t-&-l 7é O; n>oc+t+1.
n,n+o
Finalmente,
0, p+1<n<20+1t+1,
(A(l)[q)u]>3n> =(u,¥B,) = (u, B2>

Bl [AWPT(0) #£0, n=p=grd V.

Por la propiedad de admisibilidad del gdr, ¥), sip =t — 1, entonces
(u, B§>_ (u, DA B,) # m, m € No.

6.3.6. Lared uniforme z(s) = s

Una consecuencia directa de estos resultados es que partir del opgjadota redg-lineal
z(s), se pueden recuperar los polinomitdssemichsicos — los cuales son ortogonales sobre una
red uniforme — considerando
_r-1

:L'(S) - q— 1 ’
y tomandog — 1. Para los polinomiog\-clasicos las relaciones de estructura (6.1) y (6.3) han
sido estudiadas en [65].

Teorema 6.4. Primera caracterizacion para los polinomiosA-semichsicos
Para cualesquiera polinomi@, congrd ® = t, y sucesin de polinomios @nicos,{B), },>0,
ortogonales respecto al funcional lineaf las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen fimeros enteros no negativesp > 1,7 > o +t+ 1, cono = max(t — 2,p — 1),

tales que
n—+t n+t

Z anuBy(s) = Z vn,l,BE](s), n > méx(o,t), (6.85)

v=n—o v=n—t
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donde
BM(s) :== (n+1)"'AB41(s),

Qnntt = Unptt = 1,n > méx(o,t), Qpp_gUrp—t # 0,
(Al®u],B,) =0, p+1<n<o+2t+1, (A[®u],B,) #0,
ysip =t — 1, entoncesu, B2) "' (u, PAB,) # —m, m € Ny.
(i) Existe un polinomial, congrd ¥ = p > 1, tal que
A[Pu] = Yu,
y el par(®, ¥) es admisible.

Teorema 6.5. Segunda caracterizadn para los polinomiosA-semiclhsicosPara cualesquiera
polinomio ndnico ®, congrd ® = ¢, y sucesin de polinomios @nicos{ B, },,>0, ortogonales
respecto al funcionall, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existes fimeros enteros no negativesp > 1,7 > o+t + 1, cono = max(t — 2,p — 1),

tales que
n+o n+o
D GwBuls) = Y wwnB(s), (6.86)
v=n—o v=n—t

dondet, n+o = Snnto = 1,n > max(o,t + 1), & r—oSrr—t # 0,
(A[®ul],B,,) =0, p+1<m<20+t+1,
{<A@%Bﬁ#&
ysip =t —1, entoncesu, By) ' (u, PAB,) # m, m € Ny (condicbn de admisibilidad).
(ii) Existe un polinomio @nico¥, congrd ¥ = p > 1, tal que
A[Pu] = Yu, (6.87)
donde el par®, V) es admisible.

La prueba es dloga a la original considerando= 1 y tomando imite cuanda; — 1. Por
tanto,L, 1 = AWMy [n] se transforman en y n, respectivamente.

Nota 6.3.2. Los funcionales linealeA-semicésicos han sido estudiados en [102].

6.3.7. Ejemplos
O Ejemplo 1
Sea{Q, }»>0 una SPOM que satisface la relaei
(@(s + 1) + 00,0)Qn(s) = aQlh1 (5) + pu(5)QW(s), (6.88)

donde la red:(s) esg-lineal, i.e.z(s + 1) — gz(s) = w,

PO = 07
n+1 1
Pn = 1 [n+ ],’I’L:1,2,...,
K Tnt+1
Un,o: MR_FPH_(]&H_W; TL:O,l,...,

q"[n + 2]
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Yy k es una constante, sienfl,, },,>o0 Y {7» }n>0 los coeficientes de la RRTT

l'Qn = QnJrl + ﬁnQn + 'Ynanla n = ]-7 2, cee

Entonces, por la anterior RRTT y el Teorema 6.2, se obtiene{@yg,>¢ €S una sucesn de
g-polinomios semidsicos respecto al funcional lineal el cual es soluéin de la ecuadn de
Pearson

AWy = Uy, (6.89)

declaser = 1,con®(z) =1y grd ¥ = 2.
Entonces, tamkn satisface la siguiente reléant
QE](S) = Qn(s) + )\n,nlenfl(s)7 (690)

Yn+1Tn
—— K
q*[n + 1]
De hecho, se tiene que

donde,, ,,—1 =

V(@) = =2 Qulo) - jlch(x).

Lema 6.3.6. Sea{Q,, }»>0 una SPOM respecto al funcional lineabkatisfaciendq6.89) Enton-
ces la suceéin {Q,, } >0 No es diagonal.

Prueba: Se asume quéQ),, }»>o es diagonal respectogg congrd ¢ = ¢, deindices. Entonces,
por el Corolario 6.3.2,

<o <t+2,

N | o+

y se tiene la siguiente relasi diagonal

n+t

Z eanQl[ll](S)a en,nfa ?é 0, n > o.

v=n—o

Si se denota pofvy, },>0 Y {vg] In>0 las sucesiones duales @), } >0 Y {QL” In>0, respectiva-
mente, entonces, por la Propoéiti6.3.1, lalltima relacon es equivalente a

vl = by Qpiov, n >0, (6.91)

dondek, = (v, Q2 ) Oniom. Y

n+o
Z un V Qn+a>Q (.7}) n=0.1
n+o‘ 0 v ’ — Y ly.

n+o,n V Q121>

Es claro quer satisface un iamero infinito de relaciones del tipo (6.91). De hecho, multiplicando
ambas partes de (6.91) por un polinomionito, se obtiene otra relaei diagonal.

Debido a esto, se asuraiquet = grd ¢ es el mnimo nimero entero no negativo tal qusatisface

la relacbn diagonal (6.91), i.e. la ecu@ci (6.91) no puede simplificarse.

Notese queé > 1. De hecho, si se supone gtie= 0, entonce®) < o < 2y se recupera la
primera reladn estructura que caracteriza las sucesigreésicas lo cual contradice el hecho
que la suceéin {Q,, }»>0 esqg-semichsica de clase uno.

En consecuencia, dado que> 1 entoncessr > 1. Tomandog-diferencias en ambos lados de

(6.91) y usando (6.35), (6.89)AMvi = —[n + 1]v,1, se obtiene

ovill = kv, n=0,1,..., (6.92)



6.3 Segunda relacion de estructura para los g-polinomios semiclasicos 139

donde
o(s) = 17 AWe(s),
Un(s) = 7 (Qnyols + DU(s) + AV (s) + dnd(s + 1)Qnra(s)), n=0,1,...,
dp= [n+1)((v,Q%, 1 )kn) 1, n=0,1,...

Notese que el polinomig es monico congrd ¢ = ¢ — 1.
Ademas, teniendo en cuenta quees un funcional lineal quasi-definido, combinando (6.91) y
(6.92) se obtiene

Qfg(x)Qn—I—a (l’) = <f>($)¢n (‘T)

Del aralisis de las potencias de mayor orden en é@#timma relacon se deduce que,, es un
polinomio nmbnico congrd,, = n + o — 1. Pero esto contradice el hecho que grd ¢ es el
minimo nimero entero no negativo tal quesatisface la reladn diagonal (6.91). 0

O Ejemplo 2: Los ¢-polinomios tipo Freud

Sea{P,},>0 una SPOM respecto al funcional linealtal queuy = (u,1) = 1 la cual
satisface la reladon:

AWP, (s) = [n]Py_1(5) + anPn_3(s), n=2,3,..., (6.93)

dondeP_; =0, Py =1,y Pi(z) = z, siendox = z(s) = ¢°,i.e.w = 0.
Dado que dicha familia es ortogonal respecto al funcional lineahtonces dicha familia satisface
una RRTT, es decir, existen sucesiones @®eros complejos,by, } >0, Y {¢n tn>0, cn # 0, tales
que

2P, = Poi1 + b0, Py + P, n=12 ... (6.94)

Si se le aplica el operadak) a la relacbn (6.94) y se tiene en cuenta (6.93) se obtienen las
siguientes relaciones igualando las potencias de

qbnfl = bna Q[n}cnfl +qan = apy1 + [n - 1]0717
qanbn_3 = anby, qlnCn—3 = Ap—1Cn.

Luego, dado que,, # 0 se deduce que, # 0, por tanto de la combinamn de las expresiones
anteriores se sigue qig = 0 paran > 0 ya que|q| # 1. Ademas de la reladin qa,c,—3 =
an—1¢y, S€ obtiene que,, = K(q)q "cpcn—10n—2, n > 2, dondeK (q) es cierta constante. Luego
los paémetros:, satisfacen la relaoh no lineal

Q[n]cn—l+K(Q)q_n+1cncn—lcn—2 = [n_1]Cn+K(Q)q_n_lcn+lCnCn—l7 n=1,2,... (6.95)

dOﬂdECQ =0, = —PQ(O) 7é 0.

Por otro lado, dado que se satisface la réladi6.93), tomand@® = 1,t =0y o = 2enla
Proposicbn 6.3.4 se deduce que existe un polinomionioo, ¥, de grado 3, tal qu& es un
funcional linealg-semichsico de clase 2, i.a& satisface la ecuamn distribucional

AWy =Tu, grd¥ =3. (6.96)
De hecho, se tiene que

Lema 6.3.7.V(z) = —K(q)q 3 Ps(z) — ¢ " Py ().
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Prueba: Dado queV es un polinomio ranico de grado 3, este puede escribirse cdnio) =
eoPo + e1 Py + ea Py + e3P3. Ademas, dado qué? = c,d?_, paran > 1, se tiene que

eod? = ep(u, P2) = (Tu, Py) = —(u, AW Py) =0,

e1d? = ey (u, P2) = (Tu, P) = —(u, ADP) = —1,

ead} = ex(u, P§) = (u, ) = —(uw, AV P) 27 —(u, 2] ) = 0,

e3d3 = e3(u, P§) = (Vu, P3) = —(u, A<1)P3> (6:93)—<u, [3] Py + asPy) = —as

Asi, (6.96) es ung-aralogo de la ecuaoh de Pearson para el caso Freud. De hecho, tomando
convenientemente , y haciendo tendey — 1, la ecuaddn distribucional (6.96) se transforma en
(w(z)) = —423w(x) y la relacdn (6.93) se transforma &), (x) = nP,_1 + a,P,_» de ah que
tomando dichoimite en la reladn (6.95) se deduce quien, ., K (q) = 4 (véase [54, 140]).
Por otro lado, el Teorema 6.3 asegura que la segundaufa de estructura puede escribirse como
B2+ én,n—&—an—s—l + ‘Sn,an + gn,n—an—l + gn,n—QBn—Z = BTH_Q + gn,n-l—lBy[ﬂ_l + gn,nBy[Ll]'
(6.97)
Luego, usando (6.93) se obtiene que

Gn+3
fn,n+1 n,n+1, én,n [TL + 3] n,mns
5 L= Sn,n+1 Qo 5 Y = n,n G
n,n— [n+2] n+2, n,n— [TL+ 1] n+1-

Por tanto si

n
Po(z) =) Anja",
j=0

combinando las relaciones (6.93) y (6.97) se tiene)Xjug.; = 0 para los enteros no negativos
n, ktalesque) <k <2 -1y

[n]en—1An—22k + GnAn—_3 2k n
Ao=1, A = : ’ 1<k<—.

n,0 9 n,2k+2 [n - 2k - 2] _ [n] 9 = = 2
De hecho, con estos valores, se obtiene gue= A\, 2 — A\pt12, b = A1 — Ang11 = 0,y
Ennt1 = Enn—1 = Snnt1 = 0, n > 0. Por tanto, se puede escribir (6.97) como

(% +Tp0) By = BIL, + 5, BIY, (6.98)
n+1 n+1
. ants | ¢ [n+1] - _ "+
dondev, ¢ = il — Cpy Y Py = T
Tt K@ T YT K (Qenn

Pordltimo, se da& la relacbn de recurrencia que satisfacen los momentos del funcional
Lema 6.3.8. Los momentos del funcional lineal { (u),, },>0, satisfacen la reladn

(n(w)n-1 = K(q)g > (0)nys + <1 [3Jez + a3

o tl+q K(q)> (Wpt1, n=12,... (6.99)
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Teniendo en cuenta q&); = us = 0, se tiene quex es un funcional lineal sigtrico, i.e.
(u)oni1 = (u,2?"*1) = 0,n > 0, lo cual confirma el hecho que es granalogo al caso tipo
Freud descrito anteriormente.

Prueba: Dado queA(Mu = Wu, entonces

(AW, 2™y = (Tu, 2").

Luego teniendo en cuenta qiiaMu, p) = —(u, Ap), dondep € P, y el lema 6.3.7 se tiene
que

~[n) (-1 = ~K(q)g > (u, P3z") — e (W)ns1. (6.100)
Aplicando la RRTT (6.94) para = 2, se obtiene qué’(z) = 2® — (c1 + c2)x y dado que
¢y = q[2]e1 — as, se deduce que

[3]62 + agx
q(1+q)

Finalmente, de la combindm de estdiltima expresdn junto con (6.100) se obtiene la relaTi
deseada. 0

Py(x) = 23 —
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7.1.

1.

Conclusiones

En el cajptulo 3 se realid un estudio general de los polinomios ortogonaléasicbs usando
el operador de Rodrigues. De forma#oga se pueden estudiar tanto los polinomiasicbs
es@indar como log\-clasicos.

. En [72] Hahn caracter@za los polinomios @sicos estndar como aquellos cuya derivada

eran tamkén ortogonales. Con el operador de Rodrigues se ha podido obtener el resulta-
do redproco demostrando que &P, },,>0 es una familia de polinomiosasicos estndar,
entoncesR,, (p_1, x)[1] es una familia de polinomiosasica.

. Muchas de las familias @&sicas tienen asociada alyebra diamica cerrada, de hecho, ha

guedado constatado quejHinealidad del espectro delHamiltoniano est relacionado con
el hecho que dichalgebra sea finita aunque, como taétbse ha visto, es una condini
necesaria pero no suficiente.

. El estudio de la familia dg-polinomios de Racah, considerados en eltcép5 ha permiti-

do conocer la reladhn directa existente entre los polinomio&sitos y las representaciones
de grupos de una forma directa.

. El problema considerado en la séntg6.2 revela que la adioh de varias masas (positi-

vas) en diferentes puntos del eje real a un funciorédicb da lugar a un nuevo funcional
(semichsico) y que los polinomios que son ortogonales respecto a estos — los que se de-
nominaron polinomios tipo Krall — satisfacen el mismo tipo de relaciomesd que los
originales.

. El estudio realizado en el caiplo 3 para funcionales linealgsclasicos definidos por fun-

ciones peso Yy el realizado €6.3 para funcionales linealessemichsicos generales per-
mite obtener un Teorema de caracteribacaralogo al obtenido en el céplo 3 para los
g-polinomios semidsicos, pudiendo obtenerse tanto una seguitdauia de estructura pa-
ra estos sobre la reglineal

z(s) = c19® + cs, (7.1)
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araloga a (3.42).

Problemas abiertos

. Encontrar elalgebra de siméims diramica asociada a las familias depolinomios de la

tabla deg-Hahn que no se han podido obtener en esta memoria.

. Encontrar una cone&n explicita entre los generadores dégebradl’’ (3) y los operadores

creacbnay destrucadnb, los cuales factoricen gtHamiltoniano$), en estos casos.

. Comprobar si las principales caradsticas de log-polinomios de Racah dst relacionadas

con las representaciones é@jebra cantica no compactél, (su(2, 1)).

. Desarrollar una Teta general de los polinomios send@sicos, a@iscomo encontrar ejemplos

de g-polinomios semidsicos sobre la red no uniforme (7.1).

. Construcaobn de nuevos alogos dej-osciladores asociados a las restantes familiag de

polinomios.
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Figura A.1: Ejemplos de las tablas de Askey y de Hahn (separados por --) considerados en esta
memoria

A continuacon se incluian una serie de tablas con todos losapagtros obtenidos en esta
memoria relativos a los ejemplos considerados en la figura anterior.

. A VP,(s) (s) VP,(s)
Vzi(s) Va(s) V(s)
o(s) =6(s) — 37(s)Vai(s), O(s) =5(s) + 37(s)Vai(s),

+ M Pr(s) =0,

2(8) Pn(s) = anPot1(s) + BnPu(s) + ynPo-1(s),

21(8)AM P, (s) = oV AV P, (s) + BVAD P, (s) + AV AD P, (s),
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(5) s, = G Paia(s) + uPa(s) + o ().

@(5) AAP;H(S)) = ann+1(5) + BnPn(‘S) + ’AVnPnfl(tS’)a

2 Ax(s) Ax(s) Ax(s) ’
dn é4n Bn o Bn dn _ dn _ _+s
o + \ky, 5. " B, + Ky, a o + \ukg, Si x(s) =q¢°,
_ 2q ) _ 2)q ,(1) [2] _ 2] )
€n = Qp 9 Q' fn— n 2 ﬂn +C3 1 2 ) gn = Tn 2 Tn s

dondezr; = :L‘(s—l—%), Kq = q% —q‘%, y Ay V son los operadores en diferencias finitas progresivas
y regresivas, respectivamente, es dekif(s) = f(s+ 1) — f(s) Yy Vf(s) = f(s) — f(s = 1).
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Tabla A.1: Datos principales de los polinomios de Askey-Wilson

pn(zsaboedlq)  x(s)=3("+q¢°) [-L1]

o(s) —K30T (¢ — )@~ )(@° —)(a” — d)
() —R T (¢ —a)(g ™ = )@ — )¢ — d)

T 4(1 —q)g " (1 — abcqu")
7n(0) 2(q— 1) % (a+ b+ c+ d — (abc + abd + acd + bed)q™)

5" 292 k2 (abed + 1)
&'(0) —q%ﬁi(a+b+c+d+abc+abd+acd+bcd)
&(0) q%ﬁﬁ(ab—i—cb—acdb+db+ac+ad+cd—1)

An 47 (1 — q™) (1 — abcdq"il)

q2ns+n2+n (q””, qf(s+n)7 qs+n+% , q*”"*% , —qs+"+% , 7qfs+n+% £ @)oo

puls) V1—a(s)2  (agt™ aq=s,bg*t" bg==, cq*t", cq=*, dg*t", dg~*; q)oo

(abedg"™"; @)n (abedg™™; @)oo

2
o @ abg T acq™ T adg™ T, beg T bdg T, cdg" T q) oo
o 1 — abedg™ ™! )
" 2(1 — abedg?—1)(1 — abedq®™)
Bn La+a™ = (An+ Cu)(a,bc,dlg) )
Tn 32 (1—abg""")(1 = acg" ") (1 — adg"~")Cn(a, b, ¢, d|q)
. 2[n]q(1 — abedg™™*)? — [2]¢[n + 1]¢(1 — abedg™)?
4[n]q(1 — abedg™—1)(1 — abedg®—1)(1 — abedg?™)
Erla- e = 3 Aulab.cd) + Cutanbiedi)
n 4 2
B4 (agt bat eqt dgt o) + Owl(aq%’bq%,cq%,dq%|q>>)
(1 — abedq™ 2)(1 — abedg®™™2)(1 — abedg®™ ™) [ 2[n]q(An—1Cn)(a, b, c,d|q)
4[n]q(1 — abedgn—1)2 (1 — abedgn—2)2
gn
_ [2laln — 1g(An—2Cn1)(aq?, bg?, cq?, dg*|q)
(1 — abedgn—1)2
Donde
1 —abg")(1 — acqg™)(1 — adg™)(1 — abedg™*
An(a,b,c,dlg) = (1 —abg™)(1 — acq™)(1 — adq™)(1 — abcdg )7
a(l — abedg® 1) (1 — abedg?™)
a(l = g1 = beg™ N (1 — bdg™ M) (1 — cdg™ !
Ot odlg) — L2 ) ) )

(1 — abedg®—2)(1 — abedg?™—1)
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Tabla A.2: Datos principales de lgspolinomios de Racah?‘,jﬁ(x(s), a,b)q

u P (e(s),a.0)  als) = [slals + 1y [ab)

a(s) [s — alq[s + blg[s +a — Blg[b+ a — s]q
O(s) [sta+1gb—s—1lgls—a+B+1b+a+s+1],
7, —2n+a+ B +2),

7(0) 2kq_2(aq(2a —Bn+a+l]g+a;2b+a)in+8+1]g—a(D)2+a+B+n+ 1])
—ag(a+ 5 +2)
2&52(aq(a—b+ Dog(a+b+a—pF)+ag(a+blag(b—a+a+B+1)
—2aq(L)ag(a+ B8+ 2))

2K;4(2aq(1)(aq(a +bag(b—ata+B+1)+agla—b+1)aglatb+a—p))

5(0)
—aq(2)ag(2+ a+ B) —aq(ﬂ—a)—aq(2a+2b+a—ﬂ)—aq(2b—2a+a+,8)))
An [n]g[n + o+ B+ 1]
pu(s) f‘(s+n+~a+1)f‘(sfnfa+ﬂ~+1)f(s+n+a+b+1)f‘(b+a75)

PNs—a+1I'(s+b+1)I(s+a—B+1)I(b—s—n)
—1<a<b-l,a>-1,-1<f<2a+1
2 Tla+n+DIB+n+1)Ib—a+a+B8+n+)(a+b+a+n+1)
" [a+ﬁ+2n+1]qf(n+1)1~“~(a+5+n+1)f‘(bfafn)l~“(a+bfﬂfn)
b Lla+ 6+ 2n+ 1],
' (gl + 6 +n + 1]
[n+1gla+B+n+1]

an [+ B+ 2n +1]4[a + 8+ 2n + 2],
lalg[a + 1], — [+ B8+n+14la—b+n+1][B+n+14a+b+a+n+1],
5 K K [a+ B+2n+1]gla+ B+ 2n+ 2],
) ot nlb—atatftnllatb—p—nll,
[+ B+ 2n]g[a+ B +2n+ 1],
~ [a+b+a+n]at+b—B8—nla+n]B+nlydb—a+at+f+nlyb—a—n]

[+ B+ 2n]q[a+ B+ 2n + 1],



153

2ntat+f+1]g—[2int+a+B+2]

q
- 22n+a+ B+ 1]2n+a+B+2], [+ 1
[2] 1 1
fn ﬁn(a,b,a,ﬂ)ffﬁn(a+§,b75,a+1,ﬁ+l)
[a+b+a+n]gla+b—F—nlqla+n]

2[n+a+ B+ 1] — [2lg[n +a+ Blg) 2[a+ﬁ+2qn}q[a+ﬁ+2nj—l}q .
I [Bnlyb—a+tatBtnlfb—a—n]

X

[n+a+8+1]
donde

._ e+ BHnt1fa—btnt g[B+n+1]
ula,b, . 5) = lelgle + 1la [a+ﬁ+2§+ﬂAa+ﬁ+2n+mq q
[a +ngfb—a+a+ B+nlgla+b— 3 —nlynl,
[+ B+ 2n]gla+ B+ 2n + 1],

Xla+b+a+n+1],+

Tabla A.3: Datos principales de lgspolinomios grandes de Jacobi

pu(z;a,b,¢c59)  xz(s) =q°  [cq,aq]

a(s) q H(z — ag)(z — cq)
O(s) ag(x — 1)(bx — ¢)
TT{L _qf(n+1)’€qfl(1 _ abq2n+2)
7n(0) n;lq_%(a+cfa(b+c)q”+1)
5" q (14 abg®)
a'(0) —%(a—i—c—&—a(b—i—c)q)
5(0) acq
_ntl n
An qg 2 ;{ql[n]q(l—abq )
(S) 1 (aQ7bQ7CQ7 abc_lq,a_lx,c_lx; Q)OO
pr aq(l - Q) (q, abg?,a=tc,ac™1q, q"x, bcqn; q)oo
_ Lo q)n n(n+3)
d?z (1 abq)(qa bqa abc q; q) (_ac)nq%

(1 — abg®"+1)(aq, abg, cg; q)n

On 1

B

gt (c +a’bg" (1 +b+c)g" ™ —g—1)+a(l+c—cq” —cg"™ +b(1—q" —cq" — """ —cg"t + cq2”+1))

(1 — abg?®?)(1 — abg?™*2)

- ~(1—=¢")(1 —ag")(1 —bg")(1 — abq™)(c — abg")(1 — cq")
" afqu(nﬂ)(l _ aqun)2(l _ aqunfl)(l _ abq2n+1)
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_1 [2] (1_ ”+1)(1—ab n+2)
€n 1-—- q 2 Tq (qu"‘)(lfabq:{*’l)
_1[2
fn ﬁn —q 2 %ﬁn,l(aq, bq, cq), ,Bn(a7 b’ C) = ﬁn
~1[2g 1 —¢" 1)1 — abg™)
n n — 2 n— 7b 5 5 n ,b, = "Yn
g T T A = abg ) 1(aq; bg, cq) Yn(a,b,c) ="
n+1
in [ abq 7 [n]q
7m n n n T n n
,é /8 B g~ 2 aln]q(1 — abg 7L1)(c+ab2qQ Jrler(lfcq — g™t —ag (1+qg—cq +1)))
e c+a?bg" (1 +b+c)g"t" —qg—1) +a(l+c—cq® — cq" T + b(1 — q" — cq™ — q"F1 — cq™t! 4 cg?t1)
/v _L=abg™

Nbétese que como casos particulares degipslinomios pequigos de Jacobi se obtienen los
g-polinomios grandes de Laguerre (tomaride- 0) [82, p. 124], y losg-polinomios pequigos
de Jacobi (tomande = 0) [82, p. 74]. Nbtese ade#s que, a su vez, un caso especial de los
g-polinomios grandes de Laguerre sondegolinomios afines de Kravchuck [82, p. 101]

KASS ~N-1,

(¢ %p,N;q) = Pu(qg % p,q 1q),

y dos casos especiales de depolinomios pequigos de Jacobi son lespolinomios pequigos de
Laguerre (tomandbé = 0) [82, p. 129], y losg-polinomios alternativos de Charlier [82, p. 136]

b
lim p,, <x; a, —‘q) = K,(x;a;q).
a—0 aq
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Tabla A.4: Datos principales de lgspolinomios de Hahn

Qulqg 0,8, Nlg)  z(s)=¢° [1,¢7"]

a(s) (z = D(ag™ — )
O(s) —a(gz — ¢")(Bgz — 1)
™ —q" kg (1 —aBg’™™")
7 (0) Ke'lq ? <Q" —aq+ag" N — aﬂqN“>
" —(1 + aBq?)
5'(0) (14 g+ ag" +aBg™ )
a(0) —aq”
An ¢"T Ky l(1— aBg® ")
o) g™
i . (8¢% a)n (9,09, 084" "2, By, q" s q)n (1 = aﬁq)(—a)"qmm(%ﬂv)

U (Bgsq)na (afq,aBqnt aBgrtq), 1 — afg?nt
n 1

n1+OéfClqn 7aqn+l +an +Cl2ﬂ2q2n+N+l
Bn ! (1= afg*)(1 — afg®+?)
+aB(q" — "1+ )1+ ¢V + agV) + ¢ (1 + a + agV))
(1 —apg*)(1 — afg*+?)

(1—¢")(1 —aq")(L - Bg")(1 — aBq")(¢" —¢")(1 — aBq" ™)
" a~tq (1= aBg*)?(1 — afg® 1) (1 — aBg* )
g 3B 0 "1 - aBg" )
2 q(1—-q")(1—afq"t)
[2lq

fao Bu—a # 5 B (ag, g, N 1), Bu(ct, B, N) = B

312 (1= ")~ 0B
ot Ty (= apgm )

€n

(QQ7ﬁQ7N - 1)7 ’Yn(a767N) = Yn

Nbétese que un caso particular de éepolinomios Hahn son log-polinomios de Krawtchouk
[82, p. 125]
lim Qn(q™ "0, —a” g 'p, Nlg) = Kn(g™";p, N q).
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Tabla A.5: Datos principales de lgspolinomios duales de Hahn

Wi(z(s);a,b) () = [slgls + g [a,0—1]

Qn

Bn

Tn

g2 (Teta=bt2) g ] s+ bl,[s — g

g2 (et D5 g 4 1]g[—s + b — Lg[s + e+ 1],

—n

—q
1
2"
_qa+1 _ qlfb _ qc+1 _ qa7b+c+2 + 2q + 2
2(q—1)
2% (" "+ " T+ ") = (q+ Dalq" + ¢ P+ "+ )+ P +1
2(q - 1)2"‘%

¢ F I,

q7%5(s+1+n 77272+%(a+cfb+%) Fq(s +a+n+ l)rq(s tctnt 1)

Ty(s —a4+1DTy(s—c+1)Ty(s+b+ 1)y (b— s —n)

%(acfabfbc+a+cfb+1+2n(a+cfb)7n2+5n) _ Fq(a +c +~’I’L + 1)
[n]gl'g(b—c—n]lq(b—a—n)

q

n
q2"[n+ 1],

1

g2 e Uy g 4 1)yfa+c+n+1],
+q%(2n+2a+67b+1) [n]qb — ¢ — nlq + [a]qla + 1]q

g g ot dlofb —a = nlglb— ¢ — ],

Tabla A.6: Datos principales de lgspolinomios de Meixner

Mn(q~"b,c59)  m(s)=q°  [L,+00)

a(s) g 'e(z — bg)
O(s) (z —1)(z + be)
’ —n —1
T q "ky
7(0) q""% (cq" —beg + q) kgt
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- bgc+c—q
/ e ——
5'(0) 5
&(0) —bc
_ntl 1
An g 2% Kq [n]q
pn(s) (b5 Q)snirc g3 )
" (g; —beg; q)s 41
Qn 1
Bn ¢+ cql’Q"’l(l +q-(1+b)g")
Yn g "1 —g") (e + Q")(ll— bq")
e 1_ q—% [2lg1—q""
" 2 1—gn
_ *%& b -1 b :=
fn Brn —q B /anl( q,cq )7 ﬁn(aa ) = fn
_1[2]y1 =g ! _
gn Y —q ® %ﬁ%a(bq, ca), mlab) i=n
. 1—4q"
Gin [ tn 4
608 (1-q@)(g " +cg " '(14+g—(1+b)g"™)
e g2 (1= ") (g™ + c(1+ g — bgnt?)
An/Yn 1—gq

Noétese que casos particulares deggmlinomios de Meixner son lagpolinomios cé@nticos
de Kravchuck [82, p. 98]

K3 (q™%p,N;q) = Ma(q %5 ¢V, —p~ L),

los polinomios de Al-Salam & Carlitz 11 [82, p. 137]

, e N (O )
ELI’%MTL (x,—cycaq)_<a> q\2 Vn (x,q),

y los g-polinomios de Charlier [82, p. 136]
My (30, a;9) = Cp(x;0;9).

Notese adess que los polinomios de Al-Salam & Carlitz | astrelacionados con los polino-
mios de Al-Salam & Carlitz Il mediante la expréni[82, p. 114]

U (:q7") = Vi¥(39).






Publicaciones

El contenido original de esta tesis aparece en los siguienieslast
1. Cagtulo 1:

= “Classical orthogonal polynomials. A general difference calculus appfo&ehprint,
http://arxiv.org/abs/math.CA/0612097, 2006.

2. Captulo 5:

= “Factorization method for difference equations of hypergeometric-type on nonuniform
lattices', R. Alvarez-Nodarse y R. S. Costas-SantdsPhys. A: Math. Gen34(21)
(2001), 5551-5569.

= “Factorization of the hypergeometric type difference equation on the uniform fattice
R. Alvarez-Nodarse, N. M. Atakishiev, y R. S. Costas-Saniect. Trans. on Num.
Anal. (2007). En prensa.

= “Factorization of the hy,pergeometric-type difference equation on non-uniform lattices:
dynamical algebrg R. Alvarez-Nodarse N. M. Atakishiyev y R. S. Costas-Sanios,
Phys. A: Math. Ger38(1) (2005), 153-174.

= “Ag-analog of Racah polynomials arealgebraSU,(2) in quantum opticsR. Alva-
rez-Nodarse, Yu. F. Smirnov y R. S. Costas-Sartogtnal of Russian Laser Research
27(1) (2006), 1-32.

3. Cayitulo 6:

= “Limit relations between-Krall type orthogonal polynomialsR. Alvarez-Nodarse y
R. S. Costas-Santod, Math. Anal. Appl3221) (2006), 158-176.

= “Second structure relation far-semiclassical polynomials of the Hahn Tabl&aR.
S. Costas-Santos y F. Mardatl,J. Math. Anal. Appl3291) (2007), 206—-228.






Bibliografia

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

N. I. Akhiezer. The classical moment problem and some related questions in Analysis
Oliver y Boyd, Edinburg and London, 1965.

W. A. Al-Salam. Characterization theorems for orthogonal polynomials. E@rtimogonal
polynomials: Theory and Practic®. Nevai (Ed.) NATO ASI Series G/ol. 294, Kluwer
Acad. Publ., Dorcrecht, 1990, 1-24.

W. A. Al-Salam y T. S. Chihara. Another characterization of the classical orthogonal poly-
nomials.SIAM J. Math. Anal3 (1972), 65—70.

M. Alfaro y R. Alvarez-Nodarse. A characterization of the classical orthogonal discrete and
g-polynomials.J. Comput. Appl. Mati201(2007), 48-54.

R. N. Alvarez, D. Bonastos, y Yu. F. Smirnov-Deformed vibron model for diatomic
moleculesPhys. Rev. 50(1994), 1088-1095.

R. Alvarez-Nodarseg-analog of the vibrational ibm and the quantum algebrg1, 1) (en
ruso). Master thesis, Moscow State University, M.V. Lomonosov, 1992.

R. Alvarez-Nodarse Polinomios generalizadosgtpolinomios: propiedades espectrales y
aplicaciones Tesis doctoral, Universidad Carlos 11l de Madrid, Leganes, Madrid, 1996.

R. Alvarez-NodarsePolinomios hipergeogtricos yg-polinomios Monografas del Semi-
nario Matertico “Garcia de Galdeano”Nm. 26. Prensas Universitarias de Zaragoza,
Zaragoza: Spain, 2003. En E§uh

R. Alvarez-Nodarse. On characterization of classical polynomikl€omput. Appl. Math.
196(2006), 320-337.

R. Alvarez-Nodarse. Polinomios ortogonales: historia y aplicacioBes. Soc. Esp. Mat.
Apl. 18(2001), 19-45.

R. Alvarez-Nodarse y J. Arvés On theg-polynomials on the exponential lattiogs) =
c1q¢® + c3. Integral Trans. and Special Fun@.(1999), 299-324.

R. AIvarez-Nodarse, J. Arvésy F. Marcelan. Modifications of quasi-definite linear func-
tionals via addition of delta and derivatives of delta Dirac functioimslag. Math. (N.S.)
15(1) (2004), 1-20.

R. Alvarez-Nodarse, N. M. Atakishiev, y R. S. Costas-Santos. Factorization of the
hypergeometric-type difference equation on uniform lattidélect. Trans. Num. Anal.
(2007). En prensa.



162 BIBLIOGRAFIA

[14] R. Alvarez-Nodarse, N. M. Atakishiev, y R. S. Costas-Santos. Factorization of the
hypergeometric-type difference equation on the non-uniform lattices: dynamical algebra.
J. Phys. A: Math. Ger88(1) (2005), 153-174.

[15] R. Alvarez-Nodarse, M. Atakishiyeva, y N. M. Atakishiyev. Om-&xtension of the linear
harmonic oscillator with the continuous orthogonality propertfRoi€zechoslovak Journal
of Physics65No. 11 (2005), 1315-1320. Preprint en http://euler.us.es/ renato/pub.html

[16] R. Alvarez-Nodarse y R. S. Costas-Santos. Factorization method for difference equations of
hypergeometric type on nonuniform latticdsPhys. A: Math. Ger84 (2001), 5551-5569.

[17] R. Alvarez-Nodarse y R. S. Costas-Santos. Limit relations between g-Krall type orthogonal
polynomials.J. Math. Anal. Appl322(2006), 158-176.

[18] R. Alvarez-Nodarse, A. G. Gaia, y F. Marcelan. On the properties for modifications
of classical orthogonal polynomials of discrete variabl&ésComput. Appl. Math65(1-3)
(1995), 3-18.

[19] R.Alvarez-Nodarse y F. Marcéih. Difference equation for modifications of Meixner poly-
nomials.J. Math. Anal. Appl194(1) (1995), 250-258.

[20] R. Alvarez-Nodarse y F. Marcélh. The modification of classical Hahn polynomials of a
discrete variablelntegral Transform. Spec. Fun&(4) (1995), 243-262.

[21] R. Alvarez-Nodarse y F. Marcéh. The limit relations between generalized orthogonal
polynomials.Indag. Math. (N.S.8 (1997), 295-316.

[22] R. Alvarez-Nodarse, F. Marcéih, y J. Petronilho. WKB approximations and Krall-type
orthogonal polynomialsActa Aplicandae Mathematicdel (1998), 27-58.

[23] R. Alvarez-Nodarse y J. C. Medengclassical polynomials and tlieAskey and Nikiforov-
Uvarov tableauxJ. Comput. Appl. Mathl352) (2001), 197-223.

[24] R.Alvarez-Nodarse y J. Petronilho. On the Krall-type discrete polynomiaMlath. Anal.
Appl.2951) (2004), 55-69.

[25] R.Alvarez-Nodarse y Yu. F. Smirnoy-dual Hahn polynomials on the non-uniform lattice
x(s) = [s]q[s + 1], and theg-algebrassu, (1, 1) andsu,(2). J. Phys. A29, (1996), 1435—
1451.

[26] R.Alvarez-Nodarse y Yu. F. Smirnov. Dual properties of orthogonal polynomials of discrete
variable associated with quantum algebigsu(2)). Journal of Russian Laser Research
(2007). En prensa.

[27] R.Alvarez-Nodarse, Yu. F. Smirnov, y R. S. Costas-Santos. A g-analog of the Racah poly-
nomials and;-algebrasu,(2) in quantum opticsJournal of Russian Laser Resea2¥(1)
(2006), 1-32.

[28] G. E. Andrewsg-Series: Their Development and Application in Analysis, Number Theory,
Combinatorics, Physics and Computer Algebval. 66 de CBMS Regional Conference
Series in MathematicsAmerican Math. Soc., Providence, Rhode Island, 1996.

[29] P. M. Asherova, Yo. F. Smirnov, y V. N. Tolstoi. Weyl coefficients fgf(3) and Racah
g-coefficients forsu,(2). Sov. J. Nucl. Phy$8 (1996), 1859-1872.



BIBLIOGRAFIA 163

[30] R. Askey y S. K. Suslov. The-harmonic oscillator and an analogue of the Charlier poly-
nomials.J. Phys. A26 (1993), 693—-698.

[31] R. Askeyy S. K. Suslov. The-harmonic oscillator and the Al-Salam and Carlitz polyno-
mials. Lett. Math. Phys29(2) (1993), 123-132.

[32] R. Askey y R. Wilson. A set of orthogonal polynomials that generalize Racah coefficients
or 65 symbols.SIAM J. Math. Anal10(1979), 1008-1020.

[33] R. Askeyy R. Wilson. Some basic hypergeometric orthogonal polynomials that generalize
Jacobi polynomialdviem. Amer. Math. So819. Providence, Rhode Island, 1985.

[34] N. M. Atakishiev. Construction of dynamical system group of the relativistic harmonic
oscillator by the Infeld-Hull factorization method:heor. Math. Phys56(1) (1984), 735—
739.

[35] N. M. Atakishiev, A. Frank, y K. B. Wolf. A simple difference realization of the Heisenberg
g-algebra.J. Math. Phys35(1994), 3253-3260.

[36] N. M. Atakishiev, E. I. Jafarov, S. M. Nagiyev, y K. B. Wolf. Meixner oscillatoiRev.
Mexicana Fs.44(3) (1998).

[37] N. M. Atakishiev y S. K. Suslov. Difference analogs of the harmonic oscillatbheoret.
and Math. Phys85(1) (1991), 1055-1062.

[38] N. M. Atakishievy S. K. Suslov. A realization of theharmonic oscillator. Theoret. and
Math. Phys87(1) (1991), 442—-444.

[39] N. M. Atakishiev y B. Wolf. Approximations on a finite set of points through Kravchuk
functions.Rev. Mex. Fis40(1994), 1055-1062.

[40] N. M. Atakishiyev, M. Rahman, y S. K.Suslov. On classical orthogonal polynon@alsst.
Approx.11(1995), 181-226.

[41] G. Bangerezako. Discrete Darboux transformation for discrete polynomials of hypergeom-
tric type. J. Phys. A: Math. Ge81(1998), 2191-2196.

[42] G. Bangerezako. The factorization method for the Askey-Wilson polynomlaS8omput.
Appl. Math.107(2) (1999), 219-232.

[43] G. Bangerezako y M. N. Hounkonnou. The factorization method for the general second-
orderg-difference equation and the Laguerre-Hahn polynomials on the genlatlce. J.
Phys. A: Math. Ger36(3) (2003), 765—773.

[44] G. Bangerezako y A. P. Magnus. The factorization method for the semi-classical polyno-
mials. En V. B. Priezhev y V. P. Spiridond@roc. IW SSS JINR E5-99-3895-300, Dubna,
1999.

[45] A. O. Barut. Dynamical Groups and Generalized symmetries in Quatum ThelNigw
Zeland, 1971.

[46] H. Bavinck y H. Haeringen. Difference equations for generalized Meixner polynondilas.
Math. Anal. Appl184(1994), 453—-463.

[47] H. Bavinck y K. Koekoek. On a difference equation for generalizations of Charlier polyno-
mials. J. Approx. Theorgl (1995), 195-206.



164 BIBLIOGRAFIA

[48] L. C. Biedenharn. The quantum gros,(2) and ag-analogue of the bosson operatajs.
Phys. A22(1989), 873-878.

[49] S. BochnerUber sturm-liouvillesche polynomsystemdath. Zeit.29 (1929), 730-736.

[50] D. Bonastos, E. N. Argyres, y P. P. Raychey, (1, 1) description of vibrational molecular
spectraJ. Phys. A24(1991), 403—-408.

[51] D. Bonastos, S. B. Drenska, P. P. Raychev, y Yu. F. Smirnov. Description of superdeformed
bands by quantum algebsa,(2). J. Phys. G17 (1991), 67-74.

[52] D. Bonastos, P. P. Raychev, R. P. Rousseyv, y Yu. F. Smirnov. Description of rotational
molecular spectra by the quantum algekg(2). Chem. Phys. Letl75(1990), 300—-306.

[53] J.L.Burchnally T. W. Chaundy. Commutative ordinary differential operators. Il The iden-
tity P = Q™. Proc. Roy. Soc. A34(1931), 471-485.

[54] A. Cachafeiro, F. Marcedin, and J. J. Moreno-Bdlzar. On asymptotic properties of freud-
sobolev.J. Approx. Theory125(2003), 26—41.

[55] V. G Kacy P. CheungQuantum CalculusSpringer, 2002.

[56] T. S. Chihara.An Introduction to Orthogonal PolynomialsSGordon and Breach Science
Publishers, New York, 1978.

[57] R. S. Costas-Santos. Classical orthogonal polynomials. A general difference calculus ap-
proach. Preprint, 2006.

[58] R. S. Costas-Santos y F. Mar@ell Second structure relation for g-semiclassical polyno-
mials of the hahn tableau. Math. Anal. Appl3291) (2007), 206—228.

[59] G. Darboux.Théorie des Surfacesol. Il. Gauthier-Villars, Paris.

[60] H. J. de Vega. Yang-baxter algebras, integrable systems and quantum draugsMod.
Phys.(1989), 2371-2463.

[61] V. G. Drinfel'd. Quantum Groups. En Proc. of ICM, Berkeley, 1986, A. Gleason (Ed.),
Amer. Math. Soc. Providence, Rhode Island, 798—-820.

[62] L. D. Faddeev. Integrable models in (1+1)-dimensional quantum field theobyedtou-
ches LecturesElsevier, Amsterdam, 1982, 563-573.

[63] L. D. Faddevy L. A. TakhtajanLett. Notes Phy246(1986), 183.
[64] J. Favard. Sur les polymes de TchebichefC. R. Acad. Sci. Parig00(1935), 2052—2053.

[65] A. G. Garda, F. Marcelhn, y L. Salto. A distributional study of discrete classical orthogonal
polynomials.J. Comput. Appl. Mathb7(1-2) (1995), 147-162.

[66] G. Gaspery M. RahmarBasic Hypergeometric Series. Encyclopedia of Mathematics and
its Applications Cambridge University Press, Cambridge, 1990.

[67] C. Coulston Gillispie Dictionary of Scientific Biography. 8 Vol€harles Scribners’s Sons,
Nueva York, 1981.

[68] E. Godoy, F. Marcedin, L. Salto, y A. Zarzo. Perturbations of discrete semiclassicals func-
tionals by Dirac massefntegral Transformations Transform. Spec. Fusatl997), 19-46.



BIBLIOGRAFIA 165

[69] B. Gruber, Yu. F. Smirnov, y Yu. |. Kharitonov. Quantum algebyégl(3)) and nonlinear
optics.J. Russian Laser re24 (2003), 56—68.

[70] J. Guerrero, V. I. Man’ko, G. Marmo, y A. Simoni. Geometrical aspects of the Lie group
representation and their optical applicatiodsRuss. Laser Re23 (2002), 49-80.

[71] W. M. Hahn.Uber orthogonalpolynomen diedifferentialgleichungen gejen.Math. Zent.
39(1949), 636—638.

[72] W. M. Hahn. Uber die jacobischen polynome und zwei verwandte polynomklassen. In
Math. Zeit.39 (1935), 634-638.

[73] E. Hendriksen y H. van Rossum. Semi-classical orthogonal polynomials. In C. Brezinski
et al., editorPolyrbmes orthogonaux et leurs applicatior@pringer-Verlag, Berlin, 1985,
354-361.

[74] L. Infeld y T. E. Hull. The factorization methodRev. Modern Physica3 (1951), 21-68.

[75] M. E. H. Ismail. Classical and Quantum Orthogonal Polynomials in One Variable, Ency-
clopedia Math. AppJ.vol. 98. Cambridge Univ. Press. En prensa.

[76] M. Jimbo. QuantunmR-matrix for the generalized toda syste@ommun. Math. Phy4.02
(1986), 537-547.

[77] L. Kheriji. An introduction to theH,-semiclassical orthogonal polynomialsleth. Appl.
Anal.10(2003), 387-412.

[78] L. Kheriji y P. Maroni. TheH, classical orthogonal polynomialsicta Appl. Math.71
(2002), 49-115.

[79] A. N. Kirillov y N. Yu. Reshetikhin. Lomi preprint e-9-88. Leningrad, 1988.

[80] A. U. Klimyk, Yu. F. Smirnov, y B. Gruber. Representation of the quantum algebras
uq(su(2)) anduy(su(l,1)). En B. Gruber et al. (Ed.)Symmetries in Scienceol. V,
Plenum Perss, New York, 1991.

[81] J. Koekoeky R. Koekoek. On a differential equation for Koornwinder’s generalized Lague-
rre polynomials.Proc. Amer. Math. Sod12(1991), 1045-1054.

[82] R. Koekoek y R. F. SwarttouwThe Askey-scheme of hypergeometric orthogonal polyno-
mials and itsg-analoguevol. 98-17 Reports of the Faculty of Technical Mathematics and
Informatics, Delft, The Netherlands, 1998.

[83] H. T. Koelink. Askey-Wilson polynomials and the quantum(2) group : Survey and
applications.Acta Applic. Math44 (1996), 295-352.

[84] W. Koepfy D. Schmersau. On a structure formula for classjeaithogonal polynomials.
J. Comput. Appl. Mathl36(2001), 99-107.

[85] T. H. Koornwinder. Orthogonal polynomials with weight functioh — z)*(1 4 z)? +
md(z + 1) + nd(x — 1). Canad. Math. Bull27(2) (1984), 205-214.

[86] T. H. Koornwinder. Orthogonal polynomials in connection with quantum group©En
hogonal Polynomials. Theory and Practic. Nevai (Ed.) NATO ASI Series C 294o0l.
294. Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, The Netherlands, 1990, 257-292.



166 BIBLIOGRAFIA

[87] T. H. Koornwinder. Compact quantum groups apspecial functions. ERepresentations
of Lie groups and quantum group¥. Baldoni y M.A. Picardello (Eds.) Pitman Research
Notes in Mathematics, Series 311. Longman Scientific & Technical, New York, 1994, 46—
128.

[88] A. M. Krall. Orthogonal polynomials satisfying fourth order differential equatioRgc.
Royal Soc. of Edinbur§7A (1981), 271-288.

[89] H. L. Krall. On orthogonal polynomials satisfying a certain fourth order differential equa-
tion. The Pensylvania State College Bulle®if1941), 1-24.

[90] H. L. Krall y O. Frink. A new class of orthogonal polynomials: the Bessel polynomials.
Trans. Amer. Math. So65 (1949), 100-115.

[91] P. P. Kulishy E. V. Damaskinsky. On theoscillator and the quantum algebra, (1, 1). J.
Phys. A:Math. Gern23(1990), 415-4109.

[92] P. P. Kulish y E. K. Sklyanin. Quantum spectral transform method: recent developments.
Lecture Notes in Physidbl, Springer-Verlagpages, Berlin, 1982, 61-119.

[93] P. Lesky. Uber polynomsysteme, die Sturm-Liouvilleschen differenzengleichungein gen
gen.Math. Z.78(1962), 231-254.

[94] M. Lorente. Raising and lowering operators, factorization method and differential/differen-
ce operators of hypergeometric typk.Phys. A: Math. Ger84 (2001), 569-588.

[95] M. Lorente. Raising and lowering operators and their factorization for generalized orthogo-
nal polynomials of hypergeometric type on homogeneous and non-homogeneous lattices.
J. Phys. A: Math. Ger86 (2003), 183-198.

[96] A.J. Macfarlane. Op-analogues of the guantum harmonic oscillator and the quatum group
suq(2). J. Phys. A22(1989), 4581-4588.

[97] A. A. Malashin. ¢g-Analog of Racah polynomials on the lattie¢s) = [s]q[s + 1], and
its connections witltj-symbols for thesu,(2) andsu,(1, 1), quantum algebras (en ruso).
Master thesis, Moscow State University, M.V. Lomonosov, 1992.

[98] I. A. Malkin y V. I. Man’ko. Dynamical Symmetries and Coherent States of Quantum
SystemsNauka Publishers, Moscow, 1979.

[99] F. Marcelfin, A. Branquinho, y J. Petronilho. Classical orthogonal polynomials: a functio-
nal approachActa Appl. Math34 (1994), 283-303.

[100] F. Marcelan y P. Maroni. Sur I'adjonction d’'une masse de Digagne forme &guliere et
semi-classiqueAnn. Mat. Pura ed ApplV (CLXII) (1992), 1-22.

[101] F. Marcelfin y J. C. Petronilho. On the solutions of some distributional differential equa-
tions: Existence and characterizations of the classical moment functiontgral Trans-
forms and Special Functior%3) (1994), 185-218.

[102] F. Marcelbn y L. Salto. Discrete semi-classical orthogonal polynomidldDiffer. Equa-
tions Appl.4(5) (1998), 463—496.

[103] P. Maroni. Une caraétisation des polyimes orthogonaux semi-classique3.R. Acad.
Sci. Paris &r. I, Math.301(1985), 269-272.



BIBLIOGRAFIA 167

[104] P. Maroni. Le calcul des formes Baired et les polidmes orthogonaux semi-classiques.
En M. Alfaro et al. (Eds.)Orthogonal polynomials and their applicatigngol. 1329de
Lectures Notes in MattSpringer, Berlin, 1988, 279-290.

[105] P. Maroni. Sur le suite de polgmes orthogonaux assée& la formeu = §.+\(z—c) 1 L.
Period. Math. Hung21(3) (1990), 223-248.

[106] P. Maroni. Une tkorie algbrique des polyimes orthogonaux. En C. Brezinski et al. (Ed.),
Application aux polyimes orthogonaux in Orthogonal Polynomials and their Applications
Baltzer, Basel, 1991, 95-130

[107] P. Maroni. Semiclassical character and finite-type relations between polynomial sequences.
Appl. Num. Math31 (1999), 295-330.

[108] P. Maroni y R. Sfaxi. Diagonal orthogonal polynomial sequenddgth. Appl. Anal.7
(2000), 769-792.

[109] P. J. McCarthy. Characterizations of classical polynomiBtet. Math.20(1) (1961), 47—
52.

[110] J. C. Medem.Polinomiosg-semichsicos. Tesis doctoral, Universidad Pditnica de Ma-
drid, Madrid, 1996.

[111] J. C. Medem, RAlvarez-Nodarse, y F. Marcélh. On theg-polynomials: a distributional
study. J. Comput. Appl. Mathl35(2001), 157-196.

[112] W. Miller (Jr.). Lie theory and difference equations.Math. Anal. Appl28 (1969), 383—
399.

[113] W. Miller (Jr.). Lie theory and;-difference equationSIAM J. Math. Anall (1970), 171-
188.

[114] W. Miller (Jr.). Symmetry Groups and their applicatioscademic Press, New York, 1972.

[115] Sh. M. Nagiyev. Difference Schdinger equation ang-oscillator model. Theoret. and
Math. Phys102(1995), 180-187.

[116] A. F. Nikiforov, S. K. Suslov, y V. B. UvarovClassical Orthogonal Polynomials of a Dis-
crete Variable. Springer Series in Computational Physi#sringer-Verlag, Berlin, 1991.

[117] A. F. Nikiforov y V. B. Uvarov. Classical orthogonal polynomials in a discrete variable
on nonuniform lattices (preprint en rusdpst. Prikl. Mat. Im. M. V. Keldysha Akad. Nauk
SSSR7, 1983.

[118] A.F. Nikiforovy V. B. Uvarov. The Special Functions of Mathematical PhysBskhauser
Verlag, Basel, 1988.

[119] A. F. Nikiforov y V. B. Uvarov. Polynomials solutions of hypergeometric type difference
equations and their classificatiorintegral Transforms and Special Functiohs1993),
223-249.

[120] W. Rudin. Real and Complex AnalysiMcGraw-Hill, New York, 1974.

[121] E. Schidinger. A method of determining quantum-mechanical eigenvalues and eigenfunc-
tions. Proc. Roy. Irish. Acad46A (1940), 9-16.



168 BIBLIOGRAFIA

[122] E. Schidinger. The factorization of the hypergeomtric equati®noc. Roy. Irish. Acad.
47A (1941), 53-54.

[123] R. Sfaxiy F. Marcekn. Second structure relation for semiclassical orthogonal polynomials.
J. Comput. Appl. Mat0(Q(2) (2007), 537-554.

[124] J.A. Shohat. A differential equation for orthogonal polynomiddsike Math. J5 (1939),
401-407.

[125] J. A. Shohat y J. D. Tamarkif.he Problem of Moment®\merican Mathematical Society,
Providence, Rhode Island, 1970.

[126] E. K. Sklyanin. Some algebraic structures connected with the Yang-Baxter equratran.
Anal. Appl.16 (1983), 263-270.

[127] Yu. F. Smirnov. On factorization of difference equation of hypergeomtric type. En M. Alfaro
et al. (Eds.)]nternational Workshop on Orthogonal Polynomilas in Mathematical Physics
Servicio de publicaciones de la Universidad Carlos Il de Madrid. Leganes, Madrid, 1997,
153-161.

[128] Yu. F. Smirnov. Finite difference equations and factorization method. En P. Kasperkovitz y
D. Grau (Eds.)Proc. 5th Wigner Symposiyorld Scientific, 1998, 148—-150.

[129] Yu. F. Smirnov. Factorization method: New aspe&syv. Mex. Fis45 (1999), 1-6.

[130] Yu. F. Smirnov, V. N. Tolstoi, y Yu. I. Kharitonov. Method of projection operators and
the g-analog of the quatum theory of angular momentum. Clebsh-Gordan coefficients and
irreducible tensor operatorSov. J. Nucl. Phy$3(1991), 593-605.

[131] Yu. F. Smirnov, V. N. Tolstoi, y Yu. I. Kharitonov. Projection operator and ¢renalog
of the quantum theory of angular momentum. Racah coeffici8tand6;-symbols, and
their symmetry propertiesSov. J. Nucl. Phy$3(1991), 1069-1086.

[132] Yu. F. Smirnov, V. N. Tolstoi, y Yu. I. Kharitonov. Tree technique and irreducible tensor
operators for theu,(2) quantum algebra,j-symbols.Soc. J. Nucl. Phy&5(1992), 1599-
1604.

[133] Yu. F. Smirnov, V. N. Tolstoi, y Yu. I. Kharitonov. The tree technique and irreducible ten-
sor operators for theu,(2) quantum algebra. The algebra of irreducible tensor operators.
Physics Atom. Nucb6 (1993), 690-700.

[134] V. Spiridonov, L. Vinet, y A. Zhedanov. Difference Sélalinger operators with linear and
exponential discrete spectraett. Math. Phys29(1993), 63—73.

[135] T. J. Stieltjes. Recherches sur les fractions continAesales de la facudtdes sciences de
Toulouse 8r. 64(2) (1995), 36—75.

[136] G. Szed. Orthogonal Polynomials Amer. Math. Soc. Coll. Pub. 23. Providence, Rhode
Island,4“ edition, 1975.

[137] V. B. Uvarov. The connection between systems of polynomials that are orthogonal with
respect to different distributionJSSR Comput. Math. Math. Ph¥s(1969), 25-36.

[138] N.Ja. Vilenkiny A. U. Klimyk. Representations of Lie Groups and Special Functivols.
I, 11, Il . Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, The Netherlands, 1992.



BIBLIOGRAFIA 169

[139] L. Vinet, O. Yermolayeva, y A. Zhedanov. A method to study the Krall and g-Krall poly-
nomials.J. Comput. Appl. Mathl33(2001), 647-656.

[140] W.Van Assche. Discrete painleequations for recurrence coefficients of orthogonal poly-
nomials. Proceedings of the international conference on Difference Equations, Special
Functions and Applications

[141] A. S. Zhedanov. “Hidden symmetry” of the Askey-Wilson polynomidlsgor. Math. Phys.
89(1991), 1146-1157.



