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Estructura de la Memoria y cuestiones de estilo.

La memoria se estructura en capı́tulos yéstos, a su vez, en secciones, subsecciones y subsec-
ciones déestas – que se verán marcadas por el sı́mbolo¤ –, siendo siempre el texto que precede
a la primera sección una introduccíon, donde se describe el contenido del estudio e incluyen las
referencias b́asicas.

En el texto se evitará escribir caracteres en cursiva, la cual se empleará para voces en len-
gua extranjera o enfatizar una frase. Se usarán los caracteres en negrita no sólo tanto para indicar
caṕıtulos, secciones, teoremas, lemas, proposiciones, tablas, demostraciones sino también para los
operadores que se considerarán a lo largo de esta memoria – en ocasiones aparecerán en estilo
griego –.

Dada la gran cantidad de nomenclatura contenida en el texto y a fin de evitar confusiones, se
han empleado las posibilidades ofrecidas por LATEX para realizar una estricta separación, seǵun
sea el concepto que se asocia a la notación. Por ejemplo, los conjuntos se denotan con las letras
huecas;C, P, etc; los funcionalesC, U, etc, y los polinomios con mińusculas,p(x), salvo los
clásicos y sus generalizaciones.

Por otro lado, cuando se digap(s) uno est́a abusando de la notación queriendo decirp(x(s)).
Mientras que si se escribep(xk(s)) dondexk(s) = x(s + k

2 ) siendok ∈ Z, uno se está refiriendo
al cambio de variable usualx → xk(s) aplicado sobrep, diciéndose en este caso quep es un
polinomio enxk del grado el que corresponda.

Además, debido a la gran cantidad de fórmulas que aparecen en esta memoria habrá ocasiones
en la que el mismo sı́mbolo indique cosas distintas en diferentes capı́tulos, de ah́ı que, aunque en
estos casos se indicará, el lector deberá distinguirlos seǵun el contexto en las que se encuentren,
por ejemplo,A, Λ, H, etc.

La numeracíon de los resultados o expresiones está de acuerdo con su ubicación en el texto.
Aśı, la Proposicíon 3.2.4 indica la cuarta posición de la sección segunda del tercer capı́tulo, y la
fórmula (3.22) indica la viǵesimosegunda expresión del caṕıtulo tercero.

Tambíen, conviene destacar que las fórmulas centradas, cuando ocupan más de un renglón, y
un rengĺon es la continuación del anterior, se pone el signo matemático en elúltimo al comienzo
de la ĺınea (ya sea,+,×,−, etc.), por ejemplo:

[σ(s) + τ(s)∇x1(s)]
∆Pn(s)
∆x(s)

=
γnλ2n

[2n]q
Pn−1(s)

+
[

λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

− λn∇x1(s)− λ2n

[2n]q
(x(s)− βn)

]
Pn(s).

Referente a la bibliografı́a, se intentaŕa citar las fuentes originales. Para distinguir entre libros y
art́ıculos pondremos el tı́tulo de los primeros encursiva.

Por último, en la medida de lo posible se tratará de estructurar este trabajo según su compo-
nente hist́orica, adeḿas se tratará de no introducir ḿas notacíon de la estrictamente necesaria.
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2.3. La relacíon de recurrencia a tres términos. Algunas consecuencias . . . . . . . .13
2.4. Los Teoremas de caracterización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4.1. Funciones hipergeométricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.5. Generalidades sobre elq-cálculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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II ÍNDICE GENERAL
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4.5. Elálgebra dińamica para los polinomios∆-clásicos . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.5.1. Preliminares: los polinomios∆-clásicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.5.2. Factorización de la ecuación en diferencias . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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4.5.4. Elálgebra dińamica para los polinomios de Meixner y Kravchuk . . . . .77
4.5.5. Elálgebra de simetrı́as Sp(2,R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.5.6. Las funciones de Meixner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .80
4.5.7. Elálgebra de simetrı́as so(3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.5.8. Las funciones de Kravchuk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .83
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I
Los polinomios ortogonales cl ásicos





1
Introducci ón

1.1. Breve introducción histórica

La Teoŕıa de funciones especiales es bien conocida por su importancia dentro de la Fı́sica-
Mateḿatica y, ḿas concretamente, la de los polinomios ortogonales por su aplicación en las ḿas
diversaśareas de la ciencia actual. De hecho, el estudio de forma sistemática de tales funciones
comienza a finales del siglo XVIII cuando se trataban de resolver problemas relativos a la mecánica
celeste. Estas funciones son solución de la ecuación diferencial de segundo orden:

σ̃(x)
d2

dx2
y(x) + τ̃(x)

d

dx
y(x) + λy(x) = 0, (1.1)

dondeσ̃ y τ̃ son polinomios de grado a lo más 2 y 1, respectivamente, yλ es una constante.
La teoŕıa de polinomios ortogonales, además de estar estrechamente relacionada con las ecuacio-
nes diferenciales, también est́a vinculada con la teorı́a de aproximación y la de fracciones con-
tinuas, es ḿas, la conexíon con estáultima dan lugar al nacimiento de la teorı́a general sobre
polinomios ortogonales.
Quizás los trabajos de Thomas Jan Stieltjes Jr. (1856-1894) sobre fracciones continuas permiten
ver de una manera clara dicha relación con los polinomios ortogonales. Más concretamente, Stielt-
jes en su famoso ensayoRecherches sur les fractions continues[135], publicado ṕostumamente,
desarrolĺo la teoŕıa general de lasS-fracciones. Stieltjes probó que bajo ciertas condiciones so-
bre sus paŕametros, la sucesión de denominadores,{pn}n≥0, de dichas fracciones formaban una
sucesíon de polinomios ortogonales (SPO), es decir,

grd pn = n,
∫ ∞

0
pn(x)pm(x)dµ(x) = δn,m, n,m = 0, 1, . . . , dondeδn,m es la delta de Kronecker1 y

µ es una medida positiva soportada en[0,+∞).

Además de los trabajos de Stieltjes, se deben destacar también los realizados por el matemático
ruso Pafnuti Lvovich Chebyshev, el cual estudió una gran variedad de problemas relacionados con

1δn,m vale 1 sin = m y 0 sin 6= m.
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los polinomios ortogonales, llegando a ellos al tratar de resolver ciertos problemas aplicados.
De ah́ı que tanto a Stieltjes como a Chebyshev se les consideren los padres de la teorı́a de polino-
mios ortogonales que estaba por llegar a principios del siglo XX quedando consolidada en 1939
con la aparicíon de la monografı́aOrthogonal Polynomialsde Gabor Szeg̈o [136].
Dentro de la gran familia que forman los polinomios ortogonales (respecto a medidas soportadas
sobre el eje real) se encuentran los polinomios ortogonales clásicos est́andar (Hermite, Laguerre y
Jacobi) los cuales satisfacen, según prob́o S. Bochner [49] en 1929, una ecuación diferencial del
tipo (3.1).
Los teoremas de caracterización indican las principales propiedades que caracterizan a las fami-
lias cĺasicas. Una de sus versiones más conocidas, y a su vez de la más antiguas, se debe a Sonin
la cual consiste en definir los polinomios clásicos como lośunicos polinomios ortogonales que
satisfacen la propiedad que sus derivadas,{P ′

n}n≥0, tambíen son ortogonales, demostrando que
los polinomios de Jacobi, Laguerre y Hermite son clásicos.

Dicha propiedad, que fue redescubierta por W. Hahn en 1935, también recupeŕo los polinomios
de Bessel2 no considerados por Sonin.

Una extensíon “evidente” de los polinomios clásicos est́andar se debe a H. L. Krall quien en
1938 estudío el problema de determinación de soluciones polińomicas de una ecuación diferencial
de orden2n (n > 1) encontrando condiciones necesarias y suficientes que debı́an satisfacer dichas
soluciones. En 1940 clasificó las ecuaciones de cuarto orden con soluciones polinómicas [89]. En
1978, A. M. Krall [88] estudío estos nuevos polinomios (no clásicos) – los cuales son ortogonales
respecto a medidas obtenidas a partir de las clásicas mediante la adición de una o dos masas de
Dirac – cuyo estudio inició las investigaciones en un nuevo campo de las funciones especiales: los
polinomios semicĺasicos [73, 103], el cual se encuentra en pleno desarrollo en la actualidad. Más
detalles se pueden encontrar en [21] y [22] y las referencias contenidas enéstas.

Volviendo al marco de los polinomios ortogonales clásicos, hay dos grandes conjuntos de
polinomios ortogonales clásicos que surgen al discretizar la ecuación diferencial (1.1) las cuales
seŕan descritas con algo ḿas de detalle en el capı́tulo 3.
El primero consiste en discretizar (1.1) considerando una red uniforme, aproximando las derivadas
de primer y segundo orden adecuadamente, obteniéndose la siguiente ecuación en diferencias de
segundo orden

σ(s)∆∇y(s) + τ(s)∆y(s) + λy(s) = 0, (1.2)

dondeσ(s) = σ̃(s) − 1
2 τ̃(s), τ(s) = τ̃(s), λ es una constante, y∆ y ∇ son los operadores en

diferencias finitas progresivas y regresivas, respectivamente, con

∆f(s) = f(s + 1)− f(s), y ∇f(s) = f(s)− f(s− 1).

El segundo consiste en discretizar la ecuación (1.1) considerando una red no uniforme obtenién-
dose la ecuación en diferencias de segundo orden

σ(s)
∆

∆x
(
s− 1

2

)∇y(s)
∇x(s)

+ τ(s)
∆y(s)
∆x(s)

+ λy(s) = 0, (1.3)

dondeσ(s) = σ̃(x(s))− 1
2τ(s)∆x

(
s− 1

2

)
, τ(s) = τ̃(x(s)), y λ es una constante.

Estaúltima forma de discretizar la ecuación (1.1) da lugar a la teorı́a de losq-polinomios la cual ha
sido desarrollada por un sinnúmero de autores destacando los trabajos de R. Askey, J. A. Wilson,
T. H. Koornwinder, T. S. Chihara, A. F. Nikiforov, V. B. Uvarov, N. M. Atakishiev, S. K. Suslov,

2Los polinomios de Bessel, que son ortogonales respecto a una medida soportada sobre la circunferencia unidad
{z ∈ C : |z| = 1}, aunque fueron considerados por diversos matemáticos (e.g. Burchnall y Chaundy en 1931 [53]),
fueron H. L. Krall y O. Frink quienes los “presentaron” formalmente en 1949 en y les dieron su nombre por su relación
con las funciones de Bessel.
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entre otros. V́ease, por ejemplo, [33, 40, 66, 82, 86, 116].
Más detalles sobre la historia de los polinomios ortogonales y las funciones especiales se pueden
encontrar, entre otros, en [10, 8, 56, 66, 67, 118, 136].

1.2. Importancia del tema

La teoŕıa de funciones especiales y, más concretamente, la teorı́a de polinomios ortogonales
constituyen unas de las fuentes más apreciadas por la cantidad de aplicaciones en la matemática
y en la f́ısica actual con la quéestas aparecen relacionadas. Entre ellas se encuentra la teorı́a de
números, el ańalisis nuḿerico, la teoŕıa de operadores, la teorı́a de representación de grupos y la
mećanica cúantica.
Dentro de la variedad de problemas que se pueden encontrar relacionados con dichas teorı́as,
consid́erese el siguiente problema que está ı́ntimamente vinculado con uno que se desarrollará en
esta memoria y que, a su vez, está relacionado con la teorı́a de operadores.

Construir elálgebra de simetrı́as dińamica para el oscilador arḿonico, el cual viene definido
en la mećanica cúantica no relativista por el Hamiltoniano

H := −~ω
2

(
ξ2 − d2

dξ2

)
= ~ω

(
N +

1
2

)
, (1.4)

dondeξ =
√

mω/~x es la coordenada adimensional,N es eloperador ńumero de part́ıculas,

N := a† ◦ a,

y los operadores creación y destruccíon se definen como

a =
1√
2

(
ξ +

d

dξ

)
, a† =

1√
2

(
ξ − d

dξ

)
,

los cuales satisfacen la relación de conmutación

[a,a†] := a ◦ a† − a† ◦ a = I. (1.5)

Obśervese que en el caso del oscilador armónico (1.4) no hay mucha diferencia entre el Hamil-
tonianoH y el operadorN. Aśı, N satisface las mismas relaciones de conmutación (1.5) con los
operadores creación y destruccíona y a†.
La teoŕıa de simetŕıas dińamicas [45, 98] está basada en estudiar bajo qué circunstancias se puede
construir, teniendo en cuenta los operadores relacionados con un sistema fı́sico, ciertaśalgebras
de Lie que no śolo incluyan al Hamiltoniano y los operadores de simetrı́a sino tambíen a los
operadores creación y destruccíon que, en general, no conmutan con el Hamiltoniano.

Definición 1.2.1. Se dice quea es un operador creación (resp.b es un operador destrucción) si
existen una sucesión de autofunciones,{ϕn}n≥0, asociadas al HamiltonianoH, y una sucesión
de ńumeros complejos,{un}n≥0, (resp.{dn}n≥0) tales que

a[ϕn] = unϕn+1, (resp. b[ϕn] = dnϕn−1).

Además, el HamiltonianoH, los operadoresa, a†, y el operadorI forman unÁlgebra de Lie
cerrada, lo cual permite encontrar el espectro deH y da, por definicíon, el grupo de simetrı́as
dinámico del oscilador [114].
Teniendo en cuenta esto, las autofunciones independientes del Hamiltoniano forman una base de
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una representación irreducible de la correspondienteÁlgebra de Lie dińamica.

En este caso se conoce la solución del problema planteado anteriormente. Una vez que se ha
factorizado el Hamiltoniano (o, equivalentemente, el operadorN) en t́erminos de los operadores
creacíona† y destruccíona, uno puede construir explı́citamente eĺalgebra de Lie cerradasu(1, 1)
con los generadores

K0 :=
1

2~ω
H =

1
2

(
N +

1
2

)
, K+ :=

1
2
(a†)2, K− :=

1
2
a2. (1.6)

De hecho, no es difı́cil verificar que tales generadores satisfacen las relaciones de conmutación
est́andar

[K0,K±] = ±K±, [K−,K+] = 2K0,

del álgebrasu(1, 1). Es conocido que las representaciones unitarias irreducibles de esteálgebra
son los autovalores deloperador Casimir

C := K2
0 −K0 −K+ ◦K− = s(s− 1)I. (1.7)

Un cálculo directo del operador Casimir (1.7) considerando (1.6) muestra que el autovalors(s−1)
en este caso particular es igual a− 3

16 . Esto significa que el parámetros es, bien1
4 , bien 3

4 . Ca-
da uno de estos valores des define una representación unitaria irreducible deĺalgebrasu(1, 1):
D+( 1

4) consiste en las autofunciones del HamiltonianoH que se corresponden con los autovalores
n + 1

4 , n = 0, 1, . . . del generadorK0, mientras queD+( 3
4) se corresponde con los autovalores

n + 3
4 del mismo generadorK0. Aśı de esta forma uno obtiene el espectroEn = ~ω(n + 1

2) del
HamiltonianoH, sin resolver el problema de autovalores para la ecuación de Schr̈odinger corres-
pondiente. Para ḿas detalles referentes a este problema véase [15]. Una vez descrito con cierto
detalle este ejemplo, en esta memoria, se considerará un problema ańalogo dando la solución para
la gran mayoŕıa de las familias clásicas no śolo dentro de las tablas de Hahn y de Askey, sino tam-
bién de las familias∆-clásicas sin llegar a entrar en detalle en lo referente a las representaciones
unitarias irreducibles asociadas a lasálgebras de Lie obtenidas.
Dicho problema ha sido estudiado dentro del marco de los polinomios ortogonales clásicos, entre
otros, por Yu. F. Smirnov [127, 128, 129], N. M. Atakishiev [34, 36], S. K. Suslov [37, 38], R.
Askey [30, 31], M. Lorente [94, 95], y G. Bangerezako [42, 43]. Y dentro del marco de los poli-
nomios ortogonales semiclásicos, entre otros, por A. P. Magnus [44].

El primer problema que se considerará est́a ı́ntimamente relacionado con el método de fac-
torizacíon de tipo Infeld & Hull – aunque Darboux y Schrödinger lo hab́ıan considerado antes
[59, 121, 122] – los cuales lo emplearon para buscar soluciones analı́ticas de cierta clase de ecua-
ciones diferenciales [74].

Más tarde, Miller extendió dicho ḿetodo a ecuaciones en diferencias [112] yq-diferencias
– en el sentido de Hahn – [113]. Algunos de los trabajos más recientes pueden encontrarse, por
ejemplo, en [13, 14, 16, 34, 35, 41, 94, 95, 129, 134].

Posteriormente se realizará un desarrollo de la obtención de los operadores creación y des-
trucción en el contexto ḿas general siempre sin salirse del marco de los polinomios ortogona-
les cĺasicos. Dicho estudio es interesante desde el punto de vista de la teorı́a espectral ya que
se podŕa describir elálgebra dińamica cerrada asociada a las familias clásicas y, por tanto, se
podŕa obtener otro tipo de propiedades de tipo espectral, e incluso analı́tico, de tales funciones.

Por otro lado, también es de vital importancia el estudio de propiedades que caractericen a las
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familias de polinomios ortogonales clásicos, los denominadosTeoremas de caracterización. Di-
cho problema fue originalmente considerado por Hahn [71] en el que caracterizó los polinomios
ortogonales cĺasicos est́andar. Posteriormente se han ido obteniendo nuevos Teoremas de carac-
terizacíon tanto para los polinomios ortogonales∆-clásicos como para losq-polinomios (v́ease
[2, 9, 56, 65, 111]). Para ḿas detalles relativos a los Teoremas de caracterización véase§2.4.

La relevancia de estos resultados está claramente justificada dado que permite caracterizar a
las familias cĺasicas. En particular, las relaciones de estructura permiten obtener, entre otros, re-
sultados relacionados con la teorı́a espectral de funciones especiales como se verá más adelante.

Para la realización de esta memoria se han empleado diversas técnicas entre las que se encuen-
tran la teoŕıa general de operadores, la teorı́a general de funciones de variable compleja, la teorı́a
de Representación de Grupos, y la teorı́a deÁlgebras tanto conmutativas como no conmutativas.

1.3. Resultados más relevantes

En esta memoria se ha puesto especialénfasis en el estudio de las propiedades más relevantes
de los polinomios ortogonales clásicos, y ḿas concretamente de losq-polinomios
Durante el estudio de las familias de losq-polinomios se ha supuesto la máxima generalidad
posible, esto es, se ha considerado la red más general posible

x(s) = c1(q)qs + c2(q)q−s + c3(q),

dondec1, c2 y c3 son constantes que pueden depender del parámetro complejoq, pero no des.
En este sentido, se consideraron diversos problemas los cuales permitiesen, por un lado tomar
destreza en el cálculo de propiedades algebraicas relativas a losq-polinomios, y por otro el cono-
cimiento de diversas propiedades de tipo algebraico de los mismos.
En primer lugar se consideró el problema de encontrar dos operadores lineales de primer orden,
L+

n y L−n , tales que diesen la factorización de tipo Infeld & Hull del siguiente operador lineal de
segundo orden

Hn := e−∂s

√(
σ(s) + τ(s)∇x1(s)

)
σ(s + 1)

1
∆x(s)

+
√(

σ(s) + τ(s)∇x1(s)
)
σ(s + 1)

1
∆x(s)

e∂s

−
((

σ(s) + τ(s)∇x1(s)
)

∆x(s)
+

σ(s)
∇x(s)

− λn∇x1(s)

)
I,

siendo e∂s el operador desplazamiento, cone±∂sf(s) = f(s± 1).
Es decir, que las siguientes relaciones se satisficieran

un(s + 1)Hn = L−n+1 ◦ L+
n − h∓n I,

un(s)Hn+1 = L+
n ◦ L−n+1 − h∓n I,

dondeun es cierta funcíon yh∓n cierta constante para cadan = 0, 1, . . . .
En [16] dicho problema se resolvió de forma general d́andose f́ormulas expĺıcitas de tales opera-
dores.
Posteriormente, se consideró un ḿetodo de factorización que consistı́a en encontrar dos operado-
res,a y b, tales que

1. Factorizasen al operador lineal de segundo orden

b ◦ a = C
A(s)
∇x1(s)

Hq
1

A(s)
◦ I + E I,
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dondeC y E son ciertas constantes,A es cierta funcíon que no se anula en el intervalo de
ortogonalidad[a, b], y

Hq := e−∂s

√(
σ(s) + τ(s)∇x1(s)

)
σ(s + 1)

1
∆x(s)

+
√(

σ(s) + τ(s)∇x1(s)
)
σ(s + 1)

1
∆x(s)

e∂s

−
((

σ(s) + τ(s)∇x1(s)
)

∆x(s)
+

σ(s)
∇x(s)

)
I,

2. Verificasen la siguiente propiedad de conmutatividad

[a,b]ς := a ◦ b− ςb ◦ a = I.

Además, tambíen se analiźo bajo qúe condiciones los operadores,a y b eran mutuamente adjuntos,
i.e.

〈aΨ,Φ〉 = 〈Ψ,bΦ〉, Ψ, Φ ∈ P,

donde〈., .〉 representa el producto interior respecto al cual las autofunciones asociadas,ϕn, son
ortonormales.
En [14] se dieron condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales el problema tiene solución
dándose una gran variedad de ejemplos, algunos de los cuales conocidos y otros nuevos, con sus
respectivos operadores, asimismo se dieron condiciones suficientes sobre los operadoresa y b
para que fueran mutuamente autoadjuntos.
Aprovechando dichos resultados, en [13] se obtuvieron resultados análogos para el caso∆-clásico
tanto en el caso acotado (Hahn y Kravchuk) como el no acotado (Meixner y Charlier) describiendo
el álgebra dińamica de simetrı́a para los polinomios de Meixner y Kravchuk.
Además, durante el perı́odo de investigación se realźo el inteŕes por el estudio de las familias
de la escala superior tanto de la tabla de Hahn como de la de Askey, tales como los polinomios
de Askey-Wilson,q-Racah, losq-polinomios grandes de Jacobi, entre otros. De hecho, en [27], se
obtuvieron las propiedades fundamentales de losq-polinomios de Racahuα,β

n (x(s), a, b) aśı como
de sus duales̃uα,β

n (x(s), a, b), viéndose adeḿas la conexíon de los coeficientes de Clebsch-Gordan
y el q-AlgebraSUq(2).
Finalmente se realizaron dos trabajos relacionados con la teorı́a de losq-polinomios semicĺasicos.
En el primero de ellos se realiza un estudio acerca de los lı́mites de polinomios (q-polinomios
de tipo Krall) que son ortogonales respecto a funcionales linealesq-clásicos perturbados via la
adición de una o dos masas a dichos funcionales (para más detalles v́ease [17]) y en el segundo
se obtuvieron nuevos Teoremas de caracterización para los polinomiosq-semicĺasicos (para ḿas
detalles v́ease [58]).
Antes de entrar a dar los detalles de cómo se obtuvieron estos resultados, en el siguiente capı́tulo
se daŕa un breve repaso de las familias de polinomios ortogonales clásicos.



2
Preliminares

En este caṕıtulo se daŕan las nociones b́asicas acerca de las familias clásicas analizando algu-
nas de sus propiedades más importantes. Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, el conjunto de
las familias cĺasicas está constituido por tres grandes grupos:

1. Los polinomios cĺasicos est́andar, que son las soluciones polinómicas de la ecuación dife-
rencial lineal de segundo orden

σ̃(x)
d2

dx2
y(x) + τ̃(x)

d

dx
y(x) + λy(x) = 0, (2.1)

dondeσ̃ y τ̃ son polinomios de grado a lo más 2 y 1, respectivamente, yλ es una constante
independiente dex.

2. Lospolinomios∆-clásicos, que son las soluciones polinómicas de la ecuación en diferencias
lineal de segundo orden

σ(s)∆∇y(s) + τ(s)∆y(s) + λy(s) = 0, (2.2)

dondeσ(s) = σ̃(s) − 1
2 τ̃(s), τ(s) = τ̃(s) son polinomios de grados a lo más 2 y 1,

respectivamente, yλ es una constante independiente des.

3. Los q-polinomios, que son las soluciones polinómicas de la ecuación en diferencias lineal
de segundo orden

σ(s)
∆

∆x
(
s− 1

2

)∇y(s)
∇x(s)

+ τ(s)
∆y(s)
∆x(s)

+ λy(s) = 0, (2.3)

dondeσ(s) = σ̃(x(s))− 1
2τ(s)∆x

(
s− 1

2

)
, τ(s) = τ̃(x(s)), y λ es una constante indepen-

diente des.

Esta memoria se centrará en estudiar propiedades y aplicaciones relacionadas con losq-polino-
mios. Pero antes de realizar dicho estudio se verán, en primer lugar, algunas propiedades generales
que involucran a todas las familias clásicas y, posteriormente, se mostrarán algunas propiedades
relacionadas directamente con losq-polinomios.
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2.1. Los espacios P y P′

En este trabajo se considerarán polinomiosp(x) = amxm + · · · + a1x + a0 como funciones
polinómicas enx y con coeficientes complejos, i.e.p ∈ P, donde porP se designará al espacio
vectorial de los polinomios de variable compleja con coeficientes enC y por Pm al subespacio
vectorial de los polinomios de grado a lo másm. Con la topoloǵıa definida por la norma‖.‖m,
donde, parap ∈ Pm, se define

‖p‖m =
m∑

i=0

|ai|,

el espacioPm es de Banach. De hecho, se tiene quePm ⊂ Pm+1, m ≥ 0 (inclusión estricta) y
es claro que la topologı́a dePm es la misma a la inducida por la topologı́a dePm+1. Por lo tanto,
como

P =
⋃

m≥0

Pm,

de la teoŕıa de los espacios localmente convexos se conduce a considerar, paraP, la topoloǵıa
lı́mite inductivo estricto definida por la sucesión{Pm}m≥0. Como los espaciosPm son de Fŕechet
ya que son de Banach entonces, con esta topologı́a,P es un espacio completo.
El dual topoĺogico deP seŕa representado porP′,

P′ = {u : P→ C |u lineal y continua}.

y, dadop ∈ P, se representará por〈u, p〉 a la imagen dep poru. En particular, parap de la forma
xn, el número complejoun, definido por〈u, xn〉, se denominarámomento de ordenn deu.
De entre todos los posibles elementos deP′, debido al inteŕes que se tendrá para la teorı́a que se
desarrollaŕa, se destacarán los siguientes:

1. La medida de Dirac en el puntoc ∈ C: se denotaŕa porδc (o δ(x− c)) y viene definida por

〈δc, p〉 = p(c), p ∈ P.

2. Funcionales definidos por funciones peso: dada una función ω, no negativa e integrable
sobreR, satisfaciendo que

∫
R ω(x)dx > 0 y que, para cadan ≥ 0,

∣∣ ∫
R xnω(x)dx

∣∣ < ∞ –
en estas condiciones, se dirá queω es una funcíon peso – se puede definir un elementouω

deP′ por

〈uω, p〉 =
∫

R
p(x)ω(x)dx, p ∈ P, (2.4)

cuyos momentos vendrá dados por

(uω)n =
∫

R
xnω(x)dx, p ∈ P.

Nótese que en el caso de un funcional “discreto”, dada una función ω no negativa satisfa-
ciendo que

∞∑

s=0

ω(s)∇x1(s) > 0,

y que sus momentos sean finitos, i.e.

∞∑

s=0

xn(s)ω(s)∇x1(s) < ∞, n = 0, 1, . . .
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se dice queω es una funcíon peso – se puede definir un elementouω deP′ – por

〈uω, p〉 =
∞∑

s=0

p(s)ω(s)∇x1(s), p ∈ P, (2.5)

donde, como antes,x1(s) = x(s + 1
2).

3. Funcionales de momentos: dada una sucesión de ńumeros complejos{µn}n≥0, se diŕa que el
funcionalu ∈ P′ es un funcional de momentos determinado por{µn}n≥0 si 〈u, xn〉 = µn,
n = 0, 1, . . .

2.2. La propiedad de ortogonalidad

En general, en esta memoria, cuando se diga que{Qn}n≥0 es una sucesión de polinomios se
consideraŕa que, para cadan ≥ 0, grd Qn ≤ n, en el caso en quegrdQn = n, n ≥ 0, la sucesíon
de polinomios{Qn}n≥0 se diŕa libre. Se adoptaŕa tambíen el convenioQn ≡ 0 si n < 0.

Definición 2.2.1. Seau ∈ P′ un funcional de momentos y{Pn}n≥0 una sucesíon de polinomios
(SP). Se diŕa que{Pn}n≥0 constituye unasucesíon (o un sistema) de polinomios ortogonales
(SPO) respecto al funcionalu si se cumplen las siguientes condiciones:

1. grdPn = n, n = 0, 1, . . . ,

2. 〈u, PnPm〉 = knδn,m, (kn 6= 0), n,m = 0, 1, . . . .

En la mayoŕıa de los ejemplos considerados de SPOs, el funcionalu asociado está definido
por una funcíon pesoω, como en (2.5). Por ejemplo, es fácil verificar que los polinomios de
Chebyshev de primera especie,Tn(x) = cos(n arc cos(x)), n = 0, 1, . . . , satisfacen las relaciones
de ortogonalidad ∫ 1

−1
Tm(x)Tn(x)

dx√
1− x2

=
{

π
2 si n > 0,
π si m = n = 0.

Por lo que el funcional correspondiente funcionalu admite una representación integral del tipo
(2.4), conω(x) = 1/

√
1− x2.

Aunque en muchas ocasionesu viene definida a trav́es de una integral de Riemann-Stieltjes,

〈u, p〉 =
∫

R
p(x)dψ(x), p ∈ P, (2.6)

dondeψ es una funcíon no decreciente, acotada y con un espectro1 infinito.

Proposición 2.2.1. [56] Seau un funcional de momentos y{Pn}n≥0 una sucesíon de polinomios.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) {Pn}n ≥ 0 es una SPO respecto al funcionalu,

(b) 〈u, πPn〉 = 0, para todo polinomioπ de gradom < n,
〈u, πPn〉 6= 0, para todo polinomioπ de gradon.

(c) 〈u, xmPn〉 = Knδn,m, (Kn 6= 0), m = 0, 1, . . . , n.

1Se Dice quex0 es unpunto espectralde la funcíon no decrecienteψ si ψ(x0 + δ) − ψ(x0 − δ) > 0 para todo
δ > 0. El conjunto de los puntos espectrales constituye elespectrodeψ.
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Pero, dado un funcional linealu, ¿bajo qúe condiciones existe la SPO respecto au?.
Seau un funcional de momentos y{un}n≥0 la correspondiente sucesión de momentos. Se desig-
naŕa porHn al determinante de Hankelde ordenn + 1 asociado a la secuencia de los primeros
2n + 1 momentos, i.e.,

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u0 u1 · · · un

u1 u2 · · · un+1
...

...
...

...
un un+1 · · · u2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Definición 2.2.2. Un funcional de momentosu se diceregular (o quasi-definido) si

Hn 6= 0, n = 0, 1, . . .

La existencia de SPOs respecto a un funcional está ligado a la regularidad del funcional en
cuestíon.

Proposición 2.2.2. [56] Seau un funcional de momentos. Es condición necesaria y suficiente
para que exista una SPO respecto al funcional linealu queéste sea regular.

De hecho, si{Pn}n≥0 es una sucesión de polinomios ortogonales mónicos (SPOM), i.e.
Pn(x) = xn + k′nxn−1 + · · · , respecto al funcional de momentosu, entoncesPn puede escri-
birse de manera explı́cita como

Pn(x) = H−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u0 u1 · · · un

u1 u2 · · · un+1
...

...
...

...
un−1 un · · · u2n−1

1 x · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n = 1, 2, . . . ,

y P0(x) = 1. Otra forma de definir los polinomios ortogonales clásicos es a través de la ecuación
distribucional que satisface el funcionalu.

Definición 2.2.3.Seau ∈ P′ un funcional regular. Se dice queu es unfuncional clásicosi existen
dos polinomios,φ y ψ, congrdφ ≤ 2 y grdψ = 1, tales que [99, 101]

d

dx
[φu] = ψu. (2.7)

A la correspondiente sucesión de polinomios se le denomina SPO clásica est́andar.

Nota 2.2.1. La ecuacíon distribucional, evidentemente, dependerá del tipo de familia que se con-
sidere. Por ejemplo, la ecuación distribucional que satisfacen los funcionalesq-clásicos es [111]

∆
∇x1(s)

[φu] = ψu, (2.8)

y en el caso∆-clásico [65]

∆[φu] = ψu.
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2.3. La relación de recurrencia a tres términos. Algunas consecuencias

Una caracterı́stica importante de las SPOs se traduce en el hecho de que todas ellas verifican
una ecuacíon en diferencias lineal y homogénea de segundo orden, que depende esencialmente de
la propiedad de ortogonalidad y de que el conjunto{Pk}n

k=0 forma una base dePn. De hecho,
dado que el funcionalu es regular y de tipo Hankel, i.e.

〈u, xp〉 = 〈xu, p〉, p ∈ P,
se puede escribir, con la convenciónP−1 ≡ 0,

xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x), n = 0, 1, . . . (2.9)

siendo

αn =
〈u, xpnpn+1〉
〈u, p2

n+1〉
, βn =

〈u, xp2
n〉

〈u, p2
n〉

, y γn =
〈u, xpnpn−1〉
〈u, p2

n−1〉
= αn−1

〈u, p2
n〉

〈u, p2
n−1〉

. (2.10)

Por otro lado, si se desarrollaPn en la forma

Pn(x) = knxn + k′nxn−1 + k′′nxn−2 + · · · ,

se pueden expresar dichos coeficientes de recurrencia en función de los coeficientes de los polino-
miosPn, de hecho,

αn =
kn+1

kn
, βn =

k′n
kn
− k′n+1

kn+1
, y γn =

k′′n − αnk′′n+1

kn−1
− k′n

kn−1
βn.

Además, es posible obtener expresiones explı́citas de los coeficientes correspondientes axn−1 y
xn−2 del polinomio ḿonicok−1

n Pn(x) en funcíon de los coeficientes de recurrencia [56, pág. 19],
de hecho

k−1
n Pn(x) = xn +

(
−

n−1∑

i=0

βi

)
xn−1 +




1
2

n−1∑

i,j=0
i6=j

βiβj −
n−1∑

k=1

γk


xn−2 + · · ·

Una consecuencia importante de la relación de recurrencia a tres términos (RRTT) tiene que ver
con los ceros de los polinomios de una SPO: siγn 6= 0, n ≥ 1, entonces dos polinomios conse-
cutivos de una SPO,{Pn}n≥0, no pueden tener ceros comunes. De hecho, siPn y Pn+1 tuviesen
un cero coḿun x0, aplicando sucesivamente (2.9) y dado queγn 6= 0, n ≥ 1, x0 seŕıa un cero de
todos los polinomios de la SPO, en particular,x0 seŕıa cero deP0 que es constante no nula, lo cual
es imposible.
Otro resultado importante al que se hará referencia ḿas adelante, que también es una consecuencia
directa de la relación de recurrencia, es el siguiente [56, pág. 23]:

Proposición 2.3.1. (Identidad de Christoffel-Darboux) Sea{Pn}n≥0 una SPO cuya relación
de recurrencia a tres términos viene dada por(2.9). Entonces,

n∑

k=0

Pk(x)Pk(y)
〈u, P 2

k 〉
=

αn

〈u, P 2
n〉

Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)
x− y

. (2.11)

En particular, tomando lı́mites cuandoy → x, se obtiene la relación

n∑

k=0

P 2
k (x)

〈u, P 2
k 〉

=
αn

〈u, P 2
n〉

(
P ′

n+1(x)Pn(x)− P ′
n(x)Pn+1(x)

)
. (2.12)
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Porúltimo, se enunciará una propiedad que garantiza que el recı́proco de la Proposición 2.2.1
es tambíen cierto. Dicho resultado fue establecido por J. Favard en 1935 [64], y su prueba puede
encontrarse en [56, pág. 22].

Proposición 2.3.2. (Favard) Sean{βn}n≥0 y {γn}n≥0 dos sucesiones arbitrarias de números
complejos, y{Pn}n≥0 una sucesíon de polinomios definida por la relación de recurrencia(2.9).
Entonces existe uńunico funcionalu, definido sobreP, tal que

〈u, 1〉 = u0 6= 0, y 〈u, PnPm〉 = 0, n 6= m, n, m = 0, 1, . . .

u es regular y{Pn}n≥0 es la correspondiente SPOM si y sólo si γn 6= 0, n ≥ 1. Adeḿas u es
definida positiva si y śolo siβn es real yγn > 0, n ≥ 1.

Nota 2.3.1.La condicíon〈u, P 2
n〉 6= 0, n ≥ 1 es una consecuencia inmediata de la propia relación

de recurrencia y del hecho de serγn 6= 0, n ≥ 1.

2.4. Los Teoremas de caracterización

Como ya se mencionó anteriormente, los teoremas de caracterización indican las principales
propiedades que caracterizan a las familias clásicas.
Una de las diversas formas que se conocen para caracterizar una familia de polinomios ortogonales
clásicos es a través de laprimera relacíon de estructura

σ(x)p′n(x) = α̃npn+1(x) + β̃npn(x) + γ̃npn−1(x), n = 1, 2, . . . (2.13)

donde{αn}n≥0, {βn}n≥0 y {γn}n≥0 son tres sucesiones de números yφ es un polinomio de gra-
do a lo ḿas 2.
La caracterización de los polinomios ortogonales clásicos est́andar a trav́es de la relación (2.13)
fue dada por Al-Salam & Chihara [3] (véase también [99]).
A. G. Garcia, F. Marcelĺan y L. Salto [65] probaron que la relación (2.13) tambíen caracterizaba
a los polinomios∆-clásicos (polinomios de Hahn, Krawtchouk, Meixner y Charlier) donde las
derivada es reemplazada por el operador en diferencias finitas progresivas∆.
Posteriormente J. C. Medem, R.Álvarez-Nodarse y F. Marcellán [111] (v́ease también [9]) ca-
racterizaban losq-polinomios de la clase de Hahn a través de la f́ormula de estructura obtenida a
través de (2.13) reemplazando la derivada por laq-derivadaDq, definida como

Dqf(z) :=
f(qz)− f(z)

(q − 1)z
, q ∈ C, |q| 6= 1.

A finales de los ãnos 90, W. Al-Salam [2] resumió las diferentes formas que se conocı́an de carac-
terizar las SPOs clásicas.

Otra forma de caracterizarlas fue obtenida de forma unificada en [99] usando como punto de
partida la ecuación diferencial distribucional (2.7) que satisface el funcional de momentos asocia-
do. El siguiente Teorema resume las distintas caracterizaciones para los polinomios ortogonales
clásicos.

Teorema 2.1. Seau∈ P′ un funcional regular,y{Pn}n≥0 la correspondiente SPOM ortogonal
respecto al funcionalu. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(C1) (Marcellán et. al. [99, 101]){Pn} es una familia cĺasica, i.e., existen dos polinomios,φ y
ψ, congrdφ ≤ 2 y grdψ = 1, tales queu satisface la ecuación diferencial distribucional

d

dx
[φu] = ψu.
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(C2) (Al-Salam, Chihara, [3]): Existe un polinomioφ, congrdφ ≤ 2, y tres sucesiones de núme-
ros complejos,{an}n≥0, {bn}n≥0, y {cn}n≥0, concn 6= 0, n ≥ 0, tales que

φ(x)Pn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn−1(x), n = 0, 1, . . .

(C3) (Hahn, [71]): La sucesíon de polinomios{Qn ≡ P ′
n+1}n≥0 es una SPO (respecto al fun-

cional regularv:=φu).

(C4) (Marcellán et. al., [99]): Existen sucesiones de números complejos,{rn}n≥0, y {sn}n≥0,
tales que

(n + 1)Pn(x) = Qn(x) + rnQn−1(x) + snQn−2(x), n = 2, 3, . . .

(C5) (Bochner, [49]): Existen dos polinomios,φ y ψ, y una sucesión de ńumeros reales,{λn}n≥0,
conλn 6= 0, n ≥ 1, tales quePn es solucíon de la ecuacíon diferencial lineal de segundo
orden

φ(x)y′′ + ψ(x)y′ + λny = 0.

Nota 2.4.1. Para cadan, dado quePn es un polinomio, se tiene que

λn = −n

(
ψ′ + (n− 1)

φ′′

2

)
.

(C7) (McCarthy, [109]): Existen dos polinomios,φ y ψ, con grdφ ≤ 2 y grdψ = 1, y dos
sucesiones de números complejos,{gn}n≥0 y {hn}n≥0, tales que

φ(x)(PnPn−1)′(x) = gnP 2
n(x)−(ψ(x)−φ′(x))Pn(x)Pn−1(x)+hnP 2

n−1(x), n = 1, 2, . . .

(C8) (Versíon distribucional de la f́ormula de Rodrigues, [99]): Existen un polinomioφ de grado
a lo más 2 y una sucesión ńumeros complejos no nulos,{kn}n≥0, tales que

Pn(x)u = knDn[φn(x)u], n = 0, 1, . . .

Recientemente, se han obtenido nuevos resultados análogos al anterior para losq-polinomios
de la tabla de Hahn. De hecho, J. C. Medem et al. [110, 111] los obtienen tomando la ecuación
diferencial distribucional (2.7) como punto de partida. R.Álvarez y M.Álfaro los obtienen en [4]
para el caso discreto. Finalmente en [9], R.Álvarez obtiene resultados análogos usando como idea
de base laq-linealidad de la red y el siguiente resultado:

Teorema 2.2.Teorema de Hahn-LeskyDada una SP,{Pn}n≥0, es una sucesión clásica si y śolo
si

La sucesíon de sus diferencias{∆Pn}n≥0 es una sucesión de polinomios ortogonales [65,
93].

La sucesíon de susq-diferencias{DqPn}n≥0 es una sucesión de polinomios ortogonales
[71, 111].
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2.4.1. Funciones hipergeométricas

Siguiendo [66], se define laserie hipergeoḿetrica b́asica rϕs de paŕametros,a1, a2, . . . , ar, y
b1, b2, . . . bs, como

rϕs

(
a1, a2, . . . , ar

b1, b2, . . . , bs

∣∣∣∣ q; z
)

=
∞∑

k=0

(a1, a2, . . . , ar; q)k

(b1, b2, . . . , bs; q)k

zk

(q; q)k

[
(−1)kq(

k
2)

]s−r+1
, (2.14)

donde, para simplificar la notación, se denotará (a1, a2, . . . , am; q)k a la expresíon

(a1; q)k(a2; q)k · · · (am; q)k,

siendo(a; q)k unosq-ańalogos de los śımbolos de Pochhammer2, (a)k, los cuales vienen definidos
por

(a; q)0 := 1, y (a; q)k := (1− a)(1− aq) · · · (1− aqk−1), k = 1, 2, . . .

Claramente

ĺım
q→1

(qα; q)k

(1− q)α
= (α)k.

Además,(a; q)k puede tambíen definirse para los números enteros negativos, esto es,

(a; q)−k :=
1

(1− aq−1)(1− aq−2) · · · (1− aq−k)
, a 6= q, q2, . . . , qk, k = 1, 2, . . . ,

de modo que

(a; q)−n =
1

(aq−n; q)n
=

(−qa−1)n

(qa−1; q)n
q(

n
2), n = 0, 1, . . .

De hecho, se define(a; q)∞ como

(a; q)∞ := ĺım
n→+∞(a; q)n =

∞∏

k=0

(1− aqk).

Para ḿas detalles referentes a laq-teoŕıa puede consultarse [66].

Se asumiŕa que los factores que aparecen en el denominador no se cancelan nunca. Si se denota
porvn al término general de dicha serie, obsérvese que

vk+1

vk
=

(1− a1q
k) · · · (1− arq

k)
(1− b1qk) · · · (1− bsqk)(1− qk+1)

z(−qk)s−r+1,

es una funcíon racional deqk. De hecho, si uno de los parámetrosai es igual aqk dondek es un
número entero no negativo entonces dicha serie es un polinomio enz. En otro caso, el radio de
convergenciaρ de dicha serie viene dado por

ρ :=




∞ si r < s + 1,
1 si r = s + 1,
0 si r > s + 1.

.

El caso especialr = s + 1 se lee de la forma

s+1ϕs

(
a1, a2, . . . , as+1

b1, b2, . . . , bs

∣∣∣∣ q; z
)

=
∞∑

k=0

(a1, a2, . . . , as+1; q)k

(b1, b2, . . . , bs; q)k

zk

(q; q)k
.

2Los śımbolos de Pochhammer(a)k vienen definidos por(a)0 := 1, y (a)k = a(a + 1) · · · (a + k − 1), k =
1, 2, . . . ,
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Dicha serie hipergeoḿetrica b́asica fue introducida por Heine in 1846 – de ahı́ que en ocasiones de
denominenseries de Heine–. Una serie hipergeoḿetrica b́asica dondez = q y qa1a2 · · · as+1 =
b1b2 · · · bs se denomina compensada (o Saalschütziana).

Se define laq-función hipergeoḿetrica rFs mediante la expresión

rFs

(
a1, a2, . . . , ar

b1, b2, . . . , bs

∣∣∣∣ q, z

)
:=

∞∑

k=0

(a1|q)k · · · (ar|q)k

(b1|q)k · · · (bs|q)k

zk

(1|q)q

[
κ−k

q q
k(k−1)

4

]s−r+1

, (2.15)

donde(a|q)k son otrosq-ańalogos de los śımbolos de Pochhammer definidos como [116]

(a|q)k :=
k−1∏

m=0

[a + m]q =
Γ̃(a + k)

Γ̃(a)
= (−1)k(qa; q)kκ

−k
q q−

k
4
(k−1)− ka

2 , (2.16)

siendoΓ̃(x) un q-ańalogo de la funcíon Γ introducida en [116, Eq.(3.2.24)], y relacionada con la
función q-Gamma cĺasicaΓq mediante la f́ormula

Γ̃(s) = q−
(s−1)(s−2)

4 Γq(s) = q−
(s−1)(s−2)

4 (1− q)1−s (q; q)∞
(qs; q)∞

, 0 < q < 1.

De hecho se tiene
Γ̃(x + 1) = [x]qΓ̃(x),

y

(1|q)k = Γ̃(k + 1) = (−1)kq−
k
4
(k+1)κ−k

q (q; q)k, k ∈ N.

Nota 2.4.2. Nótese que ambas funciones están relacionadas mediante la expresión [119]

p+1ϕp

(
qa1 , qa2 , · · · , qap+1

qb1 , qb2 , · · · , qbp

∣∣∣∣ q, z

)
= p+1Fp

(
a1, a2, . . . , ap+1

b1, b2, . . . , bp

∣∣∣∣ q, t

)∣∣∣∣
t=t0

, (2.17)

donde
t0 = zq

1
2(

∑p+1
i=1 ai−

∑p
i=1 bi).

Para ḿas informacíon acerca de las series hipergeométricas b́asicas v́ease, entre otros, [28, 66].

2.5. Generalidades sobre el q-cálculo

2.5.1. Diferenciación e integración

Los polinomios ortogonalesq-clásicos,{Pn}n≥0, (Grandesq-Jacobi,q-Laguerre, Al-Salam
& Carlitz I, etc) se caracterizan por verificar la propiedad que la sucesión de susq-diferencias
{∆(1)Pn+1}n≥0 son, de nuevo, ortogonales (propiedad de Hahn, véase [71]). De hecho, si la red
x(s) es de tipo lineal, el operador∆(1) es un caso particular deloperador de Hahnel cual se define
como

Lq,ω(f)(x) =
f(qx + ω)− f(x)

(q − 1)x + ω
, ω ∈ C, q ∈ C, |q| 6= 1. (2.18)

Nota 2.5.1. Como caso particular de dicho operador está el operadorq-derivada,Dq, que coin-
cide conLq,0, esto es

Dq(f)(x) :=
f(qx)− f(x)

(q − 1)x
. (2.19)
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Si f es una funcíon diferenciable, el operadorDq verifica

ĺım
q→1

Dq(f)(x) =
d

dx
[f(x)].

A tı́tulo de ejemplo, obśervese que la acción deDq sobref(x) = xa

Dq[xa] =
qa − 1
q − 1

xa−1 = [a]xa−1.

A partir de (2.19) puede deducirse el análogo de la f́ormula de Leibniz

Dq[fg](x) = f(qx)D[g(x)] + g(x)Dq[f(x)]. (2.20)

Por otro lado, laq-integral viene definida por

∫ z

0
f(t)dqt := (1− q)

∞∑

n=0

f(zqn)zqn. (2.21)

Esta definicíon se debe a F. H. Jackson, que además definío dichaq-integral sobre(0,∞) como

∫ ∞

0
f(t)dqt := (1− q)

∞∑
n=−∞

f(qn)qn. (2.22)

Además, con esa definición
∫ z2

z1

f(t)dqt =
∫ z2

0
f(t)dqt−

∫ z1

0
f(t)dqt.

Si f es continua en[0, z], entonces se tiene que

ĺım
q→1

∫ z

0
f(t)dqt =

∫ z

0
f(t)dt.

Otra consecuencia inmediata de dicha definición es
∫ z

0
Dq(f)(t)dqt = f(z)− f(0). (2.23)

Porúltimo, combinando (2.20) y (2.23) se deduce lafórmula de integracíon por partes:

∫ b

a
f(x)Dqg(x)dqx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b

a
g(qx)Dqf(x)dqx. (2.24)

Más informacíon relativa alq-cálculo descrito de una forma sencilla y con rigor puede encontrarse,
por ejemplo, en [55].
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2.6. Preliminares relativos a los q-polinomios

Dado que la mayorı́a de los resultados que se obtendrán en esta memoria están relacionados
con losq-polinomios, se darán previamente las propiedades más importantes de estos.
Losq-polinomios son, como ya se mencionó anteriormente, las soluciones polinómicas de la ecua-
ción en diferencias de segundo orden que resulta al discretizar (2.1).
Más concretamente, se sustituyen las derivadas en (2.1) por sus correspondientes aproximaciones
en una red no uniforme

y′ ∼ 1
2

[
y(x(s + h))− y(x(s))

x(s + h)− x(s)
+

y(x(s))− y(x(s− h))
x(s)− x(s− h)

]
,

y′′ ∼ 1
x(s + h

2 )− x(s− h
2 )

[
y(x(s + h))− y(x(s))

x(s + h)− x(s)
− y(x(s))− y(x(s− h))

x(s)− x(s− h)

]
.

Definición 2.6.1.Unared es una funcíon complejax ∈ C2(Λ) definida sobre el dominio complejo
Λ, conN0 ⊆ Λ, y x(s), s = 0, 1, . . . son los puntos donde se discretizará el operador(2.1).

a bx(s−h) x(s) x(s+h)

x(s− h
2 ) x(s+ h

2 )

µ 6 I

R ?

Figura 2.1: Discretización en una red no uniformex(s)

La raźon de escribir el factorx(s + h
2 )− x(s− h

2 ) se debe a que la diferencia generalizada

y(x(s + h))− y(x(s))
x(s + h)− x(s)

,

aproxima mejor a la primera derivada enx(s− h
2 ), que enx(s) [116, ṕag. 55]. De hecho tomando

dichas aproximaciones, el operador obtenido aproxima a (2.1) hasta ordenO(h2).
Asumiendo, por comodidad,h = 1, se obtiene la ecuación en diferencias de segundo orden

σ(s)
∆

∇x1(s)
∇y(s)
∇x(s)

+ τ(s)
∆y(s)
∆x(s)

+ λy(s) = 0,

σ(s) = σ̃(s)− 1
2 τ̃(s)∇x1(s), τ(s) = τ̃(s),

(2.25)

dondeσ̃ y τ̃ son polinomios3 enx de grado a lo ḿas 2 y 1, respectivamente, yλ es una constante
independiente des.
A partir de ahora, se usará la siguiente notación para los coeficientes del desarrollo de Taylor deσ̃
y τ̃

σ̃(s) ≡ σ̃[x(s)] =
σ̃′′

2
x2(s) + σ̃′(0)x(s) + σ̃(0), τ̃(s) ≡ τ̃ [x(s)] = τ̃ ′x(s) + τ̃(0). (2.26)

Una propiedad esencial es el carácter hipergeoḿetrico de dicha ecuación, i.e. lak-ésimaq-diferen-
cia de una solucíon,y, de la ecuacíon (2.25), definida como

yk(s) = ∆(k)y(s) :=
∆

∆xk−1(s)
∆

∆xk−2(s)
. . .

∆
∆x(s)

y(s),

3De ahora en adelante, cuando se diga quep es un polinomio enxk, k ∈ Z, uno se estará refiriendo a quep es un
polinomio enxk(s) := x(s + k

2 ).
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tambíen satisface una ecuación en diferencias del mismo tipo. De hecho,

σ(s)
∆

∇xk+1(s)
∇yk(s)
∇xk(s)

+ τk(s)
∆yk(s)
∆xk(s)

+ µkyk(s) = 0, (2.27)

dondexk(s) = x(s + k
2 ), y [116, ṕag. 62, (3.1.29)]

τk(s) =
σ(s + k)− σ(s) + τ(s + k)∆x(s + k − 1

2)
∆xk−1(s)

, y µk = λ +
k−1∑

m=0

∆τm(s)
∆xm(s)

. (2.28)

Es importante recalcar que la ecuación en diferencias anterior admite soluciones polinómicas de
tipo hipergeoḿetrico si y śolo six(s) es una funcíon de la forma [40, 119]

x(s) = c1(q)qs + c2(q)q−s + c3(q) = c1(q)(qs + q−s−µ) + c3(q), (2.29)

dondeci ≡ ci(q), i = 1, 2, 3, son constantes las cuales, en general, dependen deq.

Nota 2.6.1. Si |µ| < ∞, entoncesqµ = c1(q)
c2(q)

, adeḿas en ese casox(s) = x(−s− µ).

Para dicha red, un cálculo sencillo muestra queτk es un polinomio de primer grado enxk de
la forma (v́ease, por ejemplo, [16, 40])

τk(s) = τ ′kxk(s) + τk(0), τ ′k = [2k]q
σ̃′′

2
+ αq(2k)τ̃ ′,

τk(0) =
c3σ̃

′′

2
(2[k]q − [2k]q) + σ̃′(0)[k]q + c3τ

′(αq(k)− αq(2k)) + τ̃(0)αq(k),
(2.30)

y

λn = −[n]q

{
αq(n− 1)τ̃ ′ + [n− 1]q

σ̃′′

2

}
,

donde losq-números[k]q (en su forma siḿetrica) yαq(k) vienen definidos por

[k]q =
q

k
2 − q−

k
2

q
1
2 − q−

1
2

, αq(k) =
q

k
2 + q−

k
2

2
. (2.31)

Además en [116] se prob́o que las soluciones polinómicas de (2.27) (ası́ como las soluciones
polinómicas de (2.25)) venı́an determinadas por elq-ańalogo de la f́ormula de Rodrigues sobre la
red general definida en (2.29)

∆
∆xk−1(s)

· · · ∆
∆x(s)

Pn(s) ≡ ∆(k)Pn(s) =
An,kBn

ρk(s)
∇(n)

k ρn(s), (2.32)

donde

∇(n)
k :=

∇
∇xk+1(s)

∇
∇xk+2(s)

· · · ∇
∇xn(s)

, k = 0, 1, . . .

An,k =
[n]q!

[n− k]q!

k−1∏

m=0

{
αq(n + m− 1)τ̃ ′ + [n + m− 1]q

σ̃′′

2

}
, (2.33)

y Bn es una constante no nula. Ası́ [116, ṕag. 66, (3.2.19)]

Pn(s) =
Bn

ρ(s)
∇(n)

0 ρn(s). (2.34)
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A partir de (2.34) se sigue la fórmula expĺıcita paraPn [116, Eq.(3.2.30)]

Pn(s) = Bn

n∑

m=0

[n]q!(−1)m+n

[m]q![n−m]q!
∇x(s + m− n−1

2 )
n∏

l=0

∇x(s + m−l+1
2 )

ρn(s− n + m)
ρ(s)

, (2.35)

Usando la f́ormula anterior puede verse [40, 116, 119] que la solución polińomica ḿas general de
la ecuacíonq-hipergeoḿetrica (2.25) se corresponde con

σ(s) = A
4∏

i=1

[s− si]q = Cq−2s
4∏

i=1

(qs − qsi), (2.36)

dondeA y C son constantes no nulas ysi, i = 1, 2, 3, 4, son constantes complejas y tiene la forma
[119, p. 240, Eq. (49a)]

Pn(s) = Dn 4ϕ3

(
q−n, q2µ+n−1+

∑4
i=1si , qs1−s, qs1+s+µ

qs1+s2+µ, qs1+s3+µ, qs1+s4+µ ; q , q

)
, (2.37)

donde el factor de normalizaciónDn viene dado por

Dn =Bn

( −A

c1qµκ5
q

)n

q−
n
2
(3s1+s2+s3+s4+

3(n−1)
2

)(qs1+s2+µ; q)n(qs1+s3+µ; q)n(qs1+s4+µ; q)n,

donde, como antes,κq = q
1
2 − q−

1
2 y rϕs es una serie hipergeométrica b́asica.

De hecho, en general, la fórmula expĺıcita deλn es [119, p. 232, Eq. (52)]

λn =− Aqµ

c2
1(q)κ4

q

[n]q [s1 + s2 + s3 + s4 + 2µ + n− 1]q

=− C q−n+ 1
2

κ2
qc

2
1(q)

(1− qn)
(
1− qs1+s2+s3+s4+2µ+n−1

)
,

(2.38)

la cual puede obtenerse igualando las potencias deqs en (2.25).
Además, teniendo en cuenta (2.15) y (2.17), (2.37) puede escribirse en términos de lasq-funciones
hipergeoḿetricasrFs como [119, p.232, Eq.(49)]

Pn(s) = Bn

(
A

c1(q)q−
µ
2 κ2

q

)n

(s1 + s2 + µ|q)n(s1 + s3 + µ|q)n

×(s1 + s4 + µ|q)n 4F3


 −n, 2µ + n− 1 +

4∑

i=1

si, s1 − s, s1 + s + µ

s1 + s2 + µ, s1 + s3 + µ, s1 + s4 + µ

∣∣∣∣∣∣∣
q , 1


 .

(2.39)
Ambas ecuaciones en diferencias, (2.25) y (2.27), pueden reescribirse en forma simétrica

∆
∇x1(s)

[
σ(s)ρ(s)

∇y(s)
∇x(s)

]
+ λnρ(s)y(s) = 0,

y
∆

∇xk+1(s)

[
σ(s)ρk(s)

∇yk(s)
∇xk(s)

]
+ µkρk(s)yk(s) = 0,
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dondeρ0(s) = ρ(s) y

ρk(s) = ρk−1(s + 1)σ(s + 1) = ρ(s + k)
k∏

m=1

σ(s + m), k = 1, 2, . . .

Es ḿas, dichas funciones,ρ y ρk(s), satisfacen las ecuaciones en diferencias de tipo Pearson

4
∇x1(s)

[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s) ,
4

∇xk+1(s)
[σ(s)ρk(s)] = τk(s)ρk(s), (2.40)

respectivamente.

Nota 2.6.2. Teniendo en cuenta(2.40)se deduce que

τn(s) =
σ(−s− n− µ)− σ(s)

∇xn+1(s)
. (2.41)

Por otro lado, puede probarse [116], empleando la ecuación en diferencias de tipo hiper-
geoḿetrico (2.25), que si se satisfacen las condiciones de contorno

σ(a)ρ(a)xk
−1(a) = σ(b)ρ(b)xk

−1(b) = 0, k = 0, 1, . . . , (2.42)

entonces los polinomiosPn son ortogonales respecto a la función ρ, la cual est́a soportada sobre
el intervalo[a, b], sobre la redx, i.e.,

b−1∑
s=a

Pn(s)Pm(s)ρ(s)∇x1(s) = d2
nδnm, ∆s = 1, (2.43)

dondeρ es una solución de la ecuación de tipo Pearson (2.40). En el caso especial que la red sea
de la formax(s) = qs la relacíon anterior puede escribirse en términos de laq-integral de Jackson
(véase, por ejemplo, [66, 82]) de la forma:

∫ qb

qa

Pn(t)qPm(t)qω(t)dqt = δnmq
1
2 d2

n, t = qs, ω(t) ≡ ω(qt) = ρ(t). (2.44)

Nótese que las condiciones de contorno (2.42) son válidas parak = 0. Adeḿas, si se asume que
a es finito, entonces (2.42) se satisface paras = a proporciońandose queσ(a) = 0 [116, §3.3,
pág. 70]. A partir de ahora se asumirá que se satisfacen dichas condiciones de contorno. La norma
cuadŕatica en (2.43) viene dada por [116,§3.7.2, ṕag. 104]

d2
n = (−1)nAn,nB2

n

b−n−1∑
s=a

ρn(s)∇xn+1(s).

Hay tambíen una ortogonalidad denominada ortogonalidad continua. De hecho, si existe una curva
Γ tal que ∫

Γ
∆[ρ(z)σ(z)xk(z − 1

2)] dz = 0, k = 0, 1, . . . (2.45)

entonces [116]
∫

Γ
Pn(z)qPm(z)qρ(z)∆x(z − 1

2) dz = 0, n 6= m, n, m = 0, 1, . . .

Tenindose en cuenta la definición de la redx(s) dada en (2.29) se tiene el siguiente resultado.
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Lema 2.6.1.

∆(k)xn(s) =
[n]q!

[n− k]q!
xn−k

k (s) + c3

(
n

[n− 1]q!
[n− k − 1]q!

− (n− k)
[n]q!

[n− k]q!

)
xn−k−1

k (s) + · · · .

En el casok = n− 1, dicha expresíon se convierte en

∆(n−1)xn(s) = [n]q!xn−1(s) + c3[n− 1]q! (n− [n]q) . (2.46)

Ahora, uśandose la f́ormula de Rodrigues (2.32) parak = n− 1,

∆(n−1)Pn(x(s))q =
An,n−1Bn

ρn−1(s)
∇(n)

n−1ρn(s) =
An,n−1Bn

ρn−1(s)
∇

∇xn(s)
ρn(s),

aśı comoρn(s) = ρn−1(s+1)σ(s+1), xn(s) = xn−1(s+ 1
2) y la ecuacíon de tipo Pearson (2.40)

paraρn−1(s), se obtiene que

∆(n−1)Pn(x(s))q = An,n−1Bnτn−1(s).

Por lo tanto, siPn(x) = knxn + k′nxn−1 + k′′nxn−2 + · · · ,

kn =
An,n−1Bnτ̃ ′n−1

[n]q!
= Bn

n−1∏

k=0

{
αq(n + k − 1)τ̃ ′ + [n + k − 1]q

σ̃′′

2

}
, (2.47)

y
k′n
kn

=
[n]q τ̃n−1(0)

τ̃ ′n−1

+ c3([n]q − n).

Aśı los coeficientes de la RRTT (2.9) vienen dados por

αn =
Bn

Bn+1

αq(n− 1)τ̃ ′+[n− 1]q σ̃′′
2

(αq(2n−1)τ̃ ′+[2n−1]q σ̃′′
2 )(αq(2n)τ̃ ′+[2n]q σ̃′′

2 )
= − Bn

Bn+1

λn

[n]q
[2n]q
λ2n

[2n + 1]q
λ2n+1

,

βn =
[n]q τ̃n−1(0)

τ̃ ′n−1

− [n + 1]q τ̃n(0)
τ̃ ′n

+ c3([n]q + 1− [n + 1]q).

(2.48)
Usando la f́ormula de Rodrigues se deduce la siguiente relación [11, 116]

σ(s)
∇Pn(x(s))q

∇x(s)
=

λn

[n]qτ ′n

(
τn(s)Pn(x(s))q − Bn

Bn+1
Pn+1(x(s))q

)
,

dondeτn viene dado por (2.30), y

τ ′n =
λ2n+1

[2n + 1]q
.

Entonces, empleando la expresión expĺıcita paraαn, se deduce que

σ(s)
∇Pn(s)
∇x(s)

=
λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

Pn(s)− αnλ2n

[2n]q
Pn+1(s). (2.49)

Dicha ecuacíon define el siguiente operador creación en t́erminos de las diferencias regresivas

l+n := σ(s)
∇

∇x(s)
− λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

◦ I,
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a trav́es del cual se puede obtener el polinomioPn+1 a partir del polinomioPn, de hecho,

l+n Pn(s) = −αnλ2n

[2n]q
Pn+1(s).

Si se tiene en cuenta que∇ = ∆ −∇∆, la ecuacíon en diferencias de segundo orden y la RRTT
se obtiene que

(σ(s) + τ(s)∇x1(s))
∆Pn(s)
∆x(s)

=
γnλ2n

[2n]q
Pn−1(s)

+
(

λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

− λn∇x1(s)− λ2n

[2n]q
(x(s)− βn)

)
Pn(s).

(2.50)

El cual da lugar al operador destrucción [11]

l−n := (σ(s) + τ(s)∇x1(s))
∆

∆x(s)
−

(
λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

− λn∇x1(s)− λ2n

[2n]q
(x(s)− βn)

)
◦ I,

a trav́es del cual se puede obtener el polinomioPn−1 a partir del polinomioPn, de hecho,

l−n Pn(s) =
γnλ2n

[2n]q
Pn−1(s).

Nota 2.6.3. Las ecuaciones(2.49)y (2.50)se denominan ecuaciones de diferenciación y cuando
la red es de tipo lineal dan lugar a la primera relación de estructura asociadas a losq-polinomios.

Antes de pasar a detallar otras generalidades relacionadas con losq-polinomios se menciona
que en el aṕendice A, se darán los principales datos relativos a losq-polinomios de las tablas de
Askey y de Hahn considerados en la memoria (véase la tabla A.1).



3
Un enfoque general de las familias cl ásicas

Es bien conocido el hecho que las familias clásicas de polinomios ortogonales se caracterizan
por ser las autofunciones polinómicas de un operador lineal de segundo orden. De hecho, dicho
operador lineal es un operador diferencial en el caso estándar y en diferencias en el caso discreto.

En este caṕıtulo se pretende presentar un enfoque general de los polinomios ortogonales clási-
cos en el contexto ḿas general usando calculo diferencial y en diferencias, y teorı́a de operadores
obteníendose una representación de los polinomios ortogonales clásicos que permite trabajar con
cualquiera de ellos de la misma forma dando, además, un teorema de caracterización que es v́alido
para todas las familias clásicas el cual no se conocı́a hasta el momento.
Una de las piezas clave de esta representación es eloperador de Rodriguesel cual se definiŕa de
una forma intuitiva a medida que se van desarrollando las propiedades que ya se conocen acerca
de las familias cĺasicas.

Nota 3.0.4. En [57] puede encontrarse la versión completa del trabajo desarrollado en este
caṕıtulo.

3.1. Conexión con la Teorı́a de operadores

Los polinomios ortogonales estándar, como se mencionó anteriormente, son las soluciones
polinómicas de la ecuación diferencial lineal de segundo orden (2.1) por lo tanto, desde el punto
de vista de la Teorı́a de operadores, son autofunciones del siguiente operador lineal de segundo
orden

H := σ̃(x)
d2

dx2
+ τ̃(x)

d

dx
, (3.1)

dondeσ̃ y τ̃ son polinomios de grados a lo más 2 y 1, respectivamente.
De hecho, si{Pn}n≥0 es una SP estándar,́esta satisface la relación

HPn(x) =
(
nτ̃ ′ + n(n− 1) σ̃′′

2

)
Pn(x), n = 0, 1, . . . , (3.2)

y son ortogonales respecto a cierta función pesoρ soportada sobreΩ ⊆ R, i.e.∫

Ω
Pn(x)Pm(x)ρ(x)dx = d2

nδn,m, n, m = 0, 1, . . . (3.3)
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Nota 3.1.1. La funcíon pesoρ debe satisfacer ciertas condiciones de contorno en la frontera de
Ω.

Además, dicha funcíon pesoρ satisface la ecuación diferencial de Pearson

d

dx
[σ̃(x)ρ(x)] = τ̃(x)ρ(x). (3.4)

Ahora se considerarán dos discretizaciones del operador (3.1) reemplazando el operador derivada
por ciertas aproximaciones.
Una aproximacíon del operadorH consiste en sustituir las derivadas por sus correspondientes
aproximaciones en una red uniforme

y′ ∼ 1
2

[
y(x + h)− y(x)

h
+

y(x)− y(x− h)
h

]
,

y′′ ∼ 1
h

[
y(x + h)− y(x)

h
− y(x)− y(x− h)

h

]
,

que aproxima aH en una red uniforme con paso∆x = h hasta un orden deO(h2) [116].
Generalmente se estudia el casoh = 1, que conduce al operador en diferencias lineal de segundo
orden escrito en términos de los operadores en diferencias finitas progresivas,∆, y regresivas,∇,
con paso∆x = h = 1.

H∆ := σ(s)∆∇+ τ(s)∆,

∆f(s) = f(s + 1)− f(s), ∇f(s) = f(s)− f(s− 1),
(3.5)

dondeσ(x) := σ̃(x)− 1
2 τ̃(x) es un polinomio de grado a lo más 2 yτ(x) = τ̃(x).

De hecho, si{Pn}n≥0 es una SP∆-clásica, esta satisface la relación

H∆Pn(s) =
(
nτ̃ ′ + n(n− 1) σ̃′′

2

)
Pn(s), n = 0, 1, . . . , (3.6)

y es ortogonal respecto a cierta función pesoρ soportada sobreΩ ⊆ R, i.e.
∑

s∈Ω

Pn(s)Pm(s)ρ(s) = d2
nδn,m, ∆s = 1, n, m = 0, 1, . . . (3.7)

Como en el caso estándar, la funcíon pesoρ debe satisfacer tanto ciertas condiciones de contorno
como la ecuación en diferencias de tipo Pearson:

∆[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s). (3.8)

Otra posibilidad consiste en sustituir las derivadas por sus correspondientes aproximaciones en
una red no uniforme, obteniéndose el operador en diferencias lineal de segundo orden

Hq = σ(s)
∆

∇x1(s)
∇

∇x(s)
+ τ(s)

∆
∆x(s)

, (3.9)

donde, como se mencionó anteriormente,

x(s) = c1q
s + c2q

−s + c3, (3.10)

σ(s) := σ̃(s)− 1
2τ(s)∇x1(s), y τ(s) = τ̃(s).

Nota 3.1.2. En general,σ no es un polinomio enx pero, si la red es de tipo lineal, i.e.c1c2 = 0
no siendo ambos cero, entoncesσ es un polinomio enx de grado a lo ḿas 2.
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De hecho, si{Pn}n≥0 es una sucesión deq-polinomios, esta satisface la relación

HqPn(s) = [n]q

{
αq(n− 1)τ̃ ′ + [n− 1]q

σ̃′′

2

}
Pn(s), n = 0, 1, . . . (3.11)

donde, como antes,

αq(n) :=
q

n
2 + q−

n
2

2
, (3.12)

y

[s]q :=
q

s
2 − q−

s
2

q
1
2 − q−

1
2

, s ∈ C. (3.13)

Además, dicha SP es ortogonal respecto a cierta función pesoρ soportada sobreΩ ⊆ R, i.e.
∑

s∈Ω

Pn(s)Pm(s)ρ(s)∇x1(s) = d2
nδn,m, ∆s = 1, n, m = 0, 1, . . . (3.14)

Asimismo, como en los casos anteriores, la función pesoρ satisface tanto ciertas condiciones de
contorno como una ecuación en diferencias de tipo Pearson

∆[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s)∇x1(s). (3.15)

Nota 3.1.3.Se recuerda que las autofunciones polinómicas del operador linealH∆ son los deno-
minadas polinomios∆-clásicos, y las autofunciones polinómicas del operador linealHq son los
q-polinomios.

Un hecho importante relativo a dichos operadores es el carácter hipergeoḿetrico de estos,
i.e., siy es una autofunción del operador linealH, entoncesym = y(m) es una autofunción del
operador diferencial lineal

Hm := σ(x)
d2

dx2
+ (τ(x) + mσ′(x))

d

dx
.

Si y es una autofunción del operador linealH∆, entoncesym = ∆my es una autofunción del
operador en diferencias lineal

H∆, m := σ(s)∆∇+ (τ(s + m) + σ(s + m)− σ(s))∆.

Finalmente, siy es una autofunción del operador linealHq, entoncesym = ∆(m)y es una auto-
función del operador en diferencias lineal

Hq, m := σ(s)
∆

∇x1(s)
∇

∇x(s)
+

(
τ(s + k)

∆x(s + k − 1
2)

∆xk−1(s)
+

σ(s + k)− σ(x)
∆xk−1(s)

)
∆

∆x(s)
.

De ahora en adelante, se estudiarán algunas propiedades relacionadas con el operadorq-Hamilto-
nianoHq, sus soluciones, y algunas de sus propiedades algebraicas más relevantes. Teniendo en
cuenta la definicíon de los operadores∆ y ∇, se puede reescribirHq como sigue

Hq =
1

∇x1(s)

((
σ(s) + τ(s)∇x1(s)

)∆y(s)
∆x(s)

− σ(s)
∇y(s)
∇x(s)

)
. (3.16)

Análogamente, se puede reescribir la ecuación en diferencias de tipo Pearson (3.15) como

σ(s + 1)ρ(s + 1) =
(
σ(s) + τ(s)∇x1(s)

)
ρ(s). (3.17)
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Se se combinan (3.16) y (3.17), se obtiene la representación siḿetrica o autoconjugada de (3.9)

Hq =
[

1
ρ(s)

∇
∇x1(s)

ρ1(s)
]

∆
∆x(s)

, (3.18)

dondeρ0(s) := ρ(s) y ρk(s) := ρk−1(s + 1)σ(s + 1) para cada enterok.
Esta representación del operador en diferencias lineal (3.9) es una de las claves para definir el
operador de Rodrigues a través de el cual se podrán unificar todas las representaciones de las
familias cĺasicas.

Nota 3.1.4. Análogamente, un ćalculo directo conduce a las siguientes representaciones simétri-
cas para(3.1)y (3.5)

H =
1

ρ(x)
d

dx

[
ρ1(x)

d

dx

]
, (3.19)

dondeρ0(x) := ρ(x) y ρk(x) := ρk−1(x)σ(x), para cada ńumero enterok.
Y

H∆ =
1

ρ(s)
∇

[
ρ1(s)∆

]
, (3.20)

dondeρ0(s) := ρ(s) y ρk(s) := ρk−1(s + 1)σ(s + 1) para cada ńumero enterok.

De hecho, tomandok = 0 en (2.32), uno puede escribir las autofunciones polinómicas deHq

como

Pn(s) :=
[

Bn

ρ0(s)
∇

∇x1(s)
ρ1(s)

] [
1

ρ1(s)
∇

∇x2(s)
ρ2(s)

]
· · ·

[
1

ρn−1(s)
∇

∇x1(s)
ρn(s)

]
, (3.21)

dondeBn 6= 0, n = 0, 2, . . .

3.2. El operador de Rodrigues

Las expresiones obtenidas en la sección previa para elq-Hamiltoniano (3.18) y sus autofuncio-
nes polińomicas (3.21), sugieren que se considere un nuevo operador el cual se denominará ope-
rador de Rodrigues.

Definición 3.2.1. Dadas las funcionesσ, ρ, dondeρ est́a soportada sobreΩ ⊆ R, y una red
x(s) ≡ x, se define elk-ésimo operador de Rodrigues asociado a la terna(σ, ρ, x) como

R0(σ, ρ, x) := I, R1(σ, ρ, x) :=
1

ρ(s)
∇

∇x1(s)
ρ1(s)I,

Rk(σ, ρ, x) := R1(σ, ρ, x) ◦Rk−1(σ, ρ1, x1), k = 2, 3, . . .

(3.22)

dondeρ1(s) = σ(s + 1)ρ(s + 1) e I representa al operador identidad.

Para simplificar la notación, se denotará porRk(ρ, x) al operadorRk(σ, ρ, x). Adeḿas, te-
niendo en cuenta la correspondencia entre el operador desplazamiento, el operador en diferencias
finitas y el operador enq-diferencia, es sencillo comprobar que, en el caso clásico est́andar

R1(ρ, x) =
1
ρ

d

dx
ρ1(x)I,

y en el caso∆-clásico

R1(ρ, x) =
1

ρ(s)
∇ρ1(s)I.
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Con esta definición, es claro que el operador (3.9) puede reescribirse como sigue

Hq = R1(ρ, x)∆(1), (3.23)

y sus autofunciones polinómicas como

Pn(s) = Bn Rn(ρ, x)[1], Bn 6= 0, n = 0, 1, . . . . (3.24)

Además, este es el camino que permite escribir tanto los operadores linealesH, H∆, y Hq, como
sus autofunciones polinómicas de una forma unificada.
Ahora, se considerarán algunas propiedades relativas al operador de Rodrigues

Lema 3.2.1. La ecuacíon en diferencias de tipo Pearson(3.14)puede ser reescrita como sigue

R1(ρ, x)[1] = τ(s). (3.25)

Lema 3.2.2. Seanσ, ρ y x como antes tales satisfacen la ecuación de tipo Pearson(3.15), o
equivalentemente(3.17), entonces para cada número enterok, se tiene la siguiente identidad

ρk(s + 1)
ρk(s)

=
σ(s + k) + τ(s + k)∇x1(s + k)

σ(s + 1)
.

Prueba: La prueba se realizará primero por inducción parak > 0 y posteriormente por inducción
parak < 0.
El casok = 0 es directo ya que es la ecuación de tipo Pearson. Si suponemos la ecuación probada
parak − 1, véamoslo parak:
Dado queρk(s) = ρk−1(s + 1)σ(s + 1),

ρk(s + 1)
ρk(s)

=
ρk−1(s + 2)σ(s + 2)
ρk−1(s + 1)σ(s + 1)

(aplicando induccíon parak − 1 y tomandos → s + 1)

=
σ((s + 1) + (k − 1)) + τ((s + 1) + (k − 1))∇x1((s + 1) + (k − 1))

σ((s + 1) + 1)
σ(s + 2)
σ(s + 1)

=
σ(s + k) + τ(s + k)∇x1(s + k)

σ(s + 1)
.

Si ahorak ≤ 0, supongamos que el resultado se probó parak + 1 ≤ 0, véamoslo parak < 0. De
nuevo, dado queρk(s + 1)σ(s + 1) = ρk+1(s),

ρk(s + 1)
ρk(s)

=
ρk+1(s)σ(s)

ρk+1(s− 1)σ(s + 1)
(Aplicando induccíon parak + 1 y tomandos → s− 1)

=
σ((s− 1) + (k + 1)) + τ((s− 1) + (k + 1))∇x1((s− 1) + (k + 1))

σ((s− 1) + 1)
σ(s)

σ(s + 1)

=
σ(s + k) + τ(s + k)∇x1(s + k)

σ(s + 1)
.

Otra consecuencia importante es la siguiente:

Lema 3.2.3. Para cualesquiera ńumeros enteros,n, k, 0 ≤ k ≤ n, existe una constante,Cn,k, tal
que

∆(k)Pn(s) = Cn,kRn−k(ρk, xk)[1]. (3.26)
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Prueba: Se probaŕa por induccíon sobrek.

Si k = 1, teniendo en cuenta (3.11), (3.23), (3.24), y desarrollandoPn en (3.26) se obtiene
que

R1(ρ, x)[∆(1)Pn(s)] = −λnR1(ρ, x)[Rn−1(ρ1, x1)[1]],

dondeλn es una constante. Ası́, por unicidad, existe una constanteCn,1 tal que

∆(1)Pn(s) = Cn,1Rn−1(ρ1, x1)[1].

Si se supone el resultado cierto para cada1 ≤ k ≤ m, se pasaŕa a probar el resultado para
k = m + 1 ≥ 2:
Por hiṕotesis de inducción, se conoce la existencia de una constante,Cn,m, tal que

∆(m)Pn(s) = Cn,mRn−m(ρm, xm)[1],

luego

∆(m+1)Pn(s) =
∆

∆xm(s)
∆(m)Pn(s) = Cn,m

∆
∆xm(s)

Rn−m(ρm, xm)[1].

De nuevo, por hiṕotesis de inducción, toḿandoseρ ≡ ρm, x ≡ xm, n ≡ n −m, y k = 1,
se obtiene que existe una constanteEm,1 tal que

∆
∆xm(s)

Rn−m(ρm, xm)[1] = Em,1Rn−m−1(ρm+1, xm+1)[1].

Por tanto tomandoCn,m+1 = Cn,mEm,1, se obtiene que

∆(m+1)Pn(s) = Cn,m+1Rn−(m+1)(ρm+1, xm+1)[1],

y el resultado queda demostrado.

Nota 3.2.1. Teniendo en cuenta el carácter hipergeoḿetrico de las familias cĺasicas [116], se
conoce la ecuación de tipo Pearson que satisfaceρm, y la ecuacíon en diferencias lineal de se-
gundo orden que satisface∆(m)Pn(s), para cadam,n = 0, 1, . . . .

3.3. El Teorema de caracterización para los q-polinomios

Para conseguir dicho propósito, se necesita redefinir el concepto de polinomioq-clásico ( o
q-polinomio). Adeḿas, dado que las medidas están soportadas sobre el eje real, se pasa a escribir
Ω como el intervalo1 [a, b].

Definición 3.3.1.Se diŕa que la sucesión de polinomios{Pn}n≥0 es una sucesión deq-polinomi-
ossobre la red

x(s) = c1(q)qs + c2(q)q−s + c3, (3.27)

si satisfacen(3.14)donde

(i) ρ es una solucíon de la ecuacíon de tipo Pearson

∆[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s)∇x1(s). (3.28)

1Si |a| = ∞ (resp.|b| = ∞) entonces se escribirá dicho intervalo como(a, b] (resp.[a, b)).
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(ii) σ(s) + 1
2τ(s)∇x1(s) es un polinomio enx de grado a lo ḿas 2.

(iii) τ es un polinomio enx de grado 1.

Adeḿas, se diŕa que la terna(σ, ρ, x) es unaterna q-clásicasi satisface (i)-(iii).

Dicha definicíon contiene a otras anteriores definiciones relativas a sucesiones deq-polinomios
(véase [9] y las referencias contenidas enésta) dadas sobre una red de tipo lineal ya que, en ese
caso,∇x1(s) es un polinomio de grado 1, ası́

σ(s) =
(

σ(s) +
1
2
τ(s)∇x1(s)

)
− 1

2
τ(s)∇x1(s),

es un polinomio enx(s) de grado, a lo ḿas, 2.

Lema 3.3.1.Dados un polinomioπ y un ńumero enterok, π(xk(s))+π(xk(s−1)) es un polinomio
enxk−1 de gradogrd(π).

Prueba: Por la definicíon de la redx(s) ≡ x, se sabe que

xk(s) = x1(s + k−1
2 ),

por tanto, basta considerar el casok = 1. Se probaŕa el resultado mediante el proceso de inducción
sobrem = grdπ:

Si m = 1 el resultado es directo.

Si m ≥ 2, entoncesxm
1 (s) + xm

1 (s− 1) puede expresarse cómo sigue

(xm−1
1 (s)+xm−1

1 (s− 1))(x1(s)+x1(s− 1))−x1(s)x1(s− 1)(xm−2
1 (s)+xm−2

1 (s− 1)).

Y dado que

x1(s)x1(s− 1) = x2(s) + ([2]− 2)c3x(s) + (kq − 2)2c1c2 − (kq − 2)c2
3,

es un polinomio enx de grado 2 se deduce, via inducción, que la funcíon anterior es un polinomio
enx de gradom, de ah́ı que el resultado quede probado.

Proposición 3.3.1. Si (σ, ρ, x) es una ternaq-clásica, entonces dados un número enterok y un
polinomioπ, la funcíon

R1(ρk, xk)
[
π(xk+1(s))

]
,

es un polinomio enxk de gradogrd(π) + 1.

Prueba: Por hiṕotesis, se sabe quêσ(s) := σ(s) + 1
2τ(s)∇x1(s) y τ son polinomios enx de

grados, a lo ḿas, 2 y exactamente 1, respectivamente. Teniendo en cuenta además el Lema 3.2.2,
se tiene

R1(ρk, xk)[1] =
1

ρk(s)
∇

∇xk+1(s)
[ρk+1(s)]

=
1

ρk(s)
σ(s + 1)ρk(s + 1)− σ(s)ρk(s)

∇xk+1(s)

=
1

∇x1(s)

(
σ(s + 1)ρk(s + 1)

ρk(s)
− σ(s)

)

=
σ(s + k) + τ(s + k)∇x1(s + k)− σ(s)

∇xk+1(s)

=
σ̂(s + k)− σ̂(s) + 1

2τ(s + k)∇x1(s + k) + 1
2τ(s)∇x1(s)

∇xk+1(s)
,
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es un polinomio enxk de grado 1, de hecho

R1(ρk, xk)[1] =
{

αq(2k)τ ′ + [2k]q
σ̂′′

2

}
(xk(s)− c3)

+ αq(k)(τ(0) + c3τ
′) + [k]q(σ̂′(0) + c3σ̂

′′),
(3.29)

siendo
σ̂(x) = σ̂′′

2 x2 + σ̂′(0)x + σ̂(0), y τ(x) = τ ′x + τ(0), (3.30)

los desarrollos de Taylor dêσ y τ , respectivamente.

Nota 3.3.1. De ahora en adelante, se denotará porΘ(s) a la expresíonσ(s) + τ(s)∇x1(s).

Además, para cadam y k números enteros,m ≥ 2, se tiene que, teniendo en cuenta el Lema
3.2.2,

R1(ρk(s), xk(s))
[
π(xk+1(s))

]
=

=

(
σ(s + k) + τ(s + k)∇x1(s + k)

)

∇xk+1(s)
π(xk+1(s))− σ(s)

∇xk+1(s)
π(xk+1(s− 1))

=
Θ(s + k)
∇xk+1(s)

π(xk+1(s))− σ(s)
∇xk+1(s)

π(xk+1(s− 1))

(3.31)

Esta funcíon seŕa un polinomio enxk si y śolo si la funcíon

Θ(s + k
2 )

∇x1(s)
π(x1(s))−

σ(s− k
2 )

∇x1(s)
π(x−1(s))

=

(
σ(s + k

2 ) + τ(s + k
2 )∇xk+1(s)

)

∇x1(s)
π(x1(s))−

σ(s− k
2 )

∇x1(s)
π(x−1(s)).

(3.32)

es un polinomio enx. Pero dicha funcíon es igual a
[
Θ(s + k

2 )− σ(s− k
2 )

]

∇x1(s)
π(x1(s)) +

σ(s− k
2 )

∇x1(s)
[
π(x1(s)− π(x−1(s))

]
,

y tambíen es igual a
[
Θ(s + k

2 )− σ(s− k
2 )

]

∇x1(s)
π(x−1(s)) +

Θ(s + k
2 )

∇x1(s)
[
π(x1(s)− π(x−1(s))

]
.

Por tanto, seŕa igual a la media aritḿetica de ambas. Usando el Lema 3.3.1 y la relación

Θ(s + k
2 )− σ(s− k

2 ) = q2(s)∇x1(s),

donde

q2(s) =
{

αq(2k)τ ′ + [2k]q
σ̂′′

2

}
(x(s)− c3) + αq(k)(τ(0) + c3τ

′) + [k]q(σ̂′(0) + c3σ̂
′′),

es un polinomio enx de grado a lo ḿas 2, se deduce que (3.32) es un polinomio enx de grado a
lo másgrd(π) + 1. Pero, de nuevo, un cálculo sencillo desvela que el coeficiente dexgrd(π)+1 es

αq(m + 2k) τ ′ + [m + 2k]q
σ̂′′

2
6= 0, m = grdπ.
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Teniendo en cuenta estos resultados en conjunto, se pueden enunciar los que serán resultados
preliminares del primer Teorema principal de esta memoria.

Teorema 3.1.Sea{Pn}n≥0 una sucesíon deq-polinomios ortogonales respecto a la función peso
ρ sobre la redx tal que se satisfacen las siguientes condiciones de contorno:

xk(a)xl
−1(a)σ(a)ρ(a) = xk(b)xl

−1(b)σ(b)ρ(b) = 0, k, l = 0, 1, . . . (3.33)

Entonces, la sucesión{∆(1)Pn+1}n≥0 es una sucesión deq-polinomios ortogonales respecto a la
función pesoρ1 sobrex1.
Adeḿas, el rećıproco es cierto si se tiene la condición (3.33).

Prueba: Consid́erese una sucesión deq-polinomios,{Pn}n≥0, ortogonales respecto a la función
pesoρ sobrex, entonces fijado un ńumero entero no negativon, para cada1 ≤ k < n, por la
Proposicíon 3.3.1 se sabe queQk(s) := R1(ρ, x)Pk−1(x1(s)) es un polinomio enx de grado a lo
másk, luego

0 =
b−1∑
s=a

Pn(s)Qk(s)ρ(s)∇x1(s)

=
b−1∑
s=a

Pn(s)
{
R1(ρ, x)Pk−1(x1(s))

}
ρ(s)∇x1(s)

=
b−1∑
s=a

Pn(s)∇
[
ρ1(s)Pk−1(x1(s))

]
.

Aplicando la regla de Leibniz

∇[f(s)g(s)] = ∇[f(s)]g(s) + f(s− 1)∇[g(s)].

Se obtiene la siguiente formula de suma por partes
b−1∑
s=a

f(s)∇[g(s)] = f(s)g(s)
∣∣∣
s=b−1

s=a−1
−

b−1∑
s=a

∇[f(s)]g(s− 1). (3.34)

Obteníendose que

0 = Pn(s + 1)ρ1(s)Pk−1(x1(s))
∣∣∣
s=b−1

s=a−1
−

b−1∑
s=a

∇Pn(s + 1)ρ1(s)Pk−1(x1(s)) (from (3.20))

= Pn(s)ρ(s)σ(s)Pk−1(x−1(s))
∣∣∣
s=b

s=a
−

b−1∑
s=a

∆Pn(s)ρ1(s)Pk−1(x1(s)) (∆x(s) = ∇x2(s))

= Pn(s)σ(s)ρ(s)Pk−1(x−1(s))
∣∣∣
s=b

s=a
−

b−1∑
s=a

∆(1)[Pn(s)]Pk−1(x1(s)) ρ1(s)∇x2(s).

Por lo tanto,{∆(1)Pn+1}n≥0 es una SPO respecto la función pesoρ1 sobex1.

A continuacíon, se comprobará queρ1 satisface la ecuación de tipo Pearson análoga a (3.28) sobre
x1

∆[σ(s)ρ1(s)]
ρ1(s)

=
σ(s + 1)ρ1(s + 1)

ρ1(s)
− σ(s) (Pn clásico)

= σ(s + 1) + τ(s + 1)∇x1(s + 1)− σ(s) (Pn clásico)

= σ̂(s + 1)− σ̂(s) +
1
2
τ(s + 1)∇x1(s + 1) +

1
2
τ(s)∇x1(s),
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dondeσ̂(s) = σ(s) + 1
2τ(s)∇x1(s) es un polinomio enx1 de grado a lo ḿas 2.

Teniendo en cuenta (3.29) parak = 1, se obtiene que

∆[σ(s)ρ1(s)]
ρ1(s)

= τ̂1(s)∇x2(s),

dondeτ̂1 es un polinomio enx1 de grado a lo ḿas 1.
Además utilizando láultima expresíon se obtiene que

σ(s) +
1
2
τ̂1(s)∇x2(s) =

1
2

(
σ̂(s + 1) + σ̂(s) +

1
2
τ(s + 1)∇x1(s + 1)− 1

2
τ(s)∇x1(s)

)
,

es un polinomio enx1 de grado a lo ḿas 2, y por tanto dicha implicación es cierta.
Para ver el rećıproco se parte de la existencia de dos polinomios en la variablex1, σ̂ de grado a lo
más dos, yτ1 de grado 1, tales que

∆[σ(s)ρ1(s)] = τ1(s)ρ1(s)∇x2(s),

siendoσ(s) = σ̂(s)− 1
2τ1(s)∇x2(s).

Aśı, bastaŕa probar que

τ(s) :=
∇x(s)
∇x1(s)

(
τ1(s− 1)− ∇σ(s)

∇x(s)

)
,

y σ(s) + 1
2τ(s)∇x1(s) son polinomios enx de grados a lo ḿas 1 y 2, respectivamente. Lo cual se

deduce de un ćalculo directo ya que

τ(s) =
σ̂(s− 1)− σ̂(s)

∇x1(s)
+

1
2

τ1(s)∇x2(s) + τ1(s− 1)∇x(s)
∇x1(s)

,

y

σ(s) +
1
2
τ(s)∇x1(s) =

1
2

(
σ̂(s− 1) + σ̂(s)− 1

2
(
τ1(s)∇x(s + 1)− τ1(s− 1)∇x(s)

))
,

son polinomios enx(s) de los grados que se indican.

Teorema 3.2.Sea{Pn}n≥0 una sucesíon deq-polinomios ortogonales respecto a la función peso
ρ sobrex tal que

xk(a)xl
−1(a)ρ(a) = xk(b)xl

−1(b)ρ(b) = 0, k, l = 0, 1, . . . (3.35)

Entonces, tomandoP−1 = 0, la sucesíon de polinomios{Rn(ρ−1, x−1)[1]}n≥0 constituye una
sucesíon deq-polinomios ortogonales respecto a la función pesoρ−1(s) = ρ(s − 1)/σ(s) sobre
x−1. Adeḿas, el rećıproco es cierto si se satisfacen las condiciones de contorno(3.33).

Prueba: Consid́erese una sucesión deq-polinomios,{Pn}n≥0, ortogonales respecto a la función
pesoρ sobrex.

Nota 3.3.2. Teniendo en cuenta el Lema 3.2.3 parak = 0 y que

R1(ρ−1, x−1) ◦Rn(ρ, x) = Rn+1(ρ−1, x−1), n = 0, 1, 2, . . . .

bastaŕa probar el dicho resultado paraR1(ρ−1, x−1)[Pn(x(s))] que es, seǵun la Proposicíon
3.3.1, un polinomio enx−1 de gradon + 1.
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Fijado un ńumero entero no negativon, para cada1 ≤ k < n, seaQk un polinomio de grado
k tal que∇Qk+1(x1(s)) = Qk(s)∇x1(s), entonces

0 =
b−1∑
s=a

Pn(s)Qk(s) ρ(s)∇x1(s)

=
b−1∑
s=a

Pn(s)∇Qk+1(x1(s)) ρ(s).

Aplicando la regla de Leibniz y teniendo en cuenta las condiciones de contorno (3.35) se obtiene
que

0 =
b−1∑
s=a

∇[ρ(s)Pn(s)]Qk+1(x−1(s))

=
b−1∑
s=a

R1(ρ−1, x−1)[Pn(s)]Qk+1(x−1(s)) ρ−1(s)∇x(s).

Por lo tanto,{R1(ρ−1(s), x−1(s))[Pn(s)]}n≥0 es una sucesión de polinomios ortogonales respec-
to a la funcíon pesoρ−1 sobe la redx−1.

A continuacíon se comprobará queρ−1 satisface la ecuación de tipo Pearson (3.28) sobrex−1.

∆[σ(s)ρ−1(s)]
ρ−1(s)

=
σ(s + 1)ρ−1(s + 1)

ρ−1(s)
− σ(s) (Pn clásico)

= σ(s− 1) + τ(s− 1)∇x1(s− 1)− σ(s) (Pn clásico)

= σ̂(s− 1)− σ̂(s) +
1
2
τ(s− 1)∇x1(s− 1) +

1
2
τ(s)∇x1(s),

dondeσ̂(s) = σ(s) + 1
2τ(x(s))∇x1(s) es un polinomio enx de grado a lo ḿas 2.

Teniendo en cuenta (3.29) parak = −1, se obtiene que

∆[σ(s)ρ−1(s)]
ρ−1(s)

= τ̂−1(s)∇x(s),

dondeτ̂−1 es un polinomio enx−1 de grado a lo ḿas 1.
Además, utilizando láultima expresíon se obtiene que

σ(s) +
1
2
τ̂−1(s)∇x(s)=

1
2

(
σ̂(s + 1) + σ̂(s) +

1
2
τ(s + 1)∇x1(s + 1)− 1

2
τ(s)∇x1(s)

)
,

es un polinomio enx−1 de grado a lo ḿas 2, y por tanto dicha implicación es cierta.
Para ver el rećıproco se partiŕa de la existencia de dos polinomios,σ̂ enx−1 de grado a lo ḿas 2,
y τ−1 enx−1 de grado 1, tales que

∆[σ(s)ρ−1(s)] = τ−1(s)ρ−1(s)∇x(s),

siendoσ(s) = σ̂(s)− 1
2τ−1(s)∇x(s).

Aśı que bastaŕa probar que

τ(s) :=
∆x(s)

∆x−1(s)

(
τ−1(s + 1) +

∆σ(s)
∆x(s)

)
,
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y σ(s) + 1
2τ(s)∇x1(s) son polinomios enx de grados a lo ḿas 1 y 2, respectivamente. Lo cual se

deduce de un ćalculo directo ya que

τ(s) =
σ̂(s + 1)− σ̂(s)

∆x−1(s)
+

1
2

τ−1(s + 1)∇x(s + 1) + τ−1(s)∇x(s)
∆x−1(s)

,

y

σ(s) +
1
2
τ(s)∇x1(s) =

1
2

(
σ̂(s + 1) + σ̂(s)− 1

2
(
τ−1(s + 1)∇x(s + 1)− τ−1(s)∇x(s)

))
.

Nota 3.3.3.

(i) Es claro que la relacíon entre lo establecido en los Teoremas 3.1 y 3.2 viene dada por la
siguiente relacíon entre operadores

R1(ρ−1, x−1) ◦Rn(ρ, x) = Rn+1(ρ−1, x−1), n = 0, 1, . . .

Por tantoR1(ρ−1, x−1) es, en cierta manera salvo una constante, el operador inverso de
∆(1).

(ii) Si
b−1∑
s=a

Pn(s)Pm(s)ρ(s)∇x1(s) = 0,

y las condiciones de contorno(3.33)se satisfacen, entonces para cada número enterok

b−k−1∑

s=a−k

∆(k)Pn(s)∆(k)Pm(s)ρk(s)∇xk+1(s) = 0,

donde sik > 0
∆(−k) := Rk(ρ−k, x−k), (3.36)

el cual es, de nuevo en cierto sentido salvo una constante, el inverso del operador∆(k).

Teorema 3.3.Sea{Pn}n≥0 una sucesíon de polinomios ortogonales respecto a la función pesoρ
que es completa eǹ2([a, b], 〈¦, ¦〉ρ). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) {Pn}n≥0 esq-clásica y se satisfacen las condiciones de contorno

xk(a)x−1(a)lσ(a)ρ(a) = xk(b)x−1(b)lσ(b)ρ(b) = 0. k, l = 0, 1, . . .

(ii) {∆(1)Pn+1}n≥0 es una sucesión de polinomios ortogonales respecto a cierta función peso
ρ̃ la cual satisface las siguientes condiciones de contorno:

xk(a)x−1(a)lρ̃(a− 1) = xk(b)x−1(b)lρ̃(b− 1) = 0, k, l = 0, 1, . . .

De hecho,̃ρ(s) = ρ(s + 1)σ(s + 1).
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Antes de demostrar este resultado es importante recalcar que es claro que el producto interno
〈¦, ¦〉ρ es est́andar ya que viene definido como

〈f, g〉 :=
b−1∑
s=a

f(s)g(s)ρ(s)∇x1(s).

Además, el Teorema de Luisin2 [120] permite garantizar la completitud de dicha sucesión de poli-
nomios ortogonales respecto a una medida cuya masa está soportada sobre un conjunto compacto,
aśı el Teorema 3.3 no tiene excesivas restricciones y por tanto puede ser considerarse un resultado
ańalogo al Teorema de Hahn sobre la red generalx. Tendiendo en cuenta este comentario, se pa-
saŕa a probar el resultado.
Prueba: Por supuesto (i)⇒(ii) es una consecuencia directa del Teorema 3.1, y nótese que en esta
implicación no se ha necesitado la completitud de la sucesión de polinomios.
(ii)⇒(i): Sea{∆(1)Pn+1}n≥0 una sucesión de polinomios ortogonales respecto a la función peso
ρ̃ sobrex1 y suṕonganse que las condiciones de contorno de (ii) se satisfacen, entonces fijado
k ≥ 1, para todon > k se tiene que

0 = Pn(s)ρ̃(s− 1)Pk−1(x−1(s))
∣∣∣
s=b

s=a
−

b−1∑
s=a

∆(1)[Pn(s)]Pk−1(x1(s)) ρ̃(s)∇x2(s)

= Pn(s)ρ̃(s− 1)Pk−1(x−1(s))
∣∣∣
s=b

s=a
−

b−1∑
s=a

∆Pn(s)ρ̃(s)Pk−1(x1(s))(3.20))

= Pn(s + 1)ρ̃(s)Pk−1(x1(s))
∣∣∣
s=b−1

s=a−1
−

b−1∑
s=a

∇Pn(s + 1)ρ̃(s)Pk−1(x1(s)).

Aplicando la f́ormula de suma por partes (3.34) se obtiene que

b−1∑
s=a

Pn(s)∇[
ρ̃(s)Pk−1(x1(s))

]
= 0, n = k + 1, k + 2, . . . (3.37)

Luego la funcíon
1

ρ(s)
∇[

ρ̃(s)Pk−1(x1(s))
]

∇x1(s)
,

es ortogonal aPn respecto a la función pesoρ sobrex paran > k. Por otro lado, por hiṕotesis, la
sucesíon{Pn}n≥0 es completa sobe el espacio`2([a, b], 〈¦, ¦〉ρ), luego

1
ρ(s)

∇[
ρ̃(s)Pk−1(x1(s))

]

∇x1(s)
=

∞∑

j=0

βk,jPj(x(s)). (3.38)

Teniendo en cuenta (3.37), esta función es un polinomio de gradok ya que, sij > k

βk,j =
1
d2

j

b−1∑
s=a

Pn(s)
1

ρ(s)
∇[ρ̃(s)Pk−1(x1(s))]

∇x1(s)
ρ(s)∇x1(s) = 0.

2Seaf una funcíon compleja medible sobreX, A un conjunto de medida finita conf(x) = 0 si x 6∈ A, y ε > 0.
Entonces existeg ∈ Cc(X) tal que

µ({x : f(x) 6= g(x)}) < ε.

Además, se puede tomar consup
x∈X

|f(x)| ≤ sup
x∈X

|g(x)|.
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Y βk,k 6= 0 dado que{∆Pn+1}n≥0 es una SPO. Ası́,

1
ρ(s)

∇[
ρ̃(s)Pk−1(x1(s))

]

∇x1(s)
=

k∑

j=0

βk,jPj(x(s)). (3.39)

Tomandok = 1 conP = 1 en (3.39), se define el polinomiôτ de grado 1 enx como

τ̂(s) :=
1

ρ(s)
∇ [ρ̃(s)]
∇x1(s)

,

y σ como

σ(s) :=
ρ̃(s− 1)

ρ(s)
.

Entonces se obtiene quẽρ(s) = σ(s + 1)ρ(s + 1) y

∇[σ(s + 1)ρ(s + 1)] = ∆
[
σ(s)ρ(s)

]
= ρ(s)τ̂(s)∇x1(s).

Es decir, se obtiene la ecuación de tipo Pearson. Pero para concluir la prueba se necesita probar
queσ(s) + 1

2 τ̂(s)∇x1(s) es un polinomio enx de grado, a lo ḿas, 2. Tomando,k = 2 en (3.39)
conP (x) = x se obtiene que

Q2(s) =
1

ρ(s)
∇[

ρ̃(s)x1(s)
]

∇x1(s)
=

(
σ(s) + τ̂(s)∇x1(s)

)
x1(s)− σ(s)x1(s− 1)

∇x1(s)
= σ(s) + τ̂(s)x1(s),

dondeQ2 es un polinomio enx de grado a lo ḿas 2 y aplicando técnicas ańalogas a las considera-
das anteriormente se deduce que

σ(s) +
1
2
τ̂(s)∇x1(s) = Q2(s)− τ̂(s)

x1(s) + x1(s− 1)
2

,

es un polinomio enx de grado a lo ḿas 2 y por lo tanto{Pn}n≥0 es una sucesión deq-polinomios
que satisfacen las condiciones de contorno de (i), y ası́ el resultado queda probado.

A continuacíon se enunciará un resultado que permitirá demostrar uno de los resultados más rele-
vantes de esta memoria.

Teorema 3.4.Sea{Pn}n≥0 una sucesíon de polinomios ortogonales respecto a la función pesoρ
sobre la red

x(s) = c1q
s + c2q

−s + c3,

y seaσ tal que se satisfacen las condiciones de contorno(3.35). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. {Pn}n≥0 es una sucesión deq-polinomios.

2. {∆(1)Pn}n≥0 es una sucesión de q-polinomios ortogonales respecto a la función peso
ρ1(s) = σ(s + 1)ρ(s + 1) sobre la redx1, dondeρ satisface la ecuación de Pearson(3.28).

3. Para cada ńumero enterok, la sucesíon {Rn(ρk, xk)[1]}n≥0 constituye una sucesión deq-
polinomios respecto a la función pesoρk sobre la redxk, dondeρ0(s) = ρ(s), ρk(s) =
ρk−1(s + 1)σ(s + 1), y ρ satisface la ecuación de tipo Pearson(3.28).
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4. {Pn}n≥0 satisface la siguiente ecuación en diferencias lineal de segundo orden

σ(s)
∆

∆x
(
s− 1

2

)∇Pn(s)
∇x(s)

+ τ(s)
∆Pn(s)
∆x(s)

+ λnPn(s) = 0, (3.40)

dondeσ̂(s) = σ(s) + 1
2τ(s)∇x1(s) y τ son polinomios enx de grados a lo ḿas 2 y 1,

respectivamente, yλn es una constante que no depende des.

5. {Pn}n≥0 puede expresarse en términos del operador de Rodrigues de la forma

Pn(s) = BnRn(ρ, x)[1] =
Bn

ρ(s)
∇

∇x1(s)
∇

∇x2(s)
. . .

∇
∇xn(s)

[ρn(s)] , (3.41)

dondeBn es una constante no nula.

6. (Segunda relación de estructura) Existen sucesiones de números complejos,{en}n, {fn}n,
y {gn}n, tales que para cadan ≥ 0, se satisface la siguiente relación

MP (s) :=
P (s + 1) + P (s)

2
= en

∆Pn+1(s)
∆x(s)

+ fn
∆Pn(s)
∆x(s)

+ gn
∆Pn−1(s)

∆x(s)
, (3.42)

dondeen 6= 0, gn 6= γn para cadan ≥ 0, y γn es el coeficiente correspondiente de la
siguiente relacíon de recurrencia a tres términos [116]

x(s)Pn(s) = αnPn+1(s) + βnPn(s) + γnPn−1(s), n = 0, 1, . . . (3.43)

Nota 3.3.4. Si se considera una red de tipo lineal , este resultado es equivalente al obtenido en
[9], ya queτ(s)∇x1(s) es un polinomio enx(s) de grado 2 yxk(s) = qαkx(s)+δk, dondeαk, δk

son constantes independientes des.

Se debe de tener en cuenta que para probar el Teorema 3.4, por los Teoremas 3.1 y 3.2, y sus
corolarios y comentarios ya se sabe que(1) → (2) → (3) → (1).

Proposición 3.3.2. ((1)→ (4)). Si la sucesíon{Pn}n≥0 es una sucesión deq-polinomios respecto
a la funcíon pesoρ sobrex satisfaciendo las condiciones de contorno(3.35), entonces{Pn}n≥0

satisface la ecuación en diferencias lineal de segundo orden de tipo hipergeométrico (3.40).

Prueba: Por el Lema 3.3.1 y la Proposición 3.3.1 se sabe queR1(ρ, x){∆(1)Pn(s)} es un poli-
nomio enx de gradon, adeḿas por el Teorema 3.1 igualmente es conocido que{∆(1)Pn}n≥0

es una sucesión de q-polinomios respecto la función pesoρ1(s) = σ(s + 1)ρ(s + 1) sobre
x1(s) = x(s + 1

2), por lo tanto si se tomak < n

b−1∑
s=a

Qk(s)R1(ρ, x){∆(1)Pn(s)}ρ(s)∇x1(s)

=
b−1∑
s=a

Qk(s)∇{ρ1(s)∆(1)Pn(s)} (3.34)= Qk(s)σ(s)ρ(s)∆(1)Pn(s− 1)
∣∣∣
s=b

s=a

−
b−1∑
s=a

∆(1){Pn(s)}∆(1){Qk(s)} ρ1(s)∇x2(s).

Por hiṕotesis y el Teorema 3.1, láultima expresíon vale cero y por lo tanto existe una constante no
nulaλn, independiente des, tal que

R1(ρ, x){∆(1)Pn(s)} = λnPn(s),
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ya que{Pn}n≥0 es una sucesión de polinomios ortogonales respecto a la función pesoρ sobrex.
Por último, usando el hecho de que la expresión anterior es equivalente a la ecuación (3.9) el
resultado queda probado.

(4)→(5): La proposicíon 3.3.2 es bastante importante ya que permite obtener losq-polinomios de
una manera sencilla como soluciones polinómicas de la ecuación en diferencias (3.40). De hecho,
dicho resultado permite escribir tales soluciones polinómicas mediante la fórmula de Rodrigues
(3.41) [116, 118] o equivalentemente, a través del operador de Rodrigues tomandok = 0 en el
Lema 3.2.3.
(5)→(1): Tomandon = 1 en la f́ormula de Rodrigues se obtiene la ecuación de tipo Pearson (3.28)
que satisface la función pesoρ.

Proposición 3.3.3. ((6) ↔ (1)). Sea{Pn}n≥0 una sucesíon de polinomios ortogonales respecto
a la funcíon pesoρ sobre la redx, definida en(3.27), y seaσ tal que se satisfacen las condiciones
de contorno(3.35). Entonces, la sucesión {Pn}n≥0 esq-clásica si y śolo si existen sucesiones de
números complejos,{en}n, {fn}n, y {gn}n, tales que la siguiente relación es cierta para cada
n ≥ 0, tomandoP−1 = 0,

MPn(s) =
Pn(s) + Pn(s + 1)

2
= en

∆Pn+1(s)
∆x(s)

+ fn
∆Pn(s)
∆x(s)

+ gn
∆Pn−1(s)

∆x(s)
,

dondeen 6= 0, gn 6= γn para cadan ≥ 0.

Prueba: Si {Pn}n≥0 es una sucesión de polinomios ortogonales entonces estos satisfacen una
RRTT, i.e. existen sucesiones de números complejos,{αn}n, {βn}n, y {γn}n, tales que

x(s)Pn(s) = αnPn+1(s) + βnPn(s) + γnPn−1(s). (3.44)

Si {Pn}n≥0 esq-clásica entonces{∆(1)Pn+1}n≥0 es una sucesión de polinomios ortogonales, y

por tanto existen sucesiones de números complejos,{α(1)
n }n, {β(1)

n }n y {γ(1)
n }n, tales que

x1(s)∆(1)Pn(s) = α(1)
n ∆(1)Pn+1(s) + β(1)

n ∆(1)Pn(s) + γ(1)
n ∆(1)Pn−1(s). (3.45)

Pero

∆(1)(x(s)Pn(s)) = x(s)∆(1)Pn(s) + Pn(s + 1) = x(s + 1)∆(1)Pn(s) + Pn(s),

luego tambíen debe coincidir con su media aritmética, aśı

∆(1)(x(s)Pn(s)) =
1
2

(x(s) + x(s + 1))∆(1)Pn(s) +
1
2

(Pn(s + 1) + Pn(s)) . (3.46)

Por tanto, combinando las expresiones (3.46), (3.44) y (3.45) se obtiene que

MPn(s) =
(

αn − [2]q
2

α(1)
n

)
∆(1)Pn+1(s) + fn∆(1)Pn(s) +

(
γn − [2]q

2
γ(1)

n

)
∆(1)Pn−1(s),

donde

fn = βn − [2]q
2

β(1)
n + c3

(
1− [2]q

2

)
.

Claramente, debido al Teorema de Favard, el coeficiente de∆(1)Pn−1(s) en estáultima relacíon
es distinto deγn para cadan.
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Rećıprocamente, si existen sucesiones de números complejos,{en}n, {fn}n y {gn}n, tales que la
siguiente relacíon se cumple para cadan ≥ 0, tomandoP−1 = 0,

MPn(s) = en
∆Pn+1(s)

∆x(s)
+ fn

∆Pn(s)
∆x(s)

+ gn
∆Pn−1(s)

∆x(s)
.

Entonces por (3.46) se obtiene que

[2]q
2

x1(s)∆(1)Pn(s) = (αn − en)∆(1)Pn+1(s) + β̂(1)
n ∆(1)Pn(s) + (γn − gn)∆(1)Pn−1(s),

donde

β̂(1)
n = βn − fn + c3

(
1− [2]q

2

)
.

Y, por hipótesisgn 6= γn, aśı que por el Teorema de Favard{∆(1)Pn+1}n≥0 es una sucesión de
polinomios ortogonales, y por el Teorema 3.3 el resultado queda probado.

3.4. Ejemplos

A continuacíon, y para que la lectura de dicha memoria no se haga demasiado tediosa, se pre-
sentaŕan un par de ejemplos. En primer lugar se considerarán los polinomios de Askey-Wilson y
a continuacíon losq-polinomios de Racah.

3.4.1. Los polinomios de Askey-Wilson

Los polinomios de Askey-Wilson – los cuales fueron descubiertos por R. Askey y J. Wilson
en [33] – se encuentran localizados en el nivel más alto del esquema deq-Askey [82] los cuales
pueden ser escritos mediante series hipergeométricas b́asicas como

pn(x(s); a, b, c, d|q) =
(ab; q)n(ac; q)n(ad; q)n

an 4ϕ3

(
q−n, abcdqn−1, aqs, aq−s

ab, ac, ad
q; q

)
,

dondea, b, c, d, ab, ac, ad, bc, bd, cd 6∈ {qm : m ∈ Z}.
Tales polinomios son autofunciones del operador lineal de segundo orden

HAW
q =

1
∇x1(s)

(
σAW (−s)

∆
∆x(s)

− σAW (s)
∇

∇x(s)

)
, (3.47)

dondex(s) = 1
2 (qs + q−s), i.e.c1 = c2 = 1

2 y c3 = 0,

σAW (s) = −κ2
qq
−2s+ 1

2 (qs − a)(qs − b)(qs − c)(qs − d),

cuyos autovalores sonλn = 4q1−n(1− qn)(1− abcdqn−1).
Aqúı, como anteriormente,κq = q

1
2−q−

1
2 . Con estos parámetros, consid́erese la siguiente función

ρAW (s) = q−2s2
(a, b, c, d; q)s(a, b, c, d; q)−s, (3.48)

donde(a; q)k son unosq-ańalogos de los śımbolos de Pochhammer los cuales se definieron en la
seccíon §2.6.

Lema 3.4.1. La funcíonρAW (s) satisface la siguiente ecuación de tipo Pearson:

σAW (s + 1)ρ(s + 1) = σAW (−s)ρ(s).
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Prueba:

ρAW (s + 1)
ρAW (s)

=
q−2(s+1)2

q−2s2

(a, b, c, d; q)s+1(a, b, c, d; q)−s−1

(a, b, c, d; q)s(a, b, c, d; q)−s

=
q−4s−2(1− aqs)(1− bqs)(1− cqs)(1− dqs)

(1− aq−s−1)(1− bq−s−1)(1− cq−s−1)(1− dq−s−1)

=
q2s(q−s − a)(q−s − b)(q−s − c)(q−s − d)

q−2s−2(qs+1 − a)(qs+1 − b)(qs+1 − c)(qs+1 − d)
=

σAW (−s)
σAW (s + 1).

Teniendo en cuenta queρn(s) = ρn−1(s+1)σ(s+1) para cadan = 1, 2, . . . , siendoρ0(s) = ρ(s),
un ćalculo sencillo da lugar a la siguiente expresión paraρAW

n

ρAW
n (s) = κ2n

q q−2s2−2sn−n2+ 3
2n(a, b, c, d; q)s+n(a, b, c, d; q)−s. (3.49)

Luego los polinomios de Askey-Wilson pueden escribirse como

pn(x(s); a, b, c, d|q) =
Bnκ2n

q q2s2

(a, b, c, d; q)s(a, b, c, d; q)−s
∇(n) (a, b, c, d; q)s+n(a, b, c, d; q)−s

q2s2+2sn+n2− 3
2n

,

(3.50)

dondeBn = 2−nκ−n
q q

n(3n−5)
4 .

Además, dado que tales polinomios satisfacen la relación enq-diferencias

∆(1)pn(x(s); a, b, c, d|q) = 2[n]q(1− abcdqn−1)pn−1(x1(s); aq
1
2 , bq

1
2 , cq

1
2 , dq

1
2 |q),

se obtienen los siguientes coeficientes para la segunda relación de estructura

en =
2[n]q(1− abcdqn−1)2 − [2]q[n + 1]q(1− abcdqn)2

4[n]q(1− abcdqn−1)(1− abcdq2n−1)(1− abcdq2n)
,

fn =
1− q

4
(a− a−1q−1)− 1

2

(
An(a, b, c, d|q) + Cn(a, b, c, d|q)

− [2]q
2

(An−1(aq
1
2 , bq

1
2 , cq

1
2 , dq

1
2 |q) + Cn−1(aq

1
2 , bq

1
2 , cq

1
2 , dq

1
2 |q))

)
,

gn =
(1− abcdqn−2)(1− abcdq2n−2)(1− abcdq2n−1)

4[n]q(1− abcdqn−1)2

(
2[n]q(An−1Cn)(a, b, c, d|q)

(1− abcdqn−2)2

− [2]q[n− 1]q(An−2Cn−1)(aq
1
2 , bq

1
2 , cq

1
2 , dq

1
2 |q)

(1− abcdqn−1)2

)
,

(3.51)
donde

An(a, b, c, d|q) =
(1− abqn)(1− acqn)(1− adqn)(1− abcdqn−1)

a(1− abcdq2n−1)(1− abcdq2n)
,

Cn(a, b, c, d|q) =
a(1− qn)(1− bcqn−1)(1− bdqn−1)(1− cdqn−1)

(1− abcdq2n−2)(1− abcdq2n−1)
.

3.4.2. Los q-polinomios Racah u
(α,β)
n (x(s), a, b)

Dichos polinomios, introducidos en [7, 97, 116], están definidos sobre la red

x(s) = [s]q[s + 1]q = q
1
2 κ−2

q qs + q−
1
2 κ−2

q q−s − [2]qκ−2
q ,
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pueden ser escritos mediante las series hipergeométricas b́asicas como [27]

uα,β
n (x(s), a, b)q = Dn 4ϕ3

(
q−n, qα+β+n+1, qa−s, qa+s+1

qa−b+1, qβ+1, qa+b+α+1

∣∣∣∣ q , q

)
,

donde

Dn =
q−

n
2
(2a+α+β+n+1)(qa−b+1; q)n(qβ+1; q)n(qa+b+α+1; q)n

κ2n
q (q; q)n

.

Esta familia deq-polinomios son autofunciones del operador en diferencias lineal de segundo
orden

HqR
q =

1
∇x1(s)

(
σqR(−s− 1)

∆
∆x(s)

− σqR(s)
∇

∇x(s)

)
, (3.52)

donde
σqR(s) = [s− a]q[s + b]q[s + a− β]q[b + α− s]q,

cuyos autovalores sonλn = [n]q[n + α + β + 1]q. Aśı, Dicha familia deq-polinomios satisface la
siguiente identidad

∆(1)uα,β
n (x(s), a, b)q = [α + β + n + 1]qu

α+1,β+1
n−1 (x1(s), a + 1

2 , b− 1
2)q,

de ah́ı que los coeficientes de la segunda relación de estructura vengan dados por

en =
2[n + α + β + 1]q − [2]q[n + α + β + 2]q

2[2n + α + β + 1]q[2n + α + β + 2]q
[n + 1]q,

fn = βn(a, b, α, β)− [2]q
2

βn(a + 1
2 , b− 1

2 , α + 1, β + 1),

gn =
[a + b + α + n]q[a + b− β − n]q[α + n]q[β + n]q[b− a + α + β + n]q[b− a− n]q

2[α + β + 2n]q[α + β + 2n + 1]q[n + α + β + 1]q
×(2[n + α + β + 1]q − [2]q[n + α + β]q),

(3.53)
donde

βn(a, b, α, β) = [a]q[a + 1]q +
[α + n]q[b− a + α + β + n]q[a + b− β − n]q[n]q

[α + β + 2n]q[α + β + 2n + 1]q

− [α + β + n + 1]q[a− b + n + 1]q[β + n + 1]q[a + b + α + n + 1]q
[α + β + 2n + 1]q[α + β + 2n + 2]q

.

Una vez que se han establecido las bases de las familias clásicas y las relaciones existentes entre
ellas en el pŕoximo caṕıtulo se pasarán a estudiar en detalle los métodos de factorización para
las familias deq-polinomios, aśı como elálgebra dińamica asociada a los polinomios∆-clásicos.
Porúltimo se analizaŕa en detalle losq-polinomios de Racah – proporcionales a los denominados
6j-śımbolos – aśı como su relacíon con laq-álgebraSUq(2).





II
Polinomios en redes no uniformes: Los

q-polinomios





4
Los m étodos de Factorizaci ón

4.1. Introducción

En este caṕıtulo de la memoria se considerarán dos ḿetodos de factorización (MF): el cĺasico
y el de tipo Infeld & Hull – aunque deberı́a denominarse de Darboux por motivos históricos –.
El método de factorización cĺasico est́a basado en la existencia de los operadores creación y des-
trucción asociados a cierta ecuación que permite obtener soluciones explı́citas de una manera sen-
cilla. Yendo mas alĺa, Atakishiyev et al. [34, 35, 39] obtuvieron elálgebra de simetrı́as dińamicas
relacionada con dicho ḿetodo y las ecuaciones en diferencias (o diferenciales) correspondientes.
De especial interés fueron los artı́culos de Yu. F. Smirnov [127, 128, 129] en los cuales mostró la
equivalencia del MF clásico y la teoŕıa de Funciones especiales de Nikiforov y Uvarov basada en
las ecuaciones en diferencias [116]. Es más, en [127] se menciona que la equivalencia mencionada
anteriormente es válida tambíen para el caso de redes no uniformes lo cual se demostró más tarde
en [128, 129]. Posteriormente, G. Bangerezako en [42] realizó el estudio de la factorización de
tipo Infeld & Hull para los polinomios de Askey-Wilson usando exclusivamente su ecuación en
diferencias.
En esta memoria, siguiendo la ideas consideradas en [42] para los polinomios de Askey-Wilson
y en [94] para los casos continuo y discreto, se comenzará obteniendo el MF de tipo Infell &
Hull para las soluciones polinómicas de las ecuaciones en diferencias en la red no uniforme
x ≡ x(s) = c1q

s + c2q
−s + c3 para lo cual se usarán, como fue sugerido en [39, 127], las

funciones ortonormales correspondientes a las soluciones polinómicas ya que con estas el método
se puede formular y resolver de una manera más sencilla obteniéndose operadores que dependen
de los grados de los polinomios correspondientes, es decir, dependen den. En ese sentido, el ḿeto-
do aqúı propuesto es una generalización de los trabajos [42] y [94].

Por otro lado, motivados por la aparición de losq-ańalogos de los osciladores cuánticos de Mac-
farlane’s [96] y Biedenharn’s[48], Atakishiev, Suslov y otros [35]-[37] explotaron el método de
factorizacíon obteniendo nuevos modelos deq-osciladores ası́ como sus correspondientesálgebras
dinámicas. En esta memoria se abordará el problema general de encontrar elálgebra dińamica aso-
ciada a las familias de polinomios de la tabla de Askey y suq-ańalogo.
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Aśı, en la seccíon 4.4 se mostraran los resultados obtenidos relativos al MF clásico estudíando-
se elálgebra de simetrı́as dińamica para la ecuación en diferencias (4.14) sobre la red (4.6). La
aproximacíon que se va a considerar está basada en la siguiente observación, formulada en [34]:
Para factorizar una ecuación en diferencias ordinaria, uno debe expresarésta expĺıcitamente en
términos de los operadores desplazamientoea∂s , dondea es cierta constante. Por ejemplo, en
el caso de la ecuación (4.14) se deben realizar las siguientes sustituciones∆ = e∂s − 1 y
∇ = 1 − e−∂s . Este procedimiento convierte una ecuación en diferencias en un problema de
autovalores de un operador en diferencias, el cual viene representado por una combinación li-
neal de ciertos operadores desplazamientos. Dado que cada término de esta combinación lineal es
factorizable (ya queexp (α + β)A = expαA expβ A, dondeA es un operador arbitrario), la
factorizacíon lineal del conjunto, la cual representa la ecuación en diferencias inicial, se deduce
autoḿaticamente.
Finalmente, en la sección 4.5 se consideró el caso∆-clásico mostrando diversos ejemplos dentro
de los polinomios ortogonales∆-clásicos (polinomios de Kravchuk, Charlier, Meixner). Para más
informacíon véase [36, 41] y las referencias deéstas.

Nota 4.1.1. Los resultados que se expondrán en la seccíon §4.3 est́an publicados en [16], y los
expuestos en las secciones§4.4 y§4.5 en [14] y [13], respectivamente.

4.1.1. Conexión con la teorı́a de grupos y las álgebras de Hopf

Es bien conocida la estrecha relación existente entre la representación de la teoŕıa de grupos
y ciertas estructuras algebraicas, tales como los grupos de Lie, lasálgebras de Lie, los grupos
finitos, los grupos cúanticos, laśalgebras de Hecke, lasq-álgebras (óalgebras cúanticas) y todo
tipo de funciones especiales, tales como polinomios ortogonales de tipo hipergeométrico o de tipo
hipergeoḿetrico b́asico en una o ḿas variables, v́ease, por ejemplo las monografı́as [138] y las re-
ferencias contendidas en ellas. Es importante resaltar que los grupos cuánticos y lasq-álgebras no
denotan grupos níalgebras de Lie sino deformaciones particulares de grupos y/oálgebras de Lie,
de hecho pertenecen a una categorı́a más general llamada categorı́a deálgebras de Hopf [138].
Como ya se mencionó en la introduccíon de esta memoria, la teorı́a de funciones especiales ha
sido de vital importancia desde sus comienzos en los siglos XVIII y XIX gracias al uso deésta
por mateḿaticos como Euler, Gauss, Heine, Riemann, Laplace, Legendre entre otros para resolver
problemas relacionados con la fı́sica y la mateḿatica.
La conexíon con la teoŕıa de grupos es mucho más reciente, de hecho, comenzó con Gelfand y
Šapiro en los ãnos 50 los cuales descubrieron la relación entre los polinomios de Jacobi y el grupo
lineal especialSL(2,C). A partir de ese momento, la literatura que considera dichas relaciones se
ha expandido de manera explosiva y diversas conexiones entre la teorı́a de grupos y las funciones
especiales, principalmente de tipo hipergeométrico, han sido establecidas.
Posteriormente, después de que se hubiesen introducido los grupos cuánticos, Drinfeld y Woro-
nowicz mostraron que estos ‘grupos’ estaban relacionados con lasq-funciones especiales de una
forma ańaloga a como están relacionados los polinomios de Jacobi y el grupoSL(2,C).
Más recientemente, y en conexión con problemas relacionados con la fı́sica cúantica, se ha com-
probado que los sistemas cuánticos de simetrı́a relativos a grupos de Lie juegan un papel decisivo
a la hora de explicar los diferentes estados de losátomos y los fotones [70, 98] –de hecho los
q-polinomios fueron considerados para describir algunas de las propiedades de dichos estados
cuánticos de lośatomos y los fotones [69]–. Además, el estudio de losq-polinomios aumentó de-
bido a la aparicíon de laśalgebras cúanticas y los grupos cuánticos [61, 63, 76, 126] que fueron
introducidos para estudiar el problema inverso de la dispersion cuántica [62] y las ecuaciones de
Yang-Baxter [92].
Además sus potenciales aplicaciones en la fı́sica han aumentado debido a su conexión con los
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q-osciladores arḿonicos. Dichos objetos tienen una gran importancia en diversos problemas de la
fı́sica mateḿatica actual: sistemas integrales, teorı́a cúantica de campos conformes, fı́sica estad́ısti-
ca, entre otros (v́ease [60] y las referencias deésta). Tambíen han sido empleadas para describir
el espectro rotacional y vibracional de los núcleos at́omicos [51], de las moléculas diat́omicas
[5, 50, 52], etc.
Por otro lado, usando elq-ańalogo de la teorı́a cúantica del momento angular [130, 131, 132, 133]
pueden obtenerse diversos resultados relacionados con losq-polinomios, algunos de los cuales de
una forma nada trivial desde el punto de vista de la teorı́a de los polinomios ortogonales.
Finalmente, en esta memoria se hará referencia a los coeficientes de Clebsh-Gordan (6j-sı́mbolos)
de lasq-álgebrasSUq(2) relacionados con los polinomios deq-Racah, introducidos por Nikiforov
y Uvarov (v́ease e.g. [116]) la cual es ligeramente diferente a la introducida por Askey y Wilson
en [32], aśı como con sus duales [27]. Un estudio detallado delálgebraSUq(2) puede encontrarse
en [80, 83, 86, 87] entre otros. Para la conexión entre las diferentes familias deq-polinomios y las
álgebras cúanticas, v́ease [25, 83, 86, 97, 138] entre otros.

4.2. Las funciones normalizadas

Dada una familia deq-polinomios,{Pn}n≥0, estos son ortogonales respecto cierta función
pesoρ, esto es

b−1∑
s=a

p(s)ρ(s)∇x1(s), ∆s = 1. (4.1)

Las funciones normalizadas asociadas a dicha familia deq-polinomios respecto al producto in-
terior (4.1) se definen como [39, 127]

ϕn(s) = d−1
n

√
ρ(s)Pn. (4.2)

Por lo tanto,
b−1∑
s=a

ϕn(s)ϕm(s)∇x1(s) = δnm, ∆s = 1.

A continuacíon se establecerán algunas propiedades importantes relativas a tales funciones las
cuales generalizan a las definidas en [94]. Antes de nada, si se inserta (4.2) en la ecuación en
diferencias (2.25), se obtiene que tales funciones normalizadas satisfacen la siguiente ecuación en
diferencias:

√
Θ(s)σ(s + 1)

1
∆x(s)

ϕn(s + 1) +
√

Θ(s− 1))σ(s)
1

∇x(s)
ϕn(s− 1)

−
(

Θ(s)
∆x(s)

+
σ(s)
∇x(s)

)
ϕn(s) + λn∇x1(s)ϕn(s) = 0.

(4.3)

Aqúı, como antes,Θ(s) denota a la funciónσ(s) + τ(s)∇x1(s). Esto es, para cadan = 0, 1, . . . ,
ϕn es una autofunción del operador lineal de segundo orden

Hn := e−∂s
√

Θ(s))σ(s + 1)
1

∆x(s)
+

√
Θ(s)σ(s + 1)

1
∆x(s)

e∂s

−
(

Θ(s)
∆x(s)

+
σ(s)
∇x(s)

− λn∇x1(s)
)

I.
(4.4)

donde e±∂s es el operador desplazamiento, cone±∂sf(s) = f(s± 1) e I representa el operador
identidad.
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Análogamente, (2.9), se traduce en la siguiente RRTT

αn
dn+1

dn
ϕn+1(s) + γn

dn−1

dn
ϕn−1(s) + (βn − x(s))ϕn(s) = 0. (4.5)

4.3. El método de factorización de tipo Infeld & Hull

En esta sección se veŕa ćomo factorizar una ecuación en diferencias (4.3) sobre la red no
uniforme

x(s) = c1q
s + c2q

−s + c3, (4.6)

o equivalentemente, como factorizar al operadorHn definido en (4.4).

Como se ha visto, para las funciones normalizadasϕn se tiene que

Hnϕn(s) = 0.

SeanL+
n y L−n dos operadores definidos como

L+
n = un(s)I +

√
Θ(s− 1)σ(s)

1
∇x(s)

e−∂s ,

L−n = vn(s)I +
√

Θ(s)σ(s + 1)
1

∆x(s)
e∂s ,

(4.7)

donde

un(s) =
λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

− σ(s)
∇x(s)

,

vn(s) = − λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

+ λn∇x1(s) +
λ2n

[2n]q
(x(s)− βn)− Θ(s)

∆x(s)
.

Teniendo en cuenta (2.49), (2.50), se obtiene que

L+
n ϕn(s) = αn

λ2n

[2n]q
dn+1

dn
ϕn+1(s), (4.8)

L−n ϕn(s) = γn
λ2n

[2n]q
dn−1

dn
ϕn−1(s). (4.9)

Es decir,L+
n y L−n son operadores creación y destruccíon, respectivamente.

Nótese que las dośultimas expresiones permiten generar el conjunto de todas las funcionesϕn.
De hecho, a partir de (4.9) tomandon = 0 y teniendo en cuenta queϕ−1 ≡ 0 se puede obtener
ϕ0. Luego, sustituyendo la función obtenida en (4.8), se pueden encontrar las funcionesϕ1, . . . ,
ϕn, . . .

Proposición 4.3.1. Los operadores[2n]q
λ2n

L+
n y [2n+2]

λ2n+2
L−n son mutuamente adjuntos.

Prueba: Bastaŕa probar que para cualesquieram,n enteros no negativos,

b−1∑
s=a

L+
n [ϕn(s)]ϕm(s)∇x1(s) =

b−1∑
s=a

ϕn(s)L−n [ϕm(s)]∇x1(s).

Pero
b−1∑
s=a

L+
n [ϕn(s)]ϕm(s)∇x1(s) = αn

λ2n

[2n]q
dn+1

dn

b−1∑
s=a

ϕn+1(s)ϕm(s)∇x1(s),
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y
b−1∑
s=a

ϕn(s)L−n [ϕm(s)]∇x1(s) = γm
λ2m

[2m]q
dm−1

dm

b−1∑
s=a

ϕn(s)ϕm−1(s)∇x1(s).

Aśı, si m 6= n + 1 ambas expresiones valen cero, y sim = n + 1, dado queγmd2
m−1 = αm−1d

2
m,

de nuevo ambas coinciden, luego el resultado queda probado.
Nótese que el caso de ortogonalidad continua se trata de manera análoga.

Proposición 4.3.2. El operadorHn definido en(4.4)es autoadjunto.

Prueba: De nuevo se probará para el caso de tener una ortogonalidad discreta. Usando las condi-
ciones de contornoσ(a)ρ(a) = σ(b)ρ(b) = 0 – las cuales son una consecuencia de (2.42)) – se
puede escribir

b−1∑
s=a

ϕn(s)
√

Θ(s− 1)σ(s)
1

∇x(s)
ϕl(s− 1)∇x1(s)

=
b−2∑

s′=a−1

ϕn(s′ + 1)
√

Θ(s′)σ(s′ + 1)
1

∇x(s′ + 1)
ϕl(s′)∇x1(s′)

=
b−1∑
s=a

ϕn(s + 1)
√

Θ(s)σ(s + 1)
1

∇x(s + 1)
ϕl(s)∇x1(s)

+ϕn(a)
√

Θ(a− 1)σ(a)
1

∇x(a)
ϕl(a− 1)∇x1(a)

−ϕn(b)
√

Θ(b− 1)σ(b)
1

∇x(b)
ϕl(b− 1)∇x1(b),

donde en los dośultimos sumandos se utilizó que∆x(a) = x(a + 1)− x(a). Ahora, usando que
ϕn(s) = d−1

n

√
ρ(s)Pn(s), aśı como las condiciones de contornoσ(a)ρ(a) = σ(b)ρ(b) = 0, se

deduce que
b−1∑
s=a

ϕl(s)
{√

Θ(s)σ(s + 1)
1

∆x(s)
ϕn(s + 1)∇x1(s + 1)

+
√

Θ(s− 1)σ(s)
1

∇x(s)
ϕn(s− 1)∇x1(s)

}

=
b−1∑
s=a

ϕn(s)
{√

Θ(s)σ(s + 1)
1

∆x(s)
ϕl(s + 1)∇x1(s + 1)

+
√

Θ(s− 1)σ(s)
1

∇x(s)
ϕl(s− 1)∇x1(s1)

}
,

de donde se sigue el resultado.

Proposición 4.3.3. Las funcionesun y vn satisfacen la relacíon:

un(s + 1) = vn+1(s).

Prueba: Por definicíon de las funcionesu y v,

un(s + 1)− vn+1(s) =
λn

[n]q
τn(s + 1)

τ ′n
− ∆σ(s)

∆x(s)

+
λn+1

[n + 1]q
τn+1(s)
τ ′n+1

− λn+1∇x1(s)− λ2n+2

[2n + 2]q
(x(s)− βn+1) +

τ(s)∇x1(s)
∆x(s)

.
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Usando el desarrolloτn(s + 1) = τ ′nxn(s + 1) + τn(0), y dado que

∆x2(s)
∆x(s)

=
x2(s + 1)− x2(s)
x(s + 1)− x(s)

= x(s + 1) + x(s) = [2]qx1(s) + (2− [2]q)c3,

x(s)∇x1(s) = x(s)(c1q
s − c2q

−s)kq = (c2
1q

2s − c2
2q
−2s)kq + c3(c1q

s − c2q
−s)kq,

obtenemos que

∆σ(s)
∆x(s)

=
∆

∆x(s)

[
σ̃(s)− 1

2
τ̃(s)∇x1(s)

]

=
∆

∆x(s)

[
σ̃′′

2
x2(s) + σ̃′(0)x(s) + σ̃(0)− 1

2
(
τ ′x(s) + τ(0)

)∇x1(s)
]

=
σ̃′′

2
([2]qx1(s) + (2− [2]q)c3) + σ̃′(0)− 1

2
c1q

s+1 + c2q
−s

c1qs+1 − c2q−s
τ(0)kq

−1
2

[2]q(c2
1q

2s+1 + c2
2q
−2s−1) + c3(c1q

s+ 1
2 + c2q

−s− 1
2 )

c1q
s+ 1

2 − c2q
−s− 1

2

τ ′kq.

Por lo tanto

un(s + 1)−vn+1(s)=
λn

[n]q
xn(s + 1) +

λn

[n]q
τn(0)
τ ′n

− σ̃′′

2
[2]qx1(s)− c3

2
(2− [2]q)σ̃′′

−σ̃′(0) +
1
2

(
x1(s)− c3

c1q
s+ 1

2 − c2q
−s− 1

2

)
τ(0)kq +

λn+1

[n + 1]q
τn+1(s)
τ ′n+1

+
1
2

(
[2]q(c2

1q
2s+1 + c2

2q
−2s−1)

c1q
s+ 1

2 − c2q
−s− 1

2

+
c3x1(s)− c2

3

c1q
s+ 1

2 − c2q
−s− 1

2

)
τ̃ ′kq

−λn+1∇x1(s)− λ2n+2

[2n + 2]q

(
c1q

s+c2q
−s + c3 − [n + 1]qτn(0)

τ ′n

+
[n + 2]qτn+1(0)

τ ′n+1

− c3(1+[n + 1]q−[n + 2]q)
)

+
τ(s)∇x1(s)

∆x(s)
.

Por otro lado, teniendo en cuenta las identidades

λn

[n]q
τn(0)
τ ′n

+ [n + 1]q
λ2n+2

[2n + 2]q
τn(0)
τ ′n

=
(

λn

[n]q
+ [n + 1]q

λ2n+2

[2n + 2]q

)
τn(0)
τ ′n

= −[n + 2]qτn(0),

λn+1

[n + 1]q
τn+1(s)
τ ′n+1

− [n + 2]q
λ2n+2

[2n + 2]q
τn+1(0)
τ ′n+1

= [n + 1]qτn+1(0) +
λn+1

[n + 1]q
xn+1(s),

y

λn

[n]q
(c1q

s+1+n
2 + c2q

−s−1−n
2 )− σ̃′′

2
[2]q(c1q

s+ 1
2 + c2q

−s− 1
2 )− λ2n+2

[2n + 2]q
(c1q

s + c2q
−s)

−λn+1(c1q
s − c2q

−s)kq +
1
2
τ ′(c1q

s+ 1
2 + c2q

−s− 1
2 )(q + q−1) =

c1q
sτ ′

2
(qn+ 1

2 + q
1
2 )

+
c1q

sσ̃′′

2kq
(qn+ 1

2 − q
1
2 ) +

c2q
−sτ ′

2
(q−n− 1

2 + q−
1
2 ) +

c2q
−sσ̃′′

2kq
(−q−n− 1

2 + q−
1
2 )

= − λn+1

[n + 1]q
(c1q

s+n+1
2 + c2q

−s−n+1
2 ),
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obtenemos que

un(s + 1)−vn+1(s)=− λn+1

[n + 1]q

(
c1q

s+n+1
2 + c2q

−s−n+1
2

)
+ c3

λn

[n]q
− [n + 2]qτn(0)

−c3σ̃
′′ − σ̃′(0) +

1
2
τ ′c3kq +

1
2
τ(0)kq + [n + 1]qτn+1(0)

+
λn+1

[n + 1]q
(c1q

s+n+1
2 + c2q

−s−n+1
2 + c3)

+
λ2n+2

[2n+2]q
c3([n + 1]q − [n + 2]q).

Finalmente, sustituyendo la expresión deτn(0) y teniendo en cuenta que

−[n + 2]q[n]q − 1 + [n + 1]q[n + 1]q = 0,

−[n + 2]q(qn/2 + q−n/2) + kq + [n + 1]q(q(n+1)/2 + q(n+1)/2) = 0,

se tiene queun(s + 1)− vn+1(s) = 0 y la proposicíon queda probada.

Si ahora se calcula

L−n+1 ◦ L+
n = vn+1(s)un(s) + Θ(s)σ(s + 1)

(
1

∆x(s)

)2

+un(s + 1)
{√

Θ(s− 1)σ(s)
1

∇x(s)
e−∂s +

√
Θ(s)σ(s + 1)

1
∆x(s)

e∂s

}
,

y se sustituyen los valores deun, vn y Hn se obtiene que

L−n+1 ◦ L+
n = h∓n I + un(s + 1)Hn, (4.10)

donde la funcíon

h∓n =
(

λn

[n]q
τn(s + 1)

τ ′n
− σ(s + 1)
∇x(s + 1)

)(
λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

− λn∆x(s− 1
2)

)

+
λn

[n]q
τn(s + 1)

τ ′n

Θ(s)
∆x(s)

,

es independiente des. De hecho, teniendo en cuenta (4.8), (4.9) y (4.10), se obtiene que

h∓n =
λ2n

[2n]q
λ2n+2

[2n + 2]q
αnγn+1,

que es una constante independiente des (dependiente den). De la misma forma,

L+
n−1 ◦ L−n = h±n I + un−1(s)Hn,

donde

h±n =
(
− λn

[n]q
τn(s− 1)

τ ′n
+

λ2n

[2n]q
(x(s− 1)− βn) + λn∆x(s− 3

2)
)

×
(
− λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

+
λ2n

[2n]q
(x(s)− βn) +

σ(s)
∇x(s)

)

+
(

λn

[n]q
τn(s)
τ ′n

− λ2n

[2n]q
(x(s)− βn)

)(
Θ(s− 1)
∆x(s− 1)

)
,
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es independiente des. Adeḿas, aplicando láultima expresíon a las funcionesϕn, y teniendo en
cuenta (4.8) y (4.9), se obtiene que

h±n =
λ2n−2

[2n− 2]q
λ2n

[2n]q
αn−1γn,

que es una constante independiente des (dependiente den).

Nota 4.3.1. Nótese queh±n+1 = h∓n .

Todos los resultados anteriores conducen al Teorema principal de esta sección.

Teorema 4.1.El operadorHn correspondiente a la ecuación en diferencias de tipo hipergeométri-
co que las funciones ortonormales{ϕn}n≥0 satisfacen, admite la siguiente factorización – usual-
mente se denomina factorización de tipo Infeld & Hull –

un(s + 1)Hn = L−n+1 ◦ L+
n − h∓n I, (4.11)

y
un(s)Hn+1 = L+

n ◦ L−n+1 − h∓n I, (4.12)

respectivamente.

Nota 4.3.2. Sustituyendo en las fórmulas anteriores la expresión x(s) por s se obtienen los re-
sultados correspondientes a los casos de la red uniforme (Hahn, Kravchuk, Meixner y Charlier),
considerados anteriormente por diversos autores, véase por ejemplo [39, 94, 127] y mediante la
toma de ĺımites adecuados (véase [82, 116]), se pueden recuperar los casos clásicos est́andar
(Jacobi, Laguerre y Hermite).

4.3.1. Aplicación a ciertas funciones q-ortogonales normalizadas

En este apartado se aplicarán los resultados anteriores a varias familias deq-polinomios orto-
gonales y a sus correspondientes funciones ortonormales. Más concretamente se considerarán las
siguientes familias: las funciones de Askey-Wilson, lasq-funciones grandes deq-Jacobi y las fun-
ciones de Al-Salam & Carlitz I y II. La información esencial para dichas familias puede tomarse
de [82].
Por último, se puntualiza que factorizaciones similares (aunque no iguales) fueron obtenidas por
otros autores, por ejemplo Miller en [113] consideró los polinomios sobre la red exponencial y
Bangerezako estudió el caso Askey-Wilson. El interés principal de esta sección es mostrar que las
fórmulas generales obtenidas dan lugar, de una forma sencilla, a las fórmulas de factorización de
todas las familias de funciones normalizadas.

¤ Las funciones de Askey-Wilson

Cómo ya se menciońo anteriormente, los polinomios de Askey-Wilson son polinomios sobre
la redx(s) = 1

2(qs + q−s) ≡ x, definidos como [82]

pn(x(s); a, b, c, d) =
(ab; q)n(ac; q)n(ad; q)n

an 4ϕ3

(
q−n, qn−1abcd, aqs, aq−s

q; q
ab, ac, ad

)
,

(4.13)
i.e., corresponden al caso general (2.37) tomandoqs1 = a, qs2 = b, qs3 = c, qs4 = d. La relacíon
de ortogonalidad asociada a dicha familia es de la forma

∫ 1

−1
ω(x)pn(x; a, b, c, d)pm(x; a, b, c, d)

√
1− x2κqdx = δnmd2

n,
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donde

ω(x) =
h(x, 1)h(x,−1)h(x, q

1
2 )h(x,−q

1
2 )

2πκq(1− x2)h(x, a)h(x, b)h(x, c)h(x, d)
, h(x, α) =

∞∏

k=0

[1− 2αxqk + α2q2k],

y el cuadrado de la norma viene dada por

d2
n =

(abcdqn−1; q)n(abcdq2n; q)∞
(qn+1, abqn, acqn, adqn, bcqn, bdqn, cdqn; q)∞

.

Los polinomios de Askey-Wilson satisfacen la ecuación en diferencias (2.25) con

σAW (s) = −q−2s+1/2κ2
q(q

s − a)(qs − b)(qs − c)(qs − d),

τAW (s) = 4(q − 1)(1− abcd)x(s) + 2(q − 1)(−a− b− c− d + abc + abd + acd + bcd),

y λn = 4q−n+1(1− qn)(1− abcdqn−1).
Los datos principales de estos polinomios pueden encontrarse en la tabla A.1 del apéndice A. Sean
ϕAW

n las funciones normalizadas (véase (2.44)) definidas como

ϕAW
n (x) = d−1

n

√
ω(x)pn(x; a, b, c, d),

las cuales son autofunciones del Hamiltoniano

HAW
n =

2q
3
2

[2s− 1]q
G(s, a, b, c, d) e−∂s +

2q
3
2

[2s + 1]q
G(s + 1, a, b, c, d) e∂s

+2

(
q−2s+ 1

2

∏4
i=1(1− qsi+s)
[2s + 1]q

+ q−2s+ 1
2

∏4
i=1(q

s − qsi)
[2s− 1]q

+q−n+1κ2
q(1− qn)(1− abcdqn−1)[2s]q

)
I

donde

G(s, a, b, c, d) =

√√√√
4∏

i=1

(1− 2qsiq−
1
2 x−1(s) + q−1q2si).

Si se toma

uAW
n (s) = Dnxn(s) + DnEn + q−2s+ 1

2
(qs − a)(qs − b)(qs − c)(qs − d)

[2s− 1]q
,

donde
Dn = −4q

1−n
2 (q − 1)(1− abcdqn−1),

En =
(−a− b− c− d + (abc + abd + acd + bcd)qn)q

n
2

2(1− abcdq2n)
,

y teniendo en cuenta quevAW
n (s) = uAW

n−1(s + 1), se definen los operadoresL+
n y L−n como

L+
n = uAW

n (s)I +
2q

3
2

[2s− 1]q
G(s, a, b, c, d) e−∂s ,

L−n = vAW
n (s)I +

2q
3
2

[2s + 1]q
G(s + 1, a, b, c, d) e∂s ,
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se obtiene que
L−n+1 ◦ L+

n = D2nD2n+2γn+1I + vAW
n+1(s)H

AW
n ,

L+
n−1 ◦ L−n = D2n−2D2nγnI + uAW

n−1(s)H
AW
n ,

la cual es la f́ormula de factorización para las funciones de Askey-Wilson.
Antes de pasar al siguiente ejemplo, se considerará el caso especial cuandoa = b = c = d = 0,
i.e., losq-polinomios continuos de Hermite

Hn(x|q) = 2−neinθ
2ϕ0

(
q−n, 0

q; qne−2iθ

–

)
, x = cos θ.

Esta familia de polinomios estaı́ntimamente relacionada con el modelo del osciladorq-armónico
introducido por Biedenharn [48] y Macfarlane [96]. De hecho, fue utilizado en [38], donde se
consideŕo por primera vez la factorización para los polinomios continuos deq-Hermite. Si se
sustituyea = b = c = d = 0 en las f́ormulas anteriores, se obtiene la factorización para las
funciones continuas deq-Hermite

ϕqHc
n (x) =

√
h(x, 1)h(x,−1)h(x, q

1
2 )h(x,−q

1
2 )(qn+1; q)∞

2πκq(1− x2)
Hn(x|q),

donde, como antes,κq = q
1
2 − q−

1
2 . De hecho, para esta familia deq-polinomios se tiene que

σqHc(s) = −κ2
qq

2s+ 1
2 , τ qHc(s) = 4(q − 1)x(s), λn = 4q−n+1(1− qn),

HqHc
n =

2q
3
2

[2s− 1]q
e−∂s +

2q
3
2

[2s + 1]q
e∂s + 2

(
q−2s+ 1

2

[2s + 1]q
+

q2s+ 1
2

[2s− 1]q
−q−n+1κ2

q(1−qn)[2s]q

)
I,

L+
n =

(
−4q−n/2+ 1

2 (q − 1)xn(s) +
q2s+ 1

2

[2s− 1]q

)
I +

2q
3
2

[2s− 1]q
e−∂s ,

L−n =

(
−4q−

n
2 +1(q − 1)xn+1(s) +

q2s+ 5
2

[2s + 1]q

)
I +

2q
3
2

[2s + 1]q
e−∂s ,

y h±n = 4κ2
qq
−2n+1(1− qn).

¤ Las funciones grandes de q-Jacobi

Los q-polinomios grandes de Jacobi fueron introducidos por Hahn en 1949 y se definen [82]
por

Pn(x; a, b, c; q) =
(aq; q)n(cq; q)n

(abqn+1; q)n
3ϕ2

(
q−n, abqn+1, x

q; q
aq, cq

)
, x(s) = qs ≡ x.

Para esta familia los coeficientes de la ecuación (2.25) son

σBqJ(x) = q−1(x− aq)(x− cq),

τBqJ(x) =
1− abq2

(1− q)q
1
2

x + q
1
2
a(bq − 1) + c(aq − 1)

1− q
,
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y λn = −q−
n
2 [n]q 1−abqn+1

1−q . Las funciones normalizadas grandes deq-Jacobi vienen definidas por

ϕBqJ
n (s) =

√
(x/a, x/c; q)∞(aq, bq, abq/c; q)∞(abq, aq, aq, cq, cq; q)n(−ac)n

(x, bx/c, c/a, aq/c, abq2; q)∞(1− q)aq(1− abq)(q, bq, abq/c; q)n

× 3ϕ2

(
q−n, abqn+1, x

q; q
aq, cq

)
.

El correspondiente Hamiltoniano es

HBqJ =

√
a(x−q)(x−aq)(x−cq)(bx−cq)

x(q−1)
e−∂s+q

√
a(x−1)(x−a)(x−c)(bx−c)

x(q−1)
e∂s

+
(

1 + abq2n+1

qn(1− q)
x− q(a + ab + c + ac)

1− q
+

acq(q + 1)
1− q

x−1

)
I.

Las funcionesun y vn vienen dadas por

uBqJ
n (x) =

abqn+1

1− q
x + Dn − acq2

q − 1
x−1, y vBqJ

n (x) =
abqn+1

1− q
x + Dn−1 − acq

q − 1
x−1,

donde

Dn =
ab(ab + ac + a + c)q2n+3 − a(b + c + ab + bc)qn+2

(1− abq2n+2)(1− q)
.

Por tanto

L+
n = uBqJ

n (x)I +

√
a(x−q)(x− aq)(x− cq)(bx−cq)

x(q − 1)
e−∂s ,

L−n = vBqJ
n (x)I + q

√
a(x−1)(x− a)(x− c)(bx−c)

x(q − 1)
e∂s .

Aśı

L−n+1 ◦ L+
n = δn+1γn+1I + vBqJ

n+1(x)HBqJ
n ,

L+
n−1 ◦ L−n = δnγnI + uBqJ

n−1(x)HBqJ
n ,

donde

δn =
(1− abq2n−1)(1− abq2n+1)

q2n−1(q − 1)2
.

Las expresiones anteriores son las fórmulas de factorización asociadas a las funciones normali-
zadas grandes deq-Jacobi. Ńotese que losq-polinomios de Hahn y losq-polinomios grandes de
Laguerre son casos particulares de losq-polinomios grandes de Jacobi escogiendoc = q−N−1,
N = 1, 2, . . . , y c = 0, respectivamente.
Dado que todos losq-polinomios discretos sobre la redx(s) = c1q

s + c3 – los denominadosq-
polinomios de la clase Hahn – pueden obtenerse a través de losq-polinomios grandes de Jacobi
bajo ciertos procesos lı́mite (véase, por ejemplo, [23, 82]) de las fórmulas anteriores se pueden
obtener el resto de los casos de la tabla de Hahn.
Para finalizar este apartado se considerarán 2 familias de especial interés.
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¤ Las funciones de Al-Salam & Carlitz I y II

Los polinomios de Al-Salam & Carlitz I (y II) aparecen en ciertos modelos deq-osciladores
armónicos, v́ease [31, 37, 38, 115]. Dichos polinomios vienen definidos [82] por

U (a)
n (x; q) = (−a)nq(

n
2) 2ϕ1

(
q−n, x−1

q;
qx

a0

)
, x(s) = qs ≡ x.

Como en los casos anteriores,éstos satisfacen la ecuación en diferencias (2.25) donde

σACI(x) = (x− 1)(x− a), τACI(x) =
q

1
2

1− q
x + q

1
2
1 + a

q − 1
, y λn = [n]q

q1−n
2

q − 1
.

En este caso, las correspondientes funciones normalizadas (4.2) son

ϕACI
n (x) =

√
(qx, a−1qx; q)∞(−a)nq(

n
2)

(1− q)(q; q)n(q, a, q/a; q)∞
2ϕ1

(
q−n, x−1

q;
qx

a0

)
.

Si se define el Hamiltoniano como

HACI
n =

√
a(x−1)(x−a)
x(1− q−1)

e−∂s+

√
a(qx−1)(qx−a)

x(q − 1)
e∂s +

(
q1−n

1−q
x+

q(a+1)
q − 1

− [2]q
kq

x−1

)
I,

entonces los operadores

L+
n = uACI

n (x)I + q

√
a(x− 1)(x− a)

x(q − 1)
e−∂s ,

L−n = vACI
n (x)I +

√
a(qx− 1)(qx− a)

x(q − 1)
e∂s ,

dondeuACI
n (x) =

aq

1− q
x−1, y vACI

n (x) =
a

1− q
x−1, satisfacen las relaciones

L−n+1 ◦ L+
n =

aq1−n(qn+1 − 1)
(q − 1)2

I + vACI
n+1 (x)HACI

n ,

L+
n−1 ◦ L−n =

aq2−n(qn − 1)
(q − 1)2

I + uACI
n−1 (x)HACI

n ,

que representan las fórmulas de factorización para las funciones normalizadas de Al-Salam &
Carlitz I. Si ahora se tiene en cuenta que (véase [82, p. 115])

V (a)
n (x; q) = U (a)

n (x; q−1),

entonces, la factorización para las funciones normalizadas de Al-Salam & Carlitz II

ϕACII
n (s) = q(

s
2)

√
as+n(aq; q)∞q(

n
2)

(q, aq; q)s(1− q)(q; q)n
2ϕ0

(
q−n, x

q;
qn

a−

)
,

se sigue de la factorización para las funciones de Al-Salam & Carlitz I cambiandoq por q−1.
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4.4. El método de factorización clásico

4.4.1. Introducción y preliminares

En esta sección se continua con el estudio, comenzado en la sección anterior (puede verse
tambíen [16]), sobre la factorización de la ecuación en diferencias de tipo hipergeométrico sobre
redes no uniformes, i.e., de la ecuación [118]

σ(s)
∆

∇x1(s)
∇y(s)
∇x(s)

+ τ(s)
∆y(s)
∆x(s)

+ λy(s) = 0,

σ(s) = σ̃(x(s))− 1
2 τ̃(x(s))∆x∇x1(s), τ(s) = τ̃(x(s)),

(4.14)

dondeσ̃ y τ̃ son polinomios de grados a lo más 2 y 1, respectivamente, yλ es una constante
independiente des (véase también [116]).
Si la ecuacíon en diferencias (4.14) tiene soluciones polinómicas se obtiene la siguiente expresión
[116] para los autovaloresλn

λn = C1q
n + C2q

−n + C3,

C1 =
1

2(1− q)

(
τ̃ ′ +

σ̃′′

kq

)
, C2 =

1
2(1− q−1)

(
τ̃ ′ − σ̃′′

kq

)
, C3 = − σ̃′′(1 + q)

2kq(1− q)
− τ̃ ′

2
,

(4.15)
donde, como antes,̃τ ′ y σ̃′′

2 son los coeficientes del desarrollo de Taylor de los polinomiosτ̃ y σ̃
de las potenciasx y x2, respectivamente (véase (2.26)).
Nótese que los coeficientesC1 y C2 de los t́erminosqn y q−n, respectivamente, vienen fijados por
las funciones̃σ y τ̃ en (4.14), y por lo tanto también el producto

C1C2 =
1

4k2
q

((
σ̃′′

kq

)2

− (τ̃ ′)2
)

.

La sucesíon{λn}n≥0 satisface la siguiente RRTT

λn+2 − (q + q−1) λn+1 + λn =
1
2
(τ̃ ′k2

q − σ̃′′[2]q). (4.16)

Rećıprocamente, si{λn}n≥0 satisface la RRTT (4.16), entonces esta es de la formaλn = C ′
1q

n +
C ′

2q
−n + C ′

3. Obviamente, habiendo tomado las condiciones inicialesλ0 = 0 y λ1 = −τ̃ ′, uno
recupera la expresión (4.15).
En la seccíon anterior se ha visto que uno puede factorizar la ecuación de Nikiforov-Uvarov (4.14)
con la ayuda de los operadores creación y destruccíon, dependientes del grado de los polinomios
correspondientes a las autofunciones normalizadas, i.e., dependen den.
En la siguiente sección se definiŕan los operadores que se usarán para obtener el MF clásico.

4.4.2. Los operadores de la factorización

SeaA(s) una funcíon continua que no se anula en el intervalo de ortogonalidad[a, b]. Da-
da una SP,{Pn}n≥0, ortogonales respecto la función pesoρ, se define el conjunto de funciones
normalizadas,Φnn≥0, como

Φn(s) = d−1
n A(s)

√
ρ(s) Pn(s), (4.17)

dondedn representa la norma dePn y ρ satisface la ecuación de tipo Pearson

∆[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s)∇x1(s). (4.18)



60 Los métodos de Factorización

Si la SP{Pn}n≥0 satisface una ortogonalidad discreta del tipo (4.39), entonces las funciones
{Φn}n≥0 satisfacen

〈Φn,Φm〉 =
b−1∑
s=a

Φn(s)Φm(s)
∇x1(s)
A2(s)

= δn,m. (4.19)

Nótese que siA(s) =
√
∇x1(s), entonces el el conjunto{Φn}n≥0 estaŕa constituido por las

funciones ortonormales asociadas a la SP{Pn}n≥0. Obviamente, en el caso de una ortogonalidad
continua (como en el caso de los polinomios de Askey-Wilson) uno necesita cambiar la suma en
(4.19) por una integral de Riemann [40, 116].
Ahora, se considera elq-Hamiltoniano

Hq :=
1

∇x1(s)
A(s)Hq

1
A(s)

, (4.20)

siendo

Hq := −
√

Θ(s− 1)σ(s)
∇x(s)

e−∂s −
√

Θ(s)σ(s + 1)
∆x(s)

e∂s +
(

Θ(s)
∆x(s)

+
σ(s)
∇x(s)

)
I, (4.21)

donde, como antes,Θ(s) = σ(s) + τ(s)∇x1(s), eI representa el operador identidad.
De hecho,

HqΦn(s) = λnΦn(s), (4.22)

i.e., las funcionesΦn, definidas en (4.17), son autofunciones del operadorHq.
El primer paso consiste en encontrar dos operadores,a y b, tales que

Hq = b ◦ a,

i.e., a y b factorizanal q-HamiltonianoHq. Antes de darlos explı́citamente se debe de tener en
cuenta que si existe dicho par de operadores, entonces existen infinitos. De hecho, sia y b son
tales queHq = b ◦ a, entonces para cualquier operador unitarioU, i.e.U†U = I, los operadores

ã := U ◦ a , b̃ := b ◦U† ,

factorizanHq ya que

b̃ ◦ ã = b ◦U† ◦U ◦ a = b ◦ a = Hq.

La arbitrariedad en la elección del operador unitarioU es esencial ya que esta permitirá construir
un álgebra cerrada, que contiene aHq.
Si uno aplica el procedimiento estándar para factorizar la ecuación (4.14), entonces los siguientes
operadores surgen de manera natural

Definición 4.4.1.Seaα un ńumero real yA(s) una funcíon continua que no se anula en(a, b). Se
define la familia deα-operadores como

a↓α :=
A(s)√
∇x1(s)

e−α∂s

(
e∂s

√
σ(s)
∇x(s)

−
√

Θ(s)
∆x(s)

)
1

A(s)
,

a↑α :=
1

∇x1(s)
A(s)

(√
σ(s)
∇x(s)

e−∂s −
√

Θ(s)
∆x(s)

)
eα∂s

√
∇x1(s)
A(s)

,

(4.23)

respectivamente.
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Con esta definición se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2.Dado elq-Hamiltoniano(4.20)Hq, los operadoresa↓α y a↑α definidos en(4.23)son
tales que, para todoα ∈ C

Hq = a↑α ◦ a↓α. (4.24)

El siguiente paso consiste en obtener elálgebra dińamica asociada al HamiltonianoHq. Para
este fin se necesita la siguiente definición.

Definición 4.4.2. Una funcíon f(z) se dice de tipo lineal enz, si existen dos funciones,F y G,
tales que para todoz, ζ ∈ C, la funcíonf(z) pueda representarse cómo

f(z + ζ) = F (ζ)f(z) + G(ζ).

Un caso particular de funciones de tipo lineal son las funcionesq-lineales, i.e., las funciones
de la formaf(z) = Aqz + B. Para estas funcionesF (ζ) = qζ y G = B(1− qζ).

Nota 4.4.1. Si se usa la expresión dada en(4.15)para los autovaloresλn, entonces es inmediato
ver queλn es una funcíon q-lineal den si y śolo si σ̃′′ = ±kq τ̃

′. Adeḿas, en este caso se tiene

σ̃′′ = kq τ̃
′ ⇒ λn =

τ̃ ′

1− q
(qn − 1), o σ̃′′ = −kq τ̃

′ ⇒ λn =
τ̃ ′

1− q−1
(q−n − 1). (4.25)

Nótese que el segundo caso puede obtenerse del primero cambiandoq por q−1.

Proposición 4.4.1. λn es una funcíon q-lineal den si y śolo si λn+1 = qλn + C, dondeC es
cierta constante.

Prueba: Unos ćalculos sencillos muestran que siλn es una funcíon q-lineal den, entoncesλn

satisface la f́ormula de recurrenciaλn+1 = qλn + C, donde, en este caso,C = λ1. Pero la
solucíon general de la ecuación en diferenciasλn+1 = qλn + C esλn = Aqn + D, dondeA y D
son ciertas constantes.

Nota 4.4.2. Nótese que siλn es una funcíon q-linear den, entoncesλn satisface la relacíon de
recurrenciaλn+γ − qγλn = C, dondeγ ∈ C y C es cierta constante.

Porúltimo, se tiene el siguiente lema

Lema 4.4.1.Seax(s) una funcíonq-lineal des y sea{λn}n≥0 la una sucesíon de autovalores de
la ecuacíon en diferencias de tipo hipergeométrico (4.14). Entoncesλn es una funcíonq-lineal de
n si y śolo si∆(2)σ(s) = 0 y es una funcíon q−1-lineal den si y śolo si∆(2)Θ(s) = 0, donde

∆(2) =
∆

∆x1(s)
∆

∆x(s)
.

Prueba: Se sigue de la ecuación (4.25) y que

∆(2)σ(s) =
[2]q
2

(σ̃′′ − τ̃ ′kq), ∆(2)Θ(s) =
[2]q
2

(σ̃′′ + τ̃ ′kq).
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4.4.3. El álgebra dinámica

Definición 4.4.3. Seaς un ńumero complejo, y seana y b dos operadores. Se define elς-conmu-
tador dea y b como

[a,b]ς = a ◦ b− ςb ◦ a.

En adelante se asumirá queς es real.

Proposición 4.4.2. SeaHq un operador tal que existen operadores,a y b, y los ńumeros reales,
ς y Λ, tales queHq = b ◦ a, y [a,b]ς = Λ. Entonces, siΦ es una autofunción deHq asociada al
autovalorλ, se tiene

1. Hq[aΦ(s)] = ς−1(λ−Λ) [aΦ(s)], i.e.,aΦ es una autofunción deHq, asociada al autovalor
ς−1(λ− Λ),

2. Hq[bΦ(s)] = (Λ + ςλ)[bΦ(s)], i.e.,bΦ es una autofunción deHq asociada al autovalor
Λ + ςλ.

Prueba: En el primer caso, dado queHqΦ(s) = λΦ(s),

Hq[aΦ(s)] = b ◦ a[aΦ(s)] = ς−1(a ◦ b− Λ)[aΦ(s)] = ς−1(λ− Λ)[aΦ(s)].

De la misma manera, para el segundo

Hq[bΦ(s)] = b ◦ a ◦ b[Φ(s)] = b(Λ + ςλ)Φ(s) = (Λ + ςλ)[bΦ(s)].

Igualmente se puede probar que

(a ◦ b)[Φ(s)] = (Λ + ςλ)Φ(s). (4.26)

Además, siΦ es una autofunción deHq (o dea◦b), entonces tambiénakΦ y bkΦ son, en general,
autofunciones deHq (o dea ◦ b).

Nota 4.4.3. Obviamente la condición [a,b]ς = I puede cambiarse por

[a,b]ς = Λ,

dondeΛ es una constante no nula arbitraria. De hecho, si los operadoresa y b satisfacen la
relación deς-conmutacíon

[a,b]ς = Λ,

entonces los operadoresa = Λ−
1
2 a y b = Λ−

1
2 b satisfacen las relaciones

[a,b]ς = I, y Hq = Λb ◦ a.

La Proposicíon 4.4.2 se refiere al caso de un sistema descrito por el HamiltonianoHq el cual
admite la factorización (4.24) en t́erminos de los operadoresa y b, satisfaciendo la relación de
ς-conmutacíon [a,b]ς = Λ. Adeḿas, dice ćomo construir unáalgebra de simetrı́as dińamica di-
rectamente en ese caso [91].

Aśı, todo lo anterior sugiere el siguiente problema:
Problema 1:Encontrar dos operadores,a y b, y una constanteς tales que

Hq = b ◦ a, y [a,b]ς = I.

La solucíon al mismo viene dada por los siguientes resultados.
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Teorema 4.3.SeaHq el siguiente operador en diferencias (q-Hamiltoniano)

Hq =
1

∇x1(s)
A(s)Hq

1
A(s)

. (4.27)

Los operadoresb = a↑α y a = a↓α dados en(4.23) factorizan elq-HamiltonianoHq (4.27) y
satisfacen la relacíon deς-conmutacíon [a,b]ς = Λ para cierto ńumero realς si y śolo si se
satisfacen las siguientes condiciones:

∇x(s)
∇x1(s− α)

√
∇x1(s− 1)∇x1(s)
∇x(s− α)∆x(s− α)

√
σ(s− α)Θ(s− α)

σ(s)Θ(s− 1)
= ς, (4.28)

y

1
∆x(s− α)

(
σ(s− α + 1)
∇x1(s− α + 1)

+
Θ(s− α)
∇x1(s− α)

)
− ς

1
∇x1(s)

(
σ(s)
∇x(s)

+
Θ(s)
∆x(s)

)
= Λ. (4.29)

Prueba: Teniendo las expresiones de los operadoresa↑α y a↓α, un ćalculo directo permite ver que
a↓α ◦ a↑α = A1(s)e∂s + A2(s)e−∂s + A3(s)I, donde

A1(s) = −
√
∇x1(s + 1)
∇x1(s)

A(s)
A(s + 1)

√
σ(s + 1− α)Θ(s− α)

∆x(s− α)∆x(s + 1− α)
1

∇x1(s + 1− α)
,

A2(s) = −
√
∇x1(s− 1)
∇x1(s)

A(s)
A(s− 1)

√
σ(s− α)Θ(s− α)

∆x(s− 1− α)∆x(s− α)
1

∇x1(s− α)
,

A3(s) =
1

∆x(s− α)

(
σ(s + 1− α)
∇x1(s + 1− α)

+
Θ(s− α)
∇x1(s− α)

)
.

(4.30)

De la misma manera, usando (4.21) y (4.20), se tiene

a↑α ◦ a↓α = Hq = B1(s)e∂s + B2(s)e−∂s + B3(s)I,

donde

B1(s) = − 1
∇x1(s)

A(s)
A(s + 1)

√
Θ(s)σ(s + 1)
∇x(s + 1)

,

B2(s) = − 1
∇x1(s)

A(s)
A(s− 1)

√
Θ(s− 1)σ(s)
∇x(s)

,

B3(s) =
1

∇x1(s)

(
σ(s)
∇x(s)

+
Θ(s)
∆x(s)

)
.

(4.31)

En consecuencia,

[a↓α, a↑α]ς =
(
A1(s)− ςB1(s)

)
e∂s +

(
A2(s)− ςB2(s)

)
e−∂s +

(
A3(s)− ςB3(s)

)
I. (4.32)

Para eliminar los dos términos de la parte derecha de (4.32), la cual es proporcional a los opera-
dores en diferenciase±∂s , se debe exigir que se cumplan simultáneamente las relaciones

A1(s)− ς B1(s) = 0, A2(s)− ς B2(s) = 0. (4.33)

A partir de (4.30) y (4.31) se deduce que

A1(s) B2(s + 1) = A2(s + 1)B1(s),
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o, lo que es equivalente,
A1(s)
B1(s)

=
A2(s + 1)
B2(s + 1)

.

Por lo tanto, el requerimientoA1(s) = ς B1(s) implica la relacíonA2(s) = ς B2(s), y viceversa.
Aśı a partir de (4.32) se tiene que elς-conmutador[a↑α(s), a↓α(s)]ς es constante si y sólo si se
satisface (4.33) y el factorA3(s) − ς B3(s) es constante. Por tanto, las condiciones requeridas,
(4.49) y (4.50), se siguen inmediatamente.

Teorema 4.4. Sea{Φn}n≥0 una sucesíon de autofunciones deHq correspondientes a los auto-
valores{λn}n≥0. Si el problema 1 tiene solución paraΛ 6= 0, entonces los autovaloresλn de la
ecuacíon en diferencias(4.22)son funcionesq-lineales (oq−1-lineales) enn, i.e.,λn = C1q

n+C3

(o λn = C2q
−n + C3).

Prueba: Para la prueba se tomaráς = qγ , q ∈ R. Veámoslo por reducción al absurdo: Si se supone
que el problema 1 tiene solución conΛ 6= 0 y λn no es una funciónq-lineal (respectivamente,q−1-
lineal) den, por la Proposicíon 4.4.2 se sabe quea↑αΦn es un autovalor deHq correspondiente al
autovalorΛ+qγλn. Si se denota porΦm(n) a dicho autovalor, entonces se tieneΛ+qγλn = λm(n).
Luego usando (4.15) se obtiene que

λm(n) = C1q
m(n) + C2q

−m(n) + C3, C1C2 = Lq. (4.34)

Por otro lado,

λm(n) = Λ + qγλn = C1q
γqn + C2q

γq−n + qγC3 + Λ = C ′
1q

n + C ′
2q
−n + C ′

3. (4.35)

Pero aqúı, dado queλm(n) es un autovalor de (4.14), de nuevo se satisface la condición C ′
1C

′
2 =

Lq, luego
C1C2 = Lq = C ′

1C
′
2 = C1C2q

2γ ,

aśı, q2γ = 1, es decir1, γ = 0, o C1C2 = 0. En el primer caso, comparando (4.34) y (4.35), se
tiene queC3q

γ + Λ = C ′
3 = C3, luegoΛ = 0, lo cual es una contradicción. Por tanto,C1C2 = 0

y el resultado queda probado.

Luego se puede concluir que laq-linearidad de los autovalores deHq es una condición necesa-
ria. Sin embargo esta condición no es suficiente ya que hay casos donde los autovaloresλn son
q-lineales (por ejemplo, los que corresponden a losq-polinomios de Meixner, de Charlier y a los
de Laguerre cona 6= q−

1
2 ), pero losq-Hamiltonianos correspondientes,Hq, no admiten la facto-

rización como la aqúı descrita. Esto justamente refleja quesuq(1, 1) no es unálgebra dińamica
apropiada para estos casos y uno debe considerar unálgebra ḿas compleja (v́ease [141] para el
casoAW (3)). De hecho, el problema de encontrar una conexión expĺıcita entre los generadores
del álgebraAW (3) y los operadores,a y b, los cuales factorizan losq-Hamiltonianos para estos
casos es actualmente un problema abierto.

Nota 4.4.4. Un caso particular de red no lineal es

x(s) = 1
2(q

s + q−s).

En este caso si se poneα = 1
2 , entonces las condiciones(4.49)y (4.50)del Teorema 4.3 dan lugar

a √
σ(s− 1

2)σ(−s + 1
2)

σ(s)σ(−s + 1)
= ς,

1Se recuerda queγ es un ńumero real
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y
1

∇x1(s)

(
σ(s + 1

2)
∆x(s)

+
σ(−s + 1

2)
∇x(s)

)
−ς

1
∇x1(s)

(
σ(s)
∇x(s)

+
σ(−s)
∆x(s)

)
= Λ.

respectivamente. Además, si se tomaA(s) = 1, entoncesHq = (∇x1(s))−1Hq y α = 1
2 , luego

a↓1
2

=
1

∇x1(s)

(
e

1
2
∂s

√
σ(s)− e−

1
2
∂s

√
σ(−s)

)
,

a↑1
2

=
1

∇x1(s)

(√
σ(s)e−

1
2
∂s −

√
σ(−s)e

1
2
∂s

)
.

Siguiendo la ĺınea del problema 1 se plantea el siguiente problema.

Problema 2:Encontrar dos operadores,a y b, y una constanteς tales que

Hq = b ◦ a, y [a,b]ς = I,

siendoa y b operadores destrucción y creacíon, respectivamente, i.e.,

aΦn(s) = DnΦn−1(s) y bΦn(s) = UnΦn+1(s). (4.36)

De nuevo, sin perder generalidad, se cambiará la condicíon [a,b]ς = I por

[a,b]ς = Λ, escogiendo Λ = λ1.

Con esta normalización, de nuevo los operadoresb = a↑α y a = a↓α, dados en (4.23), dan lugar a
la factorizacíon delq-HamiltonianoHq.
Si se aplicab a la primera ecuación de (4.36) y se usa la segunda ası́ como (4.22), se obtiene que
λn = DnUn−1. Por otro lado, aplicandoa a la segunda ecuación en (4.36) y usando la primera
aśı como (4.26) se obtiene queλ1 + ςλn = UnDn+1 = λn+1. Por tanto, usando la Proposición
4.4.1 se concluye queλn debeŕıa ser una función ς-lineal, i.e.,λn = C1ς

n + C3, dondeC1 y C3

son constantes no nulas. Además, usando la recurrenciaλ1 + ςλn = λn+1 y la Proposicíon 4.4.2
se obtiene que

Hq[aΦn] = λn−1 aΦn,

Hq[bΦn] = λn+1 bΦn,

es decir,aΦn es una autofunción asociada al autovalorλn−1 y bΦn es una autofunción asociada
al autovalorλn+1, por lo tanto son operadores creación y destruccíon asociados aHq.

Nota 4.4.5. Una condicíon necesaria para que el problema 2 tenga solución es queλn sea una
función q-lineal enn pero no es suficiente (véase el caso de los polinomios de Wall en [14]).

La siguiente pregunta importante es: ¿Cuándo son losα-operadores mutuamente adjuntos? La
respuesta a esta cuestión depende del producto interior que se haya considerado. Como ejemplo,
consid́erese el caso de la ortogonalidad discreta (4.19). En este caso,

〈a↓αΦn+1,Φk〉 =

=
b−1∑
s=a

√
∇x1(s)ρ(s)
dndn+1

(
e−α∂s

(√
Θ(s)ρ(s)
∆x(s)

∆Pn+1(s)

))
Pk(s)

=
b−1∑
s=a

√
∇x1(s)ρ(s)
dndn+1

√
Θ(s− α)ρ(s− α)

∆x(s− α)
∆Pn+1(s− α)Pk(s),
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donde la segunda igualdad se verifica dado que se satisface la ecuación de Pearson (4.18). Si se
tiene en cuenta que

〈Φn+1,a↑αΦk〉 =
b−1∑
s=a

√
σ(s)ρ(s)

dndn+1

√
∇x(s)

(
e−∂s

(
eα∂s

√
∇x1(s)ρ(s)Pk(s)

))
Pn+1(s)

︸ ︷︷ ︸
S1

−
b−1∑
s=a

√
Θ(s)ρ(s)

dndn+1

√
∆x(s)

(
eα∂s

(√
∇x1(s)ρ(s)Pk(s)

))
Pn+1(s)

︸ ︷︷ ︸
S2

Si ahora se usan las condiciones de contorno

σ(a)ρ(a) = σ(b)ρ(b) = 0.

entonces el sumandoS1 da lugar a

S1 =
b∑

s=a+1

√
σ(s)ρ(s)

dndn+1

√
∇x(s)

(
e−∂s

(
eα∂s

√
∇x1(s)ρ(s)Pk(s)

))
Pn+1(s) (s → s + 1)

=
b−1∑
s=a

√
σ(s + 1)ρ(s + 1)

dndn+1

√
∇x(s + 1)

((
eα∂s

√
∇x1(s)ρ(s)Pk(s)

))
Pn+1(s + 1)

=
b−1∑
s=a

√
Θ(s)ρ(s)

dndn+1

√
∆x(s)

(
eα∂s

(√
∇x1(s)ρ(s)Pk(s)

))
Pn+1(s + 1),

donde laúltima igualdad se sigue debido a la ecuación de Pearson (4.18). Ahora substrayendoS2

aS1 se obtiene que

〈Φn+1,a↑αΦk〉 =
b−1∑
s=a

√
Θ(s)ρ(s)

dndn+1

√
∆x(s)

(
eα∂s

(√
∇x1(s)ρ(s)Pk(s)

))
∆Pn+1(s)

=
b−1∑
s=a

√
Θ(s)ρ(s)

dndn+1

√
∆x(s)

√
∇x1(s + α)ρ(s + α)Pk(s + α) ∆Pn+1(s).

Entonces, en el caso discreto, una condición suficiente para que los operadores,a↑α y a↓α sean
mutuamente adjuntos, es decir,

〈a↓αΦn, Φm〉 = 〈Φn, a↑αΦm〉, n,m = 0, 1, . . .

es queα = 0. Paraα 6= 0, el problema requiere un estudio más detallado.

4.4.4. Ejemplos

A continuacíon se mostraŕan algunos ejemplos de familias deq-polinomios que admiten una
factorizacíon cĺasica.
Se comenzará considerando familias de la tabla de Hahn (véase, por ejemplo, [23, 82] y las re-
ferencias déesta). Teniendo en cuenta el Teorema 4.3, losα-operadores serán elegidos tomando
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A(s) =
√
∇x1(s), aśı las funciones normalizadas – de hecho en este caso son ortonormales –

vienen dadas por
Φn(s) = dn

−1
√

ρ(s)∇x1(s)Pn(s),

y satisfacen la siguiente relación de ortogonalidad

b−1∑
s=a

Φn(s)Φm(s) = δnm.

Antes de comenzar con los ejemplos, se recuerda que para la redx(s) = c1q
s + c3,

eq(s) :=
∇x(s)

∇x1(s− α)

√
∇x1(s− 1)∇x1(s)
∇x(s− α)∆x(s− α)

= q2α−1,

mientras que para la redx(s) = c1q
−s + c3,

eq(s) = q−2α+1.

Nota 4.4.6. Para la redq-lineal x(s) = qs, en el caso queσ(s) o Θ(s) = σ(s) + τ(s)∇x1(s)
sean constantes, los operadores definidos en(4.23)definen uńalgebra dińamica si y śolo siα = 1
y ς = q, oα = 0 y ς = q−1, respectivamente. Para probar esto es suficiente considerar(4.49)que
da lugar para el primer caso

eq(s)

√
Θ(s−+α)
Θ(s− 1)

= q2α−1

√
Θ(s− α)
Θ(s− 1)

= ς.

Si se eligeα = 1 se tiene queς = q. El segundo caso es análogo. De hecho, estos casos constituyen
los ejemplos ḿas sencillos.

Teniendo en cuenta lo anterior, se considerarán losq-polinomios de Al-Salam & Carlitz I y
II y los q-polinomios de Stieltjes-Wigert, ası́ como los polinomios de Askey-Wilson y dos casos
particulares de estośultimos: losq-polinomios continuos de Laguerre y de Hermite.

¤ Los q-polinomios de Al-Salam & Carlitz I y II

Los polinomios de Al-Salam & Carlitz I y II, dependen de un parámetro,a, (véase el aṕendice
A, o [82, p.114]). Dado que

V (a)
n (x; q) = U (a)

n (x; q−1),

basta considerar uno de ellos. Ası́ se definen las funciones ortonormales [82, p. 114] como

ΦACII
n (s) =

1
dn

a
s
2 q

s2

2√
(q, aq; q)s

2φ0

(
q−n, q−s

q;
qn

a−

)
, a > 0,

dn = (−1)n(aq)−
n
2

√
(q; q)n

(aq; q)∞
,

En este caso,σACII(s) = (q−s − 1)(q−s − a) y σACII(s) + τACII(s)∇x1(s) = a es constante,
siendox(s) = q−s, luego elq-Hamiltoniano viene dado por

HACII
q =

1
1− q

(
a q2s+1 + (1− qs)(1− a qs)

− e∂s
√

a(1− qs)(1− a qs) qs− 1
2 −

√
a(1− qs)(1− a qs) qs− 1

2 e−∂s

)
.
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Por tanto

HACII
q ΦACII

n (s) =
1− qn

1− q
ΦACII

n (s).

De hecho,HACII
q se factoriza de la forma

HACII
q = a↑ ◦ a↓,

donde
a↓ := a↓0 = 1√

1−q

(√
a qs+ 1

2 − e∂s
√

(1− qs)(1− a qs)
)

,

a↑ := a↑0 = 1√
1−q

(√
a qs+ 1

2 −
√

(1− qs)(1− a qs) e−∂s

)
,

los cuales satisfacen la siguiente relación deq-conmutacíon

[a↓, a↑]q = I.

Por tanto, eĺalgebra dińamica para esta familia essuq(1, 1), siendo los operadores,a↓ y a↑, ope-
radores destrucción y creacíon, respectivamente, para las funcionesΦACII

n (véase [82]).
Un caso especial de losq-polinomios de Al-Salam & Carlitz II es el de losq-polinomios discretos
de Hermite II

h̃n(x; q) = i−n V (−1)
n (ix; q).

Nótese que estas familias están ı́ntimamente relacionadas con ciertos modelos deq-osciladores
[96, 37, 38, 31, 30, 35].

¤ Los q-polinomios de Stieltjes-Wigert

Las funciones de Stieltjes-Wigert están definidas en las redx(s) = qs ≡ x, es decir, las
funciones asociadas a losq-polinomios de Stieltjes-Wigert vienen definidas por

ΦSW
n (x) = d−1

n

√
(−x,−q/x; q)∞ 1φ1

(
q−n

0

∣∣∣∣∣q;−xqn+1

)
, x(s) = qs,

dn =
qn/2

(q; q)∞

√
(qn+1; q)∞

log q−1
.

En este caso se ha elegidoA(s) =
√
∇x1(s). Las funciones normalizadasΦSW

n poseen la si-
guiente propiedad de ortogonalidad

∫ ∞

0
Φn(x)Φm(x)dx = δn,m.

Dado que para losq-polinomios de Stieltjes-Wigert [82],

σSW (s) = qs−1, y σSW (s) + τSW (s)∇x1(s) = q2s,

el q-Hamiltoniano viene dado, en este caso, por

HSW
q =

1
(1− q)

((
1 + q−s

)
I − q−

s+1
2 e∂s − q−

s
2 e−∂s

)
,

que tiene como autofunciones las funciones normalizadasΦSW
n ,

HSW
q ΦSW

n (x) =
1− qn

1− q
ΦSW

n (x).
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Además, de la primera condición del Teorema 4.3 se obtiene queς = q
α
2 y de la segunda condición

queα = 2, es decir,ς = q. Por lo tanto

a↓ := a↓2 =
1√

1− q

(
e−2∂s − e−∂sq−

s
2

)
,

a↑ := a↑2 =
1√

1− q

(
e2∂s − q−

s
2 e∂s

)
,

HSW
q = a↑ ◦ a↓ y [a↓, a↑]q = I. No es dif́ıcil comprobar que, en este caso, los operadores

a↑ y a↓ son operadores destrucción y creacíon, respectivamente, para las funcionesΦSW
n (véase

[82, p. 117]). Se recuerda al lector que el problema de momentos, asociado a losq-polinomios
de Stieltjes-Wigert es indeterminado [1, 125], y por tanto existen distintas funciones peso (tanto
discretas como continuas), respecto a la que dicha familia es ortogonal. Un resultado similar para
el caso de una ortogonalidad discreta ha sido considerado en [37].

¤ Los polinomios de Askey-Wilson

Como ya se mencionó anteriormente para esta familia deq-polinomios,

σAW (s) = Cq−2s
4∏

i=1

(qs − qsi) = q−2s
4∏

i=1

(qs − zi), Θ(s) = Cq2s
4∏

i=1

(q−s − zi),

dondea = z1, b = z2, c = z3, d = z4.
Además, los polinomios de Askey-Wilson están definidos sobre la redx(s) = 1

2(qs + q−s) y
vienen definidos por (4.13) y las funciones de Askey-Wilson se definen como

ΦAW
n (s) = d−1

n

√
ω(s)A(s)pn(x(s); a, b, c, d).

TomandoA(s) =
√
∇x1(s), se tiene la siguiente relación de ortogonalidad para las funciones

normalizadas, ∫ 1

−1
ΦAW

n (s)ΦAW
m (s)∇x1(s)dx = δn,m,

y

HAW
q ΦAW

n (s) = q(q−n − 1)(1− abcdqn−1)ΦAW
n (s),

donde

HAW
q =

−1
k2

q

√
sin θ

( √
σ(s)σ(−s + 1)

sin(θ + i
2 log q)

√
sin(θ + i log q)

e−∂s

+

√
σ(s + 1)σ(−s)

sin(θ − i
2 log q)

√
sin(θ − i log q)

e∂s

)

+
1

k2
q sin θ

(
σ(s)

sin(θ + i
2 log q)

+
σ(−s)

sin(θ − i
2 log q)

)
I.

Si se tiene en cuenta la Nota 4.4.4 y que

∆x1(s + γ) =
kq

2
q−s−γ(qs+γ + 1)(qs+γ − 1),
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la primera condicíon del Teorema 4.3 puede escribirse de la forma

q−2α+1


qs− 1

2 − 1
qs−α − 1

√
(qs−1 − 1)(qs − 1)

(qs−α− 1
2 − 1)(qs−α+ 1

2 − 1)

√√√√
4∏

i=1

(qs−α − zi)(q−s+α − zi)
(qs − zi)(q−s+1 − zi)




×qs− 1
2 + 1

qs−α + 1

√
(qs−1 + 1)(qs + 1)

(qs−α− 1
2 + 1)(qs−α+ 1

2 + 1)
= ς.

Si se analiza la expresión de la segunda lı́nea, se ve que dicha expresión es constante si y sólo si
α = 1

2 , y por tanto la condicíon (4.28) se transforma en

√√√√
∏4

i=1(q
s− 1

2 − zi)(q−s+ 1
2 − zi)∏4

i=1(qs − zi)(q−s+1 − zi)
= ς. (4.37)

Luego, el caso ḿas sencillo en el que dicha condición se satisface es cuandoz1z2 = q
1
2 y z3z4 =

q
1
2 (con las correspondientes permutaciones de las raı́ces), aśı ς = 1. Dado queσ(s) = σ(−s+ 1

2),
la condicíon (4.29) resulta

1
∇x1(s)

(
σ(s + 1

2)
∆x(s)

+
σ(−s + 1

2)
∇x(s)

− σ(s)
∇x(s)

− σ(−s)
∆x(s)

)
= 0.

Por lo tanto se tiene que

HAW
q = a↑1

2

◦ a↓1
2

y [a↓1
2

, a↑1
2

]q = 0,

donde

a↓1
2

= e
1
2
∂s

√
σ(s)

−k2
q sin θ sin(θ + i

2 log q)
− e−

1
2
∂s

√
σ(−s)

−k2
q sin θ sin(θ − i

2 log q)
,

a↑1
2

=

√
σ(s)

−k2
q sin θ sin(θ + i

2 log q)
e−

1
2
∂s −

√
σ(−s)

−k2
q sin θ sin(θ − i

2 log q)
e

1
2
∂s .

Luego los operadoresa↓1
2

y a↑1
2

conmutan, de ahı́ que este caso no interese desde el punto de vista de

las aplicaciones (por ejemplo, para modelos deq-osciladores arḿonicos). Un caso especial de los
polinomios de Askey-Wilson es el de losq-polinomios continuos de Jacobi que resultan tomando
[82]

a = q
α′
2 + 1

4 , b = q
α′
2 + 3

4 , c = −q
β′

2 + 1
4 , d = −q

β′

2 + 3
4 .

Luego se puede resolver el problema 1 sólo paraα′ = β′ = −1
2 .

El siguiente caso que se analizará es aquel en el que una de las raı́ceszi, i = 1, 2, 3, 4, se anula –
este caso da lugar a losq-polinomios de 0-Askey-Wilson oq-polinomios continuos duales de Hahn
[82] – . En este caso la condición (4.49) (o, equivalentemente, (4.37)) se satisface sólo cuando

(z1, z2, z3) = (t, 1
2 − t, 1

4), t ∈ R.

Pero con la elección anterior de loszi, i = 1, 2, 3, 4, es imposible satisfacer la segunda condición
(4.50) por lo tanto es imposible obtener unálgebra dińamica cerrada sencilla.
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¤ Los q-polinomios continuos de Laguerre

Esta familia deq-polinomios se corresponde a losq-polinomios de Askey-Wilson donde dos
de sus paŕametros, d́ıgasez3 y z4, son nulos. La condición (4.49) implica que

z1z2 = q
1
2 .

Bajo esta condición, ς = q−
1
2 y la segunda condición da lugar a

Λ =
4Cσ(

√
q − 1)

k2
q

.

Por tanto, elq-Hamiltoniano asociado a las funciones asociadas a losq-polinomios continuos de
Laguerre admite una factorización con unálgebra dińamica no trivial. Un caso particular de esta
familia es el de losq-polinomios continuos de LaguerreP (a)

n (x|q) [82], x ≡ x(s) = cos θ, i.e.
qs = eiθ, dondea = −1

2 para los cuales elq-Hamiltoniano, tomandoA(s) = 1, es de la forma

HcqL
q =− Cσ

kq sin θ




√
(qs+1 − 1)(qs+1 − q

1
2 )(q−s − 1)(q−s − q

1
2 )

sin(θ + i
2 log q)

e−∂s

+

√
(qs − 1)(qs − q

1
2 )(q1−s − 1)(q1−s − q

1
2 )

sin(θ − i
2 log q)

e∂s




+
Cσ

kq sin θ

(
(qs − 1)(qs − q

1
2 )

sin(θ + i
2 log q)

+
(q−s − 1)(q−s − q

1
2 )

sin(θ − i
2 log q)

)
I,

y

a↓1
2

=
√−Cσ

kq sin θ

(
e

1
2
∂s

√
(qs − 1)(qs − q

1
2 )− e−

1
2
∂s

√
(q−s − 1)(q−s − q

1
2 )

)
,

a↑1
2

=
√−Cσ

kq sin θ

(√
(qs − 1)(qs − q

1
2 )e−

1
2
∂s −

√
(q−s − 1)(q−s − q

1
2 )e

1
2
∂s

)
.

Luego para las funciones

ΦcqL
n (x(s)) =

√
(q

1
2 ; q)n(q, q

1
2 ; q)∞ω(s)

(q; q)n
3ϕ2




q−n, q−s, qs

q
1
2 , 0

∣∣∣∣∣q; q

 ,

se tiene que
HcqL

q ΦcqL
n (s) = q(q−n − 1)ΦcqL

n (s), HcqL
q = a↑1

2

◦ a↓1
2

,

[a↓1
2

, a↑1
2

]
q−

1
2

=
4Cσ(

√
q − 1)

k2
q

.

Por tanto, escogiendo

Cσ = − k2
q

4(1−√q)
,

se obtiene la relación
[a↓1

2

, a↑1
2

]
q−

1
2

= I.

El caso en el que los polinomios de Askey-Wilson tienen tres parámetros nulos – un ejemplo
de este caso es el de losq-polinomios grandes de Hermite [82] – es análogo al caso de un solo
paŕametro nulo y el problema 1 no tiene solución.
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¤ Los q-polinomios continuos de Hermite

Finalmente, si se toman los polinomios de Askey-Wilson con los cuatro parámetros nulos, i.e.
a = b = c = d = 0 (o z1 = z2 = z3 = z4 = 0), se obtienen losq-polinomios continuos de
Hermite [82].
En este casoσ(z) = Cσq2z. Si se eligeA(s) =

√
∇x1(s), dado que esta familia es un caso parti-

cular de los polinomios de Askey-Wilson se obtiene, usando queς = q−1, que elq-Hamiltoniano
es

H
qcH
q =

−1
k2

q

√
sin θ

(
Cσq

sin(θ + i
2 log q)

√
sin(θ + i log q)

e−∂s +
Cσq

sin(θ− i
2 log q)

√
sin(θ − i log q)

e∂s

)

+
1

k2
q sin θ

(
Cσq2s

sin(θ + i
2 log q)

+
Cσq−2s

sin(θ − i
2 log q)

)
I,

siendoqs = eiθ y los operadores

a↓1
2

= e
1
2
∂s

√
Cσq2s

−k2
q sin θ sin(θ + i

2 log q)
− e−

1
2
∂s

√
Cσq−2s

−k2
q sin θ sin(θ − i

2 log q)
,

a↑1
2

=

√
Cσq2s

−k2
q sin θ sin(θ + i

2 log q)
e−

1
2
∂s −

√
Cσq−2s

−k2
q sin θ sin(θ − i

2 log q)
e

1
2
∂s ,

tales que

HqcH
q = a↑ ◦ a↓ y [a↓, a↑]q−1 =

4Cσ

kq
.

Nótese que para obtener relaciones deς-conmutacíon normalizadas es suficiente tomarCσ = kq

4 .
Otra posible elección esA(s) = 1 [37]. En este caso las condiciones del Teorema 4.3 se satisfacen
si ς = q−1, por tantoΛ = 4Cσk−1

q . Con esta elección la relacíon de ortogonalidad para las
funcionesΦn viene dado por ∫ 1

−1
Φn(x)Φm(x)dx = δn,m,

el Hamiltoniano es

Hq =
Cσq

k2
q

(
e−∂s

sin θ sin(θ + i
2 ln q)

+
e∂s

sin(θ − i
2 ln q) sin θ

− 4√
q

(
1− 1 + q

q + q−1 − 2 cos 2θ

)
I

)
,

y

a↓ := a↓1
2

=
√−Cσ

kq sin θ

(
e

1
2
∂sqs − e−

1
2
∂sq−s

)
,

a↑ := a↑1
2

=
√−Cσ

kq sin θ

(
qs e−

1
2
∂s − q−s e

1
2
∂s

)
.

Con esta elección de los operadores, se tiene que

Hq = a↑ ◦ a↓ y [a↓, a↑]q−1 =
4Cσ

kq
.

Como antes, uno puede normalizar dicha relación deς-conmutacíon tomandoCσ = kq

4 . Este caso
fue considerado por primera vez en [38] (véase también [16]).

En la siguiente sección se aplicaŕan los resultados obtenidos para losq-polinomios a los poli-
nomios∆-clásicos que, como se comentó anteriormente, se pueden obtener como casos lı́mite de
ciertas familias deq-polinomios (v́ease, por ejemplo, [82,§5]).
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4.5. El álgebra dinámica para los polinomios ∆-clásicos

Como ya se comentó previamente, el objetivo consiste en ver que todos los casos dentro del
marco de las ecuaciones en diferencias sobre la red uniformex(s) = s se pueden estudiar de una
manera unificada.
Los ejemplos para los cuales se construirá unálgebra de simetrı́as dińamica seŕan los polinomios
de Charlier, de Kravchuk y de Meixner. El caso Hahn es análogo pero mucho ḿas engorroso por
lo que lo omitiremos.

Nota 4.5.1. En [13] puede encontrarse la versión completa del trabajo desarrollado en esta sec-
ción.

4.5.1. Preliminares: los polinomios ∆-clásicos

La red uniformex(s) = s es la ḿas sencilla (no trivial). En este caso la ecuación (2.1) tiene la
forma

σ(x)∆∇y(x) + τ(x)∆y(x) + λy(x) = 0, x ≡ x(s) = s. (4.38)

dondeσ(x) := σ̃(x)− 1
2 τ̃(x) es un polinomio de grado a lo más 2 yτ(x) = τ̃(x).

La ecuacíon anterior tiene soluciones polinómicasPn, usualmente denominadas polinomios orto-
gonales∆-clásicos, si y śolo si

λ = λn = −n
(
τ ′ + (n− 1)

σ′′

2

)
.

Es bien conocido [116] que bajo ciertas condiciones las soluciones polinómicas de (4.38) son
ortogonales. Por ejemplo, si

σ(a)ρ(a)ak = σ(b)ρ(b)bk = 0, k = 0, 1, . . .

entonces las soluciones polinómicas,Pn, de (4.38) satisfacen la siguiente relación de ortogonali-
dad

〈Pn, Pm〉 =
b−1∑
s=a

Pn(s) Pm(s) ρ(s) = d2
n δnm, (4.39)

donde la funcíon pesoρ(s) es solucíon de la ecuación en diferencias de tipo Pearson

∆[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s), o σ(s + 1)ρ(s + 1) = (σ(s) + τ(s))ρ(s). (4.40)

En adelante se asumirá que los polinomios son ḿonicos, i.e.,

Pn(x) = xn + k′nxn−1 + · · ·

Las soluciones polińomicas de (4.38) son los polinomios ortogonales∆-clásicos (odiscretos) de
Hahn, Meixner, Kravchuk y Charlier y cuyos principales datos aparecen en la tabla 4.1. Además,
dado que son funciones de tipo hipergeométrico, éstas se pueden expresar en términos de las
funciones hipergeoḿetricas generalizadaspFq. La representación para los polinomios ḿonicos de
Hahn, Meixner, Kravchuk, y Charlier, viene dada por

hα,β
n (x,N) =

(1−N)n(β + 1)n

(α + β + n + 1)n
3ϕ2

( −x, α + β + n + 1,−n
1−N, β + 1

∣∣∣∣1
)

, (4.41)

Mγ,µ
n (x) =

(γ)nµn

(µ− 1)n 2ϕ1

( −n,−x
γ

∣∣∣∣1−
1
µ

)
, (4.42)
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Tabla 4.1: Los polinomios ortogonales∆-clásicos ḿonicos.

Hahn Meixner Kravchuk Charlier

Pn(x) hα,β
n (x;N) Mγ,µ

n (x) Kp
n(x) Cµ

n(x)

[a, b] [0, N ] [0,∞) [0, N + 1] [0,∞)

σ x(N + α− x) x x x

τ (β + 1)(N − 1)− (α + β + 2)x (µ− 1)x + µγ Np−x
1−p µ− x

σ + τ (x + β + 1)(N − 1− x) µx + γµ − p
1−p (x−N) µ

λn n(n + α + β + 1) (1− µ)n n
1−p n

ρ Γ(N+α−x)Γ(β+x+1)
Γ(N−x)Γ(x+1)

µxΓ(γ+x)
Γ(γ)Γ(x+1)

(
N
x

)
px(1− p)N−x e−µµx

Γ(x+1)

α, β ≥−1, n ≤ N−1 γ > 0, µ ∈ (0, 1) p ∈ (0, 1), n ≤N−1 µ > 0

d2
n

n!Γ(α+β+N+n+1)
(N−n−1)!(α+β+n+1)n

(
α+β+2n+2

α+n+1

)−1 n!(γ)nµn

(1−µ)γ+2n

(
N
n

)
pn(1− p)n n!µn

Kp
n(x) =

(−p)nN !
(N − n)! 2ϕ1

( −n,−x
−N

∣∣∣∣
1
p

)
, (4.43)

Cµ
n(x) = (−µ)n

2ϕ0

( −n,−x
−

∣∣∣∣−
1
µ

)
. (4.44)

Para ḿas informacíon relativa a los polinomios ortogonales sobre una red uniforme véase [8, 82,
116, 118].

4.5.2. Factorización de la ecuación en diferencias

Consid́erese el siguiente operador lineal en diferencias

h1 = −ν(s− 1) e−∂s − ν(s) e∂s + (2σ(s) + τ(s))I, (4.45)

dondeν(s) =
√

σ(s + 1)(σ(s) + τ(s)), e I representa al operador identidad, y sea{Φn}n≥0 el
conjunto de las funciones normalizadas de los polinomiosPn, los cuales satisfacen la ecuación
(4.38), yρ es una solución de la ecuación de tipo Pearson (4.18). SiPn posee la propiedad de or-
togonalidad (4.39), entonces las funcionesΦn(s) poseen la siguiente propiedad de ortogonalidad:

〈Φn,Φm〉 =
b−1∑
s=a

Φn(s)Φm(s) = δn,m. (4.46)
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Usando la identidad∇ = ∆−∇∆ y la ecuacíon (4.38), se obtiene que

h1Φn(s) = λnΦn(s), (4.47)

i.e., las funciones normalizadasΦn son autofunciones del Hamiltonianoh1.
Como antes se quieren encontrar dos operadores,a y b, tales que

h1 = b ◦ a,

i.e., los operadoresa y b factorizanal Hamiltonianoh1.

Definición 4.5.1. Seaα un ńumero real. Se define la familia deα-operadores como

a↓α := e−α∂s

(
e∂s

√
σ(s)−

√
σ(s) + τ(s) I

)
,

a↑α :=
(√

σ(s)e−∂s −
√

σ(s) + τ(s) I
)
eα∂s ,

(4.48)

respectivamente.

De un ćalculo directo (usando la identidade∂s ◦ ∇ = ∆) se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.5.Dado el Hamiltonianoh1, definido en(4.45), los operadoresa↓α y a↑α, definidos en
(4.48), son tales que para todoα ∈ C,

h1(s) = a↑α ◦ a↓α.

4.5.3. El álgebra dinámica para los polinomios de Charlier

El siguiente paso consiste en encontrar elálgebra dińamica, asociada con el operadorh1, o,
equivalentemente, con la familia de polinomios correspondiente, es decir,encontrar los operado-
res,a y b, que factoricen al Hamiltonianoh1, o sea,

h1 = b ◦ a,

y tales que su conmutador satisfaga
[a,b] = I.

Teorema 4.6. Seah1(s) definido en(4.45). Los operadoresb = a↑α y a = a↓α, dados en(4.48),
factorizan al Hamiltonianoh1 (4.45) y satisfacen la relación de conmutación [a,b] = Λ para
cierto ńumero complejoΛ, si y śolo si se satisfacen las siguientes condiciones:

σ(s− α)
(
σ(s− α) + τ(s− α)

)

σ(s)
(
σ(s− 1) + τ(s− 1)

) = 1, (4.49)

y
σ(s− α + 1) + σ(s− α) + τ(s− α)− 2σ(s)− τ(s) = Λ. (4.50)

Nota 4.5.2. Nótese que las condiciones(4.49)y (4.50)se verifican si y śolo si α = 1
2 , en cuyo

casoΛ = σ̃′′
2 − τ̃ ′

2 , o σ̃′′ = 0, en cuyo casoΛ = (1− 2α)σ̃′(0)− ατ ′.

La prueba del Teorema 4.6 es análoga a la del Teorema 4.32 aśı que no se incluiŕa. Usando
los datos de los polinomios∆-clásicos (v́ease la tabla 4.1), se sigue que lasúnicas soluciones del
problema 1 corresponden al caso cuandoσ + τ = const. y α = 0, o al casoσ = const. y α = 1.
El primero de estos casos coincide con los polinomios de Charlier. Además, en dicho casoλn = n.

2Bastaŕıa tomarς = 1 y x(s) = s y de las condiciones (4.28) y (4.29) se deducen las condiciones (4.49) y (4.50).
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Corolario 4.5.1. Para el Hamiltoniano asociado a los polinomios de Charlier

hC
1 = −√sµ e−∂s −

√
(s + 1)µ e∂s + (s + µ)I,

hC
1 ΦC

n (s) = nΦC
n (s), ΦC

n (s) =

√
e−µµs−n

s! n!
Cµ

n(s), µ > 0, n = 0, 1, . . . .

Adeḿas. los operadores

a↓0 =
√

s + 1 e∂s −√µ I, a↑0 =
√

se−∂s −√µ I, (4.51)

son tales quehC
1 = a↑0 ◦ a↓0, y [a↓0, a

↑
0] = I.

Nótese que, dado queh1Φ(s) = λΦ(s),

h1[a
↓
0Φ(s)] = a↑0 ◦ a↓0[a

↓
0Φ(s)] = (a↓0 ◦ a↑0(s)− 1)[a↓0Φ(s)]

= (λ− 1)[a↓0Φ(s)],

h1 ◦ [a↑0Φ(s)] = a↑0 ◦ a↓0 ◦ a↑0Φ(s) = a↑0(λ + 1)Φ(s)

= (λ + 1)[a↑0Φ(s)].

En otras palabras, siΦ es una autofunción del Hamiltonianoh1, entoncesa↓0Φ es una autofunción
deh1, asociada con el autovalorλ− 1, y a↑0Φ es una autofunción deh1, asociado con el autovalor
λ + 1. De hecho, en general(a↓0)

kΦ y (a↑0)
kΦ son tambíen autofunciones correspondientes a los

autovaloresλ− k y λ + k, respectivamente.
Usando las f́ormulas precedentes para los polinomios de Charlier, se tiene que

a↑0Φ
C
n (s) = UnΦC

n+1(s), a↓0Φ
C
n (s) = DnΦC

n−1(s), (4.52)

dondeUn y Dn son ciertas constantes.
Si ahora se aplicaa↑0 a la primera ecuación de (4.52) y luego se utiliza la segunda y (4.47), se
encuentra queλn = DnUn−1. Por orto lado, aplicandoa↓0 a la segunda ecuación en (4.52) y
usando la primera, ası́ como que

(a↓0 ◦ a↑0)Φ
C
n (s) = (λn + 1)ΦC

n (s),

se obtiene que1 + λn = UnDn+1 = λn+1, de donde se sigue queλn debe de ser una función
lineal den (que es, de nuevo, obvio a partir de la tabla 4.1).
Si se usan las condiciones de contornoσ(a)ρ(a) = σ(b)ρ(b), aśı como la f́ormula de suma por
partes (o la regla de Leibniz), se obtiene que

〈a↓0Φm, Φn〉 = 〈Φm, a↑0Φn〉,
i.e., los operadoresa↓0 y a↑0 son mutuamente adjuntos.
A partir de la igualdad anterior (la propiedad ser mutuamente adjuntos) y (4.52) se sigue que

Dn+1 = Un,

de ah́ı queU2
n = λn+1, por tantoUn =

√
λn+1 y Dn =

√
λn, i.e., se tiene el siguiente

Corolario 4.5.2. Los operadoresa↑0 y a↓0 son mutuamente adjuntos respecto al producto interior
〈·, ·〉 y

a↑0Φ
C
n (s) =

(√
s e−∂s −√µ I

)
ΦC

n (s) =
√

n + 1 ΦC
n+1(s),

a↓0Φ
C
n (s) =

(√
s + 1 e∂s −√µ I

)
ΦC

n (s) =
√

nΦC
n−1(s).

(4.53)
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A partir del Corolario anterior se puede deducir que
√

s + 1ΦC
0 (s + 1)−√µ ΦC

0 (s) = 0,

por tanto

ΦC
0 (s) = N0

√
µs

s!
.

Usando la ortonormalidad deΦC
0 , se tiene queN0 = e−

µ
2 . Por tanto,

ΦC
n (s) =

1√
n!

[a↑0(s)]
nΦC

0 (s) =
1√
n!

[√
s e∂s −√µ I

]n
(√

e−µµs

s!

)
.

Nótese que

[h1, a
↑
0] =

√
µ(µ− 1)I + µa↑0, [h1, a

↓
0] = −√µ(µ− 1)I − µa↓0. (4.54)

Este ejemplo constituye un análogo discreto del oscilador armónico cúantico (v́ease e.g. [36]).

4.5.4. El álgebra dinámica para los polinomios de Meixner y Kravchuk

Como se ha visto, el problema 1 sólo tiene solucíon para la familia de los polinomios de
Charlier. ¿Qúe hacer en los deḿas casos? Para dar respuesta a esta cuestión, se van a considerar
los siguiente operadores:

a =
√

σ(s + 1) e
1
2
∂s −

√
σ(s− 1) + τ(s− 1) e−

1
2
∂s ,

a+ = e−
1
2
∂s

√
σ(s + 1)− e

1
2
∂s

√
σ(s− 1) + τ(s− 1).

(4.55)

Para tales operadores
h1 = a ◦ a+ +

(
τ ′ − σ′′

)
I.

Aśı que se define un nuevo Hamiltoniano,h2, y unos operadores,b y b+, de la siguiente forma:

h2 = C2
ah1 + E I, b = Ca a y b+(s) = Ca a+, (4.56)

dondeCa y E son ciertas constantes (que se fijarán ḿas adelante). Ńotese que a partir de (4.47) se
sigue que las autofunciones deh2 son las mismas, pero los autovalores son distintos, de hecho,

h2Φn(s) = (C2
aλn + E)Φn(s). (4.57)

Además
h2 = b ◦ b+ +

(
(τ ′ − σ′′)C2

a + E
)
I, (4.58)

y

[b,b+] =C2
a

√
σ(s + 1

2)(σ(s− 3
2) + τ(s− 3

2)) e−∂s

+ C2
a

√
σ(s + 3

2)(σ(s− 1
2) + τ(s− 1

2)) e∂s

+ h2 − C2
a(2σ(s) + τ(s))I + 1

2(
3
2σ
′′ − τ ′)C2

a I,

(4.59)

o, equivalentemente,

[a,a+] =
√

σ(s + 1
2)(σ(s− 3

2) + τ(s− 3
2)) e−∂s

+
√

σ(s + 3
2)(σ(s− 1

2) + τ(s− 1
2)) e∂s

+ h1 − (2σ(s) + τ(s))I + 1
2(

3
2σ
′′ − τ ′)I.
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La parte derecha de (4.59) sugiere usar los siguientes operadores

c = Cbb e−
1
2
∂s

√
σ(s + 1) = CbCa(σ(s + 1) I − e−∂sν(s) ),

c+ = Cb

√
σ(s + 1) e

1
2
∂sb+ = CbCa(σ(s + 1) I − ν(s) e∂s ),

(4.60)

donde, como antes,
ν(s) =

√
σ(s + 1)(σ(s) + τ(s)).

Aśı,

[h2, c] = −C2
a(σ′′−τ ′)c + CaCb

(
h2 +

(
(σ′′−τ ′)C2

a−E
)
I
)
σ′(s + 1

2),

[h2, c
+] = C2

a(σ′′ − τ ′)c+ − CaCbσ
′(s + 1

2)
(
h2 +

(
(σ′′ − τ ′)C2

a − E
)
I
)
,

[c, c+] = C2
aC2

b

(
σ′(s + 1

2) e−∂sν(s) + ν(s) e∂sσ′(s + 1
2)− (ν2(s)− ν2(s− 1))I

)
.

Las expresiones anteriores dan lugar al siguiente resultado:

Teorema 4.7.Siσ′′ = 0, los operadoresh2, c yc+, definidos por(4.58)y (4.60), respectivamente,
forman elálgebra cerrada definida por las siguientes relaciones de conmutación

[h2, c] = τ ′C2
ac + CbCaσ

′(0)
(
h2 − (τ ′C2

a + E) I
)
,

[h2, c
+] = −τ ′C2

ac
+ − CbCaσ

′(0)
(
h2 − (τ ′C2

a + E) I
)
,

[c, c+] = C2
aC2

b

(
− τ ′σ − σ′(0)h1

)
.

Obśervese también que con dicha la elección,σ′(s + 1
2) = σ′(0) y

c + c+ = CbCa(h1 +
(
2σ′(0) + τ(s)

)
I),

ν2(s)− ν2(s− 1) = σ′(0)(2σ(s) + τ(s)) + τ ′σ(s).

Además, usando las condiciones de contornoσ(a)ρ(a) = σ(b)ρ(b) = 0, se obtiene que

〈cΦn, Φm〉 = CaCb

b−1∑
s=a

σ(s + 1)Φn(s)Φm(s)−
b−1∑
s=a

ν(s− 1)Φn(s− 1)Φm(s)

= CaCb

b−1∑
s=a

σ(s + 1)Φn(s)Φm(s)− CaCb

b−1∑
s=a

ν(s)Φn(s)Φm(s + 1)

= 〈Φn, c+Φm〉,

i.e., se tiene el siguiente Teorema:

Teorema 4.8.Los operadoresc y c+ son mutuamente adjuntos.

Nótese que los operadoresh1 y h2 son operadores autoadjuntos.

Nota 4.5.3. Dado que
λ = λn = −n(τ̃ ′ + (n− 1) σ̃′′

2 ),

σ′′ = 0 es equivalente a queλn sea una funcíon lineal den. En este casoλn = −nτ ′.
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A continuacíon se considera exclusivamente el caso cuandoσ′′ = 0, i.e., el caso de los poli-
nomios de Meixner, de Kravchuk, y de Charlier.
Si se definen los operadores

K0 = − 1
τ ′C2

a

h2

K− = −τ ′C2
a c− CbCaσ

′(0)
(
h2 − τ ′C2

a − E
)

I,

K+ = −τ ′C2
a c+ − CbCaσ

′(0)
(
h2 − τ ′C2

a − E
)

I,

(4.61)

entonces
[K0,K±] = ±K± y [K−, K+] = A0K0 + A1,

donde
A0 = 2τ ′σ′(0)C2

b C4
a(τ ′C2

a)(σ′(0) + τ ′),

A1 =
A0

τ ′C2
a

E + C2
b C6

aτ ′2
(
σ′(0)τ(0)− σ(0)τ ′

)
.

El casoA0 = 0 corresponde al caso Charlier (véase la subsección previa). SiA0 6= 0, se tienen
dos posibilidades:A0 > 0 y A0 < 0. A continuacíon se elegiŕa

C2
a = − 1

τ ′
.

En el primer caso, es decirA0 > 0, uno puede elegirCb y E de manera queA0 = 2 y A1 = 0.
Por tanto

C2
b =

−τ ′

σ′(0)(τ ′ + σ′(0))
, E = −σ′(0)τ(0)− σ(0)τ ′

2τ ′
C2

b . (4.62)

En consecuencia, los operadoresK± y K0 son tales que

[K0,K±] = ±K± y [K−,K+] = 2K0. (4.63)

Es decir, en este caso elálgebra dińamica es eĺalgebra Sp(2,R).
En el segundo caso, es decirA0 < 0, uno puede elegirCb y E de manera queA0 = −2 y A1 = 0.
Por tanto

C2
b =

τ ′

σ′(0)(τ ′ + σ′(0))
, E =

σ′(0)τ(0)− σ(0)τ ′

2τ ′
C2

b . (4.64)

En consecuencia, los operadoresK± y K0 son tales que

[K0,K±] = ±K± y [K+,K−] = 2K0. (4.65)

Es decir, en este caso elálgebra dińamica es eĺalgebra so(3).
Nótese que dado que el operadorh2 es autoadjunto, los operadoresK± son mutuamente adjuntos
en ambos casos, o sea

〈K+Φm,Φn〉 = 〈Φm,K−Φn〉, m, n = 0, 1, . . .

4.5.5. El álgebra de simetrı́as Sp(2,R)

Se considerará el primer caso considerando el operador

K2 = K2
0 −K0 −K+ ◦K−, (4.66)
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dondeK0, K+ y K− son los operadores dados en (4.61). De un cálculo directo resulta que

K2 = E(E − 1)I, E =
τ(0)σ′(0)− τ ′σ(0)
2σ′(0)(σ′(0) + τ ′)

,

dondeE viene dado por (4.62), es decir,K2 es el operador de Casimir – el cual es invariante en
dichoálgebra –.
En este caso se tiene la siguiente relación para las funciones normalizadas:

K2Φn(s) = E(E − 1)Φn(s), K0Φn(s) = (n + E)Φn(s). (4.67)

Ahora usando la relación de conmutación (4.63), es sencillo ver que

(K0 ◦K±)Φn(s) = (n + E ± 1)K±Φn(s).

En consecuencia, a partir de (4.67) y de laúltima expresíon se deduce que

K+Φn(s) = κ̃nΦn+1(s), K−Φn(s) = κnΦn−1(s).

Empleando el hecho que los operadoresK± son mutuamente adjuntos, se obtiene que

κ̃n = 〈K+Φn,Φn+1〉 = 〈Φn,K−Φn+1〉 = κn+1.

Por tanto
K+Φn(s) = κn+1Φn+1(s) y K−Φn(s) = κnΦn−1(s). (4.68)

Para calcularκn, se usa (4.67) y (4.68), obteniéndose queE(E− 1) = (n +E)2− (n + E)−κ2
n,

luego
κn =

√
n(n + 2E − 1).

En este caso, las funciones{Φn}n≥0 definen una base para la representación irreducible unitaria
D+(−E) de Sp(2,R).
A partir de la f́ormula anterior se sigue que las funcionesΦn pueden obtenerse de forma recursiva
via la aplicacíon del operadorK+, i.e.,

Φn(s) =
1

κ1 · · ·κn
Kn

+(s)Φ0(s), Φ0(s) = d−1
0

√
ρ(s).

dondeρ es la funcíon peso de la familia de polinomios ortogonales correspondiente yd0 representa
la norma deP0.

4.5.6. Las funciones de Meixner

Dichas funciones vienen dadas por

ΦM
n (s) = µ

s−n
2 (1− µ)

γ
2 +n

√
(γ)s

s!n!(γ)n
Mγ,µ

n (s), n ≥ 0,

y su Hamiltonianoh1

hM
1 = −

√
µs(s + γ − 1) e−∂s −

√
µ(s + 1)(s + γ) e∂s + (s + µ (s + γ)) I,

por tanto
hM

1 ΦM
n (s) = nΦM

n (s).
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En este caso se tiene que

Ca =
√

1
1− µ

, Cb =
√

1− µ

µ
, y E =

γ

2
.

Luego

b = −
√

(s− 1 + γ)µ
1− µ

e−
1
2
∂s +

√
s + 1
1− µ

e
1
2
∂s ,

b+ = −
√

(s− 1
2 + γ)µ

1− µ
e

1
2
∂s +

√
s + 1

2

1− µ
e−

1
2
∂s .

En consecuencia,

hM
2 =

1
1− µ

hM
1 +

γ

2
= b ◦ b+ +

γ

2
− 1.

De hecho, en este caso,

hM
2 ΦM

n (s) =
(
n +

γ

2

)
ΦM

n (s),

K0 = −
√

s(s− 1 + γ)
√

µ

1− µ
e−∂s −

√
(s + 1)(s + γ)

√
µ

1− µ
e∂s +

(
s +

γ

2

) 1 + µ

1− µ
I,

K+ = −
√

s(s− 1 + γ)
1− µ

e−∂s − µ
√

(s + 1)(s + γ)
1− µ

e∂s +
√

µ

1− µ
(2s + γ) I,

K− = −µ
√

s(s− 1 + γ)
1− µ

e−∂s −
√

(s + 1)(s + γ)
1− µ

e∂s +
√

µ

1− µ
(2s + γ) I,

con

K0ΦM
n (s) =

(
n +

γ

2

)
ΦM

n (s), K2(s)ΦM
n (s) =

γ

2

(γ

2
− 1

)
ΦM

n (s),

K+ΦM
n (s) =

√
(n + 1)(n + γ)ΦM

n+1(s),

K−ΦM
n (s) =

√
n(n + γ − 1)ΦM

n−1(s).
(4.69)

Usando el hecho quehM
2 ΦM

0 (s) = γ
2ΦM

0 (s), junto con las f́ormulas (4.61) y (4.69), se tiene que

0 = K−ΦM
0 (s) =

√
s(s− 1 + γ)ΦM

0 (s− 1)− sµ−
1
2 ΦM

0 (s),

y por tanto

ΦM
0 (s) =

√
(1− µ)γ

Γ(γ)

√
µsΓ(γ + s)

Γ(γ)Γ(s + 1)
,

y

ΦM
n (s) =

√
(1− µ)γ

n!Γ(γ + n)
Kn

+

[√
µsΓ(γ + s)
Γ(s + 1)

]
.

Un resultado similar se ha obtenido antes en [36].
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4.5.7. El álgebra de simetrı́as so(3)

Consid́erese ahora el segundo caso, i.e.A0 < 0. Se define el operador

K2 = K2
0 + K0 + K− ◦K+, (4.70)

dondeK0, K+, y K− son los operadores definidos en (4.61). Sustituyendo el valor deE, dado en
(4.64), y realizando algunos cálculos sencillos se obtiene que

K2 = E(E − 1)I, E =
τ(0)σ′(0)− τ ′σ(0)
2σ′(0)(σ′(0) + τ ′)

,

es decir,K2 es el operador de Casimir.
Además, si se definen las funciones normalizadas como

Φn(s) = d−1
n

√
ρ(s) Pn(s),

se tiene

K2Φn(s) = E(E − 1)Φn(s), K0Φn(s) = (n + E)Φn(s). (4.71)

Ahora usando la relación de conmutación (4.65), se obtiene que

(K0 ◦K±)Φn(s) = (n + E ± 1)K±Φn(s).

En consecuencia, a partir de (4.67) y la expresión anterior, se concluye que

K+Φn(s) = κ̃nΦn+1(s), K−Φn(s) = κnΦn−1(s).

Usando el hecho que los operatorsK± son mutuamente adjuntos, se deduce que

κ̃n = 〈K+Φn,Φn+1〉 = 〈Φn,K−Φn+1〉 = κn+1,

por tanto

K+Φn(s) = κn+1Φn+1(s), K−Φn(s) = κnΦn−1(s). (4.72)

Para calcularκn, se usaŕa (4.67) y (4.72) obteniéndose queE(E−1) = (n+E)2+(n+E)+κ2
n+1,

luego

κn =
√
−n(n + 2E − 1).

En este caso las funciones{Φn}n≥0 definen una base para la representación irreducible unitaria
D(−E) del álgebra de Lie so(3).
Como en el caso anterior, a partir de la fórmula anterior se sigue que las funcionesΦn pueden
obtenerse recursivamente via la aplicación del operadorK+, i.e.,

Φn(s) =
1

κ1 · · ·κn
Kn

+(s)Φ0(s), Φ0(s) = d−1
0

√
ρ(s).

dondeρ es la funcíon peso de la familia de polinomios ortogonales correspondiente yd0 representa
la norma deP0.
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4.5.8. Las funciones de Kravchuk

Dichas funciones viene dadas por

ΦK
n (s) = p

s−n
2 (1− p)

N−n−s
2

√
n!(N − n)!
s!(N − s)!

Kp
n(s,N), 0 ≤ n ≤ N,

y su Hamiltonianoh1 por

hK
1 = −

√
ps(N − s + 1)√

1− p
e−∂s +

Np + s− 2ps

1− p
I −

√
p(s + 1)(N − s)√

1− p
e∂s ,

por tanto
hK

1 ΦK
n (s) = nΦK

n (s).

En este caso,

Ca =
√

1− p, Cb =
√

p−1, y E = −N

2
,

luego

b = −
√

p(N − s + 1) e−
1
2
∂s +

√
(1− p)(s + 1) e

1
2
∂s ,

b+ = −
√

p(N − s + 1
2) e

1
2
∂s +

√
(1− p)(s + 1

2) e−
1
2
∂s .

En consecuencia,

hK
2 = (1− p)hK

1 − N

2
= b ◦ b+ −

(
N

2
+ 1

)
I.

Además,

hK
2 ΦK

n (s) =
(

n− N

2

)
ΦK

n (s),

siendo

K0 = −
√

p(1− p)s(N − s + 1) e−∂s −
√

p(1− p)(s + 1)(N − s) e∂s

+[N(p− 1
2)− s(2p− 1)]I,

K+ = (1−p)
√

s(N − s + 1)e−∂s + p
√

(s + 1)(N − s) e∂s −
√

p(1−p)(2s−N)I,

K− = p
√

s(N − s + 1) e−∂s + (1−p)
√

(s + 1)(N − s) e∂s −
√

p(1−p)(2s−N)I,

y

K0ΦK
n (s) =

(
n− N

2

)
ΦK

n (s), K2ΦK
n (s) =

N

4
(N + 2) ΦK

n (s),

K+ΦK
n (s) =

√
(n + 1)(N − n)ΦK

n+1(s),

K−ΦK
n (s) =

√
n(N − n + 1))ΦK

n−1(s).
(4.73)

Usando el hecho quehK
2 ΦK

0 (s) = −N
2 ΦK

0 (s), junto a las f́ormulas (4.61) y (4.73), se encuentra
que

0 = K−ΦK
0 (s) =

√
p

1− p

(
sΦK

0 (s)−
√

ps(N − s + 1)
1− p

ΦK
0 (s− 1)

)
.
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Por tanto se tiene la siguiente representación para las funciones normalizadas

ΦK
0 (s) = p

s−n
2 (1− p)

N−n−s
2

√
n!(N − n)!
s!(N − s)!

,

y

ΦK
n (s) =

√
(N − n)!(1− p)N−n

N !pn
(K+)n

[(
N

s

)(
p

1− p

)s]
.



5
Un q-análogo de los polinomios de Racah y el álgebra
cuántica SUq(2)

5.1. Introducción

En la publicacíon [32] una familia de polinomios ortogonales que generaliza a los polino-
mios de Racah (o6j-śımbolos) fue introducida: los denominados polinomios de Racah. Estos
polinomios, como ya se mencionó anteriormente, están en la cima del esquema de Askey (véase,
por ejemplo, [82]) el cual contiene todas las familias de polinomios ortogonales hipergeométri-
cos. Algunos ãnos ḿas tarde los mismos autores [33] introdujeron los conocidos polinomios de
Askey-Wilson aśı como unaq-versíon de los antes mencionados polinomios de Racah. Una de las
propiedades ḿas importantes de estos polinomios es que a partir de ellos uno puede obtener todas
las familias conocidas de polinomios polinomios ortogonales clásicos de tipo hipergeoḿetricos
como casos lı́mite (para una revisión de esto v́ease el manuscrito [82]). La principal herramienta
en estos dos trabajos fueron las series hipergeométricas est́andar y b́asicas, respectivamente. Por
otro lado, los autores de [117] (véase también [116]) consideraron losq-polinomios como una
solucíon de una ecuación en diferencias lineal de segundo orden de tipo hipergeométrico sobre
la redx(s) = c1q

s + c2q
−s + c3. En particular, vieron que la solución de la ecuación de tipo

hipergeoḿetrico puede expresarse como cierta serie hipergeométrica b́asica y, en ese sentido, re-
cuperaron los resultados de R. Askey y R. Wilson.
El inteŕes de los polinomios de Askey-Wilson y deq-Racah aumentó (y el de losq-polinomios en
general) tras la aparición de lasq-álgebras y los grupos cuánticos [61, 63, 76, 79, 126]. Sin em-
bargo, de los primeras intentos de construir unq-ańalogo del formalismo de Wigner-Racah para
el álgebra cúantica ḿas simpleUq(su(2)) [79] (véase también [6, 25, 97]), qued́o claro que para
obtener losq-polinomios conectados con los coeficientes de Racah y los coeficientes de Clebsh-
Gordan era mejor utilizar familias definidas sobre una red diferente a la usual (en el caso de los
q-Racahésta era la redx(s) = q−s + δq−Nqs que depende no sólo de la variables sino tambíen
de los paŕametros de los polinomios). Ası́ pues, se considerarán los polinomios en la red

x(s) = [s]q[s + 1]q, (5.1)
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que śolo depende des, donde, como antes,[s]q denotan losq-números (en su forma siḿetrica)

[s]q =
q

s
2 − q−

s
2

q
1
2 − q−

1
2

, ∀s ∈ C. (5.2)

Nota 5.1.1. Nótese que para el caso de los polinomios duales de Hahn esta red ya habı́a sido
usada (v́ease [25]).

Con esta elección losq-polinomios de Racah,uα,β
n (x(s), a, b)q, son proporcionales a los coe-

ficientes deq-Racah (o6j-śımbolos) deĺalgebra cúanticaUq(su(2)).
Además, esta conexión da lugar a la posibilidad de realizar un estudio más profundo del formalis-
mo de Wigner-Racah (o elq-ańalogo de la Teorı́a cúantica del momento angular [130, 131, 132,
133]) para laśalgebras cúanticasUq(su(2)) y Uq(su(1, 1)) usando la Teorı́a de losq-polinomios
ortogonales. Por otro lado, usando elq-ańalogo de la Teorı́a cúantica del momento angular se pue-
den obtener algunos resultados relacionados con losq-polinomios, algunos de los cuales no son
triviales desde el punto de vista de la teorı́a de los polinomios ortogonales (véase, por ejemplo,
las referencias [25, 27, 83, 138]). Aquı́ se presenta un estudio detallado de dosq-ańalogos de los
polinomios de Racah sobre la red (5.1): losuα,β

n (x(s), a, b)q y los ũα,β
n (x(s), a, b)q aśı como su

conexíon con los coeficientesq-Racah (o6j-śımbolos) deĺalgebra cúanticaUq(su(2)).

5.1.1. Los q-polinomios de Racah uα,β
n (x(s), a, b)q

Aqúı se considerarán losq-polinomios de Racah,uα,β
n (x(s), a, b)q, sobre la red

x(s) = [s]q[s + 1]q = q
1
2 κ−2

q (qs + q−s−1 − (q
1
2 + q−

1
2 )κ−2

q , (5.3)

introducidos en [7, 97, 116]. Para esta familia,

σ(s) = − q−2s

κ4
qq

α+β
2

(qs−qa)(qs−q−b)(qs−qβ−a)(qs−qb+α) = [s−a]q[s+b]q[s+a−β]q[b+α−s]q.

De hecho, los autovalores vienen dados por

λn = q−
1
2
(α+β+2n+1)κ−2

q (1− qn)(1− qα+β+n+1) = [n]q[n + α + β + 1]q.

Para obtenerτn(s) se usa (2.28), por tanto

τn(s) = τ ′nxn(s) + τn(0), τ ′n = −[2 + 2n + α + β]q, τn(0) = σ(−n− 1)− σ(−n). (5.4)

Tendiendo en cuenta queτ(s) = τ0(s), se obtiene que

τ(s) = −[2 + α + β]qx(s) + σ(−1)− σ(0).

5.1.2. La propiedad de ortogonalidad y la norma dn

Una solucíon de la ecuación en diferencias tipo Pearson (2.40) es

ρ(s) =
Γ̃(s + a + 1)Γ̃(s− a + β + 1)Γ̃(s + α + b + 1)Γ̃(b + α− s)

Γ̃(s− a + 1)Γ̃(s + b + 1)Γ̃(s + a− β + 1)Γ̃(b− s)
.

Dado queσ(a)ρ(a) = σ(b)ρ(b) = 0, entonces losq-polinomios de Racah satisfacen la propiedad
de ortogonalidad

b−1∑
s=a

uα,β
n (x(s), a, b)qu

α,β
m (x(s), a, b)qρ(s)[2s + 1]q = 0, n 6= m,
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con las restricciones−1
2 < a ≤ b− 1, α > −1,−1 < β < 2a + 1. Se calculaŕa a continuacíon el

cuadrado de la norma,d2
n. Dado que

ρn(s)=
Γ̃q(s + n + a + 1)Γ̃q(s + n− a + β + 1)Γ̃q(s + n + α + b + 1)Γ̃q(b + α− s)

Γ̃q(s− a + 1)Γ̃q(s + b + 1)Γ̃q(s + a− β + 1)Γ̃q(b− s− n)
,

y

An,n = [n]q!(−1)n Γ̃q(α + β + 2n + 1)

Γ̃q(α + β + n + 1)
,

se tiene

Λn := (−1)nAn,nB2
n =

Γ̃q(α + β + 2n + 1)

[n]q!Γ̃q(α + β + n + 1)
.

Teniendo en cuenta que∇xn+1(s) = [2s + n + 1]q, y usando (2.43), junto a la identidad

Γ̃(ζ − s) =
Γ̃(ζ)(−1)s

(1− ζ|q)s
, ζ ∈ C, (5.5)

se tiene que

d2
n =Λn

b−n−1∑
s=a

Γ̃q(s + n + a +1)Γ̃q(s + n− a + β +1)Γ̃q(s + n + α + b +1)Γ̃q(b + α− s)

Γ̃q(s− a + 1)Γ̃q(s + b + 1)Γ̃q(s + a− β + 1)Γ̃q(b− s− n)[2s + n + 1]−1
q

=Λn

b−a−n−1∑

s=0

Γ̃q(s+n+2a+1)Γ̃q(s+n+β+1)Γ̃q(s+n + α+b+a+1)Γ̃q(b−a+α−s)

Γ̃q(s+1)Γ̃q(s+b+a+1)Γ̃q(s+2a−β+1)Γ̃q(b−a−s−n)[2s+2a+n+1]−1
q

=
Γ̃q(α + β + 2n + 1)Γ̃q(2a + n + 1)Γ̃q(n + β + 1)Γ̃q(a + b + n + α + 1)Γ̃q(b + α− a)

[n]q!Γ̃q(α + β + n + 1)Γ̃q(a + b + 1)Γ̃q(2a− β + 1)Γ̃q(b− a− n)

×
b−a−n−1∑

s=0

(n + 2a + 1, n + β + 1, n + a + α + b + 1, 1− b + a + n|q)s

(1, a + b + 1, 2a− β + 1, 1− b + a− α|q)s[2s + 2a + n + 1]−1
q

.

En lo que sigue se denotara porSn la suma en láultima expresíon. Si se usa que

(ζ|q)n = (−1)n(qζ ; q)nq−
n
4
(n+2ζ−1)κ−n

q ,

aśı como la identidad

[2s + 2a + n + 1]q = q−s[2a + n + 1]q
(qa+n+1

2
+1; q)(−qa+n+1

2
+1; q)s

(qa+n+1
2 ; q)(−qa+n+1

2 ; q)
,

se obtiene que

Sn =
b−a−n−1∑

s=0

(q2a+n+1, qn+β+1, qn+α+b+a+1, q1−b+a+n, q
1
2
(2a+n+3),−q

1
2
(2a+n+3); q)s

(q, qa+b+1, q2a−β+1, q1−b−α+a, q
1
2
(2a+n+1),−q

1
2
(2a+n+1); q)s[2a+n+1]−1

q

q−s(1+2n+β+α)

=[2a+n+1]q 6ϕ5

(
q2a+n+1, qn+β+1, qn+a+α+b+1, q1−b+a+n, qa+n

2 +3
2,−qa+n

2 +3
2

qa+b+1, q2a−β+1, q1−b−α+a, qa+n
2 + 1

2
),−qa+n

2 + 1
2
)

∣∣∣∣∣q, q
−1−2n−β−α

)
.
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Pero la f́ormula anterior se corresponde con una serie hipergeométrica b́asicamuy bien ponderada

6ϕ5 aśı usando la f́ormula de sumación [66, p. 238, ec.(II.21)]

6ϕ5

(
a, qa1/2, −qa1/2, b, c, q−k

a1/2, −a1/2, aq/b, aq/c, aqk+1
q,

aqk+1

bc

)
=

(aq, aq/bc; q)k

(aq/b, aq/c; q)k
,

conk = b− a− n− 1, a = q2a+n+1, b = qn+β+1, c = qn+a+α+b+1, se sigue que

Sn = [2a+n+1]q
(q2a+n+2, q−n+a−b−α−β; q)b−a−n−1

(q2a−β+1, qa−b−α+1; q)b−a−n−1

= [2a+n+1]q
(2a + n + 2|q)b−a−n−1(−n + a− b− α− β|q)b−a−n−1

(2a− β + 1|q)b−a−n−1(a− b− α + 1|q)b−a−n−1
.

Porúltimo, usando (5.5) y (2.16) se tiene la expresión

Sn = [2a+n+1]q
Γ̃(a + b + 1)Γ̃(2a− β + 1)Γ̃(b− a + α + β + n + 1)Γ̃(α + n + 1)
Γ̃(n + 2a + 2)Γ̃(b + a− β − n)Γ̃(α + β + 2n + 2)Γ̃(b− a + α)

,

de donde se deduce que

d2
n =

Γ̃q(α + β + 2n + 1)Γ̃q(2a + n + 1)Γ̃q(n + β + 1)Γ̃q(a + b + n + α + 1)Γ̃q(b + α− a)

[n]q!Γ̃q(α + β + n + 1)Γ̃q(a + b + 1)Γ̃q(2a− β + 1)Γ̃q(b− a− n)
Sn

=
Γ̃(α + n + 1)Γ̃(β + n + 1)Γ̃(b− a + α + β + n + 1)Γ̃(a + b + α + n + 1)
[α + β + 2n + 1]qΓ̃(n + 1)Γ̃(α + β + n + 1)Γ̃(b− a− n)Γ̃(a + b− β − n)

.

5.1.3. La representación hipergeométrica

A partir de las f́ormulas (2.37) y (2.39) se siguen las siguientes dos representaciones hiper-
geoḿetricas equivalentes:

uα,β
n (x(s), a, b)q =

q−
n
2
(2a+α+β+n+1)(qa−b+1; q)n(qβ+1; q)n(qa+b+α+1; q)n

κ2n
q (q; q)n

× 4ϕ3

(
q−n, qα+β+n+1, qa−s, qa+s+1

qa−b+1, qβ+1, qa+b+α+1

∣∣∣∣ q , q

)
,

(5.6)

o

uα,β
n (x(s), a, b)q =

(a− b + 1|q)n(β + 1|q)n(a + b + α + 1|q)n

[n]q!

×4 F3

( −n, α + β + n + 1, a− s, a + s + 1
a− b + 1, β + 1, a + b + α + 1

∣∣∣∣ q , 1
)

.

(5.7)

Usando la formula de transformación de Sears [66, Ec. (III.15)] se obtienen las siguientes expre-
siones:

uα,β
n (x(s), a, b)q =

q−
n
2
(−2b+α+β+n+1)(qa−b+1; q)n(qα+1; q)n(qβ−a−b+1; q)n

κ2n
q (q; q)n

× 4ϕ3

(
q−n, qα+β+n+1, q−b−s, q−b+s+1

qa−b+1, qα+1, q−a−b+β+1

∣∣∣∣ q , q

)
,

(5.8)
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y

uα,β
n (x(s), a, b)q =

(a− b + 1|q)n(α + 1|q)n(−a− b + β + 1|q)n

[n]q!

×4 F3

( −n, α + β + n + 1,−b− s,−b + s + 1
a− b + 1, α + 1,−a− b + β + 1

∣∣∣∣ q , 1
)

.

(5.9)

En consecuencia, se tiene que

uα,β
n (x(a), a, b)q =

(a− b + 1|q)n(β + 1|q)n(a + b + α + 1|q)n

[n]q!

=
(qa−b+1; q)n(qβ+1; q)n(qa+b+α+1; q)n

q
n
2
(2a+α+β+n+1)κ2n

q (q; q)n

,

(5.10)

uα,β
n (x(b− 1), a, b)q =

(a− b + 1|q)n(α + 1|q)n(−a− b + β + 1|q)n

[n]q!

=
(qa−b+1; q)n(qα+1; q)n(qβ−a−b+1; q)n

q
n
2
(−2b+α+β+n+1)κ2n

q (q; q)n

.

(5.11)

La fórmula (2.35) da lugar a la siguiente fórmula expĺıcita

uα,β
n (x(s), a, b)q =

Γ̃(s− a + 1)Γ̃(s + b + 1)Γ̃(s + a− β + 1)Γ̃(b− s)
Γ̃(s + a + 1)Γ̃(s− a + β + 1)Γ̃(s + α + b + 1)Γ̃(b + α− s)

×
n∑

k=0

(−1)k[2s + 2k − n + 1]qΓ̃(s + k + a + 1)Γ̃(2s + k − n + 1)
Γ̃(k + 1)Γ̃(n− k + 1)Γ̃(2s + k + 2)Γ̃(s− n + k − a + 1)

× Γ̃(s + k − a + β + 1)Γ̃(s + k + α + b + 1)Γ̃(b + α− s + n− k)
Γ̃(s− n + k + b + 1)Γ̃(s− n + k + a− β + 1)Γ̃(b− s− k)

.

(5.12)

A partir de la representación hipergeoḿetrica se obtiene la siguiente propiedad de simetrı́a

uα,β
n (x(s), a, b)q = u−b−a+β,b+a+α

n (x(s), a, b)q.

Porúltimo, nótese que a partir de (5.6) (ó (5.8)) se sigue queuα,β
n (x(s), a, b)q es un polinomio de

gradon enx(s) = [s]q[s + 1]q. De hecho,

(qa−s; q)k(qa+s+1; q)k = (−1)kqk(a+ k+1
2

)
k−1∏

l=0

(
x(s)− c3

c1
− q−

1
2 (qa+l+ 1

2 + q−a−l− 1
2 )

)
,

dondec1 y c3 vienen dadas en (5.3).

5.1.4. La RRTT y las fórmulas de diferenciación

Para obtener los coeficientes de la RRTT usando (2.47) y (2.48), se obtiene que

kn =
Γ̃q(α + β + 2n + 1)

[n]q!Γ̃q(α + β + n + 1)
, αn =

[n + 1]q[α + β + n + 1]q
[α + β + 2n + 1]q[α + β + 2n + 2]q

.

Para calcularγn se usa (2.10)

γn =
[a + b + α + n]q[a + b− β − n]q[α + n]q[β + n]q[b− a + α + β + n]q[b− a− n]q

[α + β + 2n]q[α + β + 2n + 1]q
,
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y

βn = x(a)− αn
uα,β

n+1(x(a), a, b)q

uα,β
n (x(a), a, b)q

− γn
uα,β

n−1(x(a), a, b)q

uα,β
n (x(a), a, b)q

= [a]q[a + 1]q − [α + β + n + 1]q[a− b + n + 1]q[β + n + 1]q[a + b + α + n + 1]q
[α + β + 2n + 1]q[α + β + 2n + 2]q

+
[α + n]q[b− a + α + β + n]q[a + b− β − n]q[n]q

[α + β + 2n]q[α + β + 2n + 1]q
.

Las fórmulas de diferenciación (2.49) y (2.50) dan lugar a

Tabla 5.1: Datos principales de losq-polinomios de Racahuα,β
n (x(s), a, b)q

Pn(s) uα,β
n (x(s), a, b)q , x(s) = [s]q [s + 1]q

(a, b) [a, b− 1]

ρ(s)
Γ̃(s + a + 1)Γ̃(s− a + β + 1)Γ̃(s + α + b + 1)Γ̃(b + α− s)

Γ̃(s− a + 1)Γ̃(s + b + 1)Γ̃(s + a− β + 1)Γ̃(b− s)

− 1
2 < a ≤ b− 1, α > −1,−1 < β < 2a + 1

σ(s) [s− a]q [s + b]q [s + a− β]q [b + α− s]q

σ(−s− 1) [s + a + 1]q [b− s− 1]q [s− a + β + 1]q [b + α + s + 1]q

τ(s) [α + 1]q [a]q [a− β]q + [β + 1]q [b]q [b + α]q − [α + 1]q [β + 1]q − [α + β + 2]qx(s)

τn(s)

−[α + β + 2n + 2]qx(s + n
2 ) + [a + n

2 + 1]q [b− n
2 − 1]q

×[β + n
2 + 1− a]q [b + α + n

2 + 1]q − [a + n
2 ]q [b− n

2 ]q [β + n
2 − a]q [b + α + n

2 ]q

λn [n]q [α + β + n + 1]q

Bn
(−1)n

[n]q !

d2
n

Γ̃(α + n + 1)Γ̃(β + n + 1)Γ̃(b− a + α + β + n + 1)Γ̃(a + b + α + n + 1)

[α + β + 2n + 1]q Γ̃(n + 1)Γ̃(α + β + n + 1)Γ̃(b− a− n)Γ̃(a + b− β − n)

ρn(s)
Γ̃(s + n + a + 1)Γ̃(s + n− a + β + 1)Γ̃(s + n + α + b + 1)Γ̃(b + α− s)

Γ̃(s− a + 1)Γ̃(s + b + 1)Γ̃(s + a− β + 1)Γ̃(b− s− n)

an
Γ̃[α + β + 2n + 1]q

[n]q !Γ̃[α + β + n + 1]q

αn
[n + 1]q [α + β + n + 1]q

[α + β + 2n + 1]q [α + β + 2n + 2]q

βn

[a]q [a + 1]q −
[α + β + n + 1]q [a− b + n + 1]q [β + n + 1]q [a + b + α + n + 1]q

[α + β + 2n + 1]q [α + β + 2n + 2]q

+
[α + n]q [b− a + α + β + n]q [a + b− β − n]q [n]q

[α + β + 2n]q [α + β + 2n + 1]q

γn
[a + b + α + n]q [a + b− β − n]q [α + n]q [β + n]q [b− a + α + β + n]q [b− a− n]q

[α + β + 2n]q [α + β + 2n + 1]q
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∆uα,β
n (x(s), a, b)q

∆x(s)
= [α + β + n + 1]qu

α+1,β+1
n−1 (x(s + 1

2), a + 1
2 , b− 1

2)q, (5.13)

−[n]q[2s + 1]quα,β
n (x(s), a, b)q =σ(−s− 1)uα+1,β+1

n−1 (x(s + 1
2), a + 1

2 , b− 1
2)q

− σ(s)uα+1,β+1
n−1 (x(s− 1

2), a + 1
2 , b− 1

2)q,

(5.14)

respectivamente. Porúltimo, las f́ormulas (2.49) y (2.50) dan lugar a lasfórmulas de diferenciación

σ(s)
∇uα,β

n (x(s), a, b)q

[2s]q
=− [α + β + n + 1]q

[α + β + 2n + 2]q

[
τn(s)uα,β

n (x(s), a, b)q

+[n + 1]qu
α,β
n+1(x(s), a, b)q

]
,

(5.15)

σ(−s− 1)
∆uα,β

n (x(s), a, b)q

[2s + 2]q
=− [α + β + n + 1]q

[α + β + 2n + 2]q

[
[n + 1]qu

α,β
n+1(x(s), a, b)q

+(τn(s) + [n]q[α + β + 2n + 2]q[2s + 1]q)uα,β
n (x(s), a, b)q

]
,

(5.16)
dondeτn viene dado en la tabla 5.4.

5.1.5. La dualidad de los q-polinomios de Racah

En esta sección se discutiŕa la dualidad de losq-polinomios de Racah,uα,β
n (x(s), a, b)q. Se

seguiŕa [116, p. 38-39].

Nota 5.1.2. Nótese que un estudio más detallado del problema de dualidad ha sido realizado en
[26].

Nótese que la relación de ortogonalidad

b−1∑
s=a

uα,β
n (x(s), a, b)qu

α,β
m (x(s), a, b)qρ(s)∇x1(s) = d2

nδn,m, ∆s = 1. (5.17)

para losq-polinomios de Racah puede escribirse en la forma

N−1∑

s=0

CsnCsm = δn,m, Csn =
uα,β

n (x(s + a), a, b)q

√
ρ(s + a)∇x1(s + a)

dn
, N = b− a− 1,

dondeρ y dn son las funcíon peso y la norma de losq-polinomios de Racah, respectivamente. La
relacíon anterior puede entenderse como la ortogonalidad de la matrizC = ||Ckn||N−1

k,n=0 respecto
a sus filas. Si se usa la ortogonalidad deC respecto a sus columnas, se obtiene que

N−1∑

n=0

CsnCs′n = δs,s′ , N = b− a− 1,

que da lugar a la relación de ortogonalidad dual para losq-polinomios de Racah

N−1∑

n=0

uα,β
n (x(s), a, b)qu

α,β
n (x(s′), a, b)q

1
d2

n

=
1

ρ(s)∆x(s− 1/2)
δs,s′ . (5.18)
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El siguiente paso consiste en identificar los polinomiosuα,β
n (x(s), a, b)q. Antes de comenzar se

advierte que a partir de la representación (5.6) y la identidad

(q−n; q)k(qα+β+n+1; q)k =
k−1∏

l=0

(
1 + qα+β+2l+1 − q

α+β+1
2

+l
(
κ2

qx(t) + q
1
2 + q−

1
2

))
,

donde

x(t) = [t]q[t + 1]q = [n +
α + β

2
]q[n +

α + β

2
+ 1]q,

se sigue queuα,β
n (x(s), a, b)q tambíen constituye un polinomio de grados − a (paras = a, a +

1, . . . , b− a− 1) sobrex(t) cont = n + α+β
2 .

Aśı, se definen los polinomios – compárese con la definición de losq-polinomios de Racah (5.7) –

uα′,β′
k (x(t), a′, b′)q =

(−1)kΓ̃(b′ − a′)Γ̃(β′ + k + 1)Γ̃(b′ + a′ + α′ + k + 1)
[k]!Γ̃(b′ − a′ − k)Γ̃(β′ + 1)Γ̃(b′ + a′ + α′ + 1)

× 4F3

( −k, α′ + β′ + k + 1, a′ − t, a′ + t + 1
a′ − b′ + 1, β′ + 1, a′ + b′ + α′ + 1

∣∣∣∣ q , 1
)

,

(5.19)

donde

k = s− a, t = n +
α + β

2
, a′ =

α + β

2
, b′ = b− a +

α + β

2
, α′ = 2a− β, β′ = β.

(5.20)
Obviamente son polinomios de gradok = s − a sobre la redx(t) que satisfacen la propiedad de
ortogonalidad

b′−1∑

t=a′
uα′,β′

k (x(t), a′, b′)quα′,β′
m (x(t), a′, b′)qρ

′(t)∇x1(t) = (d′k)
2δk,m, (5.21)

dondeρ′ y (d′n)2 son la funcíonρ y la normad2
n de la tabla 5.1.4 reemplazandoa, b, α, β, s, n por

a′, b′, α′, β′, t, k.
Además, con esta elección (5.20) de los parámetros la representación hipergeoḿetrica 4ϕ3 de
uα′,β′

k (x(t), a′, b′)q, en (5.19) coincide con la función hipergeoḿetrica 4ϕ3 en (5.7). Luego se

establece ası́ la siguiente relación entre los polinomiosuα′,β′
k (x(t), a′, b′) y uα,β

n (x(s), a, b)q:

uα′,β′
k (x(t), a′, b′)q = A(α, β, a, b, n, s)uα,β

n (x(s), a, b)q, (5.22)

donde

A(α, β, a, b, n, s) =
(−1)s−a+nΓ̃(b− a− n)Γ̃(s− a + β + 1)Γ̃(b + α + s + 1)Γ̃(n + 1)

Γ̃(b− s)Γ̃(n + β + 1)Γ̃(b + a + α + n + 1)Γ̃(s− a + 1)
.

Si se sustituye ahora (5.22) en (5.21) y se realiza el cambio (5.20), entonces (5.21) se transforma
en la relacíon (5.18), es decir, el conjunto de polinomiosuα′,β′

k (x(t), a′, b′)q definido por (5.19) (o

(5.22)) es el conjunto dual asociado a losq-polinomios de Racah,uα,β
n (x(s), a, b)q.

Para concluir este estudio, se mostrará que la RRTT (2.9) de los polinomiosuα′,β′
k (x(t), a′, b′)q es

la ecuacíon en diferencias (2.25) que los polinomiosuα,β
n (x(s), a, b)q satisfacen mientras que la

ecuacíon en diferencias (2.25) que satisfacenuα′,β′
k (x(t), a′, b′)q se transforma en la RRTT (2.9)
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de los polinomiosuα,β
n (x(s), a, b)q y viceversa.

Seaς(t) la funciónσ del polinomiouk. Entonces

ς(t) = [t−a′]q[t+b′]q[t+a′−β′]q[b′+α′−t]q = [n]q[n+b−a+α+β]q[n+α]q[b+a−n−β]q,

y por tanto,

ς(−t− 1) = [α + β + n + 1]q[b + a + α + n + 1]q[b− a− n− 1]q[n + β + 1]q,

λk = [k]q[α′ + β′ + k + 1]q = [s− a]q[s + a + 1]q.

Los coeficientesα′k, β′k y γ′k se obtienen a partir de los coeficientes de la RRTT para los polinomios
uk obteníendose

α′k =
[k + 1]q[α′ + β′ + k + 1]q

[α′ + β′ + 2k + 1]q[α′ + β′ + 2k + 2]q
=

[s− a + 1]q[s + a + 1]q
[2s + 1]q[2s + 2]q

,

γ′k =
[b + α + s]q[b + α− s]q[s + a− β]q[s− a + β]q[b + s]q[b− s]q

[2s + 1]q[2s]q
,

y

β′k = [n +
α + β

2
]q[n +

α + β

2
+ 1]q +

σ(−s− 1)
[2s + 1]q[2s + 2]q

+
σ(s)

[2s + 1]q[2s]q
.

Además
∆x(t) = [2t + 2]q = [2n + α + β + 2]q,

x(s) = [s]q[s + 1]q = [k + a]q[k + a + 1]q.

Se veŕa que la ecuación en diferencias lineal de segundo orden de losq-polinomios de Racah,
uα,β

n (x(s), a, b)q, es la RRTT de los polinomiosuα′,β′
k (x(t), a′, b′)q. Para ello, se sustituye la re-

lación (5.22) en la ecuación en diferencias (2.25) de los polinomiosuα,β
n (x(s), a, b)q y se usa

que
uα,β

n (x(s± 1), a, b)q = uα′,β′
k±1 (x(t), a′, b′)q. (5.23)

Despúes de algunas simplificaciones, y usando (5.23) se obtiene que

α′kuα′,β′

k+1 (x(t), a′, b′)q +
(
β′k − [n]q[α + β + n + 1]q − [α+β

2 ]q[α+β
2 + 1]q

)
uα′,β′

k (x(t), a′, b′)q

+γ′kuα′,β′

k−1 (x(t), a′, b′)q = 0,

pero

[n]q[α + β + n + 1]q + [α+β
2 ]q[α+β

2 + 1]q = [n + α+β
2 ]q[n + α+β

2 + 1]q = x(t),

luego se obtiene la RRTT para los polinomiosuα′,β′
k (x(t), a′, b′)q.

Si ahora se sustituye (5.22) en la RRTT (2.9) para losq-polinomios de Racah,uα,β
n (x(s), a, b)q, y

se usa que
uα,β

n±1(x(s), a, b)q = uα′,β′
k (x(t± 1), a′, b′)q,

se obtiene la ecuación

ς(−t− 1)
∆x(t)∇x1(t)

uα′,β′
k (x(t + 1), a′, b′)q +

ς(t)
∇x(t)∇x1(t)

uα′,β′
k (x(t− 1), a′, b′)q

−
[

ς(−t− 1)
∆x(t)∇x1(t)

+
ς(t)

∇x(t)∇x1(t)
+ [a]q[a+1]q−[k+a]q[k+a+1]q

]
uα′,β′

k (x(t), a′, b′)q =0,

que coincide con la ecuación en diferencias (2.25) de los polinomiosuα′,β′
k (x(t), a′, b′)q dado que

[a]q[a + 1]q − [k + a]q[k + a + 1]q = −[k]q[k + 2a + 1]q = −[k]q[k + α′ + β′ + 1]q = −λk.
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5.2. Los q-polinomios de Racah ũα,β
n (x(s), a, b)q

Existe otra posibilidad para definir losq-polinomios de Racah la cual fue sugerida en [97, 116].
Sea ahora

σ(s) = [s− a]q[s + b]q[s− a + β]q[b + α + s]q,

i.e.,A = 1, s1 = a, s2 = −b, s3 = a− β, s4 = −b− α. Con esta elección se obtiene una nueva
familia ũα,β

n (x(s), a, b)q la cual es ortogonal respecto a la función peso

ρ(s) =
Γ̃(s + a + 1)Γ̃(s + a− β + 1)

Γ̃(s + α + b + 1)Γ̃(b + α− s)Γ̃(s− a + 1)Γ̃(s + b + 1)Γ̃(s− a + β + 1)Γ̃(b− s)
.

Todas las propiedades básicas pueden obtenerse exactamente de la misma forma que en el caso
anterior. Adeḿas, todas sus propiedades pueden obtenerse igualmente a partir de las correspon-
dientes propiedades de los polinomiosuα,β

n (x(s), a, b)q simplemente cambiandoα → −2b − α,
β → 2a−β – y usando las propiedades de las funcionesΓ̃(s), Γq(s), (a|q)n y (a; q)n –. Los datos
principales de estos polinomios se resumen en la tabla 5.2.

5.2.1. La representación hipergeométrica

Para los polinomios̃uα,β
n (x(s), a, b)q se tiene la siguiente representación hipergeoḿetrica

ũα,β
n (x(s), a, b)q =

q−
n
2
(4a−2b−α−β+n+1)(qa−b+1; q)n(q2a−β+1; q)n(qa−b−α+1; q)n

κ2n
q (q; q)n

× 4ϕ3

(
q−n, q2a−2b−α−β+n+1, qa−s, qa+s+1

qa−b+1, q2a−β+1, qa−b−α+1

∣∣∣∣ q , q

)
,

(5.24)

o, en t́erminos de las seriesq-hipergeoḿetricas (2.17),

ũα,β
n (x(s), a, b)q =

(a− b + 1|q)n(2a− β + 1|q)n(a− b− α + 1|q)n

[n]q!

× 4F3

( −n, 2a− 2b− α− β + n + 1, a− s, a + s + 1
a− b + 1, 2a− β + 1, a− b− α + 1

∣∣∣∣ q , 1
)

.

(5.25)

Usando la f́ormula de transformación de Sears [66, Ec. (III.15)] se obtienen otras fórmulas de
representación equivalentes

ũα,β
n (x(s), a, b)q =

q−
n
2
(2a−4b−α−β+n+1)(qa−b+1; q)n(q−2b−α+1; q)n(q−β+a−b+1; q)n

κ2n
q (q; q)n

× 4ϕ3

(
q−n, q2a−2b−α−β+n+1, q−b−s, q−b+s+1

qa−b+1, q−2b−α+1, qa−b−β+1

∣∣∣∣ q , q

)
,

(5.26)

y

ũα,β
n (x(s), a, b)q =

(a− b + 1|q)n(−2b− α + 1|q)n(a− b− β + 1|q)n

[n]q!

×4 F3

( −n, 2a− 2b− α− β + n + 1,−b− s,−b + s + 1
a− b + 1,−2b− α + 1, a− b− β + 1

∣∣∣∣ q , 1
)

.

(5.27)
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En consecuencia,

ũα,β
n (x(a), a, b)q =

(a− b + 1|q)n(2a− β + 1|q)n(a− b− α + 1|q)n

[n]q!

=
(qa−b+1; q)n(q2a−β+1; q)n(qa−b−α+1; q)n

q
n
2
(4a−2b−α−β+n+1)κ2n

q (q; q)n

,

(5.28)

ũα,β
n (x(b− 1), a, b)q =

(a− b + 1|q)n(−2b− α + 1|q)n(a− b− β + 1|q)n

[n]q!

=
(qa−b+1; q)n(q−2b−α+1; q)n(q−β+a−b+1; q)n

q
n
2
(2a−4b−α−β+n+1)κ2n

q (q; q)n

.

(5.29)

Usando (2.35) se obtiene una fórmula expĺıcita

ũα,β
n (x(s), a, b)q =

Γ̃(s− a + 1)Γ̃(s + b + 1)Γ̃(s− a + β + 1)Γ̃(b− s)Γ̃(s + α + b + 1)
Γ̃(s + a + 1)Γ̃(s + a− β + 1)

×Γ̃(b + α− s)
n∑

k=0

(−1)k+n[2s + 2k − n + 1]qΓ̃(s + k + a + 1)Γ̃(2s + k − n + 1)
Γ̃(k + 1)Γ̃(n− k + 1)Γ̃(2s + k + 2)Γ̃(s− n + k − a + 1)Γ̃(b− s− k)

× Γ̃(s + k + a− β + 1)
Γ̃(s + k−n + α + b + 1)Γ̃(b + α−s−k)Γ̃(s−n + k + b + 1)Γ̃(s−n + k−a + β + 1)

.

(5.30)
A partir de la representación hipergeoḿetrica se siguen la siguiente propiedad de simetrı́a

ũα,β
n (x(s), a, b)q = ũ−b−a+β,b+a+α

n (x(s), a, b)q.

5.2.2. Las fórmulas de diferenciación

Si se usan las fórmulas de diferenciación (5.6) (o (5.8)) se obtiene

∆ũα,β
n (x(s), a, b)q

∆x(s)
= −[2b− 2a + α + β − n− 1]qũ

α,β
n−1(x(s + 1

2), a + 1
2 , b− 1

2)q, (5.31)

[n]q[2s + 1]qũα,β
n (x(s), a, b)q =σ(−s− 1)ũα,β

n−1(x(s + 1
2), a + 1

2 , b− 1
2)q

− σ(s)ũα,β
n−1(x(s− 1

2), a + 1
2 , b− 1

2)q,

(5.32)

respectivamente. Adeḿas, las f́ormulas (2.49) y (2.50) dan lugar a las siguientes dosfórmulas de
diferenciacíon

σ(s)
∇ũα,β

n (x(s), a, b)q

[2s]q
= −

[
τn(s)ũα,β

n (x(s), a, b)q − [n + 1]qũ
α,β
n+1(x(s), a, b)q

]

× [2b− 2a + α + β − n− 1]q
[2b− 2a + α + β − 2n− 2]q

,

(5.33)

σ(−s− 1)
∆ũα,β

n (x(s), a, b)q

[2s + 2]q
= −

[
(τn(s) + [n]q[2b− 2a + α + β − 2n− 2]q[2s + 1]q)

×ũα,β
n (x(s), a, b)q − [n + 1]qũ

α,β
n+1(x(s), a, b)q

]
[2b−2a+α+β−n−1]q
[2b−2a+α+β−2n−2]q

,

(5.34)
respectivamente, dondeτn(s) viene dado en la tabla 5.2.
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5.2.3. El conjunto dual de ũα,β
n (x(s), a, b)q

Para obtener el conjunto dual dẽuα,β
n (x(s), a, b)q se usa el mismo ḿetodo que el emplea-

do en la sección previa. Se comienza considerando la relación de ortogonalidad (5.17) para los
polinomiosũα,β

n (x(s), a, b)q definida por (5.27), y se escribe la relación dual como

N−1∑

n=0

ũα,β
n (x(s), a, b)qũ

α,β
n (x(s′), a, b)q

1
d2

n

=
1

ρ(s)∆x(s− 1/2)
δs,s′ , N = b− a, (5.35)

dondeρ y d2
n para ũα,β

n (x(s), a, b)q viene dada en la tabla 5.2. Además, a partir de (5.27) se
sigue que las funciones̃uα,β

n (x(s), a, b)q son polinomios de gradok = b − s − 1 sobre la red
x(t) = [t]q[t + 1]q dondet = b − a − n + α+β

2 − 1 (la prueba es ańaloga a la presentada
en la seccíon §5.1.5 y se omitiŕa). Para identificar el conjunto dual se define el conjunto de los
polinomios

ũα′,β′
k (x(t), a′, b′)q =

(−1)kΓ̃(b′ − a′)Γ̃(b′ − a′ + β′)Γ̃(2b′ + α′)
[k]!Γ̃(b′ − a′ − k)Γ̃(b′ − a′ + β′ − k)Γ̃(2b′ + α′ − k)

×4 F3

( −k, 2a′ − 2b′ − α′ − β′ + k + 1,−b′ − t,−b′ + t + 1
a′ − b′ + 1,−2b′ − α′ + 1, a′ − b′ − β′ + 1

∣∣∣∣ q , 1
)

,

(5.36)

donde

k = b−s−1, t = b−a−n+
α + β

2
−1, a′ =

α + β

2
, b′ = b−a+

α + β

2
, α′ = 2a−β, β′ = β.

(5.37)
Obviamente, estos satisfacen la siguiente relación de ortogonalidad

b′−1∑

t=a′
ũα′,β′

k (x(t), a′, b′)qũα′,β′
m (x(t), a′, b′)qρ

′(t)∆x(t− 1/2) = (d′k)
2δk,m, (5.38)

donde ahoraρ′(t) y (d′n)2 son las funcionesρ y el cuadrado de la norma,d2
n, respectivamente,

dados en la tabla 5.2 aplicando el cambio de parámetros (5.37)

a, b, α, β, n, s → a′, b′, α′, β′, k, t.

Además, con la definicíon anterior (5.37) para los parámetros dẽuα′,β′
k (x(t), a′, b′)q, la funcíon

hipergeoḿetrica4ϕ3 en (5.36) coincide con la función hipergeoḿetrica4ϕ3 en (5.27) y por tanto
se tiene la siguiente relación entre los polinomios̃uα′,β′

k (x(t), a′, b′) y ũα,β
n (x(s), a, b)q:

ũα′,β′
k (x(t), a′, b′)q = Ã(α, β, a, b, n, s)ũα,β

n (x(s), a, b)q, (5.39)

donde

Ã(α, β, a, b, n, s) =
(−1)b−s−1−nΓ̃(b− a− n)Γ̃(2b + α− n)Γ̃(b− a + β − n)Γ̃(n + 1)

Γ̃(b− s)Γ̃(s− a + β + 1)Γ̃(s + b + α + 1)Γ̃(s− a + 1)
.

Para probar que los polinomiosũα′,β′
k (x(t), a′, b′)q son los duales dẽuα,β

n (x(s), a, b)q es suficiente
sustituir (5.39) en (5.38) y realizar el cambio (5.37) que transforma (5.38) en (5.18).
Se debe mencionar también que, como en el caso de losq-polinomios de Racah, la RRTT (2.9)
de los polinomios̃uα′,β′

k (x(t), a′, b′)q se transforma en la ecuación en diferencias (2.25) que sa-

tisfacen los polinomios̃uα,β
n (x(s), a, b)q mientras que la ecuación en diferencias (2.25) de los

polinomiosũα′,β′
k (x(t), a′, b′)q da lugar a la RRTT (2.9) dẽuα,β

n (x(s), a, b)q y viceversa.
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5.3. Conexión con los 6j-sı́mbolos del álgebra cuántica SUq(2)

5.3.1. Los 6j-sı́mbolos del álgebra cuántica SUq(2)

Antes de hablar de dicha conexión se debe comentar brevemente su relación con la teoŕıa de
representación de grupos.

Definición 5.3.1. SeaV un espacio vectorial lineal sobreC, y T : V → V un operador lineal
sobre dicho espacio. Se dirá queT es una representación de un grupoG sobreV si a cada
elementog ∈ G le corresponde un elementoT (g) de forma que1

∀ g1, g2 ∈ G, g = g1 ∗ g2 =⇒ T (g) = T (g1 ∗ g2) = T (g1)T (g2), T (e) = I,

dondee representa el elemento neutro respecto∗. Al espacioV se le denomina espacio de la
representacíon deG.

En general, enV todo operadorT : V → V se puede representar mediante matrices cuadra-
das2, en este caso se dice queT es una representación matricial deG. Adeḿas,T (g) es irreducible
si y śolo si no existe una matriz de cambio de base,A, tal que

∀ g ∈ G, AT (g)A−1 =




M1 0 · · · 0
0 M2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · Mk


 ,

dondeM1, . . . , Mk denotan ciertas matrices cuadradas no nulas y0 son matrices de ceros.

Con estas definiciones se pasará a mostrar la conexión con los6j-śımbolos deĺalgebra cúanti-
caSUq(2) con losq-polinomios de Racah.
El álgebra cúanticaSUq(2) est́a generada por los operadoresJ0, J+, J−, que satisfacen las rela-
ciones

[J0, J±] = ±J±, [J+, J−] = [2J0]q, (J±)† = J∓, (J0)† = J0,

donde[A,B] = A ◦B −B ◦A denota el conmutador deA y B.
Por sencillez se usará el lenguaje de la Teorı́a cúantica del momento angular [130, 131, 132].
Por ejemplo, si consideramos dos momentos angulares, cuyas bases seanL1 y L2, respectiva-
mente, el momento resultante de la interacción de dichos momentos se encontrará en el espacio
producto tensorial deL1 y L2, i.e. enL1⊗L2, el cual se puede descomponer como la suma directa
de ciertas RI, i.e.

|j1j2 : N m〉 =
∑

m1,m2

Cj1, j2, N
m1, m2, m|j1 m1〉|j2 m2〉, j1 ∈ L1, j2 ∈ L2,

dondeCj1, j2, N
m1, m2, mdenota los coeficientes de Clebsh-Gordan (CGC) para elq-álgrebaSUq(2).

Es sabido (v́ease, por ejemplo, [131] y las referencias deésta) que los coeficientes de Racah

Uq(j1 j2 j j3; j12 j23),

se emplean para la transición a partir del esquema del acoplador de tres momentos angulares
j1, j2, j3, ya que si cada unos de estos momentos tienes asociado una RI, digamosL1, L2 y L3,
entonces la interacción de tales momentos se produce en

L1 ⊗ L2 ⊗ L3 = (L1 ⊗ L2)⊗ L3 = L1 ⊗ (L2 ⊗ L3).
1PorT (g) denotaremos al operador asociado al elementog ∈ G. Adeḿas,T (g) es un operador que actúa sobreV .
2Dado queSUq(2) sólo tiene representaciones irreducibles finitas el estudio se restringirá al caso de matrices finitas.
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De ah́ı que cualquier elemento de dicho espacio, se pueda expresar como

|j1j2(j12), j3 : jm〉 =
∑

m1,m2,m3,m12

〈j1m1j2m2|j12m12〉〈j12m12j3m3|jm〉|j1m1〉|j2m2〉|j3m3〉,

y

|j1j2j3(j23) : jm〉 =
∑

m1,m2,m3,m23

〈j2m2j3m3|j23m23〉〈j1m1j23m23|jm〉|j1m1〉|j2m2〉|j3m3〉,

respectivamente, donde los sı́mbolos 〈jamajbmb|jabmab〉 denotan los coeficientes de Clebsh-
Gordan deĺalgebra cúanticaSUq(2).
De hecho, se tiene queUq(j1 j2 j j3; j12 j23) representan a los coeficientes de cambio de base de
L⊗ (L2 ⊗ L3) respecto(L1 ⊗ L2)⊗ L3, es decir,

|j1j2(j12), j3 : jm〉 =
∑

j23

Uq(j1 j2 j j3; j12 j23)|j1j2j3(j23) : jm〉.

Además, los coeficientes de Racah,U , definen una matriz unitaria, i.e., satisfacen las relaciones
de ortogonalidad

∑

j23

Uq(j1 j2 j j3; j12 j23)Uq(j1 j2 j j3; j′12 j23) = δj12,j′12 , (5.40)

∑

j12

Uq(j1 j2 j j3; j12 j23)Uq(j1 j2 j j3; j12 j′23) = δj23,j′23 . (5.41)

Usualmente, en lugar de los coeficientes de Racah, se utilizan los6j-śımbolos definidos por

Uq(j1 j2 j j3; j12 j23) = (−1)j1+j2+j3+j
√

[2j12 + 1]q[2j23 + 1]q

{
j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

.

Los6j-śımbolos satisfacen la siguiente propiedad de simetrı́a
{

j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

=
{

j3 j2 j23

j1 j j12

}

q

. (5.42)

Aqúı, sin perdida de generalidad, se ha supuesto quej1 > j2 y j3 > j2. Entonces para los
momentosj23 y j12 se tienen las desigualdades

j3 − j2 ≤ j23 ≤ j2 + j3, j1 − j2 ≤ j12 ≤ j1 + j2,

respectivamente. para evitar cualquier otra restricción sobre estos dos momentos (causado por las
denominadasdesigualdades triangulares para los6j-śımbolos) se asumiŕa que se verifican las
siguientes restricciones

|j − j3| ≤ mı́n(j12) = j1 − j2, |j − j1| ≤ mı́n(j23) = j3 − j2.

5.4. Los 6j-sı́mbolos y los q-polinomios de Racah

Ya se est́a en disposicíon de establecer la conexión entre los6j-śımbolos y losq-polinomios
de Racah. F́ıjese la variables comos = j23 cona ≤ s ≤ b−1, dondea = j3−j2, b = j2+j3+1,
y tómese

(−1)j1+j23+j
√

[2j12 + 1]q

{
j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

= d−1
n

√
ρ(s) uα,β

n (x(s), a, b)q, (5.43)
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dondeρ y dn se corresponden con la función peso y la norma, respectivamente, de losq-polinomios
de Racah sobre la red (5.1)uα,β

n (x(s), a, b)q, y n = j12 − j1 + j2, α = j1 − j2 − j3 + j ≥ 0,
β = j1 − j2 + j3 − j ≥ 0.3 Para verificar la relación anterior se usará la relacíon de recurrencia
[132, p.699, ec. (5.17)]

[2]q[2j23 + 2]qA−q

{
j1 j2 j12

j3 j j23 − 1

}

q

−
(
([2j23]q[2j1 + 2]q−[2]q[j − j23 + j1 + 1]q[j + j23 − j1]q)

× ([2j2]q[2j23 + 2]q − [2]q[j3 − j2 + j23 + 1]q[j3 + j2 − j23]q)

− ([2j2]q[2j1 + 2]q − [2]q[j12 − j2 + j1 + 1]q[j12 + j2 − j1]q)[2j23 + 2]q[2j23]q
)

×[2j23 + 1]q

{
j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

+ [2]q[2j23]qA+
q

{
j1 j2 j12

j3 j j23 + 1

}

q

= 0,

(5.44)

donde

A−q =
√

[j + j23 + j1 + 1]q[j + j23 − j1]q[j − j23 + j1 + 1]q[j23 − j + j1]q

×
√

[j2 + j3 + j23 + 1]q[j2 + j3 − j23 + 1]q[j3 − j2 + j23]q[j2 − j3 + j23]q,

A+
q =

√
[j + j23 + j1 + 2]q[j + j23 − j1 + 1]q[j − j23 + j1]q[j23 − j + j1 + 1]q

×
√

[j2 + j3 + j23 + 2]q[j2 + j3 − j23]q[j3 − j2 + j23 + 1]q[j2 − j3 + j23 + 1]q.

(5.45)

Nótese que

A−q =
√

σ(j23)σ(−j23), A+
q =

√
σ(j23 + 1)σ(−j23 − 1),

donde

σ(j23) = [j23 − j3 + j2]q[j23 + j2 + j3 + 1]q[j23 − j1 + j]q[j + j1 − j23 + 1]q,
σ(−j23 − 1) = [j23 + j3 − j2 + 1]q[j2 + j3 − j23]q[j23 + j1 − j + 1]q[j + j1 + j23 + 2]q.

Sustituyendo (5.43) en (5.44) y simplificando la relación obtenida resulta

[2s]qσ(−s− 1)uα,β
n (x(s + 1), a, b)q + [2s + 2]qσ[s]uα,β

n (x(s− 1), a, b)q

+
(
λn[2s]q[2s + 1]q[2s + 2]q − [2s]qσ(−s− 1)− [2s + 2]qσ(s)

)
uα,β

n (x(s), a, b)q = 0,

la cual es la ecuación en diferencias para losq-polinomios de Racah (2.25).
A partir deuα,β

0 (x(s), a, b)q = 1, (5.43) se tiene

(−1)j1+j23+j
√

[2j1 − 2j2 + 1]q

{
j1 j2 j1 − j2

j3 j j23

}

q

= d−1
0

√
ρ(s).

3Nótese que esto es equivalente a la elección

j1 = (b− a− 1 + α + β)/2, j2 = (b− a− 1)/2, j3 = (a + b− 1)/2,

j12 = (2n + α + β)/2, j23 = s, j = (a + b− 1 + α− β)/2.
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Luego
{

j1 j2 j1 − j2

j3 j j23

}

q

:=
{

j1 j2 j1 − j2

j3 j s

}

q

=(−1)j+j1+s

√
[j1 + j + s + 1]q![j1 + j − s]q![j1 − j + s]q![j3 − j2 + s]q!

[j − j1 + s]q![j3 + j2 − s]q![j2 − j3 + s]q![j2 + j3 + s + 1]q!

×
√

[2j1 − 2j2]q![2j2]q![j2 + j3 + j − j1]q!
[2j1 + 1]q![j1 + j3 − j2 − j]q![j1 − j3 − j2 + j]q![j1 + j3 − j2 + j + 1]q!

.

Además, sustituyendos = a y s = b− 1 en (5.43) y usando (5.10) y (5.11) se encuentra que
{

j1 j2 j12

j3 j j3 − j2

}

q

= (−1)j12+j3+j

×
√

[j12 + j3 − j]q![2j2]q![j12 + j3 + j + 1]q![2j3 − 2j2]q![j2 − j1 + j12]q!
[j1 − j2 + j3 − j]q![j1 + j2 − j12]q![j1 − j2 + j3 + j + 1]q!

×
√

[j1 + j2 − j3 + j]q![j1 − j2 + j12]q![j3 − j12 + j]q!
[2j3 + 1]q![j3 − j1 − j2 + j]q![j12 − j3 + j]q![j1 + j2 + j12 + 1]q!

(5.46)

y
{

j1 j2 j12

j3 j j2 + j3

}

q

= (−1)j1+j2+j3+j

×
√

[2j2]q![j12 − j3 + j]q![j2 − j1 + j3 + j]q![2j3]q![j1 + j2 + j3 − j]q!
[j1 + j2 − j12]q![j1 − j2 − j3 + j]q![j3 − j12 + j]q!

×
√

[j2 − j1 + j12]q![j1 − j2 + j12]q![j1 + j2 + j3 + j + 1]q!
[2j2 + 2j3 + 1]q![j12 + j3 − j]q![j1 + j2 + j12 + 1]q![j12 + j3 + j + 1]q!

.

(5.47)

La relacíon (5.43) permite obtener varias relaciones de recurrencia para los6j-śımbolos deĺalge-
bra cúanticaSUq(2) usando las propiedades de losq-polinomios de Racah. Ası́ la RRTT (2.9)
resulta

[2j12]q Ã+
q

{
j1 j2 j12+1
j3 j j23

}

q

+[2j12+2]q Ã−q

{
j1 j2 j12 − 1
j3 j j23

}

q

−
(
[2j12]q[2j12+1]q[2j12+2]q

(
[j23]q[j23+1]q−[j3−j2]q[j3−j2+1]q

)
+[2j12]q

×[j1−j2+j12+1]q[j12−j1−j2]q[j12+j3−j+1]q[j12+j3+j+2]q−[2j12+2]q

×[j12−j3+j]q[j1+j2+j12+1]q[j3−j12+j+1]q[j2−j1+j12]q
) {

j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

=0,

(5.48)

donde

Ã−q =
√

[j2 − j1 + j12]q[j1 − j2 + j12]q[j12 − j3 + j]q[j12 + j3 − j]q[j1 + j2 + j12 + 1]q

×
√

[j12 + j3 + j + 1]q[j1 + j2 − j12 + 1]q[j3 − j12 + j + 1]q

Ã+
q =

√
[j2 − j1 + j12 + 1]q[j1 − j2 + j12 + 1]q[j12 − j3 + j + 1]q[j12 + j3 − j + 1]q

×
√

[j1 + j2 + j12 + 2]q[j12 + j3 + j + 2]q[j1 + j2 − j12]q[j3 − j12 + j]q.
(5.49)
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Las expresiones (5.13) y (5.14) dan lugar a

√
σ(j23 + 1)

{
j1 j2 j12

j3 j j23 + 1

}

q

+
√

σ(−j23 − 1
{

j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

= [2j23 + 2]q
√

[j2 − j1 + j12]q[j1 − j2 + j12 + 1]q

{
j1 + 1

2 j2 − 1
2 j12

j3 j j23 + 1
2

}

q

,

(5.50)

y

√
σ(−j23 − 1)

{
j1 + 1

2 j2 − 1
2 j12

j3 j j23 + 1
2

}

q

+
√

σ(j23)
{

j1 + 1
2 j2 − 1

2 j12

j3 j j23 − 1
2

}

q

= [2j23 + 1]q
√

[j12 − j1 + j2]q[j12 + j1 − j2 + 1]q

{
j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

,

(5.51)

respectivamente, mientras que de las fórmulas de diferenciación (5.15) – (5.16) se obtienen las
relaciones

[2j12 + 2]qA−q

{
j1 j2 j12

j3 j j23 − 1

}

q

+ [2j23]qÃ+
q

{
j1 j2 j12 + 1
j3 j j23

}

q

+

(
σ(j23)[2j12 + 2]q + [j1 − j2 + j12 + 1]q[2j23]qΛ(j12, j23, j1, j2)

{
j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

= 0

(5.52)

y

[2j12 + 2]qA+
q

{
j1 j2 j12

j3 j j23 + 1

}

q

− [2j23 + 2]qÃ+
q

{
j1 j2 j12 + 1
j3 j j23

}

q

+
(
[2j12 + 2]qσ(−j23 − 1)− [2j23 + 2]q[j1 − j2 + j12 + 1]q (Λ(j12, j23, j1, j2)

+ [j12 − j1 + j2]q[2j12 + 2]q[2j23 + 1]q)
{

j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

= 0,

(5.53)

respectivamente, dondeA±q viene dado por (5.45),̃A±q por (5.49) y

Λ(j12, j23, j1, j2) =σ (−j12 + j1 − j2 − 1)− σ (−j12 + j1 − j2)

− [2j12 + 2]q

[
j23 +

j12 − j1 + j2

2

]

q

[
j23 +

j12 − j1 + j2

2
+ 1

]

q

.
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Usando las representaciones hipergeométricas (5.7) y (5.9) se obtienen la representaciones para
los6j-śımbolos en t́erminos de las funcionesq-hipergeoḿetricas4 (2.14)

{
j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

= (−1)j12+j23+j2+j [2j2]q!
√

[j12 − j1 + j2]q!
[j1 − j2 + j3 − j]q![j1 − j2 + j3 + j + 1]q!

×
√

[j1 + j + j23 + 1]q![j1 + j − j23]q![j1 − j + j23]q![j3 − j2 + j23]q!
[j − j1 + j23]q![j3 + j2 − j23]q![j2 − j3 + j23]q![j2 + j3 + j23 + 1]q!

×
√

[j12 + j1 − j2]q![j + j3 + j − j12]q![j12 + j3 − j]q![j3 + j12 + j + 1]q!
[j12 − j3 + j]q![j1 + j2 + j12 + 1]q![j1 + j2 − j12]q!

× 4ϕ3

(
j1 − j2 − j12, j1 − j2 + j12 + 1, j3 − j2 − j23, j23 + j3 − j2 + 1

−2j2, j1 − j2 + j3 − j + 1, j1 − j2 + j3 + j + 2

∣∣∣∣ q , 1
)

,

y
{

j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

= (−1)j1+j23+j [2j2]q![j2 + j3 − j1 + j]q!
[j1 − j2 − j3 + j]q!

×
√

[j1 + j + j23 + 1]q![j1 + j − j23]q![j1 − j + j23]q![j3 − j2 + j23]q!
[j − j1 + j23]q![j3 + j2 − j23]q![j2 − j3 + j23]q![j2 + j3 + j23 + 1]q!

×
√

[j12 − j1 + j2]q![j12 + j1 − j2]q![j12 − j3 + j]q![j3 + j12 + j + 1]q!−1

[j1 + j2 + j12 + 1]q![j1 + j2 − j12]q![j3 + j − j12]q![j12 + j3 − j]q!

× 4ϕ3

(
j1 − j2 − j12, j1 − j2 + j12 + 1,−j3 − j2 + j23,−j23 − j3 − j2 − 1

−2j2, j1 − j2 − j3 + j + 1, j1 − j2 − j3 − j

∣∣∣∣ q , 1
)

.

Nótese que a partir de las representaciones anteriores los valores (5.46) y (5.47) se obtienen in-
mediatamente. Ńotese adeḿas que laśultimas f́ormulas son una forma explı́cita alternativa para
calcular los6j-śımbolos. Una tercera fórmula expĺıcita se sigue a partir de (5.12)
{

j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

=

√
[j23 + j2 − j3]q![j23 + j2 + j3 + 1]q![j23 + j − j1]q![j2 + j3 − j23]q!
[j23 + j3 − j2]q![j23 + j1 − j]q![j23 + j1 + j + 1]q![j1 + j − j23]q!

×
√

[j12 − j1 + j2]q![j1 − j2 + j12]q![j1 + j2 − j12]q![j3 − j12 + j]q!
[j12 − j3 + j]q![j12 + j3 − j]q![j1 + j2 + j12 + 1]q![j12 + j3 + j]q!

×
j12−j1+j2∑

k=0

(−1)k+j1+j23+j [2k + j1 − j2 − j12 + 2j23 + 1]q[k + j23 + j3 − j2]q!
[k]q![j12 − j1 + j2 − k]q![2j3 + 1 + k]q![k + j23 + j1 − j12 − j3]q!

× [2j23 + k − j12 + j1 − j2]q![k + j23 + j1 − j]q![k + j23 + j1 + j + 1]q![j1 + j − j23 − k]q!
[k + j23 + j1 − j12 + j3 + 1]q![k + j23 + j − j2 − j12]q![j2 + j3 − j23 + 1− k]q!

Para concluir esta sección se debe puntualizar que las relaciones (5.40) y (5.41) dan lugar a las
relaciones de ortogonalidad para losq-polinomios de Racah,uα,β

n (x(s), a, b)q, (5.7) y a susduales

uα′,β′
k (x(t), a′, b′)q, respectivamente, y también que la relación (5.22) entre losq-polinomios de

Racah y sus duales se deduce de la relación de simetŕıa (5.42).

4Para obtener la representación en t́erminos de las series hipergeométricas b́asicas es suficiente con usar la relación
(2.17).
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5.5. Los 6j-sı́mbolos y los q-polinomios alternativos de Racah ũα,β
n (x(s), a, b)q

En esta sección se haŕa el mismo ańalisis comparativo pero con losq-polinomios alternativos
de Racah,̃uα,β

n (x(s), a, b)q. En primer lugar se elige, de nuevo,s = j23, a = j3−j2, b = j2+j3+1.
En este caso la conexión viene dada a través de la expresión

(−1)j12+j3+j
√

[2j12 + 1]q

{
j1 j2 j12

j3 j j23

}

q

=

√
ρ(s)
d2

n

ũα,β
n (x(s), a, b)q, (5.54)

dondeρ y dn son la funcíon peso y la norma, respectivamente, de losq-polinomios alternativos
de Racah,̃uα,β

n (x(s), a, b)q, (véase la sección §5.2) sobre la red (5.1), yn = j1 + j2 − j12,
α = j1 − j2 − j3 + j ≥ 0, β = j1 − j2 + j3 − j ≥ 0.
Usando (5.54), la ecuación en diferencias (2.25) parãuα,β

n (x(s), a, b)q se transforma en la RRTT
(5.44) y la RRTT (2.9) se transforma en la ecuación en diferencias (5.48). Evaluando (5.54) en
s = j23 = j3− j2 y s = j23 = j2 + j3 +1 y usando (5.28) y (5.29) se recuperan los valores (5.46)
y (5.47), respectivamente. Si se sustituye ahoran = 0, i.e.,j12 = j1 + j2 se obtiene el valor

{
j1 j2 j1 + j2

j3 j j23

}

q

:=
{

j1 j2 j1 + j2

j3 j s

}

q

= (−1)j1+j2+j3+j

√
[2j1]q![2j2]q![j1 + j2 + j3 + j + 1]q![j1 + j2 − j3 + j]q!
[2j1 + 2j2 + 1]q![−j1 − j2 + j3 + j]q![j2 + j3 + s + 1]q!

×
√

[s− j1 + j]q![s− j2 + j3]q!
[j1 + j − s]q![j1 − j + s]q![j1 + j + s + 1]q![j2 + j3 − s]q![j2 − j3 + s]q!

.

Además, dado que este caso puede obtenerse del anterior realizando las sustituciones descritas
previamente, se omitirán todas las expresiones análogas a las obtenidas antes. Los detalles pueden
encontrarse en [27].

5.6. Conexión entre ũα,β
n (x(s), a, b)q y uα,β

n (x(s), a, b)q

A continuacíon se obtendrá la fórmula que conecta ambas familias. De hecho, las ecuaciones
(5.43) y (5.54) sugieren la siguiente relación entre ambas familias

ũα,β
b−a−1−n(x(s), a, b)q = (−1)s−a−n Γ̃(s−a + β + 1)Γ̃(b + α−s)

Γ̃(s + a−β + 1)Γ̃(α + 1 + n)

× Γ̃(b + α + 1 + s)Γ̃(a + b− β − n)
Γ̃(β + 1 + n)Γ̃(a + b + α + 1 + n)

uα,β
n (x(s), a, b)q.

(5.55)

Para probarla es suficiente sustituir la fórmula anterior en la ecuación en diferencias (2.25) de
los q-polinomios ũα,β

n (x(s), a, b)q. Tras algunos ćalculos sencillos resulting dicha ecuación se
transforma en la correspondiente ecuación en diferencias para los polinomiosuα,β

n (x(s), a, b)q.
Nótese que a partir de esta relación se sigue que

4F3

(
a− b + n + 1, a− b− α− β − n, a− s, a + s + 1

a− b + 1, 2a− β + 1, a− b− α + 1

∣∣∣∣ q , 1
)

=
(β + 1|q)s−a

(2a− β + 1|q)s−a

×(b + α + a + 1|q)s−a

(a− b− α + 1)s−a
4F3

( −n, α + β + n + 1, a− s, a + s + 1
a− b + 1, β + 1, a + b + α + 1

∣∣∣∣ q , 1
)

.
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Esto da lugar a la siguiente identidad para la serie hipergeométrica b́asica4ϕ3, n,N − n− 1, k =
0, 1, 2, . . .,

4ϕ3

(
qn−N+1, q−n−N+1A−1B−1, q−k, q−kD

q1−N , q−2kDB−1, q1−NA−1

∣∣∣∣ q , q

)

=
q−kN

AkBk

(qB; q)k(qN−2kDA; q)k

(q−2kDB−1; q)k, (q1−NA−1; q)k
4ϕ3

(
q−n, ABqn, q−k, q−kD
q1−N , qB, qN−2kDA

∣∣∣∣ q , q

)
.
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Tabla 5.2: Principales datos de losq-polinomios de Racah̃uα,β
n (x(s), a, b)q

Pn(s) ũα,β
n (x(s), a, b)q , x(s) = [s]q [s + 1]q

(a, b) [a, b− 1]

ρ(s)
Γ̃(s + a + 1)Γ̃(s + a− β + 1)

Γ̃(s + α + b + 1)Γ̃(b + α− s)Γ̃(s− a + 1)Γ̃(s + b + 1)Γ̃(s− a + β + 1)Γ̃(b− s)

− 1
2

< a ≤ b− 1, α > −1,−1 < β < 2a + 1

σ(s) [s− a]q [s + b]q [s− a + β]q [b + α + s]q

σ(−s− 1) [s + a + 1]q [b− s− 1]q [s + a− β + 1]q [b + α− s− 1]q

τ(s)
[2a− β + 1]q [b]q [b + α]q − [2b + α− 1]q [a]q [a− β]q − [2b + α− 1]q [2a− β + 1]q

−[2b− 2a + α + β − 2]qx(s)

τn(s)
−[2b−2a+α+β−2n−2]qx(s+ n

2
)+[a+ n

2
+1]q [b− n

2
−1]q [a+ n

2
+1−β]q [b− n

2
+α−1]q

−[a + n
2
]q [b− n

2
]q [a + n

2
− β]q [b− n

2
+ α]q

λn [n]q [2b− 2a + α + β − n− 1]q

Bn
1

[n]q !

d2
n

Γ̃(2a+n−β+1)Γ̃(2b−2a+α+β−n)[2b−2a−2n−1+α+β]−1
q

Γ̃(n+1)Γ̃(b−a−n)Γ̃(b−a−n+α)Γ̃(b−a+β−n)Γ̃(2b+α−n)Γ̃(b−a+α+β−n)

ρn(s)
Γ̃(s+a+n+1)Γ̃(s+a+n−β+1)

Γ̃(s+α+b+1)Γ̃(b+α−s−n)Γ̃(s−a+1)Γ̃(s+b+1)Γ̃(s−a+β+1)Γ̃(b−s−n)

an
(−1)nΓ̃[2b− 2a + α + β − n]q

[n]q !Γ̃[2b− 2a + α + β − 2n]q

αn − [n + 1]q [2b− 2a + α + β − n− 1]q

[2b− 2a + α + β − 2n− 1]q [2b− 2a + α + β − 2n− 2]q

βn

[a]q [a+1]q+
[2b−2a+α+β−n−1]q [a−b+n+1]q [2a−β+n+1]q [a−b−α+n+1]q

[2b−2a+α+β−2n−1]q [2b−2a+α+β−2n−2]q

+
[2b+α−n]q [b−a+α+β−n]q [b−a+β−n]q [n]q

[2b−2a+α+β−2n−1]q [2b−2a+α+β−2n]q

γn − [2a−β+n]q [b−a−n]q [b−a−n+α]q [b−a−n+β]q [2b+α−n]q [b−a+α+β−n]q

[2b−2a+α+β−2n−1]q [2b−2a+α+β−2n]q





6
Los q-polinomios semicl ásicos

6.1. Introducción

En este caṕıtulo se considerarán algunos problemas relacionadas con los polinomios ortogo-
nales semicĺasicos.
En esta memoria se han definido losq-polinomios en base a la ecuación de Pearson (véase la
Definición 3.3.1)

∆[σ(s)ρ(s)] = τ(s)∇x1(s)ρ(s)

dondeσ(s)+ 1
2τ(s)∇x1(s) y τ son polinomios de grado a lo más 2 y 1, respectivamente. Teniendo

en cuenta dicha definición, se puede plantear la siguiente pregunta: ¿Es posible encontrar SPO
respecto a funcionales linealesu tales que satisfagan la ecuación distribucional

∆
∇x1(s)

[φu] = ψu,

dondeφ(s) + 1
2ψ(s)∇x1(s) y ψ son polinomios de grados,k ≥ 0, y l ≥ 1, respectivamente?.

Nota 6.1.1. Dado que la red que se considerará, x(s), en este caṕıtulo es de tipo lineal, bas-
tará con suponer queφ es un polinomio de gradok.

Los polinomios semiclásicos est́andar1 fueron introducidos por J. A. Shohat [124] quien con-
sideŕo el funcional lineal2 u definido mediante la integral

〈u, p〉 =
∫ x2

x1

p(x)ρ(x)dx,

donde los ĺımites de integración son finitos o infinitos, yρ satisface la ecuación de Pearson

d

dx
[φ̃(x)ρ(x)] = ψ̃(x)ρ(x),

1Esto es, las SPO respecto al funcional linealu el cual satisface la ecuación distribucional d
dx

[φ̃u] = ψ̃u, dondeφ̃
y ψ̃ son polinomios de grado,k ≥ 0, y l ≥ 1, respectivamente.

2Al funcional respecto al cual una SP semiclásica es ortogonal se denominará funcional semicĺasico.
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dondeφ̃ y ψ̃ son polinomios de grados,k ≥ 0, y l ≥ 1, respectivamente.

En laúltima d́ecada P. Maroni [103, 104, 105, 106, 107] y algunos de sus colaboradores [78,
105, 108] han contestado parcialmente a la pregunta anterior encontrando diversos ejemplos de
familias semicĺasicas. De hecho, P. Maroni es quizá quien ha realizado el estudio más detallado de
dichas familias.

Dos conceptos fundamentales relativos a las familias semiclásicas son las depares admisibles
y la declase de un funcional semiclásico.

Definición 6.1.1. Seanφ y ψ dos polinomios de grado,k ≥ 0, y l ≥ 1, respectivamente. Diremos
que (φ, ψ) es un parq-admisible siempre que se verifique una de las siguientes condiciones:

1. grd(∆(1)φ) 6= grd(ψ).

2. grd(∆(1)φ) = grd(ψ), y

ĺım
q→1

1
[l]!

[∆(1)]p ψ(0) := ĺım
q→1

1
[l]!

l︷ ︸︸ ︷
∆(1) · · ·∆(1) ψ(0) 6= −n, n ∈ N0.

De hecho, si se tomaη = máx{grd φ− 2, grdψ − 1}, se dice que el par (φ, ψ) es de ordenη.

Teniendo en cuenta esta definición, dado un funcional semiclásico,u, se puede definir el con-
junto de todos los pares admisibles asociados au como

P2
u := {(φ, ψ) ∈ P2 : φ mónico y ∆[φu] = ψ∇x1(s)u}.

Se puede definir enP2
u el orden parcial,≺, sobreP 2

u respecto al cualP 2
u tiene unúnico elemento

minimal (φ0, ψ0).

Definición 6.1.2. Dado un funcional semiclásico,u, se define la clase del funcionalu como

σ := máx{deg(φ0)− 2, deg(ψ0)− 1} = mı́n
(φ,ψ)∈P2

u

máx{deg(φ)− 2,deg(ψ)− 1}.

Luego,σ es la menor de los ordenes asociados a los pares admisibles deu.
Pueden encontrarse todos los detalles relativos a estas definiciones en [77].

6.1.1. Los polinomios tipo Krall

En losúltimos ãnos han sido estudiados intensamente funcionales los cuales son perturbacio-
nes de un funcional linealc mediante la adición de masas de Dirac – los denominados polinomios
ortogonales tipo Krall – (v́ease, por ejemplo, en [21, 22] y las referencias contenidas en estos), i.e.
u = c + Aδ(x− x0), dondeA ≥ 0, x0 ∈ C y

〈δ(x− y), p(x)〉 = p(y), p ∈ C[x].

De particular inteŕes resultan ser aquellos casos en los que el funcional inicial es clásico est́andar
(Jacobi [21, 85], Laguerre [21, 81], Hermite [21], y Bessel [100]) o discreto (Hahn, Meixner,
Kravchuk, y Charlier) [18, 19, 20, 46, 47, 68]. Un caso más general es el siguiente:u = c +∑M

i=1 Aiδ(x − ai) −
∑N

j=1 Bjδ
′(x − bj) el cual ha sido estudiado en [12] donde se ha puesto

especiaĺenfasis en quec sea un funcional lineal semiclásico.
En [24] se estudia en detalle el caso dondec es un funcional lineal discreto semiclásico oq-
semicĺasico .
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En esta memoria se hará hincapíe en el caso cuandoc es un funcional linealq-clásico y se cons-
truirán los polinomios tipo Krall asociados a las familiasq-clásicas de la tabla de Hahn [23, 87].
Este caso no es muy conocido y sólo unos pocos artı́culos estudian ejemplos concertos: los poli-
nomios de Stieltjes-Wigert [56], un caso particular de los polinomios pequeños de Jacobi [139], y
los polinomios de Al-Salam & Carlitz I y discretos de Hermite I [24].
Aśı, el inteŕes de esta contribución es la de continuar el trabajo comenzado en [24] y estudiar diver-
sas familias deq-polinomios ortogonales tipo Krall. En particular, se obtendrán los ĺımites de los
q-polinomios tipo Krall en la tabla de Hahn. En este sentido se continuará el estudio comenzado
en [21] concerniente a las relaciones lı́mite entre las familias tipo Krall.

6.1.2. Las relaciones de estructura de las familias semiclásicas

Las sucesiones de polinomios ortogonalesq-clásicos, oq-polinomios, (q-polinomios grandes
de Jacobi,q-polinomios de Laguerre, de Al-Salam & Carlitz I, de Charlier, etc.) se caracterizan
por la propiedad que su la sucesión de susq-diferencias (ḿonicas) son, de nuevo, ortogonales
(propiedad de Hahn, véase [71]). De hecho, el operadorq-diferencia es un caso particular del
operador de Hahn el cual se define como

Lq,ω(f)(x) =
f(qx + ω)− f(x)

(q − 1)x + ω
, ω ∈ C, q ∈ C, |q| 6= 1.

En lo que sigue, se trabajará con polinomiosq-semicĺasicos yq-clásicos de la tabla de Hahn, por
tanto se considerará la redq-lineal x(s), i.e. x(s + 1) = qx(s) + ω. Nótese que en este caso,
dado que la red esq-lineal, los operadores∆(1) y Lq,ω coinciden, de ah́ı que∆(1) ≡ Lq,ω. Nótese
adeḿas que, siq → 1 el operador∆(1) se transforma en el operador en diferencias finitas progre-
sivas∆. En tal caso, cuandow → 0 se recuperan los polinomios semiclásicos est́andar [106].
Existen varias formas de abordar los polinomios ortogonalesq-semicĺasico. Por ejemplo, la ecua-
ción funcional (la llamada ecuación de Pearson) que satisface el functional de momentos permite
un estudio eficiente de algunas caracterı́sticas de losq-polinomios [23, 77, 78, 111]. Sin embargo,
las sucesiones deq-polinomios ortogonales,{Cn}n≥0, pueden también caracterizarse teniendo en
cuenta su ortogonalidad ası́ como las siguientes ecuaciones en diferencia, las denominadas rela-
ciones de estructura.

• Primera relacíon de estructura[2], [84], [116]

Φ(s)C [1]
n (s) =

n+t∑
ν=n

λn,νCν(s), n ≥ 0, λn,n 6= 0, n ≥ 0, (6.1)

dondeΦ es un polinomio congrdΦ = t ≤ 2 y C
[1]
n (s) := [n + 1]−1∆(1)Cn+1(s), donde,

[n] :=
qn − 1
q − 1

, n ≥ 0. (6.2)

•• Segunda relación de estructura[110, 111]

Cn(s) =
n∑

ν=n−t

θn,νC
[1]
ν (s), n ≥ t, 0 ≤ t ≤ 2, θn,n = 1, n ≥ t. (6.3)

La generalizacíon de estas familias da lugar a losq-polinomios semicĺasicos los cuales fueron
introducidos por J. C. Medem [110]
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Para las sucesiones deq-polinomios, los cuales sonq-semicĺasicos de clase cero, las relaciones de
estructura (6.1) y (6.3) se convierten en

φ(s)Lq,ωPn(s) = φ(s)
∆Pn(s)
∆x(s)

= α̃nPn+1(s) + β̃nPn(s) + γ̃nPn−1(s), γ̃n 6= 0,

σ(s)L1/q,ω/qPn(s) = φ(s)
∇Pn(s)
∇x(s)

= α̂nPn+1(s) + β̂nPn(s) + γ̂nPn−1(s), γ̂n 6= 0,

Pn(s) = P
[1]
n (s) + δnP

[1]
n−1(s) + εnP

[1]
n−2(s).

6.2. Relaciones lı́mite entre los q-polinomios tipo Krall

En este apartado se considerará una extensión natural de varios resultados relativos a los poli-
nomios tipo Krall introduciendo una modificación de un funcionalq-clásico linear,c, mediante la
adición de una o dos masas puntuales, esto es,

u := c + Aδ(x− x0) + Bδ(x− x1), x0, x1 ∈ C, A,B ∈ C,

los cuales se denominanq-polinomios tipo Krall. Paráestos, se obtendrán tanto sus expresiones
expĺıcitas, dando su representación en t́erminos de las series hipergeométricas b́asicas, como las
relaciones entre las distintas familias deq-polinomios de la Tabla deq-Hahn.

6.2.1. Preliminares

En esta sección se considerarán algunas f́ormulas relativas a losq-polinomios,Pn, de la tabla
de Hahn, los cuales son ortogonales respecto a un funcionalq-clásico,cq [111], i.e.,

〈cq, PnPm〉 = d2
nδn,m, d2

n 6= 0, n,m = 0, 1, 2, . . . . (6.4)

Estos funcionales usualmente son de la forma (véase sección 6.2.2 para ḿas detalles)

〈cq, P 〉 =





∞∑

s=0

P (s)ρ(s)∇x1(s), q-polinomios pequẽnos de Jacobi, Meixner, Wall, Charlier,

∫ s1

s0

P (x)ρ(x) dqx, q-polinomios pequẽnos de Jacobi, de Laguerre,

(6.5)
etc., donde ∫ s1

s0

f(t)dqt,

representa laq-integral de Jackson (véase [66, 82] o§2.5.1),ρ es una funcíon peso que satisface
la ecuacíon en diferencias de tipo Pearson

∆[σ(s)ρ(s)] = τ(s)ρ(s)∇x1(s) ⇐⇒ ρ(s + 1)
ρ(s)

=
σ(s) + τ(s)∇x1(s)

σ(s + 1)
,

y x(s) = c1q
s + c3.

Si se considera ahora la sucesión deq-polinomios ortogonales respecto al funcionalq-lineal cq,
estos satisfacen la ecuación lineal en diferencias de segundo orden de tipo hipergeométrico (4.14)
[116]. Adeḿas, estas familias satisfacen varias relaciones algebraicas tales como una RRTT

x(s)Pn(s) = αnPn+1(s) + βnPn(s) + γnPn−1(s), n = 0, 1, . . . , (6.6)
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tomandoP−1 ≡ 0, las relaciones estructura (o fórmulas de diferenciación)

σ(s)
∇Pn(s)
∇x(s)

= α̃nPn+1(s) + β̃nPn(s) + γ̃nPn−1(s), n = 1, 2, . . . ,

Θ(s)
∆Pn(s)
∆x(s)

= α̂nPn+1(s) + β̂nPn(s) + γ̂nPn−1(s), n = 1, 2, . . . ,

(6.7)

donde, como antes,Θ(s) = σ(s) + τ(s)∇x1(s), aśı como la f́ormula de Christoffel-Darboux

Kn(s1, s2) :=
n∑

m=0

Pm(s1)Pm(s2)
d2

m

=
αn

d2
n

Pn+1(s1)Pn(s2)− Pn+1(s2)Pn(s1)
x(s1)− x(s2)

. (6.8)

De ahora en adelante se denotará porKn(s0) al valorKn(s0, s0). A partir de (6.8) y (6.7) se sigue
que

1. Si σ(s0) = 0, entonces

Kn−1(s, s0) =
Pn(s0)

d2
n

(
γ̃n

γn
− α̃n

αn

)
[
α̃n

αn
Pn(s)− σ(s)

x(s)− x(s0)
∇Pn(s)
∇x(s)

]
. (6.9)

2. Si Θ(s0) = 0, entonces

Kn−1(s, s0) =
Pn(s0)

d2
n

(
γ̂n

γn
− α̂n

αn

)
[
α̂n

αn
Pn(s)− Θ(s)

x(s)− x(s0)
∆Pn(s)
∆x(s)

]
. (6.10)

Nota 6.2.1. Un cálculo directo muestra quẽ
αn

αn
y

γ̃n

γn
son independientes de la normalización

empleada paraPn, i.e. siP̂n(s) = CnPn(s) entonces dichos radios no cambian. Además ([8, ec.
(6.15)])

γ̃n

γn
− α̃n

αn
=

γ̂n

γn
− α̂n

αn
.

6.2.2. Los ejemplos

En esta sección se incluiŕan las principales propiedades de las familias deq-polinomios que
se estudiaŕan en el resto de la sección (para ḿas detalles v́ease [82]). En todos los casos se ha
usado (6.9) y (6.10) para calcular los núcleos en los puntos correspondientes. De ahora en ade-
lante se consideraran, además, medidas de probabilidad, i.e.d2

0 = 1. Este hecho será útil para
obtener los ĺımites correctos para los correspondientesq-polinomios tipo Krall. A partir de ahora
se empleaŕa la notacíon est́andar para las series hipergeométricas b́asicas. Para ḿas detalles v́ease
[66].

1. Losq-polinomios grandes de Jacobi:
Esta familia de polinomios fue introducida por Hahn en 1949 y son, como se mencionó con
anterioridad, la familia ḿas general deq-polinomios sobre la redq-lineal x := x(s) = qs.
Dicha familia es una sucesión deq-polinomios ortogonales respecto al funcional lineal

〈cBqJ , P 〉 :=
∫ aq

cq
P (x)ρ(x)dqx, (6.11)
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donde la funcíon pesoρ, est́a soportada sobre[cq, aq], con0 < a, b < q−1, c < 0 (véase la
tabla A.3). Si adeḿas se tiene en cuenta que

Pn(aq; a, b, c; q) =
(abc−1q; q)n

(cq; q)n

(
−cq

n+1
2

)n
,

Pn(cq; a, b, c; q) =
(bq; q)n

(aq; q)n

(
−aq

n+1
2

)n
,

se obtienen las siguientes expresiones para los núcleos

KBqJ
n−1 (x, aq)=

(aq, abq; q)n

(q, bq; q)n

[
(1−q−n)Pn(x; a, b, c; q)−(x−cq)(1−q−1)Dq−1Pn(x; a, b, c; q)

(1−abq)an

]
,

KBqJ
n−1 (x, 1)=

aq(aq, abq, cq; q)n

(q, bq, abc−1q; q)n

[
b(qn−1)Pn(x; a, b, c; q)−(bx−c)(q−1)DqPn(x; a, b, c; q)

(1− abq)(−acqn/2+1/2)n

]
,

KBqJ
n−1 (x, cq)=

(abq, cq; q)n

(q, abc−1q; q)n

[
(1−q−n)Pn(x; a, b, c; q)−(x−aq)(1−q−1)Dq−1Pn(x; a, b, c; q)

(1− abq)cn

]
,

(6.12)

y

KBqJ
n−1(aq) =

n−1∑

k=0

(1− abq2k+1)(aq, abq, abc−1q; q)k

(1− abq)(q, bq, cq; q)k

(
−a−1cq

k−1
2

)k

,

KBqJ
n−1(cq) =

n−1∑

k=0

(1− abq2k+1)(bq, abq, cq; q)k

(1− abq)(q, aq, abc−1q; q)k

(
−ac−1q

k−1
2

)k

,

KBqJ
n−1(1) =

n−1∑

k=0

(1− abq2k+1)(aq, abq, cq; q)k

(1− abq)(q, bq, abc−1q; q)k

(
−acq

k+3
2

)−k

,

KBqJ
n−1 (aq, cq) =

n−1∑

k=0

(1− abq2k+1)(abq; q)k(−1)kq(
k
2)

(1− abq)(q; q)k
=

(abq2; q)n−1

(q; q)n−1
(−1)nq(

n
2),

KBqJ
n−1 (aq, 1) =

n−1∑

k=0

(1− abq2k+1)(aq, abq; q)k

(1− abq)(q,bq; q)k(aq)k
=

(aq2, abq2; q)n−1

(q, bq; q)n−1(aq)n−1
,

dondeDq es, como antes, laq-diferencia de Jackson (véase por ejemplo [82] o§2.5.1),

DqP (z) =
P (qz)− P (z)

(q − 1)z
.

Nota 6.2.2. Los polinomios grandes de Laguerre,Pn(x; a, c; q), son un caso particular de
los grandes de Jacobi:

Pn(x; a, c; q) = Pn(x; a, 0, c; q),

por tanto todas sus propiedades pueden obtenerse de las correspondientes propiedades de
los q-polinomios grandes de Jacobi tomandob = 0. Por otro lado, un caso especial de los
q-polinomios grandes de Laguerre son losq-polinomios afines de Kravchuk [82, p. 101]

KAff
n (q−s; p,N ; q) = Pn(q−s; p, q−N−1; q),

de ah́ı que se pueda realizar un proceso análogo para estos.
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2. Losq-polinomios de Meixner:
Estosq-polinomios son ortogonales respecto al funcionalq-lineal

〈cqM , P 〉 :=
∞∑

s=0

P (s)ρ(s)q−s, (6.13)

donde la funcíon pesoρ est́a soportada sobre[1,+∞), con0 < b < q−1, 0 < c (véase la
tabla A.6). Adeḿas,Mn(1; b, c|q) = 1, y

KqM
n−1(x, 1)=

(bq; q)n

(q,−c−1q; q)n

[
(1−qn)Mn(x; b, c; q)−(x+bc)(1−q)Dq−1Mn(x; b, c; q)

]
,

KqM
n−1(1) =

n−1∑

k=0

(bq; q)k

(q,−c−1q; q)k
qk.

(6.14)

Nota 6.2.3. Un caso especial de losq-polinomios de Meixner son losq-polinomios cúanti-
cos de Kravchuk [82, p. 98]

Kqtm
n (q−s; p,N ; q) = Mn(q−s; q−N−1,−p−1; q).

3. Losq-polinomios de Laguerre:
Esta familia deq-polinomios es ortogonal respecto al funcional lineal

〈CqL, P 〉 :=
+∞∑

s=−∞
P (cqk)ρ(s)qs, (6.15)

donde la funcíon pesoρ (véase tabla??) est́a soportada sobre[0,+∞), a = qα, x := x(s) =
cqs. En este casoL(α)

n (0; q) = (aq; q)n/(q; q)n, y

KqL
n−1(x, 0) =

1− q−1

a
DqL

(α)
n (q−1x; q), KqL

n−1(0) =
n−1∑

k=0

(aq; q)k

(q; q)k
qk =

(aq2; q)n−1

(q; q)n−1
.

(6.16)

4. Losq-polinomios de Stieltjes-Wigert:
Para esta familia deq-polinomios el problema de momentos es indeterminado, es decir,
existen infinitas representaciones para el funcional linealcSW respecto al que ellos son
ortogonales (v́ease, por ejemplo, [82]). Aquı́ se elegiŕa el siguiente

〈cSW , P 〉 :=
∫ ∞

0
P (x)ρ(x)dx, (6.17)

dondeρ es una funcíon peso soportada sobre[0, +∞) (véase la tabla??).
En este casoSn(0; q) = 1/(q; q)n, luego

KSW
n−1(x, 0) = (1− q−1)DqSn(q−1x; q), KSW

n−1(0) =
1

(q; q)n−1
. (6.18)
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6.2.3. Los q-polinomios tipo Krall

En esta sección se introduciŕan losq-polinomios ortogonales tipo Krall. En un artı́culo recien-
te [24] los autores introducen los polinomios discretos tipo Krall como una perturbación de un
funcional lineal discreto clásico o semicĺasico y desarrollan una teorı́a general para encontrar las
propiedades algebraicas tales como RRTT, ecuaciones lineales en diferencias de segundo orden,
etc. En esta memoria se prestará atencíon al caso especial cuando el funcional de partida,c, es
q-clásico [111]. Aśı, se considerará el funcional linealu definido como

〈u, P 〉 = 〈c, P 〉+ AP (x0) + BP (x1), A, B ∈ C, (6.19)

dondec es el funcional lineal considerado en (6.5) yx0, x1 ∈ C. En [24] se presenta una teorı́a
general para resolver este problema cuando se añadenN masas, no obstante sólo dos ejemplos
se consideraron en detalle. Aquı́ se completaŕa dicho trabajo introduciéndose nuevos ejemplos y
estableciendo las relaciones lı́mite entre ellos, de la misma forma como se hizo en [21].
La expresíon expĺıcita de los polinomios,̃PA,B

n , ortogonales respecto al funcional linealu (6.19)
viene dada por [24]

P̃n(x) = Pn(x)−
M∑

i=1

AiP̃n(ai)Kn−1(x, ai), (6.20)

donde(P̃n(ak))M
k=1 es la solucíon del sistema

P̃n(ak) = Pn(ak)−
M∑

i=1

AiP̃n(ai)Kn−1(ak, ai), k = 1, 2, . . . , M.

La fórmula (6.20) fue obtenida por primera vez por V. B. Uvarov [137] (véase también [75,§2.9]).
Por tanto, la f́ormula [24, p.57, ec. (2.5)] da lugar a

P̃A,B
n (s) = Pn(s)−

[
AKn−1(x, x0)
BKn−1(x, x1)

]t[ 1 + AKn−1(x0) BKn−1(x0, x1)
AKn−1(x1, x0) 1 + BKn−1(x1)

]−1[
Pn(x0)
Pn(x1)

]
,

(6.21)
dondeCt denota a la matriz transpuesta deC. Adeḿas, los polinomiosPA,B

n existen para cada
n = 0, 1, . . . si y śolo si se satisface la siguiente condición

det
[

1 + AKn−1(x0) BKn−1(x0, x1)
AKn−1(x1, x0) 1 + BKn−1(x1)

]
6= 0, ∀n ∈ N. (6.22)

Cuando la masaB es nula, i.e.B = 0, la expresíon (6.21) se transforma en

P̃A
n (s) = Pn(s)−AP̃A

n (x0)Kn−1(x, x0), P̃A
n (x0) =

Pn(x0)
1 + AKn−1(x0)

. (6.23)

Nótese que siB = 0 y A ≥ 0, entonces la condición (6.22) da lugar a

1 + AKn−1(x0) ≥ 1 > 0,

por lo tantoPA
n existe para todon = 0, 1, . . .

El siguiente paso consiste en construir las correspondientes familias deq-polinomios tipo Krall
asociadas a cada una de las familias deq-polinomios cĺasicos consideradas en la section§6.2.2.
Se comenzará con la familia de losq-polinomios grandes de Jacobi dado que las demás familias
pueden obtenerse tomando lı́mites apropiados. Adeḿas, se elegiŕan los valores dex0 y x1 de
manera que los ńucleos (6.8) tengan la forma más sencilla, es decir, (6.9) y (6.10).
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6.2.4. Ejemplo con dos masas: Los q-polinomios grandes de Jacobi tipo Krall

SeauBqJ el funcional definido por

〈uBqJ , P 〉 = 〈cBqJ , P 〉+ AP (x0) + BP (x1), A, B ≥ 0,

dondex0, x1 ∈ C y cBqJ es el funcionalq-lineal (6.11). Los polinomios correspondientes se
denotaŕan porPA,B

n (x; a, b, c; q) y constituyen unq-ańalogo de los polinomios de Koornwinder
[85]. La expresíon polińomica para esta familia se sigue de (6.21)

P̃A,B
n (x; a, b, c; q) =Pn(x; a, b, c; q)−

[
AKBqJ

n−1 (x; x0) BKBqJ
n−1 (x;x1)

]

×
[

1 + AKBqJ
n−1(x0) BKBqJ

n−1 (x0, x1)
AKBqJ

n−1 (x1, x0) 1 + BKBqJ
n−1(x1)

]−1 [
Pn(x0; a, b, c; q)
Pn(x1; a, b, c; q)

]
.

A continuacíon se considerarán dos casos especı́ficos – aunque no por ello de menor relevancia –.
1. Losq-polinomios de Koornwinder:
Estos se obtienen cuando se añaden las masas en los puntos frontera del intervalo de ortogonalidad
de losq-polinomios grandes de Jacobi, i.e.,x0 = cq y x1 = aq. Para estos valores

P̃A,B
n (x; a, b, c; q) := Pn(x; a, b, c; q)−AP̃A,B

n (cq)KBqJ
n−1 (x, cq)−BP̃A,B

n (aq)KBqJ
n−1 (x, aq).

Entonces usando (6.12) se obtiene

P̃A,B
n (x; a, b, c; q) = (1− (1− q−n)An)Pn(x; a, b, c; q) + (1− q−1)Bn(x)Dq−1Pn(x; a, b, c; q),

(6.24)
donde

An =
(abq; q)n

(1− abq)(q; q)n

(
AP̃A,B

n (cq)
(cq; q)n

cn(abc−1q; q)n
+ BP̃A,B

n (aq)
(aq; q)n

an(bq; q)n

)

y

Bn(x) =
(abq; q)n

(1− abq)(q; q)n

(
AP̃A,B

n (cq)
(cq; q)n(x− cq)
cn(abc−1q; q)n

+ BP̃A,B
n (aq)

(aq; q)n(x− aq)
an(bq; q)n

)
.

Por tanto

xP̃A,B
n (x; a, b, c; q) =

(
(1− (1− q−n)An)x + Bn(x)

)
Pn(x; a, b, c; q)

−Bn(x)Pn(q−1x; a, b, c; q).
(6.25)

Teniendo en cuenta las identidades [82, (3.5.6), (3.5.7)] para losq-polinomios grandes de Jacobi

Pn(x; a, b, c; q)− Pn(qx; a, b, c; q) =
q(q−n − 1)(1− abqn+1)

(1− aq)(1− cq)
xPn−1(qx; aq, bq, cq; q),

DqPn(x; a, b, c; q) =
q(q−n − 1)(1− abqn+1)
(1− q)(1− aq)(1− cq)

Pn−1(qx; aq, bq, cq; q),

la expresíon (6.24) puede reescribirse de la forma

P̃A,B
n (x; a, b, c; q) =(1− (1− q−n)An)Pn(x; a, b, c; q)

+ Bn(x)
(1− q−n)(1− abqn+1)

(1− aq)(1− cq)
Pn−1(x; aq, bq, cq; q).

(6.26)
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Antes de analizar el siguiente caso se mostrará que estos polinomios pueden ser escritos en térmi-
nos de las series hipergeométricas b́asicas. De hecho, por definición de losq-polinomios grandes
de Jacobi y (6.26) se tiene

P̃A,B
n (x; a, b, c; q) =

(1− (1− q−n)An)
(1− aq)(1− cq)

∞∑

k=0

(q−n, abqn+1, x; q)kq
k

(aq2, cq2, q; q)k

×
(
(1− aqk+1)(1− cqk+1) + B̃n(x)(1− abqn+k+1)(1− q−n+k)

)
,

(6.27)

donde

B̃n(x) =
Bn(x)

1− (1− q−n)An
.

Si se usa la identidad
(qα+1; q)m(1− qα) = (qα; q)m(1− qα+m),

aśı como el hecho que el polinomio

(1− aqk+1)(1− cqk+1) + B̃n(x)(1− abqn+k+1)(1− q−n+k),

en qk tiene dos ceros,qα1 , y qα2 los cuales dependen, en general, de todos los parámetros, i.e.,
α1,2 := α1,2(n, x; a, b, c, A,B; q), se sigue que

P̃A,B
n (x; a, b, c; q) = D̃n(x) 5ϕ4

(
q−n , abqn+1 , q1−α1 , q1−α2 , x

aq2 , cq2 , q−α1 , q−α2
q; q

)
, (6.28)

donde

D̃n(x) =
aq(1− (1− q−n)An)(1− qα1)(1− qα2)

(1− aq)(1− cq)

[
cq +

bBn(x)
1− (1− q−n)An

]
.

Nota 6.2.4. Nótese quẽDn es, en general, un polinomio de grado 1 enx. Para convencerse que
Pn es un polinomio de gradon basta evaluar(6.27)parak = n dado que en este caso el segundo
término delúltimo corchete se anula.

2. Casox0 = aq y x1 = 1:
Para estos valores

P̂A,B
n (x; a, b, c; q) := Pn(x; a, b, c; q)−AP̂A,B

n (aq)KBqJ
n−1 (x, aq)−BP̂A,B

n (1)KBqJ
n−1 (x, 1).

Entonces usando (6.12) se obtiene que

P̂A,B
n (x; a, b, c; q) = (1− (1− q−n)Ân(AP̂n(aq) + BPA,B

n (1)Ĉn))Pn(x; a, b, c; q)

+Ân(1− q−1)APA,B
n (aq)(x− cq)Dq−1Pn(x; a, b, c; q)

+Ân(q − 1)BPA,B
n (1)Ĉn(bx− c)DqPn(x; a, b, c; q),

donde

Ân =
(aq, abq; q)n

(1− abq)(q, bq; q)nan
y Ĉn =

abq(cq; q)n

(abc−1q; q)n(−c)nq
n(n−1)

2

.

De ah́ı que

xP̂A,B
n (x; a, b, c; q) =

(
x+ÂnAPA,B

n (aq)
(
q−nx−cq

)
+ÂnBPA,B

n (1)Ĉn

(
x
(
q−n−1−b

)
+ c

))

× Pn(x; a, b, c; q)− ÂnAPA,B
n (aq) (x− cq) Pn(q−1x; a, b, c; q)

+ ÂnBPA,B
n (1)Ĉn (bx− c) Pn(qx; a, b, c; q).
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Siguiendo la misma idea que en el caso anterior se obtiene la expresión

P̂A,B
n (x; a, b, c; q) = (1− (1− q−n)Ân(APA,B

n (aq) + BPA,B
n (1)Ĉn))Pn(x; a, b, c; q)

−AnAPA,B
n (aq)(x− cq)Pn−1(x; aq, bq, cq; q)

−qAnBPA,B
n (1)Ĉn(bx− c)Pn−1(qx; aq, bq, cq; q),

(6.29)
donde

An = Ân
(1− q−n)(1− abqn+1)

q(1− aq)(1− cq)
.

Esta familia tambíen admite una representación en t́erminos de las series hipergeométricas b́asicas.
De hecho tras algunos cálculos sencillos, como en el caso previo, se obtiene que

P̂A,B
n (x; a, b, c; q) = D̂n(x) 6ϕ5

(
q−n , abqn+1 , q1−β1 , q1−β2 , q1−β3 , x

aq2 , cq2 , q−β1 , q−β2 , q−β3
q; q

)
, (6.30)

dondeD̂n(x) depende de los parámetros definidos para esta familia y,qβ1 , qβ2 y qβ3 , son los
ceros de cierto polinomio de tercer grado enqk, que tambíen dependen de dichos parámetros, i.e.
βi := βi(n, x; a, b, c, A, B; q), i = 1, 2, 3.

Nota 6.2.5. Casos particulares de estas familias:
TomandoA = 0 en(6.28)se obtienen los polinomios

P̃B(x; a, b, c; q) = D̃B
n (x) 5ϕ4

(
q−n abqn+1 q1−α1 q1−α2 x

aq2 cq2 q−α1 q−β2
q; q

)
,

y tomandoA = 0 en(6.30)

P̂B(x; a, b, c; q) = D̂B
n (x) 6ϕ5

(
q−n abqn+1 q1−β1 q1−β2 q1−β3 x

aq2 cq2 q−β1 q−β2 q−β3
q; q

)
.

Sustituyendo en todas las fórmulas anterioresc = q−N−1 se obtienen losq-polinomios de Hahn
tipo Krall.

Antes de continuar, ténganse en cuenta que las familias anteriores, ası́ como las que se mostra-
rán a continuación, satisfacen una RRTT y una ecuación lineal en diferencias de segundo orden.
Para ḿas detalles v́ease [24].

6.2.5. Ejemplos con una masa

¤ Los q-polinomios de Meixner tipo Krall

Estos polinomios son ortogonales respecto al funcional lineal

〈uqM , P 〉 = 〈cqM , P 〉+ AP (1), A ≥ 0,

dondecqM es el funcional definido en (6.13) asociado a losq-polinomios de Meixner.
La expresíon expĺıcita para esta familia es (véase (6.20), (6.14))

M̃A
n (x; a, b; q) =Mn(x; a, b|q)−A

Mn(1; a, b|q)KqM
n−1(x, 1)

1 + AKqM
n−1(1)

=Mn(x; a, b|q)−A
Mn(1; a, b|q)
1 + AKqM

n−1(1)

(bq; q)n

(q,−c−1q; q)n

(
(1− qn)Mn(x; b, c; q)

− (x + bc)(1− q)Dq−1Mn(x; b, c; q)
)
.

Para esta familia se obtiene una serie hipergeométrica b́asica3ϕ2.
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¤ Los q-polinomios de Laguerre tipo Krall

Estos polinomios son ortogonales respecto al funcionalq-lineal

〈uqL, P 〉 = 〈cqL, P 〉+ AP (0), A ≥ 0,

dondecqL es el funcional definido en (6.15) asociado a losq-polinomios de Laguerre.
En este caso (6.20) y (6.16) dan lugar a

L̃
(α),A
n (x; q) = L(α)

n (x; q)−A
L

(α)
n (0; q)KqL

n−1(x, 0)

1 + AKqL
n−1(0)

= L(α)
n (x; q)−A

L
(α)
n (0; q)

1 + AKqL
n−1(0)

1− q−1

a
DqL

(α)
n (q−1x; q).

Esta familia tambíen se representa mediante una serie hipergeométrica b́asica3ϕ2.

¤ Los polinomios de Stieltjes-Wigert tipo Krall

Esta familia de polinomios, que fue estudiada por primera vez en [56], son ortogonales res-
pecto al funcional lineal

〈uSW , P 〉 = 〈cSW , P 〉+ AP (0), A ≥ 0,

dondecSW es el funcional definido en (6.17) asociado a los polinomios de Stieltjes-Wigert.
La representación para esta familia tiene la forma (see (6.20), (6.18))

S̃A
n (x; q) = Sn(x; q)−A

Sn(0; q)KSW
n−1(x, 0)

1 + AKSW
n−1(0)

= Sn(x; q)−A
Sn(0; q)

1 + AKSW
n−1(0)

(1− q−1)DqSn(q−1x; q).

Este caso da lugar a una serie hipergeométrica b́asica2ϕ2.

6.2.6. Algunas propiedades algebraicas de P̃A
n

En [24] se mostŕo que losq-polinomios de tipo Krall satisfacen una ecuación lineal de segundo
orden de la forma

fA(n, s)y(s + 1) + gA(n, s)y(s) + hA(n, s)y(s− 1) = 0, (6.31)

aśı como una expresión expĺıcita (en t́erminos de los parámetros de la familia inicial) d́andose los
coeficientesfA, gA, y hA. Tambíen en [24] se calcula la RRTT para los polinomiosP̃A

n ,

x(s)P̃A
n (x(s)) = αA

n P̃A
n+1(x(s)) + βA

n P̃A
n (x(s)) + γA

n P̃A
n−1(x(s)), (6.32)

donde los coeficientesαA
n , βA

n , y γA
n vienen dados por

αA
n = αn, γA

n = αn−1
d̃2

n

d̃2
n−1

6= 0,

βA
n = βn +

APn(x(s0))
d2

n

(
αn

Pn+1(x(s0))
1 + AKn(s0)

− γn
Pn−1(x(s0))

1 + AKn−1(s0)

)
,
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dondeαn, βn, y γn son los coeficientes de la RRTT de la familia deq-polinomios iniciales (6.6),
d2

n = 〈c, PnPn〉 y

d̃2
n = 〈u, P̃A

n P̃A
n 〉 = d2

n +
[
AP̃A

n (s0)
]2
Kn−1(s0) + A

[
P̃A

n (s0)
]2

=
1 + AKn(s0)

1 + AKn−1(s0)
d2

n,

es el cuadrado de la norma del polinomioPn y PA
n , respectivamente.

¤ Ejemplos

Aqúı se mostraŕan śolo las expresiones explı́citas para dos de los ejemplos.
Para losq-polinomios de Laguerre tipo Krall se tiene

fA(n, s) =a(qs + 1)
(
((1 + bn(s))(1 + bn(s− 1))

− (1 + bn(s))bn(s− 1)(a(1 + qs+n−1) + 1) + bn(s)bn(s− 1)a(qs−1 + 1)
)
,

gA(n, s) =(1 + bn(s + 1))bn(s− 1)a(qs−1 + 1) +
(
1− abn(s− 1)(1 + qs+n−1)

)

× (
(1 + bn(s + 1))(a(1 + qs+n) + 1)− a(qs + 1)bn(s + 1))

)
,

hA(n, s) =
(
((1 + bn(s + 1))(1 + bn(s))
− (1 + bn(s + 1))bn(s)(a(1 + qs+n) + 1) + bn(s + 1)bn(s)a(qs + 1)

)
,

αA
n =− (1− qn+1)q−2n−1a−1,

βA
n =q−2n−1[(1− qn+1) + q(1− qna)]a−1

−A
(aq; q)2n

a(1− aqn)(q; q)2q2n+1

(
(1− aqn)(1− aqn+1)− q2(1− qn−1)(1− qn−2)

)

γA
n =− 1− aqn

aq2n

(
(1 + Aqn)(q; q)n−1 + A(aq2; q)n−1

)(
(q; q)n−2 + A(aq2; q)n−2

)
(
(1 + Aqn−1)(q; q)n−2 + A(aq2; q)n−2

)(
(q; q)n−1 + A(aq2; q)n−1

) ,

donde

bn(s) = − A(aq; q)n(1 + q−s)
(1− qn)((q; q)n−1 + A(aq2; q)n−1)qn

.

Porúltimo, para losq-polinomios de Stieltjes-Wigert-Krall se obtienen las expresiones

fA(n, s) =qs
(
((1 + bn(s))(1 + bn(s− 1))

− (1 + bn(s))bn(s− 1)(qs+n−1 + 1)− bn(s)bn(s− 1)qs−1
)
,

gA(n, s) =(1 + bn(s + 1)bn(s− 1)qs−1 +
(
(1 + bn(s + 1))(qs+n + 1) + bn(s + 1)qs

)

× (
(1 + bn(s− 1)) + bn(s− 1)(qs+n−1 + 1)

)

hA(n, s) =
(
((1 + bn(s + 1))(1 + bn(s))
− (1 + bn(s + 1))bn(s)(qs+n + 1)− bn(s + 1)bn(s)qs

)
,

αA
n =− (1− qn+1)q−2n−1,

βA
n =(1 + q − qn+1)q−2n−1 − A

q3n+1

(
1

(q; q)n + A
− q3

(q; q)n−1 + A

)
,

γA
n =− 1

q2n+2

((q; q)n + A)((q; q)n−1 + A(1− qn−1))
((q; q)n−1 + A)((q; q)n + A(1− qn))

,

siendo

bn(s) = − Aq−s

(q; q)n + A(1− qn)
.
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6.2.7. Las relaciones lı́mite entre los q-polinomios tipo Krall

En esta sección se estudiarán las relaciones lı́mite que envuelven a losq-polinomios de ti-
po Krall asociados a las familias deq-polinomios de la tabla de Hahn [87, 111]. Como ya se
menciońo losq-polinomios de Koornwinder,̃PA,B

n (x; a, b, c; q), (6.25) son losq-ańalogos de los
polinomios de Koornwinder,PA,B

n (x), [85]. De hecho, un ćalculo directo muestra que

ĺım
q→1−

P̃A,B
n (x; a, b, c; q) = PA,B

n (x).

Consideremos los deḿas ĺımites.

Nota 6.2.6. Aunque śolo se mostraron algunos de los ejemplos considerados en [17], por interés
del lector se mostraŕan todos los ĺımites considerados en dicha publicación.

1. q-polinomios grandes de Jacobi→ q-polinomios grandes de Laguerre:
Se sabe que losq-polinomios grandes de Laguerre son un caso especial de losq-polinomios
grandes de Jacobi tomandob = 0, i.e.

Pn(x; a, 0, c; q) = Pn(x; a, c; q).

Luego, por (6.23) se obtiene que

P̃A
n (x; a, 0, c; q) = P̃A

n (x; a, c; q).

2. q-polinomios grandes de Jacobi→ q-polinomios pequẽnos de Jacobi:
Losq-polinomios pequẽnosq-Jacobi pueden obtenerse a partir de losq-polinomios grandes
de Jacobi a trav́es del cambio de variablex → cqx y tomando el ĺımite c →∞, i.e.

ĺım
c→∞Pn(cqx; a, b, c; q) = pn(x; a, b|q).

En este caso, poniendoxcq = aq y tomando el ĺımite c → ∞ se obtiene quex → 0, por
tanto

ĺım
c→∞Pn(aq; a, b, c; q) = pn(0; a, b|q).

Teniendo en cuenta que la norma de losq-polinomios grandes de Jacobi se transforma en la
norma de losq-polinomios pequẽnos de Jacobi se obtiene que

ĺım
c→∞ P̃A

n (cqx; a, b, c; q) = p̃A
n (x; a, b|q).

3. q-polinomios grandes de Jacobi→ q-polinomios de Meixner:
Si se toma el lı́mite a → ∞ en losq-polinomios grandes de Jacobi se obtienen losq-
polinomios de Meixner [82]. Por tanto, a partir de (6.23) se deduce

ĺım
a→∞ P̃A

n (q−s; a, b, c; q) = M̃A
n (q−s; c,−b−1; q).

4. q-polinomios grandes de Jacobi→ q-polinomios de Hahn→ Hahn:
Tomandoc = q−N−1 en losq-polinomios grandes de Jacobi se obtienen losq-polinomios
de Hahn, i.e.

P̂A,B
n (x; a, b, q−N−1; q) = Q̂A,B

n (x; a, b,N |q).
Ahora, sustituyendox = q−x, a = qα, b = qβ, se recuperan los polinomios de Hahn tipo
Krall estudiados en [20]

ĺım
q→1−

Q̂0,A
n (q−x; qα, qβ, q−N−1|q) = Q0,A

n (x; α, β,N).

Nótese que a partir de los polinomios de Hahn tipo Krall es posible obtener diversas familias
de polinomios tipo Krall utilizando los lı́mites apropiados (v́ease [21]).
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5. q-polinomios grandes de Laguerre→ polinomios de Al-Salam & Carlitz I . Sustituyendo
x → aqx y c → ac en losq-polinomios grandes de Laguerre y tomando el lı́mitea → 0 se
obtienen los Al-Salam & Carlitz I, i.e.,

ĺım
a→0

Pn(aqx; a, ac; q)
an

= qnU (c)
n (x; q).

Por tanto,

ĺım
a→0

P̃A
n (aqx; a, ac; q)

an
= qnŨ (c),A

n (x; q).

6. q-polinomios grandes de Laguerre→ q-polinomios pequẽnos de Laguerre/Wall:
Losq-polinomios pequẽnos de Laguerre pueden obtenerse a partir de losq-polinomios gran-
des de Laguerre haciendo el lı́mitex → bqx y luego tomando el lı́mite b →∞, i.e.

ĺım
b→∞

Pn(bqx; a, b; q) = pn(x; a|q).

Por tanto
ĺım

b→∞
P̃A

n (bqx; a, b; q) = p̃A
n (x; a|q).

7. q-polinomios pequẽnos de Jacobi→ q-polinomios pequẽnos de Laguerre/Wall:
Tomandob = 0 en losq-polinomios pequẽnos de Jacobi se obtienen losq-polinomios pe-
quẽnos de Laguerrepn(x; a, 0|q) = pn(x; a|q), luego

p̃A
n (x; a, 0|q) = p̃A

n (x; a|q).

8. q-polinomios pequẽnos de Jacobi→ q-polinomios de Laguerre:
En este caso de un cálculo directo resulta

ĺım
b→∞

p̃A
n

(
− x

bq
; qα, b

∣∣∣ q

)
=

(q; q)n

(qα+1; q)n
L̃(α),A

n (x; q).

9. q-polinomios de Meixner→ q-polinomios de Laguerre:
En este caso, de nuevo, de un cálculo directo resulta

ĺım
c→∞ M̃A

n (cax; a, c; q) =
(q; q)n

(qα+1; q)n
L̃(α),A

n (x; q).

10. q-polinomios de Meixner→ q-polinomios de Charlier:

ĺım
b→0

M̃A
n (x; b, a; q) = C̃A

n (x; a; q).

11. q-polinomios de Laguerre→ polinomios de Stieltjes-Wigert:

ĺım
α→∞ L̃(α),A

n (xq−α; q) = S̃A
n (x; q).

12. q-polinomios de Charlier→ polinomios de Stieltjes-Wigert:

ĺım
a→∞ C̃A

n (ax; a; q) = (q; q)nS̃A
n (x; q).

Antes de terminar este apartado se debe mencionar que para las demás familias de la tabla de
Hahn, i.e., losq-polinomios Kravchuk y losq-polinomios alternativos de Charlier, los resultados
pueden obtenerse de forma análoga.
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Figura 6.1: La tabla de Hahn-Krall

6.3. Segunda relación de estructura para los q-polinomios semiclásicos

Los q-polinomios de la tabla de Hahn se caracterizan, como se ha visto en el§3, por su
condicíon de ortogonalidad y por sus relaciones de estructura. Desafortunadamente, para losq-
polinomios semicĺasicos – los cuales son una generalización de las familias clásicas – śolo se
encuentra en la literatura la primera relación de estructura. En este apartado se deducirá una se-
gunda relacíon de estructura, equivalente a la ya conocida en el caso clásico.

6.3.1. Breve introducción

La primera relacíon de estructura para losq-polinomios semicĺasicos fue establecida en [77]:

Definición 6.3.1. Una sucesíon de polinomios ortogonales,{Bn}n≥0, se diceq-semicĺasicasi

Φ(s)B[1]
n (s) =

n+t∑
ν=n−σ

λn,νBν(s), n ≥ σ, λn,n−σ 6= 0, n ≥ σ + 1,

donde, como antes,B[1]
n (s) = [n + 1]−1∆(1)Bn+1(s), Φ es un polinomio de gradot y σ es un

entero no negativo tal queσ ≥ máx{t− 2, 0}.

Recientemente, F. Marcellán y R. Sfaxi [123] han establecido una segunda relación de estruc-
tura para los polinomios semiclásicos est́andar.

Teorema 6.1. Para cualesquieraσ ≥ 0, polinomio ḿonicoΦ, congrdΦ = t ≤ σ + 2, y suce-
sión de polinomios ortogonales mónicos (SPOM), {Bn}n≥0, respecto al funcional linealu, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen ńumeros enteros,p ≥ 1 y r ≥ σ + t + 1, conσ = máx(t− 2, p− 1), tales que

n+σ∑
ν=n−σ

ξn,νBν(x) =
n+σ∑

ν=n−t

ςn,νB
[1]
ν (x), n ≥ máx(σ, t + 1), (3.36)
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dondeB[1]
n (x) = (n + 1)−1B′

n+1(x),

ξn,n+σ = ςn,n+σ = 1, n ≥ máx(σ, t + 1), ξr,r−σςr,r−t 6= 0,

〈(Φu)′, Bn〉 = 0, p + 1 ≤ n ≤ 2σ + t + 1, 〈(Φu)′, Bp〉 6= 0, (σ ≥ 1),

y sip = t− 1 entonces〈u, B2
p〉−1〈u, ΦB′

p〉 /∈ N0.

(ii) El funcional linealu satisface
(Φu)′ + Ψu = 0,

donde el par(Φ, Ψ) es admisible, es decir, el polinomioΦ es ḿonico congrdΦ = t,
grdΨ = p ≥ 1, y sip = t− 1 entonces1

n!Ψ
(n)(0) 6∈ −N0, de ordenσ.

El objetivo de este apartado es el de extender este resultado para losq-polinomios semicĺasicos
de la tabla de Hahn.
Se comenzará por la siguiente definición desucesíon diagonalpara los polinomios semiclásicos
est́andar que generaliza la definición dada por P. Maroni y R. Sfaxi en [108].

Definición 6.3.2. Sea{Bn}n≥0 una SPOM yφ un polinomio ḿonico congrdφ = t. Cuando
existe un ńumero enteroσ ≥ 0 tal que

φ(s)Bn(s) =
n+t∑

ν=n−σ

θn,νB
[1]
ν (s), θn,n−σ 6= 0, n ≥ σ, (6.33)

la sucesíon{Bn}n≥0 se diŕa sucesíon diagonal asociada aφ de ı́ndiceσ.

Obviamente, la relación de tipo finito anterior, la cual se llamará relacíon diagonal, no es ḿas
que un caso particular de la segunda relación de estructura para una familia de polinomios. Pero,
algunosq-polinomios semicĺasicos no son diagonales. Como ejemplo, se menciona el caso de la
sucesíon deq-polinomios semicĺasicos{Qn}n≥0 ortogonal respecto al funcional linealv, tal que
se satisface la ecuación funcional:∆(1)v = Ψv, congrdΨ = 2. De hecho, la sucesión{Qn}n≥0

satisface la siguiente relación

(x(s + 1) + vn,0)Qn(s) = qQ
[1]
n+1(s) + ρnQ[1]

n (s), n ≥ 0,

donde la red,x(s), esq-lineal, i.e.x(s + 1)− qx(s) = ω,

ρn =
qn+1

κ

[n + 1]
γn+1

, n ≥ 1, ρ0 = 0,

vn,0 =
γn+2γn+1

qn[n + 2]
κ + ρn − qβn − ω, n ≥ 0.

Aqúı κ es una constante,γn y βn son los coeficientes de la RRTT que la sucesión deq-polinomios
{Qn}n≥0 satisface. De hecho, esta sucesión no es diagonal y será analizada con cuidado en§6.3.7.
El inteŕes de esta contribución consiste en dar, bajo ciertas condiciones, la segunda relación de
estructura con la cual se podrá caracterizar una sucesión deq-polinomios semicĺasicos a trav́es de
la relacíon

n+σ∑
ν=n−σ

ξn,νBν(s) =
n+σ∑

ν=n−t

ςn,νB
[1]
ν (s), n ≥ máx(t + 1, σ),

dondeξn,n+σ = ςn,n+σ = 1, n ≥ máx(t + 1, σ), y exister ≥ σ + t + 1 tal queξr,r−σςr,r−t 6= 0.
Nótese que cuandoσ = 0 se obtiene la segunda relación estructura (6.3).
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6.3.2. Preliminares y notación

Seau un funcional lineal en el espacio vectorialP de los polinomios con coeficientes comple-
jos y seaP′ su espacio dual algebraico. Se denota por〈u, f〉 la accíon deu ∈ P′ sobref ∈ P y
porun := 〈u, xn〉, n ≥ 0, los momentos deu respecto la sucesión{xn}n≥0.
A continuacíon, se van a definir algunos operadores. Para cada polinomioh y cadac ∈ C, sean
∆(1)u, hu, y (x− c)−1u los funcionales lineales definidos sobreP por (véase [107, 77])

(i) 〈∆(1)u, f〉 := −〈u, ∆(1)f〉, f ∈ P,

(ii) 〈gu, f〉 := 〈u, gf〉, f, g ∈ P,

(iii) 〈(x− c)−1u, f〉 := 〈u, θc(f)〉, f ∈ P, c ∈ C, donde θc(f)(x) = f(x)−f(c)
x−c .

Además, para cualesquiera funcional linealu y polinomiog se verifica la siguiente relación

Lq,ω(gu) := ∆(1)(gu) = g(q−1(x− ω))∆(1)u + ∆(1)(g(q−1(x− ω)))u. (6.34)

Sea{Bn}n≥0 una sucesión de polinomios ḿonicos (SMP) congrdBn = n, n ≥ 0, y {un}n≥0

su sucesíon dual, i.e.un ∈ P′, n ≥ 0, y 〈un, Bm〉 := δn,m, n, m ≥ 0, dondeδn,m es la delta de
Kronecker. Los siguientes dos resultados son bien conocidos: (véase, e.g. [77])

Lema 6.3.1. Para cualesquierau ∈ P′, y enterom ≥ 1, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) 〈u, Bm−1〉 6= 0, 〈u, Bn〉 = 0, n ≥ m.

(ii) Existeλν ∈ C, 0 ≤ ν ≤ m− 1, λm−1 6= 0, tal queu =
m−1∑

ν=0

λνuν .

Lema 6.3.2.Para cualesquiera(t̂, σ̂, r̂) ∈ N3, r̂ ≥ σ̂ + t̂ + 1 y SPOM{Ωn}n≥0 congrdΩn = n,
n ≥ 0, con sucesíon dual{wn}n≥0 tal que

Ωn(x) =
n∑

ν=n−t̂

λn,νBν(x), n ≥ t̂ + σ̂ + 1, λr̂,r̂−t̂ 6= 0,

Ωn(x) = Bn(x), 0 ≤ n ≤ t̂ + σ̂,

se tiene quewk = uk para cada0 ≤ k ≤ σ̂.

Si {Bn}n≥0 es una SPOM respecto al funcional lineal quasi-definidou, entonces es sabido
(véase [107]) que sus correspondientes sucesiones duales,{un}n≥0, son

un = r−1
n Bnu, n ≥ 0. (6.35)

Nota 6.3.1. Se asume queu0 = u, o sea, el funcional linealu est́a normalizado.

Un ejemplo de funcionales lineales está constituido por los funcionales linealesq-semicĺasi-
cos, es decir, cuandou es quasi-definido y satisface la ecuación distribucional

∆(1)[Φu] = Ψu. (6.36)

Aqúı (Φ, Ψ) es un par admisible de polinomios, i.e., el polinomioΦ es ḿonico congrdΦ = t,
grdΨ = p ≥ 1, y si p = t− 1, entonces

ĺım
q→1

1
[p]!

[∆(1)]p Ψ(0) := ĺım
q→1

1
[p]!

p︷ ︸︸ ︷
∆(1) · · ·∆(1) Ψ(0) 6= −n, n ∈ N0,
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donde[n] es elq-número definido en (6.2),[0]! = 1 y [m]! = [1][2] · · · [m], m ∈ N, es elq-ańalogo
del factorial usualm!.
El par (Φ, Ψ) no esúnico. De hecho, bajo ciertas condiciones (6.36) puede simplificarse, ası́ se
definela clase deu como el ḿınimo valor demáx

(
grd(Φ) − 2, grd(Ψ) − 1

)
, para todos los

posibles pares admisibles(Φ,Ψ). El par(Φ,Ψ) dado por la claseσ (σ ≥ 0 dado quegrd(Ψ) ≥ 1)
esúnico [77].
Cuandou esq-semicĺasico de claseσ, la correspondiente SPOM se diceq-semicĺasica de claseσ.
Cuandoσ = 0, i.e., grdΦ ≤ 2 y grdΨ = 1, entoncesu esq-clásica (q-polinomios grandes de
Jacobi,q-polinomios de Charlier, etc). Para más detalles v́ease [82, 111, 116].

6.3.3. Resultados principales

En primer lugar, se mostrarán algunos casos particulares desucesiones diagonales.
Sean{Pn}n≥0 y {Qn}n≥0 sucesiones de polinomios mónicos,{vn}n≥0 y {wn}n≥0 sus corres-
pondientes sucesiones duales. Seaφ un polinomio ḿonico de gradot.

Definición 6.3.3. La sucesíon{Pn}n≥0 se dice compatible conφ si φvn 6= 0, n ≥ 0.

Lema 6.3.3. [107, Prop. 2.1] Seaφ un polinomio ḿonico de gradot. Para cualquier sucesión,
{Pn}n≥0, compatible conφ, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un ńumero enteroσ ≥ 0 tal que

φ(x)Qn(x) =
n+t∑

ν=n−σ

λn,νPν(x), n ≥ σ, (6.37)

∃ r ≥ σ : λr,r−σ 6= 0. (6.38)

(ii) Existen un ńumero entero,σ ≥ 0, y una aplicacíon deN enN : m 7→ µ(m) satisfaciendo

máx{0,m− t} ≤ µ(m) ≤ m + σ, m ≥ 0, (6.39)

∃m0 ≥ 0 con µ(m0) = m0 + σ, (6.40)

tales que

φvm =
µ(m)∑

ν=m−t

λν,mwν , m ≥ t,

λµ(m),m 6= 0, m ≥ 0.

(6.41)

Proposición 6.3.1. [107, Prop. 2.2] Si uno asume que{Qn}n≥0 es ortogonal y{Pn}n≥0 es
compatible conφ. Entonces las sucesiones,{Pn}n≥0 y {Qn}n≥0, satisfacen las siguientes re-
laciones finitas(6.37)-(6.38)si y śolo si existen un ńumero entero,σ ≥ 0, y una aplicacíon de
N enN : m 7→ µ(m) satisfaciendo(6.39) y (6.40). Adeḿas, existe{km}m≥0 y una sucesión
{Λµ(m)}m≥0 de polinomios ḿonicos congrd(Λµ(m)) = µ(m), m ≥ 0, tales que

φvm = kmΛµ(m)w0, m ≥ 0. (6.42)

De estos dos resultados se sigue el siguiente resultado:

Corolario 6.3.1. [108, Prop. 1.6] Seaφ un polinomio ḿonico de gradot. Para las SPM,{Pn}n≥0,
y {Bn}n≥0, ortogonales respecto a los funcionales linealesv y u, respectivamente, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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(i) Existe un ńumero entero,σ ≥ 0, tal que

φ(s)Pn(s) =
n+t∑

ν=n−σ

λn,νB
[1]
ν (s), λn,n−σ 6= 0, n ≥ σ.

(ii) Existen una sucesión de polinomios ḿonicos,{Ωn+σ}n≥0, congrd(Ωn+σ) = n + σ, n ≥ 0
y constantes no nulaskn, n ≥ 0, tales que

φu[1]
n = knΩn+σv0. (6.43)

donde{u[1]
n }n≥0 es la sucesión dual de{B[1]

n }n≥0.

Proposición 6.3.2.Cualquier sucesión diagonal,{Bn}n≥0, ortogonal respecto al funcional lineal
u es necesariamente semiclásico y satisface

∆(1)[φ(qx + ω)Ωn+σu] = ψnu, n ≥ 0, (6.44)

donde

ψn(s) =
φ(s + 1)− φ(s− 1)

∆x(s)
Ωn+σ(s)− dnφ(s)φ(s− 1)Bn+1(s), (6.45)

y

dn = [n + 1]
〈u, B2

n+σ〉
〈u, B2

n+1〉λn+σ,n
, n ≥ 0. (6.46)

Adeḿas, la sucesíon{Ωn+s}n≥0 satisface

Ωn+σ(s)∆(1)Ωσ(s)− Ωσ(s)∆(1)Ωn+σ(s)

= φ(s + 1){dnΩσ(s)Bn+1(s + 1)− d0Ωn+σ(s)B1(s + 1)}.
(6.47)

Prueba: Sea{Bn}n≥0 una sucesión diagonal en el sentido de la definición 6.3.2. Si se asu-
me que el funcional linealu est́a normalizado entonces, por el Lema 6.3.1, existen una SPOM,
{Ωn+σ}n≥0, y constantes no nulas{kn}n≥0 tales que

φu[1]
n = knΩn+σu.

Luego

kn∆(1)[Ωn+σu] = ∆(1)(φ(q−1(x− ω)))u[1]
n + φ(q−1(x− ω))∆(1)u[1]

n

= ∆(1)(φ(q−1(x− ω)))u[1]
n − [n + 1]

〈u, B2
n+1〉

φ(q−1(x− ω))Bn+1(x)u,
(6.48)

y

∆(1) (φ(s)φ(s− 1)) = φ(s)
φ(s + 1)− φ(s− 1)

∆x(s)
. (6.49)

Combinando (6.48) y (6.49), se obtiene (6.44), (6.45), y (6.46).
Tomando (6.44) paran = 0 y simplificando el factor∆(1)[φ(qx + ω)u], por el caŕacter quasi-
definido deu se obtiene (6.47).

Corolario 6.3.2. [108, Corollary 2.3] Si{Bn}n≥0 es una sucesión diagonal dada por(6.33),
entonces

t

2
≤ σ ≤ t + 2. (6.50)
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Para un funcional lineal semiclásicou, sea(Φ, Ψ) el par admisible minimal (respecto al orden
de dichos pares admisibles) dondeΦ un polinomio ḿonico congrdΦ = t, y grdΨ = p ≥ 1, y
σ := máx(t− 2, p− 1) ≥ 0.
Luego dada una SPM,{Bn}n≥0, ortogonales respecto au, se tiene que

Φ(s)B[1]
n (s) =

n+t∑

ν=0

λn,νBν(s), n ≥ máx(t− 1, 0), (6.51)

dondeλn,n+t = 1 y

λn,ν = r−1
ν 〈u, Φ(s)B[1]

n (s)Bν(s)〉 =
r−1
ν

[n + 1]
〈BνΦu, ∆(1)Bn+1〉

= − r−1
ν

[n + 1]
〈Bν(q−1(x− ω))∆(1)[Φu]+∆(1)(Bν(q−1(x− ω)))Φu, Bn+1〉,

para 0 ≤ ν ≤ n + t.

Lema 6.3.4. [77, Prop. 3.2] Para cualesquiera polinomio mónico Φ, congrdΦ = t, y SPOM,
{Bn}n≥0, respecto al funcional linealu, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un ńumero entero no negativo,σ, tal que

Φ(s)B[1]
n (s) =

n+t∑
ν=n−σ

λn,νBν(s), n ≥ σ, (6.52)

λn,n−σ 6= 0, n ≥ σ + 1. (6.53)

(ii) Existe un polinomioΨ, congrdΨ = p ≥ 1, tal que

∆(1)[Φu] = Ψu. (6.54)

donde el par(Φ, Ψ) es admisible.

(iii) Existen un ńumero entero no negativo,σ, y un polinomioΨ, congrd Ψ = p ≥ 1, tales que

Φ(s)∆(1)Bn(s− 1) + Ψ(s)Bn(s− 1) =
n+σ(n)∑
ν=n−t

λ̃n,νBν+1(s), n ≥ t, (6.55)

λ̃n,n−t 6= 0, n ≥ t, (6.56)

dondeσ = máx(p− 1, t− 2), el par(Φ, Ψ) es admisible, y

σ(n) =
{

p− 1, n = 0,
σ, n ≥ 1.

(6.57)

Adeḿas, se puede escribir

λ̃n,ν = −[ν + 1]
〈u, B2

n〉
〈u, B2

ν+1〉
λν,n, 0 ≤ ν ≤ n + σ. (6.58)
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Prueba: (i)⇒ (ii) , (iii) . Asumiendo(i), por el Lema 6.3.3 y tomandoPn = Bn y Qn = B
[1]
n , se

sigue que

Φum =
µ(m)∑

ν=0

λν,mu[1]
ν , m ≥ 0.

Por otro lado, (6.53) implicaµ(m) = m + σ, m ≥ 1.
Teniendo en cuenta que

∆(1)u[1]
m = −[m + 1]um+1, m ≥ 0, (6.59)

se tiene que

∆(1)[Φum] = −
µ(m)∑

ν=0

λν,m[ν + 1]uν+1, m ≥ 0.

En concordancia con la ortogonalidad de{Bn}n≥0, se obtiene

∆(1)(ΦBmu) = −Ψµ(m)+1u, m ≥ 0, (6.60)

con

Ψµ(m)+1(s) =
µ(m)∑

ν=0

λν,m[ν + 1]Bν+1(s), m ≥ 0. (6.61)

Tomandom = 0 en (6.60), se tiene

∆(1)[Φu] = −Ψµ(0)+1u. (6.62)

Si se inserta (6.62) en (6.60) y dado queu es quasi-definido, se obtiene

Φ(s)∆(1)Bm(s− 1)−Ψµ(0)+1(s)Bm(s− 1) = −Ψµ(m)+1(s), m ≥ 0.

Del ańalisis de los grados en ambos lados resulta que

Si t− 1 > µ(0) + 1, entoncest ≥ 3, aśı t = σ + 2, µ(0) < σ.

Si t− 1 ≤ µ(0) + 1, entoncesµ(0) = σ, t ≤ σ + 2.

Nótese que el par(Φ,−Ψµ(0)+1) es admisible y poniendop = µ(0) + 1, se tieneσ = máx(p −
1, t− 2). Aśı (6.55) y (6.56) son v́alidos por (6.58).
Aśı, se tiene probado que(i)⇒(ii) y (i)⇒(iii) .
(ii)⇒(iii) . Consid́eresem ≥ 0. Entonces

Φ(s)∆(1)Bm(s− 1) + Ψ(s)Bm(s− 1) =
m+σ(m)+1∑

ν=0

λ′m,νBν(s),

luego

〈u, (Φ(s)∆(1)Bm(s− 1) + Ψ(s)Bm(s− 1))Bµ〉 = λ′m,µ〈u, B2
µ〉, 0 ≤ µ ≤ m + σ + 1.

Ahora bien,

〈u, (Φ(s)∆(1)Bm(s− 1) + Ψ(s)Bm(s− 1))Bµ〉 = −〈u, Φ(s)Bm(s)∆(1)Bµ(s)〉, (6.63)

aśı,
−〈u,Φ(s)Bm(s)∆(1)Bµ(s)〉 = λ′m,µ〈u, B2

µ〉.
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En consecuencia,λ′m,µ = 0, 0 ≤ µ ≤ m − t, λ′m,0 = 0, m ≥ 0. Adeḿas, paraµ = m − t + 1,
m ≥ t,

−〈u, Φ(s)Pm(s)∆(1)Pm−t+1(s)〉 = −[m− t + 1]〈u, B2
m〉 = λ′m,m−t+1〈u, B2

m−t+1〉.
Por lo tanto, param ≥ t,

Φ(s)∆(1)Bm(s− 1) + Ψ(s)Bm(s− 1) =
m+σ(m)∑
ν=m−t

λ′m,ν+1Bν+1(s), λ′m,m−t+1 6= 0.

(iii)⇒(i). Por (6.55) se obtiene

m+σ(m)∑

ν=0

λ̃m,νδn,ν+1 = 〈un, Φ(s)∆(1)Bm(s− 1) + Ψ(s)Bm(s− 1)〉

= −〈∆(1)[Φun]−Ψun, Bm(s− 1)〉.

Paran = 0, 〈Ψu−∆(1)[Φu], Bm(s− 1)〉 = 0, m ≥ 0. Por tanto

∆(1)[Φu] = Ψu. (6.64)

Además, usando (6.63) y la ortogonalidad de{Bn}n≥0, se obtiene

〈un, Φ(s)∆(1)Bm(s− 1) + Ψ(s)Bm(s− 1)〉 = −r−1
n 〈u, Φ(s)Bm(s)∆(1)Bn(s)〉.

Ahora, haciendo el cambion → n + 1, se tiene que




〈(Φ∆(1)Bn+1)u, Bm〉= 0, m ≥ n + t + 1, n ≥ 0,

〈(Φ∆(1)Bn+1)u, Bn+t〉= −rn+1λ̃n+t,n 6= 0, n ≥ 0.

Luego por el Lema 6.3.1 se sigue que

(Φ∆(1)Bn+1)u = −
n+t∑

ν=n−σ

rnλ̃ν,nuν , n ≥ σ.

La ortogonalidad de{Bn}n≥0 da lugar a

(Φ∆(1)Bn+1)u = −
n+t∑

ν=n−σ

(
λ̃ν,n

〈u, B2
n+1〉

〈u, B2
ν〉

Bν

)
u, n ≥ 0.

Por (6.64) y teniendo en cuenta queu es quasi-definido, se obtiene finalmente (6.52)–(6.53) en
consecuencia con (6.58).

De una manera análoga se puede probar el siguiente resultado:

Lema 6.3.5.[123, Lemma 3.1] Para cualesquiera polinomioΦ, congrdΦ = t, y SPOM{Bn}n≥0

respecto al funcional linealu, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un ńumero entero no negativo,σ, tal que el polinomioBn satisface

∆(1)(Φ(s− 1)Bn(s)) =
n+t−1∑

ν=n−σ−1

λn,νBν(s), n ≥ σ + 1, (6.65)

λn,n−σ−1 6= 0, n ≥ t + σ + 2. (6.66)
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(ii) Existe un polinomioΨ, congrdΨ = p ≥ 1, tal que

∆(1)[Φu] = Ψu. (6.67)

donde el par(Φ, Ψ) es admisible.

(iii) Existen un ńumero entero no negativo,σ, y un polinomioΨ, congrd Ψ = p ≥ 1, tal que

Φ(s)∆(1)Bn(s−1)+Ψ(s)Bn(s−1)−Bn(s)∆(1)Φ(s−1) =
n+σ(n)+1∑

ν=n−t+1

λ̃n,νBν(s), n ≥ t,

(6.68)
λ̃n,n−t+1 6= 0, n ≥ t, (6.69)

dondeσ = máx(p− 1, t− 2) y el par(Φ,Ψ) es admissible. Adeḿas, se puede escribir

λ̃n,ν = −〈u, B2
m〉

〈u, B2
ν〉

λν,n, 0 ≤ ν ≤ n + σ(n) + 1, n ≥ 0. (6.70)

6.3.4. Primera caracterización de los q-polinomios semiclásicos

Teorema 6.2.Dado un polinomio ḿonicoΦ, grdΦ = t, y una sucesión de polinomios ḿonicos,
{Bn}n≥0, ortogonales respecto al funcional linealu, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen ńumeros enteros no negativos,σ, p ≥ 1, r ≥ σ + t + 1, conσ = máx(t− 2, p− 1),
tales que

n+t∑
ν=n−σ

αn,νBν(s) =
n+t∑

ν=n−t

vn,νB
[1]
ν (s), n ≥ máx(σ, t), (6.71)

dondeαn,n+t = vn,n+t = 1, n ≥ máx(σ, t), αr,r−σvr,r−t 6= 0,

〈∆(1)[Φu], Bn〉 = 0, p + 1 ≤ n ≤ σ + 2t + 1, 〈∆(1)[Φu], Bp〉 6= 0,

y sip = t− 1, entonces

ĺım
q→1

〈u, B2
p〉−1〈u, Φ∆(1)Bp〉 6= −m, m ∈ N0.

(ii) Existe un polinomioΨ, congrdΨ = p ≥ 1, tal que

∆(1)[Φu] = Ψu,

y el par(Φ,Ψ) es admisible.

Prueba: (i) ⇒ (ii). Consid́erese la SMP{Ωn}n≥0 definida por

Ωn+t+1(s) =
n+t∑

ν=n−t

[n + t + 1]
[ν + 1]

vn,νBν+1(s), n ≥ σ + t + 1,

Ωn(s) = Bn(s), 0 ≤ n ≤ σ + 2t + 1.

Por (6.71), se tiene que

∆(1)(Ωn+t+1(s)) = [n + t + 1]
n+t∑

ν=n−σ

αn,νBν(s), n ≥ σ + t + 1. (6.72)
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Dado queu es quasi-definida, entonces

〈∆(1)[Φu], Ωn+t+1〉 = −〈u, Φ∆(1)Ωn+t+1〉

= −[n + t + 1]
n+t∑

ν=n−σ

αn,ν〈u, ΦBν〉 = 0, n ≥ σ + t + 1.

Luego,
〈∆(1)[Φu], Ωn〉 = 0, n ≥ σ + 2t + 1,

y por hiṕotesis
〈∆(1)[Φu], Ωn〉 = 0, p + 1 ≤ n ≤ σ + 2t + 1,

aśı
〈∆(1)[Φu],Ωn〉 = 0, n ≥ p + 1,

y 〈∆(1)[Φu],Ωp〉 6= 0. Por tanto, si se denota por{wn}n≥0 la sucesíon dual de{Ωn}n≥0 y se
aplica el Lema 6.3.1, entonces

∆(1)[Φu] =
p∑

ν=1

〈∆(1)[Φu], Bν〉wν . (6.73)

Por otro lado, si se tomât = 2t, σ̂ = σ + 1, y r̂ = r + t + 1, se tiene que

Ωn(s) =
n∑

ν=n−t̂

ṽn,νBν(s), n ≥ σ̂ + t̂ + 1,

Ωn(s) = Bn(s), 0 ≤ n ≤ σ̂ + t̂,

donde

ṽn,ν =
[n]
[ν]

vn−t−1,ν−1, n− t̂ ≤ ν ≤ n, n ≥ σ̂ + t̂ + 1,

ṽr̂,r̂−t̂ =
[r + t + 1]
[r − t + 1]

vr,r−t 6= 0, r̂ ≥ σ + 2t + 2 = σ̂ + t̂ + 1.

Del Lema 6.3.2 y (6.35), se sigue quewk = uk = 〈u, B2
k〉−1Bk, 0 ≤ k ≤ σ̂ = σ + 1. Aśı, la

relacíon (6.73) se transforma en
∆(1)[Φu] = Ψu,

donde

Ψ(s) = −
p∑

ν=1

〈u, B2
ν〉−1〈u, Φ∆(1)Bν〉Bν(s),

congrdΨ = p, aśı como〈u, Φ∆(1)Bp〉 6= 0 y, en consecuencia, el par(Φ,Ψ) es admisible de
ordenσ.
(ii) ⇒ (i). Por el Lema 6.3.5 (i) y haciendon → n + 1 se tiene

∆(1)(Φ(s− 1)Bn+1(s)) =
n+t∑

ν=n−σ

λn+1,νBν(s), n ≥ σ, (6.74)

dondeλn+1,n+t = [n + t + 1], n ≥ σ, y λn+1,n−σ 6= 0, n ≥ t + σ + 1.
Por otro lado, la ortogonalidad de{Bn}n≥0 da lugar a

Φ(s− 1)Bn+1(s) =
n+t∑

ν=n−t

〈u, Φ(s− 1)Bn+1(s)Bν+1(s)〉
〈u, B2

ν+1〉
Bν+1(s), n ≥ t− 1.
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Por tanto,

∆(1)(Φ(s− 1)Bn+1(s)) =
n+t∑

ν=n−t

[ν + 1]〈u,Φ(s− 1)Bn+1(s)Bν+1(s)〉
〈u, B2

ν+1〉
B[1]

ν (s), n ≥ t.

(6.75)
De (6.74) y (6.75), se obtiene (6.71) con

αn,ν =
λn+1,ν

[n + t + 1]
, n− σ ≤ ν ≤ n + t,

vn,ν =
[ν + 1]〈u, Φ(s− 1)Bn+1(s)Bν+1(s)〉

[n + t + 1]〈u, B2
ν+1〉

, n− t ≤ ν ≤ n + t,

αn,n−σvn,n−t 6= 0, n ≥ σ + t + 1.

Luego,

〈∆(1)[Φu], Bn〉 = −〈u,Φ∆(1)Bn〉 =





0, p + 1 ≤ n ≤ σ + 2t + 1,

1
[p]!

[∆(1)]pΨ(0)〈u, B2
p〉, n = p = grd Ψ,

y si p = t− 1, la q-admisibilidad de(Φ,Ψ) da lugar aĺım
q→1

〈u, B2
p〉−1〈u,Φ∆(1)Bp〉 6= −m, m ∈

N0.

En el caso de funcionales linealesq-clásicos, se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 6.3.3. Sean{Bn}n≥0 una SPOM respecto au, y Φ un polinomio ḿonico, congrdΦ =
t ≤ 2, tales que〈u,Φ〉 6= 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El funcional linealu esq-clásico, i.e. existe un polinomioΨ, congrd Ψ = 1, tal que

∆(1)[Φu] = Ψu.

(ii)
n+t∑
ν=n

αn,νBν(s) =
n+t∑

ν=n−t

vn,νB
[1]
ν (s), n ≥ t.

Adeḿas, existe un ńumero enteror ≥ t + 1 tal queαr,rvr,r−t 6= 0, y si t = 2 entonces

ĺım
q→1

〈u, B2
1〉−1〈u, Φ〉 6= −m, m ∈ N0.

6.3.5. Segunda caracterización de los q-polinomios semiclásicos

Es claro que con la caracterización establecida en el Teorema 6.2 de la sección anterior no
se puede recuperar la segunda relación de estructura asociada a losq-polinomios (6.3) ya que
t ≥ 1. A continuacíon se establecerá una caracterización que permita deducir dicha relación de
estructura la cual no sólo seŕa válida para las familias deq-polinomios cĺasicos de la tabla de Hahn,
sino tambíen para losq-polinomios semicĺasicos. En primer lugar, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 6.3.3. Para cualesquiera polinomio ḿonicoΦ, congrdΦ = t, y SPOM,{Bn}n≥0,
respecto al funcional linealu, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) Existe un polinomioΨ, grd Ψ = p ≥ 1, tal que

∆(1)[Φu] = Ψu, (6.76)

donde el par(Φ, Ψ) es admisible.

(ii) Existen un ńumero entero negativo,σ, y un polinomioΨ, congrd Ψ = p ≥ 1, tales que
para n ≥ σ

Φ(s)[∆(1)]2Bn(s−1)+∆(1)(Ψ(s)Bn(s−1))−Bn(s)[∆(1)]2Φ(s−1) =
n+σ(n)∑
ν=n−σ

ϑn,νBν(s),

(6.77)
dondeϑn,n−σ 6= 0 n ≥ σ + t + 1, o n = σ + t y p ≥ t− 1, σ = máx(t− 2, p− 1), y el par
(Φ, Ψ) es admisible. Adeḿas, se puede escribir

ϑn,ν =
〈u, B2

n〉
〈u, B2

ν〉
ϑν,n, 0 ≤ ν ≤ n + σ(n), n ≥ 0. (6.78)

Prueba: Se tiene paran ≥ 0 que

Φ(s)[∆(1)]2Bn(s− 1) + ∆(1)(Ψ(s)Bn(s− 1))−Bn(s)[∆(1)]2Φ(s− 1) =
n+σ(n)∑

ν=0

ϑn,νBν(s),

(6.79)
donde para todo ńumero enteroµ, con0 ≤ ν ≤ n + σ(n), y n ≥ 0,

〈u, B2
ν〉ϑn,ν = 〈u, (Φ(s)[∆(1)]2Bn(s−1)+∆(1)(Ψ(s)Bn(s−1))−Bn(s)[∆(1)]2Φ(s−1))Bν〉.

Teniendo en cuenta (6.35) y (6.77), se obtiene que

〈u, B2
ν〉ϑn,ν = 〈u, (Φ(s)[∆(1)]2Bν(s−1)+∆(1)(Ψ(s)Bν(s−1))−Bν(s)[∆(1)]2Φ(s−1))Bn〉.

Y aplicando (6.79), se tiene que

〈u, B2
ν〉ϑn,ν =

ν+σ(ν)∑

i=0

ϑν,i〈u, B2
n〉δi,n = ϑν,n〈u, B2

n〉.

En particular, si0 ≤ ν ≤ n− σ− 1, entoncesn ≥ ν + σ + 1 ≥ ν + σ(ν) + 1. Aśı, se deduce que
ϑν,n = 0. Por lo tanto

ϑn,ν = 0, 0 ≤ ν ≤ n− σ − 1.

Paraν = n− σ y n ≥ σ + t, se tiene

〈u, B2
n−σ〉ϑn,n−σ = 〈u, ∆(1)

(
Φ(s)∆(1)Bn−σ(s− 1) + Ψ(s)Bn−σ(s− 1)

)〉

−〈u, ∆(1)
(
Bn−σ(s)∆(1)Φ(s− 1)

)
Bn〉 =

n+1∑

nu=0

λ̃n−σ,ν〈u, Bn∆(1)Bν〉

= [n + 1]λ̃n−σ,n+1〈u, B2
n〉.

Pero, por (6.69), se sigue queϑn,n−σ 6= 0, conn ≥ σ + t + 1, ó n = σ + t y p ≥ t− 1.
En consecuencia,

Φ(s)[∆(1)]2Bn(s− 1) + ∆(1)(Ψ(s)Bn(s− 1))−Bn(s)[∆(1)]2Φ(s− 1) =
n+σ(n)∑
ν=n−σ

ϑn,νBν(s),
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donde n ≥ σ.
(ii)⇒(i). Por (6.77)

〈∆(1)(Φ(s− 1)∆(1)u) +
(
(∆(1)Φ(s− 1))−Ψ(s)

)
∆(1)u, Bn(s− 1)〉 = 0, n ≥ σ + 1,

〈∆(1)(Φ(s− 1)∆(1)u) +
(
(∆(1)Φ(s− 1))−Ψ(s)

)
∆(1)u, Bn(s− 1)〉 = 〈u, 1〉ϑn,0, n ≤ σ.

Seǵun el Lema 6.3.1

∆(1)[Φ(s− 1)∆(1)u] +
(
(∆(1)Φ(s− 1))−Ψ(s)

)
∆(1)u =

σ∑

n=0

〈u, 1〉ϑn,0

〈u, B2
n〉

Bn(∇u− u)

=
σ(0)∑

n=0

ϑ0,nBn(∇u− u).

Porúltimo, un ćalculo directo conduce a

∆(1)
[
∆(1)[Φu]−Ψu

]
= 0.

Luego siP es un polinomio arbitrario de gradom ≥ 0, se sabe que existe otro polinomioQ de
gradom + 1 tal que∆(1)Q(s) = P (s), luego

〈∆(1)[Φu]−Ψu, P 〉 = 〈∆(1)[Φu]−Ψu, ∆(1)Q〉 = −〈∆(1)[∆(1)[Φu]−Ψu], Q〉 = 〈0, Q〉 = 0.

De ah́ı que∆(1)[Φu]−Ψu = 0.

Además, dado queσ(n) = σ y

ϑn,n+σ = [n + σ + 1]λ̃n,n+σ+1 6= 0, n ≥ t + 1,

entonces
λ̃n,n+σ+1 6= 0, n ≥ t + 1.

La q-admisibilidad del par(Φ, Ψ) se sigue, teniendo en cuenta el valor deλ̃n+σ(n)+1.

Con toda la información y resultados obtenidos hasta el momento, se puede enunciar el principal
resultado de este apartado.

Teorema 6.3.Para cualesquiera polinomioΦ, congrdΦ = t, y sucesíon de polinomios ḿonicos,
{Bn}n≥0, ortogonales respecto al funcional linealu, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen ńumeros enteros no negativos,σ, p ≥ 1, r ≥ σ + t + 1, conσ = máx(t− 2, p− 1),
tales que

n+σ∑
ν=n−σ

ξn,νBν(s) =
n+σ∑

ν=n−t

ςn,νB
[1]
ν (s), (6.80)

dondeB
[1]
n (s) = [n + 1]−1∆(1)Bn+1(s), ξn,n+σ = ςn,n+σ = 1, n ≥ máx(σ, t + 1),

ξr,r−σςr,r−t 6= 0,
{ 〈∆(1)[Φu], Bm〉 = 0, p + 1 ≤ m ≤ 2σ + t + 1,

〈∆(1)[Φu], Bp〉 6= 0,

y sip = t− 1, entonces se satisface la condición deq-admisibilidad:

ĺım
q→1

〈u, B2
p〉−1〈u, Φ∆(1)Bp〉 6= m, m ∈ N0.
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(ii) Existe un polinomioΨ, congrdΨ = p ≥ 1, tal que

∆(1)[Φu] = Ψu, (6.81)

donde el par(Φ, Ψ) es admisible.

Prueba: (i)⇒ (ii) . Sea la sucesión de polinomios ḿonicos,{Ξn}n≥0, dados por

Ξn+σ+1(x) =
n+σ∑

ν=n−t

[n + σ + 1]
[ν + 1]

ςn,νBν+1(x), n ≥ σ + t + 1,

Ξn(x) = Bn(x), 0 ≤ n ≤ 2σ + t + 1.

Un cálculo directo conduce a

∆(1)Ξn+σ+1(s) = [n + σ + 1]
n+σ∑

ν=n−σ

ξn,νBν(s), n ≥ σ + t + 1.

Tendiendo en cuenta que el funcional linealu es quasi-definido, se obtiene

〈∆(1)[Φu], Ξn+σ+1〉 = −〈u,Φ∆(1)Ξn+σ+1(s)〉 = −[n + σ + 1]
n+σ∑

ν=n−σ

ξn,ν〈u, ΦBν〉 = 0,

donden ≥ σ + t + 1.
Por hiṕotesis y el Lema 6.3.1, si se denota por{wn}n≥0 la sucesíon dual de{Ξn}n≥0, se obtiene

∆(1)[Φu] =
p∑

ν=0

〈∆(1)[Φu], Bν〉wk. (6.82)

Tomandôt = σ + t, σ̂ = σ + 1, y r̂ = r + σ + 1, los polinomiosΞn pueden reescribirse como

Ξn(x) =
n∑

ν=n−t̂

ς̃n,νBv(x), n ≥ σ̂ + t̂ + 1,

Ξn(x) = Bn(x), 0 ≤ n ≤ σ̂ + t̂,

donde

ς̃n,ν =
[n]
[ν]

ςn−σ−1,ν−1, n− t̂ ≤ ν ≤ n, n ≥ σ + t̂ + 1,

ς̃r̂,r̂−t̂ =
[r + σ + 1]
[r − t + 1]

ςr,r−t 6= 0, r̂ ≥ 2σ + t + 2 ≥ σ̂ + t̂ + 1.

Pero, por el Lemma 6.3.2,

wk = uk = 〈u, B2
k〉−1Bku, 0 ≤ k ≤ σ̂ = σ + 1.

Aśı, (6.82) da lugar a

∆(1)[Φu] =
p∑

ν=1

(
〈∆(1)[Φu], Bν〉

〈u, B2
ν〉

Bν

)
u = Ψu.

Dado que〈∆(1)[Φu], Bp〉 6= 0, entoncesgrdΨ = p. Por hiṕotesis, sip = t− 1, entonces

ĺım
q→1

1
[p]!

[
∆(1)

]p
Ψ(0) = ĺım

q→1

〈∆(1)[Φu], Bp〉
〈u, B2

p〉
= − ĺım

q→1

〈u,Φ∆(1)Bp〉
〈u, B2

p〉
6= −m, m ∈ N0.
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Por tanto, el par(Φ, Ψ) es admisible de ordenσ.
(ii)⇒(i). Por el Lema 6.3.4(iii), existe un polinomioΨ, congrdΨ = p ≥ 1, tal que

Φ(s−1)∆(1)Bn(s−1)+Ψ(s)Bn(s−1)−Bn(s)∆(1)Φ(s−1) =
n+σ(n)+1∑

ν=n−t+1

λ̃n,νBν(s), n ≥ t,

(6.83)
dondeλ̃n,n−t+1 6= 0, n ≥ t, σ = máx(t− 2, p− 1), y el par(Φ, Ψ) es admisible.
Tomandoq-diferencias en ambos lados de (6.83) se obtiene, paran ≥ t, que

Φ(s)[∆(1)]2Bn(s− 1) + ∆(1)(Ψ(s)Bn(s− 1))−Bn(s)[∆(1)]2Φ(s− 1) =
n+σ(n)∑
ν=n−t

ζn,νB
[1]
ν (s),

(6.84)
dondeζn,ν = [ν + 1]λ̃n,ν+1, 0 ≤ ν ≤ n + σ(n), n ≥ t. De (6.77) y (6.84), se obtiene (6.80),
donde

ξn,ν =
ϑn,ν

ϑn,n+σ
, n− σ ≤ ν ≤ n + σ,

ςn,ν =
[ν + 1]λ̃n,ν+1

ϑn,n+σ
, n− t ≤ ν ≤ n + t,

ξn,n−σςn,n−t =
[n− t + 1]

ϑ2
n,n+σ

ϑn,n−σλ̃n,n−t+1 6= 0, n ≥ σ + t + 1.

Finalmente,

〈∆(1)[Φu], Bn〉 = 〈u, ΨBn〉 =





0, p + 1 ≤ n ≤ 2σ + t + 1,

〈u, B2
p〉

[p]!
[∆(1)]pΨ(0) 6= 0, n = p = grdΨ.

Por la propiedad de admisibilidad del par(Φ, Ψ), si p = t− 1, entonces

〈u, B2
p〉−1〈u, Φ∆(1)Bp〉 6= m, m ∈ N0.

6.3.6. La red uniforme x(s) = s

Una consecuencia directa de estos resultados es que partir del operadorLq,ω y la redq-lineal
x(s), se pueden recuperar los polinomios∆-semicĺasicos – los cuales son ortogonales sobre una
red uniforme – considerando

x(s) =
qs − 1
q − 1

,

y tomandoq → 1. Para los polinomios∆-clásicos las relaciones de estructura (6.1) y (6.3) han
sido estudiadas en [65].

Teorema 6.4.Primera caracterización para los polinomios∆-semicĺasicos
Para cualesquiera polinomioΦ, con grd Φ = t, y sucesíon de polinomios ḿonicos,{Bn}n≥0,
ortogonales respecto al funcional linealu, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen ńumeros enteros no negativos,σ, p ≥ 1, r ≥ σ + t + 1, conσ = máx(t− 2, p− 1),
tales que

n+t∑
ν=n−σ

αn,νBν(s) =
n+t∑

ν=n−t

vn,νB
[1]
ν (s), n ≥ máx(σ, t), (6.85)
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donde
B[1]

n (s) := (n + 1)−1∆Bn+1(s),

αn,n+t = vn,n+t = 1, n ≥ máx(σ, t), αr,r−σvr,r−t 6= 0,

〈∆[Φu], Bn〉 = 0, p + 1 ≤ n ≤ σ + 2t + 1, 〈∆[Φu], Bp〉 6= 0,

y sip = t− 1, entonces〈u, B2
p〉−1〈u,Φ∆Bp〉 6= −m, m ∈ N0.

(ii) Existe un polinomioΨ, congrdΨ = p ≥ 1, tal que

∆[Φu] = Ψu,

y el par(Φ,Ψ) es admisible.

Teorema 6.5.Segunda caracterizacíon para los polinomios∆-semicĺasicosPara cualesquiera
polinomio ḿonico Φ, congrdΦ = t, y sucesíon de polinomios ḿonicos,{Bn}n≥0, ortogonales
respecto al funcionalu, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existes ńumeros enteros no negativos,σ, p ≥ 1, r ≥ σ + t + 1, conσ = máx(t− 2, p− 1),
tales que

n+σ∑
ν=n−σ

ξn,νBν(s) =
n+σ∑

ν=n−t

ςn,νB
[1]
ν (s), (6.86)

dondeξn,n+σ = ςn,n+σ = 1, n ≥ máx(σ, t + 1), ξr,r−σςr,r−t 6= 0,
{ 〈∆[Φu], Bm〉 = 0, p + 1 ≤ m ≤ 2σ + t + 1,

〈∆[Φu], Bp〉 6= 0,

y sip = t− 1, entonces〈u, B2
p〉−1〈u, Φ∆Bp〉 6= m, m ∈ N0 (condicíon de admisibilidad).

(ii) Existe un polinomio ḿonicoΨ, congrdΨ = p ≥ 1, tal que

∆[Φu] = Ψu, (6.87)

donde el par(Φ, Ψ) es admisible.

La prueba es ańaloga a la original considerandoω = 1 y tomando ĺımite cuandoq → 1. Por
tanto,Lq,1 ≡ ∆(1) y [n] se transforman en∆ y n, respectivamente.

Nota 6.3.2. Los funcionales lineales∆-semicĺasicos han sido estudiados en [102].

6.3.7. Ejemplos

¤ Ejemplo 1

Sea{Qn}n≥0 una SPOM que satisface la relación

(x(s + 1) + vn,0)Qn(s) = qQ
[1]
n+1(s) + ρn(s)Q[1]

n (s), (6.88)

donde la redx(s) esq-lineal, i.e.x(s + 1)− qx(s) = ω,

ρ0 = 0,

ρn =
qn+1

κ

[n + 1]
γn+1

, n = 1, 2, . . . ,

vn,0 =
γn+2γn+1

qn[n + 2]
κ + ρn − qβn − ω, n = 0, 1, . . . ,
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y κ es una constante, siendo{βn}n≥0 y {γn}n≥0 los coeficientes de la RRTT

xQn = Qn+1 + βnQn + γnQn−1, n = 1, 2, . . .

Entonces, por la anterior RRTT y el Teorema 6.2, se obtiene que{Qn}n≥0 es una sucesión de
q-polinomios semicĺasicos respecto al funcional linealv, el cual es solución de la ecuación de
Pearson

∆(1)v = Ψv, (6.89)

de claseσ = 1, conΦ(x) = 1 y grdΨ = 2.
Entonces, también satisface la siguiente relación:

Q[1]
n (s) = Qn(s) + λn,n−1Qn−1(s), (6.90)

dondeλn,n−1 =
γn+1γn

qn[n + 1]
κ.

De hecho, se tiene que

Ψ(x) = −κ

q
Q2(x)− 1

γ1
Q1(x).

Lema 6.3.6. Sea{Qn}n≥0 una SPOM respecto al funcional linealv satisfaciendo(6.89). Enton-
ces la sucesión{Qn}n≥0 no es diagonal.

Prueba: Se asume que{Qn}n≥0 es diagonal respecto aφ, congrdφ = t, deı́ndiceσ. Entonces,
por el Corolario 6.3.2,

t

2
≤ σ ≤ t + 2,

y se tiene la siguiente relación diagonal

φ(s)Qn(s) =
n+t∑

ν=n−σ

θn,νQ
[1]
ν (s), θn,n−σ 6= 0, n ≥ σ.

Si se denota por{vn}n≥0 y {v[1]
n }n≥0 las sucesiones duales de{Qn}n≥0 y {Q[1]

n }n≥0, respectiva-
mente, entonces, por la Proposición 6.3.1, láultima relacíon es equivalente a

φv[1]
n = knΩn+σv, n ≥ 0, (6.91)

dondekn = 〈v, Q2
n+σ〉−1θn+σ,n, y

Ωn+σ(x) =
n+σ∑

ν=0

θν,n

θn+σ,n

〈v, Q2
n+σ〉

〈v, Q2
ν〉

Qν(x), n = 0, 1, . . .

Es claro quev satisface un ńumero infinito de relaciones del tipo (6.91). De hecho, multiplicando
ambas partes de (6.91) por un polinomio mónico, se obtiene otra relación diagonal.
Debido a esto, se asumirá quet = grdφ es el ḿınimo ńumero entero no negativo tal quev satisface
la relacíon diagonal (6.91), i.e. la ecuación (6.91) no puede simplificarse.
Nótese quet ≥ 1. De hecho, si se supone quet = 0, entonces0 ≤ σ ≤ 2 y se recupera la
primera relacíon estructura que caracteriza las sucesionesq-clásicas lo cual contradice el hecho
que la sucesión{Qn}n≥0 esq-semicĺasica de clase uno.
En consecuencia, dado quet ≥ 1 entoncesσ ≥ 1. Tomandoq-diferencias en ambos lados de
(6.91) y usando (6.35), (6.89) y∆(1)v[1]

n = −[n + 1]vn+1, se obtiene

φ̃v[1]
n = knψnv, n = 0, 1, . . . , (6.92)
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donde

φ̃(s) = [t]−1∆(1)φ(s),

ψn(s) = [t]−1
(
Ωn+σ(s + 1)Ψ(s) + ∆(1)Ωn+σ(s) + dnφ(s + 1)Qn+1(s)

)
, n = 0, 1, . . . ,

dn = [n + 1](〈v, Q2
n+1〉kn)−1, n = 0, 1, . . .

Nótese que el polinomiõφ es ḿonico congrd φ̃ = t− 1.
Además, teniendo en cuenta queu es un funcional lineal quasi-definido, combinando (6.91) y
(6.92) se obtiene

φ̃(x)Ωn+σ(x) = φ(x)ψn(x).

Del ańalisis de las potencias de mayor orden en estaúltima relacíon se deduce queψn es un
polinomio ḿonico congrd ψn = n + σ − 1. Pero esto contradice el hecho quet = grdφ es el
mı́nimo ńumero entero no negativo tal quev satisface la relación diagonal (6.91).

¤ Ejemplo 2: Los q-polinomios tipo Freud

Sea{Pn}n≥0 una SPOM respecto al funcional linealu tal queu0 = 〈u, 1〉 = 1 la cual
satisface la relación:

∆(1)Pn(s) = [n]Pn−1(s) + anPn−3(s), n = 2, 3, . . . , (6.93)

dondeP−1 ≡ 0, P0 ≡ 1, y P1(x) = x, siendox ≡ x(s) = qs, i.e.ω = 0.
Dado que dicha familia es ortogonal respecto al funcional linealu, entonces dicha familia satisface
una RRTT, es decir, existen sucesiones de números complejos,{bn}n≥0, y {cn}n≥0, cn 6= 0, tales
que

xPn = Pn+1 + bnPn + cnPn−1, n = 1, 2, . . . (6.94)

Si se le aplica el operador∆(1) a la relacíon (6.94) y se tiene en cuenta (6.93) se obtienen las
siguientes relaciones igualando las potencias dex

qbn−1 = bn, q[n]cn−1 + qan = an+1 + [n− 1]cn,
qanbn−3 = anbn, qancn−3 = an−1cn.

Luego, dado quecn 6= 0 se deduce quean 6= 0, por tanto de la combinación de las expresiones
anteriores se sigue quebn = 0 paran ≥ 0 ya que|q| 6= 1. Adeḿas de la relación qancn−3 =
an−1cn se obtiene quean = K(q)q−ncncn−1cn−2, n ≥ 2, dondeK(q) es cierta constante. Luego
los paŕametroscn satisfacen la relación no lineal

q[n]cn−1+K(q)q−n+1cncn−1cn−2 = [n−1]cn+K(q)q−n−1cn+1cncn−1, n = 1, 2, . . . (6.95)

dondec0 = 0, c1 = −P2(0) 6= 0.
Por otro lado, dado que se satisface la relación (6.93), tomandoΦ ≡ 1, t = 0 y σ = 2 en la
Proposicíon 6.3.4 se deduce que existe un polinomio mónico, Ψ, de grado 3, tal queu es un
funcional linealq-semicĺasico de clase 2, i.e.u satisface la ecuación distribucional

∆(1)u = Ψu, grd Ψ = 3. (6.96)

De hecho, se tiene que

Lema 6.3.7.Ψ(x) = −K(q)q−3P3(x)− c−1
1 P1(x).
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Prueba: Dado queΨ es un polinomio ḿonico de grado 3, este puede escribirse comoΨ(x) =
e0P0 + e1P1 + e2P2 + e3P3. Adeḿas, dado qued2

n = cnd2
n−1 paran ≥ 1, se tiene que

e0d
2
0 = e0〈u, P 2

0 〉 = 〈Ψu, P0〉 = −〈u,∆(1)P0〉 = 0,

e1d
2
1 = e1〈u, P 2

1 〉 = 〈Ψu, P1〉 = −〈u,∆(1)P1〉 = −1,

e2d
2
2 = e2〈u, P 2

2 〉 = 〈Ψu, P2〉 = −〈u,∆(1)P2〉 (6.93)= −〈u, [2]P1〉 = 0,

e3d
2
3 = e3〈u, P 2

3 〉 = 〈Ψu, P3〉 = −〈u,∆(1)P3〉 (6.93)= −〈u, [3]P2 + a3P0〉 = −a3.

Aśı, (6.96) es unq-ańalogo de la ecuación de Pearson para el caso Freud. De hecho, tomando
convenientementec1, y haciendo tenderq → 1, la ecuacíon distribucional (6.96) se transforma en
(ω(x))′ = −4x3ω(x) y la relacíon (6.93) se transforma enP ′

n(x) = nPn−1 + anPn−2 de ah́ı que
tomando dicho lı́mite en la relacíon (6.95) se deduce queĺımq→1 K(q) = 4 (véase [54, 140]).
Por otro lado, el Teorema 6.3 asegura que la segunda fórmula de estructura puede escribirse como

Bn+2 + ξn,n+1Bn+1 + ξn,nBn + ξn,n−1Bn−1 + ξn,n−2Bn−2 = B
[1]
n+2 + ςn,n+1B

[1]
n+1 + ςn,nB[1]

n .
(6.97)

Luego, usando (6.93) se obtiene que

ξn,n+1 = ςn,n+1, ξn,n =
an+3

[n + 3]
+ ςn,n,

ξn,n−1 =
ςn,n+1

[n + 2]
an+2, ξn,n−2 =

ςn,n

[n + 1]
an+1.

Por tanto si

Pn(x) =
n∑

j=0

λn,j xn−j ,

combinando las relaciones (6.93) y (6.97) se tiene queλn,2k+1 = 0 para los enteros no negativos
n, k tales que0 ≤ k ≤ n

2 − 1
2 , y

λn,0 = 1, λn,2k+2 =
[n]cn−1λn−2,2k + anλn−3,2k

[n− 2k − 2]− [n]
, 1 ≤ k ≤ n

2
.

De hecho, con estos valores, se obtiene quecn = λn,2 − λn+1,2, bn = λn,1 − λn+1,1 = 0, y
ξn,n+1 = ξn,n−1 = ςn,n+1 = 0, n ≥ 0. Por tanto, se puede escribir (6.97) como

(x2 + ṽn,0)Bn = B
[1]
n+2 + ρ̃nB[1]

n , (6.98)

dondeṽn,0 =
an+3

[n + 3]
+

qn+1[n + 1]
K(q)cn+1

− cn+1 − cn, y ρ̃n =
qn+1[n + 1]
K(q)cn+1

.

Porúltimo, se daŕa la relacíon de recurrencia que satisfacen los momentos del funcionalu.

Lema 6.3.8. Los momentos del funcional linealu, {(u)n}n≥0, satisfacen la relacíon

[n](u)n−1 = K(q)q−3(u)n+3 +
(

1
c1
− [3]c2 + a3

q4(1 + q)
K(q)

)
(u)n+1, n = 1, 2, . . . (6.99)

donde(u)0 = 1.
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Teniendo en cuenta que(u)1 = u3 = 0, se tiene queu es un funcional lineal siḿetrico, i.e.
(u)2n+1 = 〈u, x2n+1〉 = 0, n ≥ 0, lo cual confirma el hecho que es unq-ańalogo al caso tipo
Freud descrito anteriormente.
Prueba: Dado que∆(1)u = Ψu, entonces

〈∆(1)u, xn〉 = 〈Ψu, xn〉.

Luego teniendo en cuenta que〈∆(1)u, p〉 = −〈u, ∆(1)p〉, dondep ∈ P, y el lema 6.3.7 se tiene
que

−[n](u)n−1 = −K(q)q−3〈u, P3x
n〉 − c−1

1 (u)n+1. (6.100)

Aplicando la RRTT (6.94) paran = 2, se obtiene queP3(x) = x3 − (c1 + c2)x y dado que
c2 = q[2]c1 − a3, se deduce que

P3(x) = x3 − [3]c2 + a3

q(1 + q)
x.

Finalmente, de la combinación de estáultima expresíon junto con (6.100) se obtiene la relación
deseada.
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Conclusiones y problemas abiertos

7.1. Conclusiones

1. En el caṕıtulo 3 se realiźo un estudio general de los polinomios ortogonales clásicos usando
el operador de Rodrigues. De forma análoga se pueden estudiar tanto los polinomios clásicos
est́andar como los∆-clásicos.

2. En [72] Hahn caracteriźo a los polinomios cĺasicos est́andar como aquellos cuya derivada
eran tambíen ortogonales. Con el operador de Rodrigues se ha podido obtener el resulta-
do rećıproco demostrando que si{Pn}n≥0 es una familia de polinomios clásicos est́andar,
entoncesRn(ρ−1, x)[1] es una familia de polinomios clásica.

3. Muchas de las familias clásicas tienen asociada unálgebra dińamica cerrada, de hecho, ha
quedado constatado que laq-linealidad del espectro delq-Hamiltoniano est́a relacionado con
el hecho que dicháalgebra sea finita aunque, como también se ha visto, es una condición
necesaria pero no suficiente.

4. El estudio de la familia deq-polinomios de Racah, considerados en el capı́tulo 5 ha permiti-
do conocer la relación directa existente entre los polinomios clásicos y las representaciones
de grupos de una forma directa.

5. El problema considerado en la sección §6.2 revela que la adición de varias masas (positi-
vas) en diferentes puntos del eje real a un funcional clásico da lugar a un nuevo funcional
(semicĺasico) y que los polinomios que son ortogonales respecto a estos – los que se de-
nominaron polinomios tipo Krall – satisfacen el mismo tipo de relaciones lı́mite que los
originales.

6. El estudio realizado en el capı́tulo 3 para funcionales linealesq-clásicos definidos por fun-
ciones peso y el realizado en§6.3 para funcionales linealesq-semicĺasicos generales per-
mite obtener un Teorema de caracterización ańalogo al obtenido en el capı́tulo 3 para los
q-polinomios semicĺasicos, pudiendo obtenerse tanto una segunda fórmula de estructura pa-
ra estos sobre la redq-lineal

x(s) = c1q
s + c3, (7.1)
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ańaloga a (3.42).

7.2. Problemas abiertos

1. Encontrar eĺalgebra de simetrı́as dińamica asociada a las familias deq-polinomios de la
tabla deq-Hahn que no se han podido obtener en esta memoria.

2. Encontrar una conexión expĺıcita entre los generadores delálgebraAW (3) y los operadores
creacíona y destruccíonb, los cuales factoricen alq-HamiltonianoHq en estos casos.

3. Comprobar si las principales caracterı́sticas de losq-polinomios de Racah están relacionadas
con las representaciones delálgebra cúantica no compactaUq(su(2, 1)).

4. Desarrollar una Teorı́a general de los polinomios semiclásicos, aśı como encontrar ejemplos
deq-polinomios semicĺasicos sobre la red no uniforme (7.1).

5. Construccíon de nuevos ańalogos deq-osciladores asociados a las restantes familias deq-
polinomios.
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Los esquemas de Askey y Hahn
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Figura A.1: Ejemplos de las tablas de Askey y de Hahn (separados por --) considerados en esta
memoria

A continuacíon se incluiŕan una serie de tablas con todos los parámetros obtenidos en esta
memoria relativos a los ejemplos considerados en la figura anterior.

σ(s)
∆

∇x1(s)
∇Pn(s)
∇x(s)

+ τ(s)
∇Pn(s)
∇x(s)

+ λnPn(s) = 0,

σ(s) = σ̃(s)− 1
2τ(s)∇x1(s), Θ(s) = σ̃(s) + 1

2τ(s)∇x1(s),

x(s)Pn(s) = αnPn+1(s) + βnPn(s) + γnPn−1(s),

x1(s)∆(1)Pn(s) = α
(1)
n ∆(1)Pn+1(s) + β

(1)
n ∆(1)Pn(s) + γ

(1)
n ∆(1)Pn−1(s),
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σ(s)
∇Pn(s)
∇x(s)

= α̃nPn+1(s) + β̃nPn(s) + γ̃nPn−1(s),

Θ(s)
∆Pn(s)
∆x(s)

= α̂nPn+1(s) + β̂nPn(s) + γ̂nPn−1(s),

MPn(s) =
Pn(s + 1) + Pn(s)

2
= en

∆Pn+1(s)
∆x(s)

+ fn
∆Pn(s)
∆x(s)

+ gn
∆Pn−1(s)

∆x(s)
,

α̃n

αn
=

α̂n

αn
± λnκq,

β̃n

βn
=

β̂n

βn
± λnκq,

α̃n

αn
=

α̂n

αn
± λnκq, si x(s) = q±s,

en = αn − [2]q
2

α(1)
n , fn = βn − [2]q

2
β(1)

n + c3

(
1− [2]

2

)
, gn = γn − [2]q

2
γ(1)

n ,

dondex1 = x(s+ 1
2), κq = q

1
2−q−

1
2 , y ∆ y∇ son los operadores en diferencias finitas progresivas

y regresivas, respectivamente, es decir,∆f(s) = f(s + 1)− f(s) y ∇f(s) = f(s)− f(s− 1).
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Tabla A.1: Datos principales de los polinomios de Askey-Wilson

pn(x; a, b, c, d|q) x(s) = 1
2
(qs + q−s) [−1, 1]

σ(s) −κ2
qq
−2s+ 1

2 (qs − a)(qs − b)(qs − c)(qs − d)

Θ(s) −κ2
qq

2s+ 1
2 (q−s − a)(q−s − b)(q−s − c)(q−s − d)

τ ′n 4(1− q)q−n
(
1− abcdq2n

)

τn(0) 2(q − 1)q−
n
2 (a + b + c + d− (abc + abd + acd + bcd)qn)

σ̃′′ 2q
1
2 κ2

q (abcd + 1)

σ̃′(0) −q
1
2 κ2

q(a + b + c + d + abc + abd + acd + bcd)

σ̃(0) q
1
2 κ2

q(ab + cb− acdb + db + ac + ad + cd− 1)

λn 4q1−n(1− qn)
(
1− abcdqn−1

)

ρn(s)
q2ns+n2+n

√
1− x(s)2

(qs+n, q−(s+n), qs+n+ 1
2 , q−s+n+ 1

2 ,−qs+n+ 1
2 ,−q−s+n+ 1

2 ; q)∞
(aqs+n, aq−s, bqs+n, bq−s, cqs+n, cq−s, dqs+n, dq−s; q)∞

d2
n 2π

(abcdqn−1; q)n(abcdq2n; q)∞
(qn+1, abqn+1, acqn+1, adqn+1, bcqn+1, bdqn+1, cdqn+1; q)∞

αn
1− abcdqn−1

2(1− abcdq2n−1)(1− abcdq2n)
)

βn
1
2

(
a + a−1 − (An + Cn)(a, b, c, d|q)

)

γn
1
2a

(1− abqn−1)(1− acqn−1)(1− adqn−1)Cn(a, b, c, d|q)

en
2[n]q(1− abcdqn−1)2 − [2]q[n + 1]q(1− abcdqn)2

4[n]q(1− abcdqn−1)(1− abcdq2n−1)(1− abcdq2n)

fn

1− q

4
(a− a−1q−1)− 1

2

(
An(a, b, c, d|q) + Cn(a, b, c, d|q)

− [2]q
2

(An−1(aq
1
2 , bq

1
2 , cq

1
2 , dq

1
2 |q) + Cn−1(aq

1
2 , bq

1
2 , cq

1
2 , dq

1
2 |q))

)

gn

(1− abcdqn−2)(1− abcdq2n−2)(1− abcdq2n−1)

4[n]q(1− abcdqn−1)2

(
2[n]q(An−1Cn)(a, b, c, d|q)

(1− abcdqn−2)2

− [2]q[n− 1]q(An−2Cn−1)(aq
1
2 , bq

1
2 , cq

1
2 , dq

1
2 |q)

(1− abcdqn−1)2

)

Donde

An(a, b, c, d|q) =
(1− abqn)(1− acqn)(1− adqn)(1− abcdqn−1)

a(1− abcdq2n−1)(1− abcdq2n)
,

Cn(a, b, c, d|q) =
a(1− qn)(1− bcqn−1)(1− bdqn−1)(1− cdqn−1)

(1− abcdq2n−2)(1− abcdq2n−1)
.
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Tabla A.2: Datos principales de losq-polinomios de Racahuα,β
n (x(s), a, b)q

u
(α,β)
n (x(s), a, b) x(s) = [s]q[s + 1]q [a, b]

σ(s) [s− a]q[s + b]q[s + a− β]q[b + α− s]q

Θ(s) [s + a + 1]q[b− s− 1]q[s− a + β + 1]q[b + α + s + 1]q

τ ′n −[2n + α + β + 2]q

τn(0) 2kq−2
(
αq(2a− β)[n + α + 1]q + αq(2b + α)[n + β + 1]q − αq(1)[2 + α + β + n + 1]

)

σ̃′′ −αq(α + β + 2)

σ̃′(0)

2κ−2
q

(
αq(a− b + 1)αq(a + b + α− β) + αq(a + b)αq(b− a + α + β + 1)

−2αq(1)αq(α + β + 2)
)

σ̃(0)
2κ−4

q

(
2αq(1)

(
αq(a + b)αq(b− a + α + β + 1) + αq(a− b + 1)αq(a + b + α− β)

)

−αq(2)αq(2 + α + β)− αq(β − α)− αq(2a + 2b + α− β)− αq(2b− 2a + α + β))
)

λn [n]q[n + α + β + 1]q

ρn(s)
Γ̃(s + n + a + 1)Γ̃(s + n− a + β + 1)Γ̃(s + n + α + b + 1)Γ̃(b + α− s)

Γ̃(s− a + 1)Γ̃(s + b + 1)Γ̃(s + a− β + 1)Γ̃(b− s− n)

− 1
2

< a ≤ b− 1, α > −1,−1 < β < 2a + 1

d2
n

Γ̃(α + n + 1)Γ̃(β + n + 1)Γ̃(b− a + α + β + n + 1)Γ̃(a + b + α + n + 1)

[α + β + 2n + 1]qΓ̃(n + 1)Γ̃(α + β + n + 1)Γ̃(b− a− n)Γ̃(a + b− β − n)

kn
Γ̃[α + β + 2n + 1]q

[n]q!Γ̃[α + β + n + 1]q

αn
[n + 1]q[α + β + n + 1]q

[α + β + 2n + 1]q[α + β + 2n + 2]q

βn

[a]q[a + 1]q − [α + β + n + 1]q[a− b + n + 1]q[β + n + 1]q[a + b + α + n + 1]q
[α + β + 2n + 1]q[α + β + 2n + 2]q

+
[α + n]q[b− a + α + β + n]q[a + b− β − n]q[n]q

[α + β + 2n]q[α + β + 2n + 1]q

γn
[a + b + α + n]q[a + b− β − n]q[α + n]q[β + n]q[b− a + α + β + n]q[b− a− n]q

[α + β + 2n]q[α + β + 2n + 1]q
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en
2[n + α + β + 1]q − [2]q[n + α + β + 2]q

2[2n + α + β + 1]q[2n + α + β + 2]q
[n + 1]q

fn βn(a, b, α, β)− [2]q
2

βn(a +
1

2
, b− 1

2
, α + 1, β + 1)

gn

(2[n + α + β + 1]q − [2]q[n + α + β]q)
[a + b + α + n]q[a + b− β − n]q[α + n]q

2[α + β + 2n]q[α + β + 2n + 1]q

× [β + n]q[b− a + α + β + n]q[b− a− n]q
[n + α + β + 1]q

donde

βn(a, b, α, β) := [a]q[a + 1]q − [α + β + n + 1]q[a− b + n + 1]q[β + n + 1]q
[α + β + 2n + 1]q[α + β + 2n + 2]q

×[a + b + α + n + 1]q +
[α + n]q[b− a + α + β + n]q[a + b− β − n]q[n]q

[α + β + 2n]q[α + β + 2n + 1]q

Tabla A.3: Datos principales de losq-polinomios grandes de Jacobi

pn(x; a, b, c; q) x(s) = qs [cq, aq]

σ(s) q−1(x− aq)(x− cq)

Θ(s) aq(x− 1)(bx− c)

τ ′n −q−(n+1)κ−1
q (1− abq2n+2)

τn(0) κ−1
q q−

n
2
(
a + c− a(b + c)qn+1

)

σ̃′′ q−1(1 + abq2)

σ̃′(0) − 1
2

(
a + c + a(b + c)q

)

σ̃(0) acq

λn q−
n+1

2 κ−1
q [n]q(1− abqn+1)

ρn(s)
1

aq(1− q)

(aq, bq, cq, abc−1q, a−1x, c−1x; q)∞
(q, abq2, a−1c, ac−1q, qnx, bc−1qnx; q)∞

d2
n

(1− abq)(q, bq, abc−1q; q)n

(1− abq2n+1)(aq, abq, cq; q)n
(−ac)nq

n(n+3)
2

αn 1

βn

q1+n
(
c + a2bqn

(
(1 + b + c)q1+n − q − 1

)
+ a

(
1 + c− cqn − cqn+1 + b(1− qn − cqn − qn+1 − cqn+1 + cq2n+1)

)

(1− abq2n)(1− abq2n+2)

γn − (1− qn)(1− aqn)(1− bqn)(1− abqn)(c− abqn)(1− cqn)

a−1q−(n+1)(1− abq2n)2(1− abq2n−1)(1− abq2n+1)
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en 1− q−
1
2

[2]q
2

(1−qn+1)(1−abqn+2)

(1−qn)(1−abqn+1)

fn βn − q−
1
2

[2]q
2

βn−1(aq, bq, cq), βn(a, b, c) := βn

gn γn − q−
1
2

[2]q
2

(1− qn−1)(1− abqn)

(1− qn)(1− abqn+1)
γn−1(aq, bq, cq), γn(a, b, c) := γn

α̂n/αn abq
n+1

2 [n]q

β̂n/βn − q−
1+n

2 a[n]q(1− abqn+1)
(
c + ab2q2n+1 + b

(
1− cqn − cqn+1 − aqn(1 + q − cqn+1)

))

c + a2bqn
(
(1 + b + c)q1+n − q − 1

)
+ a

(
1 + c− cqn − cqn+1 + b(1− qn − cqn − qn+1 − cqn+1 + cq2n+1)

γ̂n/γn −1− abqn+1

qn(1− q)

Nótese que como casos particulares de losq-polinomios pequẽnos de Jacobi se obtienen los
q-polinomios grandes de Laguerre (tomandob = 0) [82, p. 124], y losq-polinomios pequẽnos
de Jacobi (tomandoc = 0) [82, p. 74]. Ńotese adeḿas que, a su vez, un caso especial de los
q-polinomios grandes de Laguerre son losq-polinomios afines de Kravchuck [82, p. 101]

KAff
n (q−s; p,N ; q) = Pn(q−s; p, q−N−1; q),

y dos casos especiales de losq-polinomios pequẽnos de Jacobi son losq-polinomios pequẽnos de
Laguerre (tomandob = 0) [82, p. 129], y losq-polinomios alternativos de Charlier [82, p. 136]

ĺım
a→0

pn

(
x; a,− b

aq

∣∣q
)

= Kn(x; a; q).
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Tabla A.4: Datos principales de losq-polinomios de Hahn

Qn(q−x; α, β, N |q) x(s) = q−s [1, q−N ]

σ(s) (x− 1)(αqN − x)

Θ(s) −α(qx− qN )(βqx− 1)

τ ′n −qnκ−1
q (1− αβq2−2n)

τn(0) κ−1
q q−

n
2

(
qn − αq + αqn+N − αβqN+1

)

σ̃′′ −(1 + αβq2)

σ̃′(0) 1
2

(
1 + αq + αqN + αβqN+1

)

σ̃(0) −αqN

λn q
n−1

2 κ−1
q [n](1− αβq3−n)

ρn(s)
(αqn+1, q−N+n; q)s

(q, β−1q−N ; q)s
(αβq2n)−s

d2
n −κq

(α, βq2; q)N

(βq; q)NαN

(q, αq, αβqN+2, βq, q
−N ; q)n

(αβq, αβqn+1, αβqn+1; q)n

(1− αβq)(−α)n

1− αβq2n+1
q(n+1)( n

2−N)

αn 1

βn

qn 1 + α− αqn − αqn+1 + αqN + α2β2q2n+N+1

(1− αβq2n)(1− αβq2n+2)

+αβ
(
qN − qn(1 + q)(1 + qN + αqN ) + q1+2n(1 + α + αqN )

)

(1− αβq2n)(1− αβq2n+2)

γn
(1− qn)(1− αqn)(1− βqn)(1− αβqn)(qn − qN )(1− αβqn+N )

α−1q−n(1− αβq2n)2(1− αβq2n−1)(1− αβq2n+1)

en 1− q−
1
2

[2]q
2

(1− qn+1)(1− αβqn+2)

q(1− qn)(1− αβqn+1)

fn βn − q−
1
2

[2]q
2

βn−1(αq, βq, N − 1), βn(α, β, N) := βn

gn γn − q−
1
2

[2]q
2

(1− qn−1)(1− αβqn)

(1− qn)(1− αβqn+1)
γn−1(αq, βq, N − 1), γn(α, β, N) := γn

Nótese que un caso particular de losq-polinomios Hahn son losq-polinomios de Krawtchouk
[82, p. 125]

ĺım
α→0

Qn(q−x; α,−α−1q−1p,N |q) = Kn(q−x; p, N ; q).
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Tabla A.5: Datos principales de losq-polinomios duales de Hahn

W c
n(x(s); a, b) µ(x) = [s]q[s + 1]q [a, b− 1]

σ(s) q
1
2 (s+c+a−b+2)[s− a]q[s + b]q[s− c]q

Θ(s) q
1
2 (−s+c+a−b+1)[s + a + 1]q[−s + b− 1]q[s + c + 1]q

τ ′n −q−n

σ̃′′
1

2
κq

σ̃′(0)
−qa+1 − q1−b − qc+1 − qa−b+c+2 + 2q + 2

2(q − 1)

σ̃(0)
2q2(qa−b + qa+c + q−b+c)− (q + 1)q(qa + q−b + qc + qa−b+c+1) + q2 + 1

2(q − 1)2κq

λn q−
1
2 (n−1)[n]q

ρn(s) q−
1
2 s(s+1+n)−n2

4 + n
2 (a+c−b+ 3

2 ) Γ̃q(s + a + n + 1)Γ̃q(s + c + n + 1)

Γ̃q(s− a + 1)Γ̃q(s− c + 1)Γ̃q(s + b + 1)Γ̃q(b− s− n)

d2
n q

1
2 (ac−ab−bc+a+c−b+1+2n(a+c−b)−n2+5n) Γ̃q(a + c + n + 1)

[n]qΓ̃q(b− c− n]Γ̃q(b− a− n)

αn q
3
2 n[n + 1]q

βn

q
1
2 12(2n−b+c+1)[b− a− n + 1]q[a + c + n + 1]q

+q
1
2 (2n+2a+c−b+1)[n]q[b− c− n]q + [a]q[a + 1]q

γn q
1
2 (n+3+2(c+a−b))[n + a + c]q[b− a− n]q[b− c− n]q

Tabla A.6: Datos principales de losq-polinomios de Meixner

Mn(q−x; b, c; q) x(s) = q−s [1, +∞)

σ(s) q−1c(x− bq)

Θ(s) (x− 1)(x + bc)

τ ′n q−nκ−1
q

τn(0) q1−n
2 (cqn − bcq + q) κ−1

q

σ̃′′ 1
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σ̃′(0)
bqc + c− q

2q

σ̃(0) −bc

λn q−
n+1

2 κ−1
q [n]q

ρn(s)
(bq; q)s+n+1c

s+n+1q(
s+n+1

2 )

(q;−bcq; q)s+1

αn 1
βn q−n + cq−2n−1(1 + q − (1 + b)qn+1)

γn cq−4n+1(1− qn)(c + qn)(1− bqn)

en 1− q−
1
2

[2]q
2

1− qn+1

1− qn

fn βn − q−
1
2

[2]q
2

βn−1(bq, cq
−1), βn(a, b) := βn

gn γn − q−
1
2

[2]q
2

1− qn−1

1− qn
γn−1(bq, cq

−1), γn(a, b) := γn

α̂n/αn
1− qn

1− q

β̂n/βn
(1− q)(q−n + cq−2n−1(1 + q − (1 + b)qn+1))

q−1−2n(1− qn)(qn+1 + c(1 + q − bqn+1)

γ̂n/γn 1− q

Nótese que casos particulares de losq-polinomios de Meixner son losq-polinomios cúanticos
de Kravchuck [82, p. 98]

Kqtm
n (q−s; p,N ; q) = Mn(q−s; q−N−1,−p−1; q),

los polinomios de Al-Salam & Carlitz II [82, p. 137]

ĺım
c→0

Mn

(
x;−a

c
, c; q

)
=

(
−1

a

)n

q(
n
2)V (a)

n (x; q),

y los q-polinomios de Charlier [82, p. 136]

Mn(x; 0, a; q) = Cn(x; a; q).

Nótese adeḿas que los polinomios de Al-Salam & Carlitz I están relacionados con los polino-
mios de Al-Salam & Carlitz II mediante la expresión [82, p. 114]

U (a)
n (x; q−1) = V (a)

n (x; q).





Publicaciones

El contenido original de esta tesis aparece en los siguientes artı́culos:
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[9] R. Álvarez-Nodarse. On characterization of classical polynomials.J. Comput. Appl. Math.
196(2006), 320–337.
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[49] S. Bochner.Über sturm-liouvillesche polynomsysteme.Math. Zeit.29 (1929), 730–736.

[50] D. Bonastos, E. N. Argyres, y P. P. Raychev.suq(1, 1) description of vibrational molecular
spectra.J. Phys. A24 (1991), 403–408.

[51] D. Bonastos, S. B. Drenska, P. P. Raychev, y Yu. F. Smirnov. Description of superdeformed
bands by quantum algebrasuq(2). J. Phys. G17 (1991), 67–74.

[52] D. Bonastos, P. P. Raychev, R. P. Roussev, y Yu. F. Smirnov. Description of rotational
molecular spectra by the quantum algebrasuq(2). Chem. Phys. Lett.175(1990), 300–306.

[53] J. L. Burchnall y T. W. Chaundy. Commutative ordinary differential operators. II The iden-
tity Pn = Qm. Proc. Roy. Soc. A134(1931), 471–485.

[54] A. Cachafeiro, F. Marcellán, and J. J. Moreno-Balcázar. On asymptotic properties of freud-
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