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Resumen

La curva de sesgo asintético maximo mide la mayor discrepancia posible entre el valor
al que converge un éstimador y el valor del pardmetro que se desea estimar cuando
hay datos atipicos en la muestra. El objetivo central del presente trabajo es el de
‘investigar nuevos aspectos y problemas de la teorfa de robustez, cuando la estabilidad
de los estimadores se evalda mediante esta curva, asf como unificar y extender algunos

de los resultados que ya existian previamente.

En primer lugar, se propone una nueva medida de robustez, la tasa de ruptura,
que mide la estabilidad de los estimadores cuando la proporcién de datos atipicos en
la muesta es alta. Esta medida matiza la informacién proporcionada por medidas de
robustez ya existentes, como el punto de ruptura. También se obtiene un método
general para calcular la curva de sesgo asintético méximo, valido para estimadores de
regresién que se construyen buscando aquel vector de pardmetos que minimiza una
medida robusta de la escala de los residuos. Finalmente, aunque se prueba que no es
posible aplicar el método anterior a estimadores de regresién basados en minimizar la
escala de las diferencias de los residuos, también se proporciona una teoria adecuada a

este caso.

El capitulo uno contiene una introduccién a la teoria de robustez respecto al sesgo.

Las ideas, conceptos y resultados que se utilizan en los capitulos posteriores se discuten



Resumen

mis detalladamente. Los contextos en los que se centra la atencién son el modelo de
localizacién y dispersién, y el modelo de regresién lineal. Las aportaciones originales

de la tesis se concentran en los capitulos dos, tres y cuatro.

En el capitulo dos se discute la conveniencia de disponer de medidas sencillas que
resuman la informacién que la curva de sesgo asintético maximo contiene sobre la
estabilidad de los estimadores. Se propone una nueva medida de este tipo, la tasa de
ruptura, y se proporcionan los resultados que permiten calcularla facilmente a partir
de 1a definicién de los estimadores. Diversos ejemplos numéricos en los modelos de
escala, localizacién y dispersién muestran la utilidad de esta nueva medida. También
se iaonen de manifiesto en este capitulo algunas relaciones entre la manera de definir

los estimadores y las propiedades de robustez de los mismos.

El capitulo tres estd dedicado esencialmente a la obtencién de un método para
calcular la curva de sesgo asintético maximo de estimadores de regresién con residuos
a‘dmisibles. Estos estimadores son tales que la distribucién de los valores absolutos de
los residuos que generan no puede ser mejorada uniformemente por la distribucién de
los residuos proporcionados por otro vector de pardmetros. Los resultados pueden ser
aplicados a diversas clases de estimadores que cumplen esta propiedad. En concreto, se
daran férmulas para S-, 7- y R-estimadores de regresién. El método también es valido

si la distribucién de los regresores no es eliptica.

Cuando en lugar de residuos, se consideran las proyecciones de los datos segun una
determinada direccién, y se busca la direccién que hace menor una medida robusta
de la escala de estas proyecciones, obtenemos un método robusto de hacer analisis
de componentes principales. El método general mencionado en el parrafo anterior se
aplica también en este contexto para evaluar la robustez de las componentes principales

robustas desde el punto de vista de la curva de sesgo asintdtico méximo.
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Finalmente, en el capitulo cuatro se introduce una nueva clase general de esti-
madores robustos de regresion, la de estimadores con residuos admisibles generalizados.
La idea consiste en considerar cua,lquier estimador con residuos admisibles pero midien-
do la escala de las diferencias entre pares de residuos en lugar de medir la escala de los
residuos directamente. Aunque la teorfa del capitulo tres no puede aplicarse en este
caso, se propofcionem también férmulas para las curvas de sesgo asintdtico maximo de
estos estimadores. También en este capitulo se obtiene el estimador que, dentro de esta

clase, tiene menor curva de sesgo asintético maximo (estimador de sesgo minimax).

Algunas conclusiones del trabajo descrito previamente son:

e Las propiedades de robustez ante una proporcién elevada de outliers de los M-
estimadores de escala, localizacién y dispersién se pueden deducir facilmente a
partir de las funciones utilizadas para definir los estimadores. Por ejemplo, para
un M-estimador de escala, cuanto més “plana” sea la funcién que lo define en un
entorno de cero, mas robusto es el estimador. Propiedades andlogas a la anterior
pueden también probarse para estimadores de localizacién y regresion.

e La pérdida de robustez de un M-estimador de localizacién en relacién a la mediana
cuando la proporcién de outliers es alta, se debe en gran parte a que es necesario
estimar el pardmetro de dispersién desconocido.

e Muchos estimadores robustos de regresién estén basados en elegir el vector de
pardmetros que minimiza una medida robusta de la escala de los residuos. Un
procedimiento general para obtener su curva de sesgo asintético maximo es el
siguiente:

(a) Situar una prdporcién dada de contaminaciones puntuales en una direccion
adecuada, determinada por un vector de pardmetros, y llevar los datos con-

taminados suficientemente lejos de los datos no contaminados.
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(b) Seleccionar la ecuacién de regresién que ajusta exactamente estas contami-

naciones y calcular la escala de los residuos resultantes.

(c) Seleccionar la ecuacién de regresién correspondiente a los datos no conta-
minados, es decir, ignorar por completo los outliers, y calcular la escala de

los residuos resultantes.

(d) La norma del vector de pardmetros del modelo para el que se da la igualdad
entre las escalas obtenidas en los apartados (b) y (c) es el valor del sesgo

asintético méximo para la proporcién de contaminacion dada.

o Cuando los estimadores de regresién se basan en encontrar el vector de pardmetros
que minimiza una medida robusta de la escala de las diferencias de pares de
residuos, el procedimiento para calcular la curva de sesgo asintético méximo es
similar al anterior. La diferencia estriba en el tipo de contaminaciones. En esta
nueva situacién, las contaminaciones son tales que, a medida que se alejan de los
datos no contaminados, la dispersién entre ellas aumenta sin limite.

e El estimador que minimiza un cuantil de las diferencias en valor absoluto de
pares de residuos, tiene propiedades de optimalidad respecto al sesgo en una
clase amplia de estimadores robustos de regresién. El cuantil éptimo a minimizar

depende de la proporcién de datos contaminados en la muestra.
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Capitulo 1

Introduccién a la teoria de robustez respecto al

sesgo

1.1 Conceptos generales

Las inferencias estadisticas son el resultado de suponer un modelo sobre los datos
disponibles y aplicar al conjunto formado por los datos y el modelo algin tipo de
procedimiento. Usualmente, los datos sélo se ajustan de forma aproximada al modelo
por lo que implicitamente se asume que el procedimiento estadistico utilizado goza
de una propiedad de continuidad que podria enunciarse de la siguiente manera: si el
modelo supuesto se aproxima al modelo que realmente genera los datos, los resultados
bajo el modelo supuesto también se aproximardn a los resultados del procedimiento
bajo el modelo real. Sin embargo, algunos de los métodos estadisticos més clasicos,
tales como la estimacién de mixima verosimilitud bajo normalidad o la estimacién de
minimos cuadrados en el modelo de regresién lineal, no verifican esta propiedad pues
se muestran inestables ante pequefias desviaciones del modelo supuesto o nominal. La
teoria de robustez en Estadistica se ocupa de disefiar procedimientos estables o robustos

y de evaluar la estabilidad o robustez de dichos procedimientos.
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1.1. Conceptos generales

Para poder evaluar los métodos estadisticos desde este punto de vista necesitamos,
en primer lugar, formalizar matematicamente la idea de proximidad entre el modelo
real y el modelo nominal. En segundo lugar, precisamos criterios que nos permitan

cuantificar la estabilidad de los distintos métodos.

Con respecto al primer punto, en el presente trabajo utilizaremos los llamados
entornos de contaminacién. Supondremos que tenemos una muestra de datos y1,. .., ¥

procedentes de una distribucién F' perteneciente al conjunto
V.={F:F=(1-¢F%+eH, H distribucién arbitraria}, 0<e<l,

es decir, una proporcién aproximada 1 — ¢ de los datos de la muestra procede de la
distribucién nominal F¢, que es un modelo conocido salvo el valor del pardmetro § que
se desea estimar, mientras que la proporcién € restante procede de una distribucién
arbitraria H. Estas tGltimas observaciones se pueden interpretar como datos atipicos
o outliers. La utilizacién de estos entornos para modelizar la incertidumbre sobre el

modelo se remonta a Tukey (1958, 1960) y a Huber (1964).

Se han propuesto muchos criterios para medir la estabilidad de un procedimiento
estadistico. Algunos de ellos son apropiados para evaluar la robustez cuando la pro-
porcién € de datos contaminados en la muestra es pequena mientras que otros indican
la proporcién méxima de datos contaminados que el método puede soportar. Nosotros
estudiaremos aqui un criterio de robustez global, en el sentido de que proporciona in-

formacién sobre la robustez en ambas situaciones: la curva de sesgo asintético mdzimo.

Pensaremos en los distintos métodos estadisticos como en funcionales, T', definidos
sobre un conjunto de distribuciones M que incluye a V¢, y con valores en IR?, donde p es
la dimensién del pardmetro a estimar. Cuando se dispone de una muestra concreta, la
estimacién del pardmetro se obtiene aplicando T a la funcién de distribucién empirica

de los datos, F,, por lo que M también debe contener al conjunto de todas las posibles
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distribuciones empiricas. Si F € V; es la distribucién de los datos, es posible probar en

muchas ocasiones que

A

6,=T(F,) = T(F) cs.

Como en general F' # F % si definimos una medida de discrepancia adecuada, d, en

IR?, la estabilidad asintética de T' en F' con respecto a d viene dada por
b(T, F) = d[T(F), T(F*),

es decir, la discrepancia existente entre el resultado asintético obtenido bajo el modelo
real y bajo el nominal. La curva de sesgo asintético maximo es la maxima discrepancia
sobre el cohjunto de todas las distribuciones admitidas como posibles, es decir, sobre
el entorno de contaminacién:

Br(e) = sup d[T(F),T(F’)).

FeVe

Dado que al aumentar ¢, el entorno V; sobre el que tomamos el supremo es mayor, la
curva Br(e) es creciente como funcién de la proporcién de datos contaminados en la
muestra. Ademas, nos da informacién sobre la estabilidad de T' para cualquier valor
de . Por sencillez y como no hay posibilidad de confusién, llamaremos curva de sesgo,

o simplemente sesgo, a la curva de sesgo asintético maximo.

Esta curva fue definida inicialmente por Huber (1964) en el contexto de estimacién
de un parametro de localizacién. Posteriormente, Martin y Zamar (1989) la intro-
dujeron y calcularon en el caso de estimacién de un pardmetro de escala y Martin,
Yohai v Zamar (1989) la estudiaron en el modelo de regresién lineal. Algunas de sus
propiedades en el método de estimacién de minima distancia han sido investigadas por
Donoho y Liu (1988). He y Simpson (1993) han probado algunas propiedades de la

curva de sesgo validas para un grupo bastante general de modelos.
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A veces es conveniente disponer de medidas sencillas que resuman el compor-
tamiento de Br(e). Daremos algin ejemplo de esta afirmacién en la seccién 2.1. Dos

medidas ampliamente utilizadas que cumplen este propésito son:

(a) La sensitividad, v§, que es la derivada de la curva de sesgo evaluada en ¢ = 0.

Un desarrollo de Taylor de primer orden implica
Br(e) = yre + oe), si € — 0.

Bajo‘condiciones de regularidad, la sensitividad coincide con el supremo de la
funcién de influencia, o sensitividad a errores grandes, definida por Hampel
(1974). Si v5 < o0, se dice que T tiene influencia acotada. |

(b) El punto de ruptura, €, introducido también por Hampel (1974) y ampliamente
discutido en el trabajo de Donoho y Huber (1983), se define como

ey = sup{e: Br(e) < oo}.

El punto de ruptura representa la méxima proporcién de datos contaminados que
un funcional T' puede resistir ya que si € > €*, entonces Br(€) = co y es posible
obtener un valor asintético del estimador que no guarda ninguna relacién con el
valor del pardmetro que se desea estimar. En relacién con ¢ se propondrd y
estudiard una medida complementaria de robustez en el capitulo dos.
Una analogfa fisica que ayuda a comprender mejor los conceptos de sensitividad y punto
de ruptura puede encontrarse en Rousseeuw y Leroy (1987), pagina 187. Estos autores
comparan la sensitividad con la elasticidad de una barra cuando se aplica sobre ella
una fuerza pequeiia, y el punto de ruptura con la fuerza necesaria para poder romper
la barra. Si identificamos la barra con un estimador y la fuerza con los datos atipicos,

obtenemos una descripcién bastante grafica de los dos conceptos anteriores.

El cdlculo efectivo de la curva de sesgo es a veces dificil. Contribuciones a la

resolucién de este problema para clases amplias de funcionales pueden encontrarse en
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los capitulos tres y cuatro. Otros problemas de interés en relacién con la curva de sesgo
consisten en seleccionar una clase de estimadores 7 y encontrar, para cada ¢ fijo, el

estimador T* € 7 que verifica
Br+(e) < Br(e), para todo T € 7.

Se dice entonces que T* es el estimador de sesgo minimaz en ¢ para la clase 7. Un

ejemplo de resolucién de este tipo de problemas se encuentra en el capitulo cuatro.

En las paginas siguientes se pretende un objetivo doble: en primer lugar, precisar
los conceptos introducidos en esta seccién para los modelos que van a ser estudiados
en los capftulos posteriores y, en segundo lugar, revisar los resultados mas importantes
que existen en la literatura, algunos de los cuales serdn utilizados mas adelante en
este trabajo. En la seccién 1.2 se formalizan las ideas de robustez respecto al sesgo
en el modelo de estimacién de un pardmetro de escala, que es un modelo sencillo
pero con interesantes implicaciones en modelos més complicados. Fundamentalmente
segﬁiremos aqui el trabajo de Martin y Zamar (1989). Algunas complicaciones aparecen
cuando se ha de estimar tanto el pardmetro de dispersién como el de localizacién. La
seccién 1.3 trata este problema siguiendo a Martin y Zamar (1993a, 1993b). Por tltimo,
en la seccién 1.4 se discute la teorfa de robustez respecto al sesgo para el modelo de
regresién lineal. Aunque la literatura aqui es muy extensa, los articulos en los que
se apoya nuestro trabajo de forma esencial son los de Martin, et al. (1989), Yohai y

Zamar (1993) y Croux, Rousseeuw y Hossjer (1994).
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1.2 Robustez respecto al sesgo para estimadores de escala

1.2.1 M-estimadores de escala

Supongamos que se dispone de una muestra yi,.. .,y de observaciones independientes
e idénticamente distribuidas segin F°(y) = Fo(y/o). A lo largo de esta seccién y de la
siguiente supondremos que Fy es estrictamente creciente, con densidad fo simétrica y
estrictamente unimodal (los resultados de esta seccién son también validos si Fp es una
distribucién estrictamente creciente en (0,00) de una variable aleatoria no negativa).
Para fijar ideas, podemos suponer que Fo(y) = @(y) es la funcién de distribucién de la
normal estandar. Si calculamos en este caso el estimador de méxima verosimilitud de o

obtenemos S, = [2., y?/n]*/%. Es inmediato comprobar que S, satisface la ecuacién
4 i=1 Y p q

(/S =b @y
donde x(y) = y? y b = 1. El estimador de méxima verosimilitud S, no es robusto
ya que un tnico dato atipico puede hacerle tomar valores aberrantes. En su trabajo
fundamental, Huber (1964) propone transformar convenientemente la funcién x de
forma que se obtengan estimadores mds robustos. Esta modificacién puede consistir,
por ejemplo, en considerar en la ecuacién (1.1) una parabola truncada en lugar de
x(y) = . Es decir, tomar x(y) = y*I{ly| < ¢} + ¢I{ly| > ¢}, con el fin de que

los datos atipicos influyan menos en el resultado final. También es necesario elegir

convenientemente la constante b.

Supongamos que ¥ verifica la siguiente hipétesis:

Hipétesis 1 x(y) es par, no decreciente para valores positivos de y, acotada con

x(00) = 1, x(0) = 0, continua en 0 y con a lo mds un mimero finito de discon-

tinuidades.
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Las consideraciones anteriores motivan la siguiente definicién: se dice que S, es un

M-estimador de escala si

S, = inf{s: %Zn:x (-y—z> < b}, | (1.2)

t=1 S
donde y verifica la hipétesis 1 y 0 < & < 1.
El fnfimo de la ecuacién (1.2) es necesario para asegurar la existencia del estimador
en algunos ejemplos importantes en los que x no es continua. Si x es continua se puede

sustituir (1.2) por la expresién més sencilla (1.1).
Asociado a S, podemos definir el funcional S(F) como
S(F) = inf{s : Epx (%) < b} (1.3)
Sobre las relaciones entre S(F') y S, se pueden hacer las siguientes precisiones:
(a) Como se comprueba de manera inmediata, S, se obtiene aplicando el funcional
S(F) ala funcién de distribucién empirica de los datos, F,. Es decir, S, = S(F).

(b) Bajo la hipétesis 1, S, converge al valor del funcional aplicado a la verdadera

distribucién de los datos, es decir,
S, — S(F°)  cs. (1.4)

Una comprobacién de (1.4) se puede encontrar en la Nota A.1 de Martin y Zamar
(1989).

(c) Es deseable la convergencia hacia el valor del pardmetro que se desea estimar,
o. En virtud de (1.4), es necesario seleccionar x y b de forma que S(F7) = o.
Cuando esto sucede decimos que el funcional S es consistente en el sentido de
Fisher o Fisher-consistente. Para que se cumpla esta condicién es suficiente tomar

x v b tales que
Erex (E‘i) =5, (1.5)
o
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En este caso, cuando no hay contaminaciones en la muestra el estimador S,
converge al valor del pardmetro que se desea estimar, es decir, es consistente. Si
queremos que se cumpla esta importante propiedad, no es posible elegir x y &
independientemente en la definicién de un M-estimador de escala, sino que ambas

deben estar ligadas por la condicién (1.5).

1.2.2 Curva de sesgo de M-estimadores de escala

Supongamos ahora que la muestra est4 contaminada, es decir, la distribucién de la que

proceden los datos es F, donde
FeV.={F: F=(1—-¢F° +cH, H distribucién arbitraria}.

Dado que
Sp — S(F) c.8.,

y como F # F°, se tiene en general que S(F) # F(F?) = 0. Debido a la presencia de
datos contaminados en la muestra se produce una diferencia entre el valor asintético

del estimador y el valor del pardmetro que queremos estimar.

Como medida de discrepancia entre S(F) y o elegimos el cociente S(F')/o. Como
los M-estimadores de escala son equivariantes por cambios de escala, podemos suponer

sin pérdida de generalidad para estudiar la curva de sesgo que o = 1.

Debemos considerar dos tipos de sesgo: el sesgo respecto a outliers, B; (€), causado
. . Ié
por observaciones grandes que llevan a sobreestimar el parametro, y el sesgo respecto
a inliers, By (), producido por observaciones pequefias que llevan a infraestimar el
pardmetro. Las respectivas definiciones son:

Bf(e) = sup S(F),

FeV,
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Definimos la clase de funciones C; como la formada por aquellas funciones x tales
que verifican la hipétesis 1 y ademds cumplen la condicién de consistencia de Fisher
Er,x(y) = b. Puede probarse (es obvio cuando x es continua) que BJ(¢) se obtiene
tomando la distribucién contaminante H = §,, donde &, asigna probabilidad uno al

punto z, y haciendo z — co. En este caso, debe cumplirse, para x € Ce,

(1= e)Brx (B;y<6>> te=t

Por otra parte, B (€) se obtiene contaminando en H = 65 ¥y haciendo z — 0, con lo

(1— &) Enx (%) —b.

Resolviendo las dos ecuaciones no hneales anteriores para cada ¢ fijo, se obtienen los

que para X € Cs,

valores de B (€) y By (e)- Podemos resumir estos resultados en la siguiente proposicion:

Proposicién 1 (Martin y Zamar (1989), teorema 1) Sea x € C; y sea hy(s) =
Eg,x(y/s). Entonces,

B}(e) = A (b'f), (1.6)

B0 =1 (1) (1.7

En relacién con los sesgos Bf(e) y By (¢), podemos definir los correspondientes

puntos de ruptura respecto a outliers e inliers de la siguiente manera:

et = sup{e: B (€) < oo},
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e = sup{e: B (¢) > 0}.

Dado que limy_co hy(s) = 0 ¥ lim,oo 2y (s) = 1, se sigue que eF =by e” =1 —b. Por

tanto, el punto de ruptura de un M-estimador de escala basado en x € Cp verifica
¢* = min{e", e} = min{b, 1 — b}.

Esta férmula coincide con la obtenida por Huber (1981), pagina 110. Cuando se selec-
ciona una funcién y se determina, a través de la condicién (1.5), el valor de by es este

valor el que caracteriza el punto de ruptura del M-estimador de escala.

1.2.3 Teoria minimax para M-estimadores de escala

Es natural preguntarse por las funciones x que dan lugar a estimadores con el menor
sesgo asintético mdximo. Para todo 0 < b < 1, existe una tinica constante a > 0 tal

que la funcién y de salto

0, sily|<a
Xa(y) = ,
| 1, sily|=a
pertenece a Cy. Resulta que esta funcién es la mds robusta respecto a Bf(e) y a B (¢),

para todo €, en la clase Cj, tal y como se enuncia a continuacién.

Proposicién 2 ( Martin y Zamar (1989), lema A.3 ) Sea Fo una distribucion con
densidad fo con la propiedad de que fo(sy)/foly) es decreciente en y para todo s > 1,

entonces para toda funcidn x € Gy,

B (e) > B} (¢), paratodo 0<e<b,

B;(e) < By (¢), paratodo 0<e<1-— b,

donde x, es la inica funcidn de salto que pertenece a Cy.
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El M-estimador de escala con sesgo minimax basado en la funcién de salto x, es
un estadistico de orden reescalado, es decir, si S, es el M-estimador basado en x,,

entonces
1
Sn = ~Y(n-[b)» (1.8)

donde [nb] denota la parte entera de nb. Por ejemplo, para b = 1/2, el estimador de
sesgo minimax no es més que la mediana convenientemente reescalada para obtener

consistencia bajo el modelo Fg.

1.3 Robustez respecto al sesgo para estimadores de dispersién

y localizacién

Supongamos ahora que la distribucién central del entorno es el modelo clasico de lo-

calizacién y dispersion,

y— 4
Fre (y) = Fo < s

o
y que estamos interesados en estimar el pardmetro de dispersién, o,y el de localizacién,
p. Para el pardmetro de dispersidn, la definicién del sesgo es exactamente la misma
que la que hemos visto en el modelo de escala de la seccién anterior. Sea ahora 7' un
funcional que define un estimador para el pardmetro de localizacién. La curva de sesgo

. N g

de T se define como

Bl = gy

En este caso no es necesario distinguir entre outliers e inliers ya que el supremo y el

{nfimo sobre el entorno tienen el mismo valor absoluto.

Dado que sélo consideraremos estimadores equivariantes por traslaciones y cambios
de escala, para estudiar las curvas de sesgo podemos suponer sin pérdida de generalidad

quep=0yo=1
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1.3.1 Estimadores de dispersiéﬁ

Veamos algunos resultados sobre robustez respecto al sesgo de estimadores de dis-
persién. Los estimadores de dispersién se pueden contemplar como estimadores de
escala de los datos centrados y; — T, ..., Yn — In, donde el estimador de localizacién

utilizado para centrar los datos se puede seleccionar siguiendo distintos procedimientos.

Por ejemplo, T, puede elegirse previamente ad-hoc y aplicar posteriormente un M-
estimador de escala a los datos centrados. Tal vez el estimador de dispersién mas
conocido en esta clase sea la MEDA (mediana de las desviaciones absolutas a la media-
na):

M, = ¢ med;{|y; — med;y;l}, c=1/F;'(0.75). (1.9)

La MEDA corresponde a seleccionar previamente T, = med;{y;} y aplicar a los datos
centrados mediante T, un M-estimador de escala basado en la funcién y de salto que
cumple b = 1/2.

Otro posible método consiste en definir 7,, como el valor de ¢ que minimiza un

M-estimador de escala, D, (t), de los valores y3 —t,...,y, — t. Es decir:
T, = arg min D,(1).

Este método corresponde a aplicar al modelo de localizacién y dispersién el concepto
de S-estimador de regresién introducido por Rousseeuw y Yohai (1984). El S-estimador

de dispersién correspondiente es

Si D,(t) est4 basado en la misma funcién x de salto utilizada para definir la MEDA,

puede probarse (véase Rousseeuw y Leroy, 1987) que T, es el punto medio del intervalo
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més pequefio que contiene al menos el 50% de los datos mientras que
D, = cgré%lmedi{{yi —t|}, c¢=1/F;(0.75), (1.10)

es la longitud de dicho intervalo convenientemente reescalada para obtener consistencia
bajo el modelo Fy. De ahi que a este estimador de dispersién se le denomine SHORTH -

(de la expresién en inglés shortest half).

Comparemos las expresiones (1.9) y (1.10). En (1.9) se fija la localizacién y se
mide la dispersién de los datos en torno a esta localizacion. En (1.10), localizacién
y dispersién se determinan simulténeamente de forma que se minimice la dispersién,
medida a través de un M-estimador robusto de la escala de los “residuos”. En cuanto

al sesgo de S-estimadores de dispersién se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3 (Martin y Zamar (1993b), teorema 4) Sea x € Cy. Las curvas
de sesgo respecto a outliers e inliers del S-estimador de dispersion basado en x son las
mismas que las del M-estimador de escala basado en la misma funcion x. Ademds, la
curva de sesgo respecto a inliers del S-estimador de dispersion es la misma que la del
M-estimador de dispersidn basado en la misma funcién x y calculado sobre los datos

centrados previamente por un estimador de localizacidn.

Otra manera de estimar la dispersién y la localizacién simultdneamente es analoga
a la obtencién de los estimadores de méxima verosimilitud. Se resuelve el siguiente
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

(1/n)§nj¢((yi—Tn)/Dn) = 0 (1.11)

=1

(1/n) 3 x((vi — T)/Da) = b, (1.12)

=1

donde y € C, y la funcién 3 verifica la hipdtesis:
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Hipétesis 2 ¢ es impar, no decreciente, acotada con P(oo) = 1, y continua salvo

quizd en un nimero finito de puntos.

Este método fue propuesto ya por Huber (1964) y es conocido con el nombre de
propuesta 2 de Huber. La MEDA es un caso particular de resolucién del sistema formado
por (1.11) y (1.12) cuando %(y) = sgn(y), la funcién que toma elvalor 1siy >0y

toma el valor -1 si y < 0, y x es una funcién de salto.

Sobre las curvas de sesgo de estimadores simultdneos de localizacién y dispersién

se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 4 (Martin y Zamar (1993b), lema 2) Supongamos que se verifican
las mismas hipdtesis que en la proposicidn 3 y que la funcidn 3 satisface la hipdtesis 2.
Sean t* y s* los sesgos de los estimadores simultdneos de localizacién y dispersion
obtenidos al resolver €l sistema formado por las ecuaciones (1.11) y (1.12). Entonces

t* y s* verifican

*

(1-9Brx (L5=) +e=t,

— t*
(1 — G)EFO’QZ) (y—';—) + €= 0
Finalmente, existen algunos estimadores de dispersion que no requieren el uso de un
estimador de localizacién previo o simultdneo. Estos estimadores no miden la dispersién
en torno a un centro sino que recogen mas bien la magnitud de las diferencias entre los
distintos pares de datos y; — y;. En concreto, Rousseeuw y Croux (1993) proponen las

siguientes alternativas:

S, = k med;{med;|y; — y;}, (1.13)

Qn=d{lyi— vyl 1 <J}w) (1.14)
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donde p = ( Z ) con h = [2]+1, y las constantes k y d son las adecuadas para que los

estimadores sean Fisher-consistentes.

En la ecuacién (1.13) se define un estimador que se calcula de la siguiente forma:
para cada ¢ fijo, calcular la mediana de {|y: —y;|: 7 =1,..., n}. Esta operacién da
lugar a n valores, la mediana de los cuales, multiplicada por la constante k, es S,. La
idea de aplicar medianas repetidamente fue introducida por Tukey (1977) y utilizada
por Siegel (1982) para definir estimadores robustos de regresién. Rousseeuw y Basset
(1990) proponen la utilizacién de mediana,s repetidas para estimar la localizacién en

grandeé conjuntos de datos.

Por otra parte, la idea que lleva a definir @, es similar a la que conduce a la

" definicién del estimador de localizacién de Hodges-Lehmann (1963),
med{&gﬁ (i< 7}

Este estimador puede considerarse una versién “suavizada” de la mediana pues consiste
en la mediana de promedios de pares de observaciones. Un estimador de dispersion
4suave” se obtiene sustituyendo en el estimador de Hodges-Lehmann los promedios por
las diferencias en valor absoluto entre pares de observaciones; este es precisamente el

estimador Q.

Sean B () y B (¢) las curvas de sesgo respecto a outliers e inliers del estimador

S,.. El siguiente resultado nos permite calcularlas:

Proposicién 5 (Rousseeuw y Croux (1993), teorema 4) Se verifica que

Bi(e) = kg* [Ff;l (7452_1:—2_25)} ,

donde la funcidn g se define implicitamente por la relacion

Foz + g*(2)) - Folz — g*(2)) = 2—@%—)
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La curva de sesgo respecto a inliers viene dade por

3 —4e
Bi(e)=kg |Fj'| ——=
s =4 A7 (1625
donde la funcidn g~ se define implicitamente por la relacion

Folz + 47 (2)) = Fole - g7 (2)) = -21(1;_2—)

Sobre los sesgos respecto a outliers e inliers de )y, que denotaremos Bj(e) y Bg(e)

respectivamente, Rousseeuw y Croux (1993) dan el siguiente resultado:

Proposicién 6 (Rousseeuw y Croux (1993), teorema 7) Sea Fy la convolucidn

Fy * Fy. Entonces el sesgo respecto a outliers verifica

B§(e) = d(F5)™ (%) !

y el sesgo respecto a inliers viene dado por la solucidn de la ecuacion

(1 —€)?Fgld*Bg(€)] + 2¢(1 — €) Fo[ B (€)] + € = 5/8.

1.8.2 Estimadores de localizacién

Nuestro interés se centra ahora en el estudio del sesgo de M-estimadores de localizacion.

Esta clase de estimadores se define (véase Huber, 1964) como

T, — int{t : ZZ:;;Z) (yiD—nt) <0},

donde D, es un estimador robusto del pardmetro de dispersién, o, equivariante por
cambios de escala, y la funcién ¢ satisface la hipétesis 2. La inclusién del estimador
de dispersién D, es necesaria para obtener estimadores de localizacién que sean equi-

variantes por traslaciones y por cambios de escala.
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La versién funcional correspondiente a un M-estimador de localizacién es

T¢(F) = 1nf{t : Ept (%) < O},

donde D(F) es el funcional de dispersién a partir del cual se define D,,.

Martin y Zamar (1993a) prueban que el sesgo méximo de T', By(e), se obtiene .

contaminando en H = §, y haciendo z — oo. Por lo que se debe verificar

(1 - €)Ep ("%%@) +e=0,

donde D (¢) es el sesgo respecto a outliers del estimador de dispersién utilizado.

Se puede enunciar el siguiente resultado:

Proposicién 7 (Martin y Zamar (1993a), lema 1) Definamos la siguiente funcidn:

goltrs) = B (L) = s [ b(w)Uolsy = 0) = foloy + ).

S

Si o verifica la hipdtesis 2 y 0 < D (€) < oo, entonces

By(0) = g5 (1= D* (@)

donde g;*(z,5) es la inversa de la funcidn gy, $).

De la proposicién 7 se deduce que el punto de ruptura de T' es €* =1 /2. También

de esta proposicién se obtiene que el sesgo de la mediana es

Bo(e) = Fg'! (2(11_ €)> : (1.15)

que es la expresién encontrada utilizando otros procedimientos por Huber (1981).

Recordemos que Huber (1964) también probé que para todo estimador de localizacion,

T, equivariante por traslaciones y cambios de escala, se cumple
Bo(e) < Br(e), paratodo 0 <e<1/2.

Esto significa que para cualquier proporcién de contaminacion, la mediana tiene sesgo

minimax entre todos los estimadores de localizacién equivariantes.
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1.4 Robustez respecto al sesgo en el modelo de regresion

lineal

De aqui en adelante escribimos en negrita aquellas variables que toman valores vecto-
riales. También se escriben en negrita los pardmetros vectoriales y sus estimadores, asi
como los funcionales que los definen. Las letras mayusculas en cursiva se reservan para

matrices y para funciones de distribucién.

1.4.1 Curva de sesgo en el modelo de regresién lineal

Sean (y1,X1),---3(Un,Xn), Xi € IR?, y; € IR, observaciones independientes que satis-

facen el siguiente modelo lineal:
Yi = 06){1 +u;, 1< 1 < n, (1.16)

donde los errores u; se distribuyen segin Fy y son independientes de las variables regre-
soras X;. Supongamos que las variables x;, para : =1,...,n, son vectores aleatorios
independientes con distribucién Gy tal que existe EGOXX’ =-A. A partir de Fy, Go, y la
independencia entre ambas se puede obtener la distribucién de (y:,%;) bajo el modelo

(1.16), que denotamos por Ho. Esta distribucién es
1 T
Ho(y,) = [+ [ Foly = 0i5)dCofs).

Dado un vector de pardmetros @, los residuos correspondientes se denotaran por
ri(8) = y; — 0'x;, para i = 1,...,n. Cuando quede claro por el contexto cudl es el
vector de parametros, los residuos se denotardn por ;. La distribucién de |y; — 6'x;|

cuando (y;,%;) se distribuye segin H, se denotara por Fy g.

Con el fin de modelizar la aparicién de datos atipicos bajo el modelo Hy, supon-

dremos que la verdadera distribucién de los datos pertenece al entorno de contami-
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nacion
V.={H: H=(1-¢H,+eH, H distribucién arbitraria}.
La mayorfa de los estimadores de regresién robustos se pueden obtener a partir de
un funcional T definido sobre un conjunto amplio, H , de distribuciones sobre IRP*!
que incluye el entorno V; y la clase de todas las funciones de distribucién empiricas.
Los estimadores del véctor de pardmetros 8 se obtienen aplicando el funcional T a la

- distribucién empirica correspondiente a la muestra de que se disponga.

Todos los funcionales que vamos a manejar se comportan de manera conveniente
cuando hacemos una transformacién afin de los regresores, es decir, son equivariantes
por tmnsfofmacz'ones afines. Mas forma,lmente,- verifican la siguiente propiedad: sea
y* =y +x'b,donde b € RP*, y sea x* = C'x, donde C es una matriz p X p no

singular. Si H* es la distribucién de (y*,x*), entonces T(H*) = C~'[T(H) + b ].

El sesgo asintético de T en H, b4(T, H), se define de manera que sea invariante

énte transformaciones afines,
b4(T, H) = {[T(H) — 6o] A[T(H) — 8o]}'/*.

Como sélo vamos a considerar estimadores equivariantes por transformaciones afines,

para estudiar la curva de sesgo podemos suponer sin pérdida de generalidad que A es
la matriz identidad I y 8o = 0. Por lo tanto, bs(T, H) = b(T, H) = | T(H)|. La curva

de sesgo de T se define entonces como

By(e) = sup (T, H) = sup ITCE)- (1.17)

1.4.2 Estimadores robustos de regresién con residuos admisibles

Yohai y Zamar (1993) introdujeron la clase de estimadores de regresién con residuos

admisibles. Informalmente hablando, esta clase estd formada por estimadores que
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proporcionan unos residuos cuyos valores absolutos tienen una distribucién empirica
que no es mejorada por la correspondiente a los residuos de ningin otro vector de

parametros. La definicién formal es la siguiente:

Definicién 1 Se dice que un funcional T que define un estimador de regresidn, tiene
residuos admisibles sobre H si se verifica la siguiente condicion: sea H, € H y 8* € IR?

tales que Fyy gy ¥ Fy g* son continuas sobre (0,00) y

lim F

neco  Hns

T (@) = Fi(w),

lim F

i Fy, g+() = Fu(u),
para todo u > 0, donde Fy y Fy son dos funciones de distribucion posiblemente subes-
tocdsticas y continuas sobre (0,00). Entonces Fy(u) = F3(u) para todo u o eziste u >0

tal que Fi(u) > Fa(u).

Para entender mejor esta definicién, consideremos el caso H, = H para todo n.
Si fuese Fi(u) = Fypnylu) < Fy g+(u) = F3(u), para todo u > 0, con desigualdad
estricta en algdn valor de u, los residuos en valor absoluto correspondientes al vector
de pardmetros 9* serfan estocésticamente menores que los correspondientes a T(H),
con lo que 8* darfa lugar a un ajuste “mejor” que T(H). La definicién 1 excluye esta
posibilidad.

Muchos estimadores robustos de regresién se basan en minimizar un funcional

J(Fy ) que mide la escala de los residuos en valor absoluto |r;(8)], ¢ = 1,...,n,

es decir,

T(H) = argmeinJ(FH’a). (1.18)
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Por ejemplo, si H,, es la funcién de distribucién empirica de la muestra y

J(Fy ) =D (3 — %),
=1
entonces T(H,) es el estimador de minimos cuadrados ordinario. Con el fin de conseguir
mejores propiedades de robustez, podemos elegir J(Fy, g) = S(Fy g), un M-estimador

de escala como los que hemos estudiado en la seccién 1.2. Mas adelante, veremos otros

ejemplos de estimadores definidos a través de la expresién (1.18).

Yohai y Zamar (1993), teorema 5.1, probaron que si el funcional J que mide la
escala de los residuos verifica ciertas condiciones que se comentardn ampliamente en el
"capitulo tres, entonces el funcional T definido a través de la expresién (1.18) da lugar
a estimadores de regresién con residuos admisibles. Esencialmente, lo que se requiere

es que el funcional J sea monétono frente a la relacién de dominancia estocastica.

Otra propiedad interesante de los estimadores con residuos admisibles (véase Yohai

y Zamar (1993), lema 5.3) es que no tienen influencia acotada. De hecho, se verifica
B(e) = cv/e + o(\e)

tal y como demuestran Yohai y Zamar (1992), teorema 2.2. El comportamiento de la
curva de sesgo para proporciones de contaminacién pequefias no es aproximadamente
lineal en este caso, como ocurre cuando la sensitividad * es finita, sino que se asemeja
al comportamiento de 1/e. De este hecho también se desprende que cualquier estimador

de regresién robusto con influencia acotada no puede tener residuos admisibles.

1.4.3 Ejemplos de estimadores con residuos admisibles

En este apartado vamos a definir y estudiar algunas propiedades de clases de esti-

madores robustos de regresién con residuos admisibles.
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S-estimadores

Como se adelanté en la seccién 1.3, Rousseeuw y Yohai (1984) definieron un S-estimador

de regresidn como el vector de pardmetros que minimiza un M-estimador de la escala

de los residuos, es decir,

T(H) = argmeinS(FH,g), (1.19)
donde el funcional S(F) se define como en la ecuacién (1.3).

Martin et ol. (1989) obtuvieron la curva de sesgo de estos estimadores. En el caso

de regresores gaussianos, su teorema 3.1 proporciona la expresién

+7.012
B(c) = [ﬁ:g] -1, (1.20)
donde B} (e) v By (€) son las curvas de sesgo respecto a outliers e inliers del M-
estimador de escala basado en y. La férmula (1.20) serd obtenida como un caso
particular de los métodos obtenidos en el capitulo tres y es importante porque al
relacionar las curvas de sesgo correspondientes al M-estimador de escala con el sesgo
del S-estimador de regresién, permite extender al contexto de regresién conclusiones
obtenidas previamente en el modelo de escala, que es més sencillo. Por ejemplo, de

(1.20) se deduce que el punto de ruptura de un S-estimador de regresion es el mismo que

el del M-estimador de escala basado en la misma funcién x, es decir, €* = min{b,1— b}.

Un caso particular importante de S-estimador de regresién es el LMS-estimador
(iniciales procedentes de la expresién en inglés least median of squares) definido por

Rousseeuw (1984) como

6, = arg rrbin med;(y; — 0'x;)°. (1.21)

Como se vio en la expresién (1.8), las funciones x de salto definen estimadores que

con cuantiles reescalados de la muestra. Por lo tanto, el S-estimador correspondiente
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a b =1/2y auna funcién x de salto, coincide con el LMS-estimador de Rousseeuw.
Combinando la expresién (1.20) con la proposicién 2, se tiene que el LMS-estimador
de regresién tiene curva de sesgo minimax entre todos los S-estimadores con punto de

ruptura €* = 1/2, para cualqu'ier valor de € < 1/2.

" Dentro de la clase de S-estimadores de regresién no es posible obtener simultanea-
mente eficiencia y alto punto de ruptura ya que, si su punto de ruptura es €* = 1/2,
la mayor eficiencia que puede tener un S-estimador de regresion es del 32.9% (véase

Hossjer (1992), tabla 1).

7-estimadores

Sea S,, un M-estimador de escala de los valores absolutos de los residuos basado en una

funcién x1 € Cy, ¥ sea X2 € Ch,. Se dice que 8;, es un 7-estimador de regresidn si

n 2y ri(6)
On_argrrgnSn;xz( 5 )

Esta clase de estimadores fue introducida por Yohai y Zamar (1988) con el fin de
obtener buenas propiedades de eficiencia y robustez simultdneamente. La idea intuitiva
en la que se basan los T-estimadores es la siguiente: se trata de tomar una funcién e
que sea aproximadamente cuadratica cerca de cero. En tal caso, si son pequefios los
residuos normalizados por el M-estimador de escala, 7;(0)/S, se verifica

i=1 n i=1 “n i=1
con lo que 8, es semejante al estimador de minimos cuadrados ordinarios, por lo que
serd eficiente cuando no hay datos atipicos. Por el contrario, si ;(8)/S, es grande para

algiin ¢, la influencia en la estimacién de este residuo no es decisiva ya que, en tal caso,



1.4. Robustez respecto al sesgo en el modelo de regresidn lineal ' 33

Este caracter adaptativo es el que confiere a los T—éstimadores sus buenas propiedades
de robustez y de eficiencia bajo el modelo. En particular, Yohai y Zamar (1988)
probaron que los 7-estimadores heredan el punto de ruptura del S-estimador basado
en y1, es decir, € = min{b;,1 — b;}. Sin embargo, su eficiencia bajo el modelo puede

ser tan alta como se desee eligiendo convenientemente la funcién x..

La versién funcional de los 7-estimadores es
T(H) = arg mginT(FH,g), (1.22)

donde
7(F)? = S(F)’Erx2 (%) . (1;23)

Obtendremos expresiones para la curva de sesgo de los T-estimadores en el capitulo

tres.

Estimadores basados en rangos absolutos o R-estimadores.

Sea R} (8) el rango absoluto o nimero de orden que ocupa el residuo |r;(8)| entre
el conjunto de residuos |r1(0)],...,|m(8)|. Consideremos también una funcién a{u)
definida en el intervalo [0,1] y con valores en IR. Los estimadores de regresion basados

en rangos absolutos admiten la siguiente formulacion general:

A

n +
8, = arg meinZa (Rzn(e)> |ly; — 0'x;". (1.24)

=1

Por lo tanto, los R-estimadores son promedios de potencias de los residuos ponderadas
por una funcién que depende del valor de los rangos absolutos. Hossjer (1994) ha -
estudiado algunas de las propiedades de robustez asi como la distribucién asintética de

estos estimadores.
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Las particularizaciones més interesantes de la férmula general (1.24) se obtienen
tomando k=16 k =2 y la funcién
L, <l—-a
a(u) = . a>1/2. (1.25)
0, jul>1—«a

En lo que sigue nos restringimos por sencillez a considerar el caso de esta funcién. Para

k =1, el estimador resultante es:

) [r(1=0)]

6, = argmin Z OGS
0 =1

es decir, el vector de pardémetros que minimiza la media recortada de los valores absolu-
tos de los residuos una vez que han sido desechados los [na] mayores. Este estimador se
denomina a-LTAV (nombre procedente de la expresién en inglés least trimmed absolute
values).

Anélogamente, el estimador resultante para k = 2 es

) [n(1-a)]
On = arg main Z 7'2(0)(1),

I=1

que llamaremos o-LTS (nombre procedente de la expresién en inglés least trimmed

squares). Este estimador fue propuesto por Rousseeuw (1985).

Se puede ver ficilmente de manera intuitiva que cualquier estimador definido como
en la ecuacién (1.24), donde a(u) venga dada por (1.25), tiene como punto de ruptura

e =1—a.
La versién funcional de los R-estimadores es
T(H) = arg min R(Fy g), (1.26)

donde
R(F) = /O " a[F(w)]utdF (u). (1.27)

Las curvas de sesgo de los R-estimadores también se obtienen en el capitulo tres.
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1.4.4 Otros estimadores robustos de regresién

Todos los estimadores definidos en el apartado anterior tienen residuos admisibles, tal
y como prueban Yohai y Zamar (1993); Hay otras clases de estimadores robustos que
no los tienen. En este apartado veremos primero los S-estimadores generalizados. Esta
clase serd ampliada en el capitulo cuatro, en el que también se obtiene un método para
calcular la curva de sesgo de cualquier estimador perteneciente a la clase generalizada.
Més adelante en este apartado se introducen y comentan algunas propiedades de los M-
y GM-estimadores de regresién. En general, estos estimadores tampoco tienen residuos
admisibles. Para terminar, se resefiardn muy brevemente otras estrategias para estimar

de manera robusta los pardmetros del modelo de regresién lineal.

S-estimadores generalizados

Recogiendo una idea ya presente en Serfling (1984), Croux et al. (1994) definen la clase
de S-estimadores generalizados o GS-estimadores. Esencialmente, un GS-estimador es
un S-estimador calculado a partir de las diferencias de los residuos {|r(8) —r;(8)] :
i < j} en lugar de hacerlo directamente sobre los residuos. M4s formalmente, puede
darse la siguiente definicién: sea x € Cj, se dice que 0 es un GS-estimador de regresion
si

8, = arg rnein S.(9), (1.28)

donde S,(8) resuelve la ecuacién

-1

n ri(0) —r;(0 |
BRI
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Para evitar problemas con funciones y discontinuas, puede sustituirse la ecuacién (1.29)

por la definicién

-1

S.(8)=inf{s: (") D x ("’i(e;n‘(g)f("”) < b}.

2 i<j

Con el fin de que el correspondiente estimador de escala sea consistente, debe elegirse
b= Eg,x(yi — y;). Por otra parte, el valor de b determina, al igual que ocurria en el
caso de S-estimadores de regresién, el punto de ruptura del estimador. De hecho, se

prueba que

¢ = min{(1 — B)Y/2,1 — (1 = b)*/*}.
Por lo tanto, hay que escoger b = 3/4 para obtener €* =1/2.

El estimador de dispersién @, definido en (1.14) es un caso de GS-estimador de
dispersién basado en una funcién x de salto. Al definir @, se eligid el cuantil p de una
forma aparentemente arbitraria. Sin embargo, aquella era la eleccién apropiada para

obtener €* = 1/2.

Como hemos visto, los S-estimadores no pueden ser muy eficientes cuando el punto
de ruptura es ¢* = 1/2. Sin embargo, pueden obtenerse (S-estimadores con punto de
ruptura igual a 1/2 y sin embargo bastante eficientes. Ademés, los GS-estimadores
son asintéticamente normales incluso cuando los S-estimadores definidos por la misma
funcién x no lo son. Otra ventaja ahadida de esta modificacién consiste en que la
funcién objetivo a minimizar no depende de la inclusién de un término independiente en

el modelo (1.16) por lo que si consideramos el modelo lineal con término independiente
y; = ag +0pxi +ui, 1 <1<,

el pardmetro oo puede ser estimado facilmente en una segunda etapa tras haber

obtenido una estimacién de 8.
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En el capitulo cuatro se probard que los GS-estimadores no tienen residuos ad-
misibles. ‘Ademds, se estudiardn las curvas de sesgo cuando calculamos S-, 7- y R-
estimadores sobre las diferencias de los residuos en lugar de sobre los residuos directa-

mente.

M- y GM-estimadores

Por extensién directa de los M-estimadores de localizacion se obtienen los M-estima-

dores de regresién. Diremos que 8, es un M-estimador de regresion si

6, = arg min _p (19—2) ) (1.30)
6 t=1 Sn .

donde S, es un estimador de escala de los residuos. Si la funcidén p es diferenciable,

con derivada p' = 1, entonces la condicién de primer orden que debe verificar 8, se

puede escribir

S (”é,f)) x; = 0. (1.31)

1=1

De esta ecuacién se pueden derivar las condiciones que debe cumplir p para que un
M-estimador sea robusto. Si, como es el caso habitual en localizacion, p es una funcién
convexa no acotada (por ejemplo, cuadratica para argumentos pequerios y lineal para
argumentos grandes) entonces, la presencia del factor x; en la ecuacién (1.31) implica
que el punto de ruptura es €* = 0, debido a la influencia de los puntos con alto potencial
(high leverage points). Para asegurar que ¢* > 0, la funcién p debe ser acotada y,
como consecuencia, la derivada 3 ha de ser redescendiente de manera que para alguna
constante ¢ > 0, ¥(u) = 0 si [u| > c. En este caso, el calculo de 8, es més dificil porque

se debe minimizar una funcién que no es convexa.

Puede probarse que si p cumple la hipdtesis 1, entonces 9,, tal y como ha sido

definido en (1.30), tiene residuos admisibles. Los MM-estimadores definidos por Yohai
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(1987) se encuentran en esta situacién. Algunas propiedades de su curva de sesgo se
demuestran en la seccién 3.4 del capitulo tres. Si la funcién p no es acotada (por
ejemplo, para el caso de minimos cuadrados ordinarios) entonces 8 no tiene residuos

admisibles (véase Yohai y Zamar, 1993).

Otra posibilidad para robustificar la condicién (1.31) consiste en utilizar los M-
estimadores generalizados o GM-estimadores. Se dice que 6 es un GM-estimador de
regresidn si verifica la condicién

n r:(@

S il (52 ) % =0
donde v y w son funciones definidas en IR* con valores en R tales que w(u) — 0
si u — oo. Se trata de amortiguar la influencia de observaciones con alto potencial
mediante las funciones de ponderacisn vy w. Las posibilidades v(u) = 1, v(u) = w(u)
y v(u) = 1/w(u) han sido sugeridas respectivamente por Mallows (1975), Schweppe, y
Hill y Ryan (Hill, 1977).

Los GM-estimadores tienen influencia acotada y por lo tanto no tiemen residuos
admisibles. Por otra parte, Maronna, Bustos y Yohai (1979) probaron que el punto de
ruptura de los GM-estimadores converge a cero répidamente cuando la dimensién de

los regresores aumenta.

Una forma de resolver este problema consiste en efectuar un sélo paso del algoritmo
Newton-Raphson utilizado para calcular el GM-estimador 8.,,. Las propiedades de este
procedimiento han sido investigadas por Simpson, Ruppert y Carroll (1992) y Coakley
y Hettmansperger (1993). Simpson y Yohai (1993) obtienen algunas propiedades de la

curva de sesgo de estos estimadores.

Finalmente, otros estimadores de regresidén que no tienen residuos admisibles se

basan en proyecciones y han sido propuestos por Maronna y Yohai (1993).



Capitulo 2

La tasa de ruptura de la curva de sesgo asintético

maximo

2.1 Introduccién

En la literatura sobre robustez se‘hafn considerado problemas diversos en los que el
objetivo es encontrar el estimador més eficiente, bajo el modelo central de un entorno
de contaminacidn, dentro de una clase de estimadores dada en la que se verifican ciertas
restricciones sobre las propiedades de robustez. Por ejemplo, Hampel (1968) propuso

y resolvié el siguiente problema:
5!161% V(T,Fo)  sa. 77 <7, (2.1)

donde T es la clase de M-estimadores de escala o, alternativamente, la de M-estimadores
de localizacién, y V(T, Fy) es la varianza asintGtica de T bajo la distribucién nominal
F.. En este caso, la restriccién 4% < 4o implica que T debe tener influencia acotada y
ademés su sensitividad debe estar por debajo del umbral 7o. Problemas andlogos al de
Hampel en el contexto de regresién han sido estudiados por Krasker (1980) y Krasker

y Welsch (1982).

39
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Otro ejemplo de este tipo de problemas se debe a Hossjer (1992) y ya fue mencionado

en la introduccién. Se trata de resolver

5116% V(T, Fo) s.a. ep=1/2 (2.2)

donde ahora T es la clase de S-estimadores de regresién. En este caso, la restriccién
sobre las propiedades de robustez de los estimadores involucra al punto de ruptura y,
por lo tanto, se refiere al comportamiento de T’ para proporciones de contaminacién

altas.

Para plantear estos problemas ha sido necesario disponer de medidas, tales como
la sensitividad o el punto de ruptura, que resuman el comportamiento de la curva de
sesgo. Hemos necesitado concentrar la informacién sobre las propiedades de robustez
del estimador en cantidades sencillas que se obtuvieran facilmente a partir del propio

estimador.

En este capitulo estamos interesados en el problema de resumir el comportamiento
de la curva de sesgo. Cabria esperar que estimadores con los mismos valores de v y €
tuviesen curvas de sesgo similares puesto que v* se relaciona con B(e) para e ~ 0y €*
se relaciona con B(e) para € grande. Sin embargo, esto no es necesariamente asi, tal y
como se ilustra en el siguiente ejemplo en el contexto de estimacién de un parametro

de escala.

Consideremos que la distribucién central del entorno es F°(y) = ®(y/o), donde @
denota la funcién de distribucién correspondiente a la distribucién normal estandar.
Hemos considerado tres M-estimadores de escala &g, 01, y 7. Los tres tienen punto
de ruptura €* = 1/2 y sensitividades muy similares. Las correspondientes funciones x se
recogen en la tabla 2.1. La funcién x g recibe el nombre de funcién de Huber y no es mas
que una pardbola truncada, es decir, corresponde a la funcién “score” utilizada para

obtener el estimador de méxima verosimilitud bajo normalidad pero modificada para
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obtener mejores propiedades de robustez. La funcién xr se denomina en la literatura
funcién bicuadrada de Tukey (véase Beaton y Tukey, 1974) y proporciona al estimador
buenas propiedades de robustez y eficiencia. Por ultimo, x, es la funcién valor absoluto
truncada y corresponde a la funcién “score” del estimador de maxima verosimilitud
de la distribucién doble exponencial (o de Laplace) modificada convenientemente para

obtener robustez.

Las tres funciones dependen de una constante que ha sido ajustada de forma que
YH, XT> XL € C1/2. Estas constantes, asi como las sensitividades de los tres estimadores,

se recogen también en la tabla 2.1.

Dado que los tres estimadores tienen sensitividades parecidas, sus curvas de sesgo
respecto a outliers son similares para pequetios valores de € (véase la figura 2.1). Por
otra parte, las curvas de sesgo de Gy y o son bastante parecidas para todo €, mientras

que la de &1, es bastante diferente para valores de € mayores que, digamos, 0.3.

Lo que ocurre es que el punto de ruptura sélo informa sobre la localizacién de la

asintota vertical de Br(e€) pero no da informacién sobre el comportamiento de Br{e)

cuando € R~ €*.

Dados dos estimadores, T; v Ts, con el mismo punto de ruptura €, resulta intere-
sante comparar las velocidades con las que sus respectivas curvas de sesgo Bi(€) y
By(€), convergen a infinito cuando € — €*. Esta comparacién matizara la informacién
proporcionada por €* respecto al comportamiento de Ty y T cuando hay muchos datos

contaminados en la muestra.

Las consideraciones anteriores motivan la siguiente definicién:

Definicién 2 Dados dos estimadores, Ty y Ty, con el mismo punto de ruptura, €, y

con curvas de sesgo Br, (€) y Br,(€), la tasa de ruptura relativa entre Ty y Ty se define
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Funcién ' Constante  ~*
xa(y) = min(y*/c?,1) 1.041  1.23
xr(y) = min(3y?/c? — 3y*/c* +y°/°,1) 1.547 1.28
xz(y) = min(ly/c[, 1) 1.470  1.39

Tabla 2.1: Funciones que definen tres conocidos M-estimadores de escala junto con las constantes

adecuadas para obtener punto de ruptura 1/2 y las correspondientes sensitividades.

451

sesgo asintotico maximo
w
¥

0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05

epsilon

Figura 2.1: Curvas de sesgo asintético méximo repecto a outliers para gz (linea discontinua), &r

(linea de puntos y rayas), and G (linea continua).
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como

o1 BT1 (6)
TRR(Th,Tz) = lim Br(e)

A veces resulta 1til considerar un estimador base Tp y definir la tasa de ruptura de
T como
TR(T) = TRR(T, To)
Una posible eleccién de Tp es considerar el estimador de sesgo minimax con punto de

ruptura e*. Si TR(T1) 6 T R(T) es finita, entonces
__ TR(Th)
~ TR(T3)

y la tasa de ruptura relativa no contiene ninguna informacién adicional. Sin embargo,

TRR(Ty,T2)

hay situaciones en las que tanto TR(T) como T R(T) son ambas iguales a infinito, en

cuyo caso TRR(T1,T;) permite una comparacién directa entre T y To.

Volviendo al ejemplo anterior, puede probarse fécilmehte utilizando los resultados de
la seccién 2.2, que TRR(x1, XH) = 1.16 v TRR(x1, xg) = oo de manera que la tasa de
ruptura recoge las analogias y diferencias observadas en la figura 2.1. Ademas, veremos
que estos resultados estan determinados por el comportamiento cerca de cero de las
funciones y correspondientes. En otras palabras, podemos conocer el comportamiento
del sesgo de un M-estimador de escala cerca del punto de ruptura observando la forma

de la funcién que lo define cerca de cero.

El presente capitulo estd estructurado de la siguiente forma: en la seccion 2.2
se obtienen las tasas de ruptura correspondientes a M-estimadores de escala. En la
seccién 2.3 se hacen algunas observaciones sobre la tasa de ruptura de T-estimadores
de escala. En las secciones 2.4 y 2.5 se estudian las tasas de ruptura entre algunos de
los estimadores de dispersién y localizacién definidos en el capitulo uno. Finalmente,
la seccidn 2.6 trata la cuestién de cudl es el punto de ruptura cuando la localizacién y

la dispersién se estiman simultdneamente.
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2.2 Tasa de ruptura de M-estimadores de escala

Consideremos la clase de M-estimadores de escala definida en el capitulo uno y supon-
gamos que los datos proceden de la distribucién F € V., donde F°(y) = Fo(y/o) vy Fo

satisface la siguiente hipdtesis.

Hipétesis 3 Fy corresponde a una variable aleatoria positiva, es estrictamente cre-

ciente sobre (0,00) y derivable con funcion de densidad decreciente fo-

Consideremos la clase C} de funciones x que verifican la hipétesis 1 y la condicién de
consistencia de Fisher, Er, x(y) = b. Todas las funciones de Cj definen M-estimadores

de escala con los mismos puntos de ruptura respecto a outliers e inliers.

Nota: Todos los resultados de esta seccién son vélidos si reemplazamos la hipdtesis
3 por la siguiente: Fy es estrictamente creciente y derivable con funcién de densidad
Jo simétrica y estrictamente unimodal. De esta forma, podemos aplicar los resultados
a muchas \}ariables aleatorias que también toman valores negativos como la normal
o la doble exponencial. Sélo son necesarios algunos minimos ajustes: la funcién de
salto tomada como base debe saltar en los puntos £F5 (1 —b/2) y la constante ¢ que

aparece en la proposicién 8 debe ser multiplicada por dos.

2.2.1 Tasa de ruptura respecto a outliers

La mayoria de las funciones x propuestas en la literatura pueden escribirse de la si-
guiente forma

x(y) = ry* + o(y*), cuando y— 0* (2.3)
para algiin k£ > 0 y algin 7 > 0. Este es el tipo de comportamiento que se intenta

recoger en la siguiente definicion:
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Definicién 3 Se dice que k es el orden local de x en cero si para algin 6 > 0, x €es
derivable en [0,6) al menos k + 1 veces (en el punto 0, basta con que las derivadas

existan por la derecha), y ademds X(j)(O"'_) = 0 para todo j < k y x¥(0*) > 0.

Como es obvio, la magnitud del orden local refleja el comportamiento de x en un
entorno de cero. Si k es el orden local de y en cero, podemos escribir x como en (2.3)

con r = x®(01)/k! > 0.

Puede verificarse facilmente que para las funciones del ejemplo de la introduccién de
este capitulo, ¥y, tiene orden local k = 1 mientras que xg y X7 tienen orden local £ = 2.
Consideremos ahora dos ejemplos méas tomados de Croux (1994), xc(y) = ¥*/(y* + ¢*)
y xw(y) = 1 —exp(—y*/c), que, al contrario que xr, Xz ¥ X 1O son polinomios cerca
de cero. Estas funciones definen estimadores que seran utilizados como ejemplos mas -
adelante. Dado que xo(07) = xw(0T) =0,y X(c?)(0+) =2/c?, X(v?/)(0+) = 2/c, el orden
local de y¢ ¥ xw es k = 2. Los correspondientes estimadores de escala, O¢ y Ow tienen

punto de ruptura 1/2 si ¢ =0.61'y ¢ = 0.66, respectivamente.

En la siguiente proposicién se da una aproximacion, vélida para proporciones de
contaminacién e cercanas al punto de ruptura, de la curva de sesgo respecto a outliers

de M-estimadores de escala.

Proposicién 8 Sea x € Cj tal que su orden local en cero es k < co y supongamos que

F; satisface la hipdtesis 3 y que limy_.o y**1 fo(y) = 0. Entonces

i (22) 7 B9 = ) e

donde ¢i es una constante, independiente de €, dada por

- 1/k
o=t = [ [ ina] 29
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Demostracién:

Dado que k es el orden local de x en cero, existe 6 > 0 tal que el siguiente desarrollo

de Taylor es vélido si y < és:
k k
Y\ _ sy Y Y .
Por tanto, la funcién &, a partir de la cual se obtiene el sesgo, puede escribirse como

hy(s) = /:s X (%) foly)dy + /:o X <%> foly)dy
= D s+ [ o (%) )

klsk

t [ (Y) folwddy = Bis) + Bs) + (o).

s

Si multiplicamos ambos miembros de esta ecuacién por s¥ y tomamos l{mites cuando

s — 00, obtenemos

®)(n+ o)
lim s*I,(s) = X207 /0 y* fo(y)dy < oo, (2.6)

§—¥00 k!

ya que y**! fo(y) — 0 si y — oo. Ademds

§s ok k
lim s*y(s) = lim [ o (y—> v foly)dy = 0, (2.7)

§—00 §—00 JO y Sk

por el teorema de la convergencia dominada, y

lim s*I5(s) = lim ” sy (%) fo(y)dy < lim sF[1 — Fy(8s)] = 0, (2.8)

S—CO SO0 53
aplicando la regla de L'Hépital y dado que y*t* fo(y) — 0si y — oo.

Por (2.6), (2.7) y (2.8)

k) (ot} oo
lim s*h,(s) = &—k(‘—o—l/() y* fo(y)dy (2.9)

§—00
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Reemplazamos ahora s por B (€) en la ecuacion (2.9). Por la proposicién 1

b—e x
Tk _
lim[ B (9] 2 =

(5 (p+ oo
]g) )/O y* fo(y)dy = [ex(X)]"-

El resultado se obtiene de forma inmediata a partir de esta ecuacion.

Los casos k = 1 y k = 2 son particularmente importantes porque la mayoria de las
funciones y que aparecen en la literatura tienen estos érdenes. Si el orden local de x

es k = 1, entonces, salvo constantes,

1
b—¢€’

Bi(e)~

para € cercano al punto de ruptura. Si k = 2, entonces, salvo constantes,

. 1 1/2
Bie) ~ (b—e> ’

para € cercano al punto de ruptura. En general, funciones y con érdenes locales grandes

producen estimadores con mejor comportamiento de la curva de sesgo cerca del punto
de ruptura. Como las funciones x con érdenes locales grandes son més “planas” en
un entorno de cero, se deduce que el comportamiento de la curva de sesgo respecto a
outliers serd mejor cuanto més “plana” sea la funcién x que define el estimador en un

entorno de cero.

Una vez fijado el orden local en cero de x, las hipdtesis que debe cumplir F; no son
restrictivas en cuanto al comportamiento de las colas se refiere. Por ejemplo, para el
importante caso en que k = 2, F podria ser una distribucién ¢ de Student con tres

grados de libertad.

Una cuestién de interés tedrico es lo que sucede cuando el orden local de x no

es un entero. Por ejemplo, podriamos considerar una funcién cuyo comportamiento
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local cerca de cero sea aproximadamente y/2. De hecho, cuando x(y) = ry* + o(y*)
en un entorno de cero, para algin « > 0, se puede probar siguiendo las lineas de la

demostracién de la proposicién 8, que

i (1—6)“1/“B+ B
51—1;% b—-é X(e)—ca(X)a

donde ¢, = (r f5~ y“fo(y)dy)l/a.

De la proposicién 8 se deducen los siguientes corolarios relativos a las tasas de

ruptura respecto a outliers de los M-estimadores de escala.

Corolario 1 Supongamos que el orden local de x; es k; < oo parat = 1,2 y que se

verifican las hipdtesis de la proposicion 8. Entonces:

(a) Siky =k =k TRR*(a,x2) = b (07) /5" (01"
(b) Si kl < k‘g, TRR+(X1,X2) = 00.

Para todo 0 < b < 1, la funcién de salto

0, silyl<a
Xa(y) = _ :
1, silyl2a

con a = Fy(1—1b), pertenece a Cb. Tenjendo en cuenta la proposicién 2, parece natural
elegir x, para definir el estimador base en la definicién de tasa de ruptura. Respecto a

esta tasa de ruptura, el siguente corolario también es inmediato:

Corolario 2 Supongamos que el orden local de x es E<ooy qde estamos bajo las

hipétesis de la proposicidn 8. Entonces, TR*(x) = oo.

Las aproximaciones dadas en la proposicién 8 para los estimadores G, o1,y O se

han representado en la figura 2.2
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Por la proposicién 8, la curva de sesgo respecto a outliers de &1, se comporta (salvo
constantes y para e grande) como el cuadrado de la curva de sesgo respecto a outliers
de &7 v 6y. Més precisamente, si Fy es la distribucién normal estandar, se puede

deducir de la proposicién 8 que

(B, ()]

6—1—];1;[/12 B (€) = 135,
Y 2
lim [ )] = 1.83.

e—1/2 B+ (6)

En la tabla 2.2 comparamos siete M-estimadores de escala con punto de ruptura
1/2. Las funciones X1, X7, XH, XW ¥ XC fueron definidas anteriormente. Las nuevas

funciones x4(y) = min(y*/c* 1), ¢ =085,y

1, si |yl > k
xor(y) =18 byi4e, sid<|y|<k ,
alyl, si0<[y[<é

se incluyen para ilustrar la relacién entre eficiencia y tasa de ruptura. La funcién xcr
fue inicialmente introducida por Croux (1994) para probar que no existe una relacion
de compromiso entre alto punto de ruptura y eficiencia en la clase de M-estimadores
de escala. Eligiendo las constantes a, b, ¢, k'y § apropiadamente (véanse los detalles
en Croux, 1994) este estimador alcanza un punto de ruptura 1/2 y una eficiencia
arbitrariamente alta. Croux también sefiala que el compromiso que realmente existe
es entre la curva de sesgo méaximo y la eficiencia. Dado que la funcién de Croux tiene
orden local & = 1y yg (la funcién tomada como base en la tabla 2.2) tiene orden local
k = 2, aplicamos el corolario 1(b) para concluir que TRR*(xcr,xu) = oo. Por lo
tanto, el compromiso existente entre la eficiencia y la curva de sesgo es reflejado por

el valor de la tasa de ruptura. En términos de tasa de rutura, la funcién xcr es solo
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Funcién k TRR*(x,xz) TRR (x,xum) ~* EF

xer 1 o0 0.73 - 2.69 T6.7
L 1 - 004 139 615
& 2 1.70 0.72 1.59 52.2
ew 2 1.27 0.96 1.33 54.9
X7 P 1.16 0.99 1.28 53.9
XH 2 1 1 123 50.6
4 4 0 1.03 1.19 43.9

Tabla 2.2: Tasas de ruptura respecto a outliers e inliers de varios M-estimadores de escala tomando el

M-estimador de Huber como base. Se muestran también las sensitividades y las eficiencias asintéticas.

comparable a la funcién x;, entre todas las funciones consideradas en la tabla 2.2 (ambas
tienen orden local k£ = 1). Utilizando el corolario 1 se prueba que TRR*(xcr,XL) =
6.18. Para las funciones de Croux correspondientes a las eficiencias 92% y 94%, las
tasas de ruptura relativas son TRR*(xcr,x1) = 60.2 y TRR*(xcr, xz) = 602.7,
respectivamente. Para completar la presente discusién sobre las relaciones entre tasa
de ruptura y eficiencia obsérvese que, como x4 tiene orden local £ = 4, su tasa de
ruptura respecto a outliers refleja un comportamiento del sesgo muy bueno pero, por
otra parte, la eficiencia de este estimador es muy baja. Puede conjeturarse que una
tasa de ruptura pequefia respecto a outliers y una alta eficiencia no pueden alcanzarse

simultdneamente en la clase de M-estimadores de escala.

Hasta este punto hemos considerado el caso en que el orden local de x sea finito.

Puede darse el caso de que k = oo, es decir, que x¥Y(0) = 0 para todo j. Esto ocurre
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para funciones que son extremadamente “planas” o para funciones que son constantes
e iguales a cero en un entorno de cero. Un ejemplo del primer tipo viene dado por la

funcion

exp(—y~2), siy#0
x(y) = . :
0, sty=10

mientras que un ejemplo de la segunda situacién viene dado por las funciones de salto,

Xa, que definen los estimadores de sesgo minimax.

La siguiente proposicién caracteriza la clase de funciones x para las que la tasa
de ruptura (respecto a las funciones de salto que definen los estimadores con sesgo
minimax) es finita. Para que esto ocurra es necesario y suficiente que la funcién sea

constante e igual a cero en un entorno de cero.

Proposicién 9 Supongamos que Fov verifica la hipdtesis 3 y que ademds

: fo(y)

Supongamos que X € Cy. Entonces, TR(x) < oo sty sélo si

m =sup{y : x(y) =0} >0.

Demostracién:

En primer lugar, vamos a suponer m = sup{y : x(y) = 0} > 0 y vamos a probar

que la tasa de ruptura es finita. En este caso, nétese que

hls) = [ xtw/s)dFaly) = [ x(w/s)o(s)dy

< [ foly)dy =1 = Fo(ms).
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Sustituyendo s por B (¢) y operando, tenemos que
1 b—e 1 1-5
B e) < —F;t(1— =_F;! )
.X(ﬁ)_m 0 ( 1—6) mF0 (1—6)

1 __ b—e¢ 1 _.,({1-0
mo-t ()l (20, e

Por otra parte,

. B+(6) a
+ e X < —
TR (x) EEH Bi (o) = < 00, (2.12)

dado que m > 0.

Para probar el recfproco, supongamos por reduccién al absurdo.que x(y) > 0 para

todo y > 0. Veamos que en esta situacién debe cumplirse TR*(x) = oo.

Sea d > 0, definamos

yaly) = { 0, silyl<d .

1, silyl>d

Nétese que

h(s) = h(s) = s [ xWfalwsdy —s [ folws)dy
= o [ xwhvdy — s [ L= x@lfo(ys)dy

> sfolds) [ x()dy = [ = x(@][L ~ Fo(de)]
B sfo(ds) d L
= [1 - Fo(ds)] [m/{) x(y)dy — [1 = x(d)]] ,

donde hemos utilizado que fo es decreciente y la monotonia de la funcién x. Dado que

se cumple (2.10),

Lim s fo(sd)

s—oo 1 — F()(Sd) =%
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por lo que se verifica

hX(S) - th(S) > 0’
para s suficientemente grande.

Tomando ahora s = B} (e), aplicando la propésicién 1 y teniendo en cuenta que

hy,(s) = 1 — Fo(ds). Para todo d > 0, si € es suficientemente préximo a b se verifica

b—
- _z —1+ FoldB}(e)] > 0.

Operando se tiene que

1 __,(1=0
B;-(é) > ZZ-FOI (1__6) ’
si ¢ es suficientemente préximo a b. Por (2.11) y esta tltima desigualdad, TR (x) 2
a/d. Pero esto es vélido para d > 0 arbitrario. Haciendo d — 0, se obtiene que

TR*(x) = 0.

La hipétesis 2.10 en el enunciado de la proposicién anterior es equivalente a pedir
que la tasa de fallo correspondiente a Fo no se anule cuando y — oo, por lo tanto,
no es una condicién restrictiva. Por ejemplo, tanto la distribucién normal como la

exponencial la verifican.

La demostracién de la proposicién 9 permite ademés dar una férmula para el valor

de la tasa de ruptura en aquellos casos en los que es finita.

Corolario 3 Bajo las hipdtesis de la proposicién 9 y si m = sup{y : x(y) =0} > 0,

se tiene que
a

TR*(x) = —.

m
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Demostracién:

El resultado se obtiene si se tiene en cuenta (2.12) y, para la desigualdad reciproca,
se reproduce la segunda parte de la demostracion de la. proposicién 9, lo que se puede
hacer para cualquier d > m. Se deduce TR*(x) > a/d para todo d > m. Haciendo

d — m, se concluye que TR*(x) > a/m.

2.2.2 Tasa de ruptura respecto a inliers

La siguiente proposicién proporciona una férmula para calcular la tasa de ruptura

respecto a inliers de los M-estimadores de escala.

Proposicién 10 Supongamos que Fo cumple la hipotesis 3y que la funcion x € Cy es

tal que [3°[1 — x(y)ldy < oo. Entonces

TR (x)=a [/000[1 — x(y)]dy] - , donde a = Fy'(1—b).

Demostracidn:

Sea D = [{°[1 — x(y)ldy < co. Obsérvese que
/0  x(w)dy - /D - x()dy = /0 " x(w)dy - [ /0 "1 = x(w))dy — /0 - X(y)]dy}

D D
= fo x(y)dy—DJrD—/O x(y)dy = 0.

Es decir,

D oo
/0 x(y)dy — /D [1— x(y)ldy = 0. (2.13)
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Definamos la funcién de salto

0, silyj<D
xo(y) = , :
1, silyl> D

Nétese que
()=o) = o[ 3oy = [0 x 0 flen)
> silon) [ [ ot - [0 xtwles] =0,

dado que fo es decreciente y por la igualdad (2.13). Tomando s = B (¢), se sigue que

_ 1 b
BX(€)>__—D_F01[1—1_€j|

y, como consecuencia, TR™(x) > a/D.

Para probar la desigualdad reciproca, obsérvese que, debido a (2.13), para todo

d<D

/de(y)dy < /OD x(y)dy = /Doo[l — x(y)ldy < /doo[l — x(y)ldy. (2.14)

Definamos, para d < D, la funcién de salto

0, silyl<d
xa(y) = .
1, silyl>d

Se tiene que

()= o) =5 L[ XM = [ = X len)ds

Por el teorema de la convergencia dominada, el término entre llaves converge, cuando

s—0,a

o { [ xtwa = [0 = xt}
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que es estrictamente negativo por (2.14). Se sigue que, dado d < D, para s suficiente-
mente préximo a cero hy(s) — hy,(s) < 0. Por lo tanto, tomando s = B (€), y dado

d < D, para e suficientemente préximo a 1 — b,

- 1 . b
Bx(e)SEFOI [1— 1_6].
Se tiene que TR~ (x) < a/d para todo d < D. Haciendo d — D, se deduce TR~ (x) £

a/D.

La condicién f$°[1 — x(y)]dy < oo se verifica para todos los ejemplos que hemos
estudiado en el apartado anterior. De hecho si existe A tal que x(y) = 1 para todo
y > A, la condicién se satisface automaéticamente. Aplicando la proposicién 10 se
obtienen los valores de las tasas de ruptura respecto a inliers de todos los estimadores
que hemos considerado hasta ahora. Los resultados se presentan en la tabla 2.2 de la

pagina 51.

2.3 Tasa de ruptura de T-estimadores de escala

La clase de T-estimadores de escala combina buenas propiedades de eficiencia y punto
de ruptura. Como hemos visto en el capitulo uno, estos estimadores fueron definidos
en el contexto de regresién robusta. Sean las funciones x; € G, ¢ = 1,2. La 7-escala

de F se define como

0 =) 5]

donde S(F) es el M-estimador de escala basado en x;. Para calcular el T-estimador de
escala, basta reemplazar F' por la funcién de distribucién empirica F, en la definicién

anterior.
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El punto de ruptura de un 7-estimador es €* = {b;,1— bi}. Esto'es, un 7-estimador
hereda el punto de ruptura del M-estimador de escala basado en x;. Rousseeuw y
Croux (1994) encontraron las curvas de sesgo maximo de los T-estimadores con respecto
a outliers e inliers cuando la funcién s — s?Er, x2(y/s) es creciente para s > 0. En este
caso, una aplicacién directa de las férmulas (3.9) y (3.10) del citado trabajo permite

deducir

TRR*(r,S) = TRR™(r,5) = (b1/b2)"/".

Por lo tanto, los T-estimadores no heredan la tasa de ruptura de los M-estimadores
iniciales de escala en que se basan. De hecho, dado que b; se selecciona para obtener
eficiencia mientras que b; se selecciona para obtener alto punto de ruptura, en general
se tiene que by /by > 1. Nétese que en la misma medida que empeora la tasa de ruptura

respecto a outliers, mejora la tasa de ruptura respecto a wnliers.

Por ejempvlo, si x1 ¥ Xz son dadas por xr (véase tabla 2.1), donde las constantes
correspondientes se ajustan para obtener by=1/2 b(alto punto de ruptura) y b, = 0.16
(para que la eficiencia del T-estimador sea del 95% bajo el modelo normal), entonces
TRR*(r,S) = TRR™(r,5) = 1.76. Al pasar del M-estimador de escala basado en x1
con el 53.9% de eficiencia (véase tabla 2.2) al 7-estimador con el 95%, se paga un precio
en robustez que no recoge el punto de ruptura pero si la tasa de ruptura respecto a

outliers.

En el capitulo tres estudiaremos aspectos relacionados con la curva de sesgo asin-

tético maximo de 7-estimadores de regresién.
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2.4 Tasa de ruptura de estimadores de dispersion

Supongamos ahora que la distribucién central del entorno es el modelo clasico de lo-

calizacién y dispersion:

Proly) = B (SF),

donde F, es una funcién de distribucién que verifica la siguiente hipétesis:

Hipétesis 4 (a) Fy es estrictamente creciente y derivable con funcidén de densidad

fo simétrica y estrictamente unimodal.

(6) Timvymsoo fol)/[1 — Fo(v)] > 0.

En esta seccidn se obtienen las tasas de ruptura respecto a outliers e inliers de los

estimadores de dispersién que fueron introducidos en la seccion 1.3.

En el apartado 2.4.1 se estudian las tasas de ruptura relativas entre la MEDA y el
SHORTH, definidos respectivamente en las ecuaciones (1.9) y (1.10). En el apartado

9.4.9 se calculan las tasas de ruptura de las alternativas a la MEDA que no requieren

un estimador de localizacién previo.

2.4.1 Tasa de ruptura de la MEDA

En esta seccién el objetivo es cuantificar el aumento de sesgo que se produce cuando
elegimos previamente el estimador de localizacién y aplicamos un M-estimador a los
datos centrados, frente al caso de los S-estimadores, en que se elige la localizacién que
minimiza la M-escala de los datos centrados. Por la primera parte de la proposicién 3,
este aumento de sesgo es debido a la necesidad de aplicar un estimador de localizacién

previo, antes de aplicar el M-estimador de escala. Lo que haremos serd elegir un
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estimador importante de cada tipo, la MEDA y el SHORTH, y calcular sus tasas de

ruptura relativas.

Por la segunda parte de la proposicién 3 la curva de sesgo de la MEDA respecto a

inliers es la misma que la del SHORTH. Como consecuencia,
TRR™(MEDA,SHORTH) = L.

La diferencia aparece en el comportamiento de la curva de sesgo respecto a outliers. La
tasa de ruptura correspondiente se da en la proposicién 11. Previamente, se dan dos
lemas que comparan los sesgos respecto a outliers de la MEDA, Bj;(¢), y del SHORTH,

Biy(e), con la curva de sesgo asintético maximo de la mediana, Bo(€).

Lema 1 Seac=1/F;" (0.75). Supongamos que Fy satisface la hipotesis 4. Se verifica

Demostracidn:

Sea x, la funcién de salto utilizada para definir el SHORTH, es decir,

0, silyl <
=] s ) (2.15)
1, sily|>a

Sea ¢a(y) = ErXo(y/$) = 2[1 — Fo(as)]. Por las proposiciones 1 y 3, se tiene que

Biy(e) = g3 (i:i) =g;" (2—1(—1:;%> ,

puesto que, en este caso, b=1 /2. Por lo tanto,
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El Hmite que queremos calcular es

Big(e) _ . F3'[(3—2¢)/(4(1 —¢))]

lim —=%~—- =c lim ,

e—>1/2 BQ(E) E—’1/2 F()—l[l/(Q(l - 6))]

ya que el sesgo de la mediana, Bo(e), es F7H1/(2(1 — €))] por la formula (1.15).

Es suficiente probar que el limite de la anterior expresién es igual a uno. Para ello
definamos Gi(€) = Fy [(3—2¢)/(4(1—€))] v Ga(e) = F51/(2(1 —¢))]. Por el teorema
del valor medio, existe £ > 0 con

1 3 —2¢
= < aT—e

tal que

N O Gole) = 1 3—-2 1 _ 1 1—2¢
16 = &9 = FTe (4(1—e> 2(1—e)) FolF (D141 —¢)

Dado que f; es unimodal y simétrica, sustituyendo ¢ por su cota superior,

Gi(e) = Gale) _ 1—2 _ 1= F[Gi(e)
Ga(€) 4(1 = €)Ga(€) folGa(e)] 2G2(€)f0[G1(€)]’

0< (2.16)

ya que
3 —2¢ 1—2¢
LRt =1- a5 = o

El dltimo cociente de la expresién (2.16) converge a 0 cuando € — 1/2 por la hipétesis

4(b). Por lo tanto,
lim Gi(€) — Ga(e)

=0
e—1/2 GQ(C) ’

de donde se deduce que

Gi(€)

li
6-—13:’11}2 G2 (6) ’

como queriamos probar.



2.4. Tasa de ruptura de estimadores de dispersién -

Lema 2 Sea ¢ = 1/F;(0.75). Supongamos que Fy satisface la hipdtesis 4. Se verifica
+
BM(G) = 9.

lim
6—»1/2 Bo((;')
Demostracion:

Por la proposicién 4, el sesgo de la MEDA respecto a outliers verifica

y—Bo(e)) _ 1—2¢ '
() “ace 210

donde y, es la funcién de salto definida por la ecuacién (2.15) con a = 1/c. Es

inmediato comprobar que

e (L) = RfBu(0 - oBi(9] ~ FABAE) + B0 1

Reordenando términos, la condicién (2.17) es equivalente a

1
2(1 —€)

Definamos ahora Hi(e) = 2¢Bo(€) y Ha(€) = cBo(e) + Biy(e). Vamos a probar

FolBo(€) + aBijz(€)] — FolBo(e) — eBjy()] =

(2.18)

Hi(e) < Bi;(€) < Ha(e). (2.19)

Para demostrar la primera desigualdad sustituimos Hi(e) por Bj;(€) en (2.18) y

tenemos en cuenta que la distribucién Fy es simétrica. Se sigue que

Fo[3Bo(€)] — Fol—Bo(e)] = Fo[3Bo(€)] — 1 + FolBo(e)]

_ F0[330(6)1—1+2(11_6) < 2(11_6).

Dado que la funcién I(z) = Fo[Bo(e) + az] — Fy[Bo(¢) — az] es estrictamente creciente
(ya que Fp lo es por hipétesis), comparando la desigualdad anterior con la igualdad

(2.18),
Hi(e) < Bi(e)-
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~ Para probar la desigualdad restante, sustituimos H,(¢) por Bi;(e) en la ecuacién

(2.18). Se sigue que

2B (at=g)] - I- =gl 245)51_.—2 Rt =)

Por lo tanto, Biz(e) < Ha(e)-

A partir de (2.19) y aplicando el lema 1 se obtiene

. Hi(e) . BJT/I(E) . Ha(e)
_ 1le) <
2c elg.r/lZ Bg(€) - 51—1*1;1‘/12 BO(G) - 5'—1}3}2 BO(E) ©

por lo que

Biy(€) _

lim === =2c¢

e—1/2 BQ(G)

como querfamos probar.

A partir de los dos lemas anteriores, la siguiente proposicién es inmediata:
Proposicién 11 Bajo las hipdtesis de los lemas 1 y 2 se verifica:
TRR*(MEDA,SHORTH) = TR¥(MEDA) = 2.

Por lo tanto, de forma aproximada y para € =~ 1/2, la curva de sesgo de la MEDA

respecto a outliers es el doble que la del SHORTH.

2.4.2 Tasa de ruptura de algunas alternativas a la MEDA

En este apartado derivamos las tasas de ruptura de los estimadores S,y Qn ya definidos

en las ecuaciones (1.13) y (1.14) como alternativas 2 la MEDA y al SHORTH. Los

resultados se rednen en la siguiente proposicion.
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Proposicién 12 Sea ¢ = 1/F;*(0.75),

(a) si Fy satisface la hipotesis 4, entonces TR+(S) =2k/c yTR™(S) =k/c.
(b) Si Fy es la funcidn de distribucidn correspondiente a la distribucidn normal

estindar, TRT(Q) = 2Y%d/c y TR™(Q) = [e(1 + 273/24-1)] 71,

Demostracién:

(a) Por las proposiciones 1 y 3,

Big(e) = cFy" (4321_—2;) ’

En la proposicién 5 se muestra que el sesgo respecto a outliers de Sy, que denotaremos

por BZ(e), verifica _

c Tk E | 200—¢)

Basta sustituir z por BZ(€)/c en la definicién implicita de la funcién gt.

Sea By(e) la curva de sesgo de la mediana. Definamos Hi(e) = 2kBo(€) y Ha(e) =
(2k/c) By (e). Si sustituimos Bg (¢) por Hi(e) en la ecuacion (2.20) se obtiene

Fo[BZ (€)/c +2Bo(e)] — FolBS (€) /c — 2Bo(e)]
= Fy[BE(e)/c+2Bo(€)] — 1 + Fo[2Bo(€) — B5(€)/<]

< Fol2Bo(e) — BE(Q)/d] < FolBo(e)] = 2(11_ 5

Dado que la funcién {(z) = Fo[Bo(e) + az] — Fo[Bo(€) — az] es estrictamente creciente

(ya que Fp lo es por hipdtesis) se deduce

Hi(e) < B (e).
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Si sustituimos ahora BZ () por Ha(e) en la ecuacién (2.20) se obtiene

Fo[3Big(e)/cl — Fo[-Biy(€)/c] > FolBiu(e)/c] — (1 - 4?1—_22)) = 2(11_ e’

Por lo tanto,
Bf(e) < Ha(e).

Hemos probado Hj(e) < Bi(e) < Hy(e).

" Dividiendo en estas desigualdades por Biy(e), tomando limites cuando ¢ — 1/2'y

aplicando el lema 1 se deduce que TR*(S) = 2k/c.

Vamos a obtener a continuacién TR~(S). Sabemos, por las proposiciones 1 y 3,

que

- 1 3—4¢
, Bsy(e) = cFy (4(1 — 6)) :
Por la proposicién 5, el sesgo respecto a inliers de S, que denotamos por Bg (€), verifica

A [Bs‘;c;(e) L ng(e)] _R [Bgﬂ(e) _ ng(e)] _ 21(1—_22)_

Aplicamos el teorema del valor medio al miembro de la izquierda. Se sigue que para

todo € € (0,1/2) existe

o= ale) € (BEI;I(f) _ ng(e)’ Bglz(e) N ng(e)) 7

tal que
! Bg () 1—2¢
Zfo[a((i)] k = 2(1 _ E)’

donde f es la funcién de densidad correspondiente a Fo. Despejando Bg(e),
k(1 — 2¢)
Bs(€) = .
(9= 0= ()
Nétese que lim,;/2 (€) = 0. Aplicando la regla de L’Hépital,
B3 (€) k . 1—2e¢ k

lim - Ry (T
ik Byple) | 20fol0) i By (ga5) @
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(b) Para calcular la tasa de ruptura respecto a outliers del estimador @, aplicamos

la proposicién 6. El sesgo respecto a outliers de @, que denotamos ‘por Bg(e), verifica

By (e) = d(F§)™" [-————5 S_(f 6_1;;62} :
donde F¢ denota la convolucion FyxFy. Si Fp es la funcién de distribucién de la normal
estdndar, ®, entonces ®*(y) = O(271%y) y (®*)7H(¢t) = 21/2<I>'1(t); Por lo tanto, en
este caso,

— 42
B} (e) = do2p1 (5___86_'|;_6_>

8(1 — ¢€)?

Como consecuencia,

Bi() 2/ . Gy(e)
+(0) = | Q\-/ _ N
TRYQ) = lim 7o 5= o 20, G0

donde

R R G

Anélogamente a como se razond en la demostracién del lema 2, se prueba que el limite

vale uno, de donde se obtiene el resultado.

Para completar la demostracién, sélo queda calcular TR (Q) en el caso Fy = ®.
Para ello aplicamos de nuevo la proposicién 6 segiin la cual el sesgo respecto a inliers

de Q,, que denotamos por By (¢), verifica
(1 — €)?®[Bg(e)/(2/2d)] + 2¢(1 — €)@[Bg(€)] + s =5/8. (2.21)

Utilizando el teorema del valor medio, se tiene que para todo € € (0,1/2) existen

a = a(e) € (0,B5(e)/(22d)) y f = Ble) € (0, By (€)) tales que

8B (e)/(2/2d)] - 8(0) = w(@)B3(¢)/(2/*d),

®[By(e)] — 2(0) = »(8)Ba(e);
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donde ¢ es la funcién de densidad correspondiente a ®. Sustituyendo estas expresiones

en la ecuacién (2.21) y dado que ®(0) = 1/2 obtenemos
Bi(e
(1|12 ol) 32 4 201 - 2+ $(8)B3(0) + & =575
Despejando Bg(¢) llegamos a la expresion '
_ O 2124(1 — 4é€?)
BQ(G) = EAY) 1/2 ’
8(1 — €)2p(a) + 2Y/216de(1 — €)p(B)

Nétese que lim_,1/2 o(€) = lime_0.5 B(€) = 0. Una aplicacién de la regla de L’Hopital

implica

B= 1/2d _ Ae2
lim Q (5) 2 . 1—4e

= - — = ~3/2 7-11-1
32 Bag()  20p(0)[1 + 272d] if2 iy (2055) [e(1 277

La tabla 2.3 muestra las tasas de ruptura resultantes cuando las constantes se '
ajustan de forma que los estimadores sean consistentes bajo el modelo normal. Aunque
el estimador Q,, sea el mas eficiente, el comportamiento de su curva de sesgo es el peor de
todos tanto para outliers como para inliers y tanto para proporciones de contaminacion
pequefias como para proporciones de contaminacién grandes. Por otra parte, S, parece
un compromiso razonable entre eficiencia y buen comportamiento del sesgo. Notese
que los estimadores MEDA y SHORTH sélo difieren en su tasa de ruptura respecto a

outliers.

2.5 Tasa de rupturé de M-estimadores de localizacién

Supongamos que el modelo central del entorno es el mismo que el de la seccion anterior,

es decir, un modelo paramétrico de localizacién y dispersion. Nuestro interés se centra
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Estimador TRt TR- #* EF
SHORTH 1 1 1.16 36.74
MEDA 2 1 116 36.74

S 1.60 0.80 1.62 58.23

Q 2.12 0.58 2.06 82.27

Tabla 2.3: Tasas de ruptura respecto a outliers e inliers, sensitividades y eficiencias de cuatro

estimadores de dispersién robustos.

ahora en el estudio de tasas de ruptura para M-estimadores de localizacién.

En vista de que la mediana tiene sesgo minimax en la clase de M-estimadores de
localizacién, resulta natural tomar el sesgo de la mediana como base y definir la tasa

de ruptura de cualquier M-estimador de localizacién respecto a la mediana.

En el siguiente lema se obtiene la tasa de ruptura de una clase especial de M-
estimadores de localizacién. El lema se utilizard en la demostracién del resultado mas

importante de esta seccidn.

Lema 3 Sea ¢ = 1/F;'(0.75) y sea TR* (D) la tasa de ruptura respecto a outliers del

estimador de dispersién D.,,. Supongamos que se verifica la hipdtesis 4 y definamos

0, sily<A
aly) = , : (2.22)
sgn(y), silyl=A
Entonces, la tasa de ruptura del M-estimador de localizacion dado por 14, cuando la

dispersidn se estima previamente por Dy, es

TR(t4) =1+ cTR*(D)A.
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Demostracién:

Sea Ba(e) la curva de sesgo maximo del M-estimador dado por 14. Por la propo-

sicién 7, Ba(e) = g3'le/(1 —€), D*(¢)], donde

aaltrs) = = [~ 0a (1) dRoy) = s [ ealw)lfoloy — ) = folow + )y

S

= Fy(As+1t)— Fo(As —t).

Tomando en esta ecuacién t = Ba(e) y s = D (¢) se sigue que

1 ie = Fo[AD+(e_) + Ba(e)] — Fo[AD*(€) — Ba(e)]-

Definamos Hj(€) = AD* () + F5tle/(1 — €)] y Ha(e) = AD*(e) + By(€). Los mismos
argumentos que en la demostracién del lema 2 prueban que Hy(e) < Ba(e) < Hy(e)-
Si dividimos ahora por Bo(e) en estas desigualdades, tomamos limites cuando € — 1/2

y aplicamos el lema 1, obtenemos

TRH DA+ g, G S TR < TRD) 1

Por tanto, basta probar
-1 _
i Lo/ =9l _
e—1/2 Bo(é)

Para ello, definimos G1(€) = F5 Y [1/(2(1 —€))] y Ga(e) = Fy '[¢/(1 — €)] y repetimos el

mismo argumento que en la demostracién del lema 1.

La siguiente proposicién es el resultado mé4s importante de esta seccién. En ella se
dan cotas para la tasa de ruptura de M-estimadores de localizacién cuando la dispersién

se estima previamente mediante un estimador Dy.
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Proposicién 13 Sea ¢ = 1/F;'(0.75) y sea TR*(D), la tasa de ruptura respecto a
outliers del estimador de dispersion. Supongamos que se verifican las hipdtesis 2 y 4.

FEntonces:

(a) Si existe A >0 tal que P(y) =1 para todo y > A, entonces
max{1,cTRY(D)A} < TR(¥) < 1+ cT'R*(D)A.
(b) Si¥(y) <1 para todo y € R, entonces

TR($) = co.

Demostracién:

(a) En primer lugar probaremos que 1 + ¢T'R*(D)A es una cota superior para
TR(). Sea ¥4 la funcién definida en la ecuacién (2.22). Es inmediato que Pa(y) <
¥(y) para todo y > 0. Esto implica que ga(t,s) < gy(t,s) para s >0yt >0y por
lo tanto, g,;l(:c,s) > g3'(z,s) para todo s > 0 y 0 < z < 1. Por la proposiciéon 7,

By(€) < Ba(e). Si aplicamos el lema 3,

TR(s) < TR(b4) = 1+ TRY(D)A.

Ahora veamos que cT'RT(D)A es una cota inferior para TR(¢). Definamos para

0 < r < A la siguiente funcién auxiliar

W):{ swnls), s>
p(r)sgn(y), silyl<r

Operando, es facil comprobar que, para s >0y ¢ >0,

gi(tis) = s [ belw)falsy — 1) = folsy +1))dy
= [ () Flrs +) = Folrs = )]+ $(r)2Fo(t) — 1



9.5. Tasa de ruptura de M-estimadores de localizacién 71

Sustituyendo ¢ por B,(e) ¥ s por DT (€) en esta ecuacién y aplicando la proposicion 7,

€ = [1—(M)][Fo(rD*(e) + Bi€)) — Fo(rD* (€) = B(e))]

+ 9(r)[2Fo(B:(€)) — 1].

Ahora tomamos limites cuando € — 1/2 en ambos lados de la ecuacién. El miembro
de la izquierda converge a uno y lo mismo debe suceder con el segundo miembro. Esto

implica en particular que

lim [rD*(€) — B,(€)] = —o0.

e—1/2

Por consiguiente, existe €, tal que si €y < € < 1/2, entonces B,(¢) > rD*(e). Se sigue,

aplicando el lema 1,

TR(,) > ¢cTRY(D)r. ' (2.23)

Si 0 < r < A, por la definicién de ¢, se tiene que ¥(y) < ¥,(y), para todo y = 0. Por
lo tanto, por la proposicion 7, By(e) > B,(¢). Luego, si 0 <r < 4,

TR(3) > TR(p,) > cTRT(D)r.

Si hacemos r — A, obtenemos el resultado.

(b) Dado que %(y) < 1 para todo y, se verifica que ¥(y) < ¥,(y) para todoy > 0
y para todo r > 0. Por lo tanto, By(e) > B,(¢) para todo r = 0. Aplicando la
desigualdad (2.23) se obtiene, para todo r 2 0,

TR(¢) > TR($.) 2 cTR*(D)r.

Si hacemos r — oo se obtiene el resultado.
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Nétese que en el lema 3 hemos dado un ejemplo de M-estimador de localizacién
cuya tasa de ruptura es exactamente igual a 1+ c¢T'R*(D)A. Por lo tanto, la cota

superior obtenida en la proposicién 13(a) no puede ser mejorada.

Los M-estimadores de localizacién basados en funciones ¢ mondtonas se pueden
contemplar como soluciones al problema de minimizar una funcién de pérdida con-
vexa. Una funcién % que alcanza su supremo, como las incluidas en el apartado (a)
de la proposicién anterior, corresponde a una funcién de pérdida que es lineal para
valores grandes de su argumento. La proposicion 13(a) indica que‘la tasa de ruptura
correspondiente a estos estimadores crece de manera aproximadamente lineal con el
valor de A a partir del cual la funcién de pérdida es lineal. La pendiente de este creci-
miento lineal es determinada por la tasa de ruptura respecto a outliers del estimador
de dispersién elegido previamente. En la figura 2.3 se representan las cotas inferiores
y superiores como funciones de A en el caso gaussiano, cuando tomamos la MEDA y el

SHORTH como estimadores previos de dispersion.

Por otra parte, una funcién % que siempre es estrictamente creciente esta ligada
a una funcién de pérdida convexa que siempre crece més lentamente que una funcién
lineal. En este caso, la tasa de ruptura es infinito como se prueba en la parte (b) de la

proposicién.

Hemos establecido dos clases de funciones de pérdida convexas con un compor-
tamiento bien diferente respecto a la tasa de ruptura. Como hemos visto, un buen
comportamiento de la curva de sesgo asintético para proporciones de contaminacion
grandes requiere una funcién de pérdida finalmente lineal. Un ejemplo importante
de M-estimadores en esta clase viene dado por los estimadores de Huber de varianza
minimax. De hecho, todos los M-estimadores de localizacién con alguna propiedad de

optimalidad relacionada con la robustez tienen esta propiedad, por lo que la proposicién
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Figura 2.3: Cotas inferiores y superiores de TR(3) cuando el estimador de dispersién es la MEDA

(linea discontinua) o el SHORTH (linea continua).

13(a) confirma las buenas propiedades de robustez de estos estimadores.

En la tabla 2.4 se presenta el punto medio entre la cota inferior y la superior para
diversos valores frecuentes de A y para la MEDA y el SHORTH como estimadores de

dispersién.

En el caso poco realista en que el pardmetro de dispersién es conocido es posible

obtener el siguiente resultado.

Proposicién 14 Supongamos que Fo verifica la hipdtesis {(a) y que la funcidn

cumple las hipétesis del apartado (a) de la proposicién 13. Supongamos que el pa-
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A  SHORTH MEDA
0.5 1.37 1.99
1 1.99 3.48
. 1.25 2.36 4.22
1.5 2.73 . 497
1.75  3.10 5.71

Tabla 2.4: Punto medio entre las cotas inferiores y superiores de la tasa de ruptura para varios

M-estimadores de localizacién

rdmetro de dispersion es conocido. Entonces:

TR() = 1.

Demostracién:

Definimos la funcién auxiliar ¢4 como en la ecuacién (2.22). Dado que % aly) <
(y) para todo y > 0, se verifica ga(t) < gy4(t) para todo t 2 0y, por lo tanto,
By(€) 2 By(e)-

Operando, es ficil comprobar que

o) = [ eal)lfoly —1) = foly + )y
= Fyt— A+ Fo(t+A)—1>2FR(t—-A) L

Tomando en esta desigualdad ¢ = g;'[¢/(1 — €)] = Ba(e) ¥ operando, se obtiene

1

2_(1T—_6—) > FQ[BA(E) — A]
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Si aplicamos F ! a los dos miembros de esta desigualdad se deduce Bo(e) > Ba(e) — A,

y por consiguiente,

Ba(e) < Bo(e) + A.

Dado que, como hemos visto, Ba(€) > By(e), aplicando la propiedad minimax del

sesgo de la mediana se tiene que By(€) > Bo(e). Uniendo todas las desigualdades,

de donde se sigue que TR(%) = 1.

La desigualdad (2.24) nos da informacién adicional sobre el comportamiento del
sesgo de T;. Resulta que By(e) difiere del sesgo de la mediana a lo mas en la constante
 A. Esta proposicién, junto con el resto de resultados de esta seccién, permite concluir
que la pérdida de robustez respecto a la tasa de ruptura que se produce al estimar
la localizacién se debe principalmente a la estimacién del pardmetro de dispersion

desconocido.

2.6 Estimacién simultdnea de localizacién y dispersion

En este apartado consideramos de nuevo la funcién de salto (2.15), utilizada para definir
tanto la MEDA como el SHORTH. La estrategia de estimacién que consideramos ahora
es la de estimar conjuntamente la dispersién y la localizacién mediante la resolucién

conjunta del sistema formado por las ecuaciones (1.11) y (1.12).

Huber (1981), paginas 141-143, estudia el punto de ruptura de los estimadores

obtenidos por este método. Sin embargo, sus resultados no se aplican al importante
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caso de la funcién y, puesto que sus supuestos exigen que las funciones Py x sean estric;
tamente crecientes para argumentos positivos. La siguiente proposicion complementa
el resultado de Huber y muestra cémo esta estrategia de estimacion simultdnea lleva en
los casos mas interesantes a puntos de ruptura drasticamente mas bajos que los de los
métodos considerados en las secciones 2.4 y 2.5. Lo que significa esta proposicién es que
si modificamos ligeramente la funcién correspondiente a la localizacién, P(y) = sgn(y),
que define la mediana, el punto de ruptura se reduce a € =1 /4 como méximo, incluso

tomando para la dispersién una funcién tan robusta como Xa.

Proposicién 15 Consideremos las funciones Xa, definida en (2.15) y o tal que verifica
la hipdtesis 2. Supongamos que Fy verifica la hipdiesis 4.

(a) Sitp(a) <1, entonces € < 1/4.

(b) Si (k) =1 para algin k < a, entonces € = 1/2,
donde € es el punto de ruptura comin de los estimadores simultdneos de localizacidn

y dispersidn basados en x y .

Demostracion:

Sea B(e) el sesgo del estimador de localizacién y sea D*(e) el sesgo respecto a

outliers del estimador de dispersién. Por la proposicion 4, estos sesgos satisfacen las

(1— €)Er Xa (%7%%61)% = % (2.25)
(1 - &) Erth (%) te = 0. (2.26)

Operando, la ecuacién (2.25) se puede escribir como

FolaD*(€) + B(e)] + FolaD*(e) — B(e)] = 23(1——_2% (2.27)
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En pr1mer lugar, veamos que los puntos de ruptura correspondientes a la dispersién
y a la localizacién, respectivamente €, y €r, son iguales. En efecto, por reduccién al
absurdo supongamos que €h < €&. Existe entonces ¢ € (€}, €7), €0 # 1/2. Tomamos
limites en (2.27) cuando € — ¢o. Dado que lime_, D (€) = co y lime_;€0 B(e) < oo,
obtenembs

de donde € = 1/2, lo que constituye una contradiccién. Andlogamente, se llega a una

contradiccién si se parte de suponer € < €p.

(a) Probamos ahora el primer apartado de la proposicién. Operando, la condicién

(2.26) puede escribirse como

DH(e) [ #) (D (Qy = B(e) = fo( Dy + By = 7—
Definamos 9, de la siguiente forma

baly) = { wlv), sl
P(a)sgn(y), sily|<a
Como (a) < 1, se tiene que ¥(y) < Pa(y) para y > 0. Por lo tanto

€
1—ce€

< s [T h)AalD* (= B(e)) — fo( D (e)y + Ble)ldy
= {1~ $(@)[FoaD* (¢) + Be)) ~ Fo(aD*(€) ~ B(e))]
+ $(@RFR(B() - 1) (228)

Multiplicando la ecuacién (2.27) por 1 —1%(a), sumando al resultado la ecuacién (2.28)
y reordenando términos se obtiene

1= (I RlaD* () + B+ $@IR(BE) - 1/2 2 77 ~ Pl 2:29)
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Supongamos que €* > 1/4. Si tomamos limites en (2.27) cuando € — 1/4, el término
de la derecha converge a 1 —%(a)/2 mientras que el limite del miembro de la izquierda,

L, verifica
L <1—(a)+9(a)/2=1-1%(a)/2
ya que Fp es estrictamente creciente. Pero esto es imposible por la desigualdad (2.29).

Por consiguiente, ¢ < 1/4. .

(b) Bajo las hipétesis de este apartado se cumple la condicion (2.27), que no depende
“de la eleccién de la funcién ¢. Ademds, si definimos ¥y, como en la ecuacién (2.22),

dado que ¥i(y) < ¥(y) para y > 0, la ecuacion (2.26) implica

€
~“1—c

FolkD* (€) + B(€)] + FolkD* (¢) — B(e)]

Sea ¢* el punto de ruptura y denotemos por L a limees[a DT (€) — B(€)]. De la ecuacién

(2.27) se sigue que
a 1

21 —e)

Si I = oo, entonces € = 1/2 como querfamos probar. Si L < oo, entonces debe

Fo(L) =

cumplirse lim,_«[kD*(€) — B(¢)] = —o0, ya que k < a. Pero entonces de la ecuacién

(2.30) se deduce

*

€
1 —¢€*

de donde €* > 1/2, es decir e* = 1/2.

>1,

(2.30)



Capitulo 3

Sesgo de estimadores de regresion con residuos

admisibles

3.1 Introduccién e hipé6tesis basicas

Consideremos el modelo de regresién lineal descrito en la seccién 1.4. En este capitulo se
obtiene un método general que permite calcular curvas de sesgo asintético maximo para
una clase amplia de estimadores de regresién robustos; en concreto, consideraremos la
clase de estimadores de regresién con residuos admisibles que ya fue introducida en la

definicién 1.

Los resultados obtenidos amplian la literatura existente sobre el tema en dos di-
recciones: en primer lugar, s6lo en el caso de S-estimadores de regresién se disponia
de una férmula para la curva de sesgo. Nosotros obtendremos las curvas de sesgo
de otras clases de estimadores con residuos admisibles. Ademads, el método que per-
mite estos calculos se basa en un principio comin, vélido para todas estas clases de
estimadores. En segundo lugar, los resultados obtenidos hasta ahora requerian que

los regresores tuvieran una distribucién eliptica, lo que es una hipdtesis ciertamente

79
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restrictiva. Nuestros resultados pueden aplicarse a regresores no elipticos, a cambio
de tener que resolver numéricamente un problema de optimizacién que puede resultar

complicado.

Al final del capitulo veremos dos modificaciones de los resultados que permiten su
aplicacién a M-estimadores de regresién con escala general, seccién 3.4, y al célculo de
sesgo en direccién de algunos métodos de anélisis robusto de componentes principales,

seccién 3.5.

Los estimadores de regresién que vamos a considerar vienen definidos por la ex-
presién (1.18), donde el funcional J, que mide la escala de los residuos, verifica la

siguiente hipdtesis:

Hipétesis 5 (a) Si F' y G son dos funcz'onés de distribucidn sobre [0,00) tales que
F(u) < G(u) para todo u € R, entonces J(F) > J(G).

(b) (n-monotonia). Dadas dos sucesiones de funciones de distribucidn, Fy y G, sobre

[0, 00), continuas en (0,00) y tales que Fn(u) — F(u) y Gn(u) = G(u), donde F

y G son posiblemente subestocdsticas y continuas en (0,00), con G(o0) > 1—ny

G(u) > F(u), para todo v > 0, (3.1)
entonces
Jim J(F,) = lim J(Gp). (3.2)

Ademds, si (3.1) se cumple estrictamente, entonces (3.2) también se cumple es-

trictamente.

La hipétesis 5(a) requiere que J sea mondtono respecto a la relacién de dominancia

estocéstica para distribuciones de variables aleatorias no negativas.
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La hipétesis 5(b) de n-monotonia fue introducida por Yohai y Zamar (1993) y es
suficiente que se verifique para algin n > 0 para que el estimador T tenga residuos
admisibles. Todos los ejemplos interesantes de estimadores con residuos admisibles
son también n-monétonos y por lo tanto, en lo que se refiere a las aplicaciones de los
resultados, no es importante la diferencia entre asumir admisibilidad de los residuos o

n-monotonia.

Si consideramos F, = F' y G,, = G para todo n en la hipéStesis 5(b) y si F' y G son
funciones de distribucién sobre [0, 00), continuas sobre (0, c0) y tales que G(u) > F(u)
~ para u > 0, entonces J(F) > J(G). Por tanto, también podemos contemplar la 7-
monotonia como una condicién de monotonia estricta para distribuciones que rednan

ciertas condiciones.

Para el célculo de la curva de sesgo de los estimadores de este capitulo en el punto
e, Bypl(e), es suficiente que se verifique la n-monotonia para 7 = €. La situacién es

ligeramente distinta en el capitulo cuatro.

Sera necesario suponer también la siguiente condicién sobre el funcional J:

Hipétesis 6 Si F y G son dos funciones de distribucion sobre [0,00), con F' continua,

entonces

lim J[(1 = €)F + eUy) > J[(1 — €)F + €G],

n—

donde U, denota la funcién de distribucién uniforme sobre [n — (1/n),n + (1/n)].

Esta hipétesis es de cardcter técnico y se puede comprobar ficilmente para todos
los ejemplos importantes. Lo que se exige esencialmente es que si contaminamos en un
punto y llevamos el punto tan lejos como queramos, se alcance una escala mayor que

la obtenida contaminando de cualquier otra manera. La utilizacion de distribuciones
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uniformes en lugar de distribuciones degeneradas se debe a que en algunas situaciones

es necesario que las distribuciones sean continuas.

Es inmediato demostrar que si la hipdtesis 5(a) se verifica para distribuciones posi-
blemente subestocéasticas y se cumple la 7-monotonfa para 7 = €, entonces también se
verifica la hipétesis 6. Veamos la prueba: las distribuciones de la sucesién {(1 — €)F"+

eU,} son continuas. Ademas

lim (1 — €)F(u) + €U, (u) = (1 — €)F(u), para todo u>0.

n—r00

Por la e-monotonia,

lim J[(1 —€)F +eU,) = J[(1 — ) F].

n—r0oo

Pero por otra parte,

J(1 = e)F) > J{(1 — e)F + G,
ya que estamos suponiendo que la hipStesis 5(a) también se verifica para distribuciones

subestocasticas.

Finalmente, hemos de imponer la siguiente condicién sobre las distribuciones no-

minales de los regresores, Gg, y de los errores, Fo:

Hipétesis 7 La distribucidn de los errores Fo tiene una densidad fo que es simétrica y
estrictamente unimodal. La distribucion de los regresores Go tiene densidad y Pg,{0'x =

0} = 0, para todo 0 # 0.

Nétese que no es necesario suponer que (g sea una distribucién eliptica.

3.2 Célculo del sesgo de estimadores de residuos admisibles

Fl siguiente lema es necesario para probar el resultado més importante de este capitulo:
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Lema 4 Definamos, para todo t >0, la funcion

m(t) = “ior|1|f=t.][(1 — ¢)Fy, g + €bol.
Entonces, bajo la hipdtesis 5(b) para alginn >0 y la hipdtesis 7 se tiene que
(a) Exi.;ste 0, € IR? tal que ||0:|| =t, ym(t) = J[(1 —€)Fy g, + 650].“

(b) m(t) es estrictamente creciente.

Demostracién:

De la hipétesis 5(b) se deduce que si F, y F son funciones de distribucién sobre

[0, 00), continuas sobre (0,00) y tales que Fu(u) — F(u) para todo u > 0, entonces

lim J(F,) = J(F).

Supongamos que {0, } es una sucesién tal que 8, — 6. Definamos

Fn = (1 - G)FHo,en + 660.

Por la observacién anterior, lim, o0 J(Fn) = J{(1 — €)Fy g + €6o), es decir, la funcién
f(8) = J[(1—€)Fy, g+ €bo] es continua. Como el conjunto {6 : ||8]] =t} es compacto

para todo ¢, el {nfimo en la definicién de m(t) es de hecho un minimo. Esto prueba la

parte (a).

En el lemma A.1 de Yohai y Zamar (1993) se demuestra que, bajo la hipétesis 7,
F Ho Ag(u) es estrictamente decreciente como funcién de A. Sean %1 y %2 tales que
t, > t, > 0. Por la parte (a), existe 8 tal que m(t1) = J{(1 —€)Fy g, + €bo]. Como

F

10,0, () < Fr (tz/tl)el(u), se sigue de la hipétesis 5(b) que

m(t;) = J[(L - €)Fy, 9, + ebo] > JI(1 — 6)17’1.{0’02/“)91 + €bo)-
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Pero, por definicién de m(t),
I = &) Fy, (1,000, T ebo] > m(ta).

Al unir las dos tltimas desigualdades, se obtiene la parte (b).

Estamos ya en disposicién de enunciar y demostrar el resultado més importante de

este capitulo.

Proposicién 16 Sea T un estimador definido segin la ecuacidn (1.18) a partir de un

funcional J que verifica la hipdtesis 5 paran =€y la hipdtesis 6. Sea t* € IR tal que

m(t*) = einf JI(1 = €)Fy, g + €bo] = im JI(1 = €)Fry0 + €Ul (3.3)
1611=¢+ ’ noo

donde U, denota la distribucidn uniforme sobre el intervalo (n —1/n,n+1/n). En-

tonces, bajo la hipdtesis 7, se tiene que

BT(C) =t".

Demostracién:

Supongamos que 8 € IR” es tal que t = ||@]| > t*. Se probaré en primer lugar que
J(F . 9) > J(Fyp) para cualquier H € V.. Este hecho implica que 8 no puede ser
solucién del problema de minimizacién (1.18) para ninguna distribucién del entorno de

contaminacién y, como consecuencia, Bp(e) < 7.

Sea H € V.. Para todo u > 0 se verifica

FH,Q(U) <(1- 6)FH0,9(U) + ebp(u).
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Aplicando la hipétesis 5(a), la definicién de la funcién m(t) y el lema 4 junto con el

hecho de que t > t*, se tiene para todo H € V.,

J(Fy,é) > J(1 - E)FHo,é + €bo] > m(t) > m(t*). (3.4)

Por otra parte, por la ecuacién (3.3),

m(t") = lim J[(1 = €)Fpopo + €Us] (3.5)
y, por la hipétesis 6,
Jim J[(1 = €)Frp0 + €Un} > J(Frp)- (3.6)

Teniendo en cuenta (3.4), (3.5) y (3.6), se obtiene

J(FH,Q) > J(Fpyp), paratodo H € Vi,

que es lo que querfamos probar.

Estableceremos a continuacién la desigualdad reciproca, Brp(e) > t*. Para ello, sea

t<t*y 8, R tal que ||0:]| =1ty
m(t) = J[(1 - €)F'y, g, + €bol-

Tal vector 8, existe en aplicacién del lema 4(a). Definamos la siéuiente sucesién de
contaminaciones: H,, es la distribucién de (y»,X,), donde x, = n@; e y, se distribuye
uniformemente sobre el intervalo [nt? — (1/n),nt2 + (1/n)]. Si Fy es la funcién de
distribucién uniforme sobre el intervalo [—1/n,1/n], entonces para todo B € R? y

u > 0, se cumple

Fﬁnﬁ(u) = FJu—n(t® — 8'8,)] — Fal—u—n(t* — §'04)]. (3.7)
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Sea ahora H, = (1 — €¢)Hp + ¢H, y denotemos T, = T(H,). Supongamos, por
reduccién al absurdo, que sup, ||Tall < t. En este caso, existira una subsucesién de

{T,}, que denotamos también por {T,}, tal que lim, .. Tr, = 8, donde ¥ = ||8] < t.
Nétese que 0 < |6.8] < ||6.]]]|6]| = # < ¢*. Por lo tanto, |2 — 10'8]] > 0. Se sigue

de (3.7) que
| lim F';

n—0Co0 Hn,

7, (v) =0, para todo u > 0. (3.8)

Ademés, 12 — 010, = 0. Se sigue de (3.7) que

lim Fy g,(u) =1, para todo u > 0. (3.9)

N-=—r00

Teniendo en cuenta (3.8) y el lema A.1 de Yohai y Zamar (1993), tenemos qﬁe para

todo u > 0,

lim F

n—co  Hns

1,(w) = 1-aF, §u)
< (1—€)FH0’0(U)
= lim[(1 — €)Fr,0(u) + eUn(u)l- (3.10)

Por la hipétesis 5(b), la desigualdad (3.10) y la propiedad (3.3) que verifica t*,

lim J(Fy 7,) 2 him J[(1 = €)Fy 0 + €Un] = m(t7). (3.11)

A partir de (3.9), para todo u > 0 se verifica
lim Fy g,()=(1- ) Fy g, (w) + ebo(u). (3.12)

Por la hipétesis 5(b) v la ecuacién (3.12), junto con el lema 4(b) y el hecho de que
t <t
lim J[Fy g,]=J[(1- €)Fy, g, + €bo] = m(t) < m(t"). (3.13)

n—co
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Al unir las desigualdades (3.11) y (3.13), se deduce que

lim J(Fy T,) > lim '](FHn,ét)’

n—oo

y, por lo tanto, existe n suficientemente grande para el cual

J(FHn,T ) > J(FHmet),

ol £

en contradiccién con el hecho de que
T, = arg 1’1’311 J(Fy @)

La contradiccién procede de suponer sup, || T(H,)|| <ty por lo tanto se verifica que

sup, | E(H)]| > ¢

Para cualquier t < t*, existe una distribucién H, € V; tal que |T(H,)|| > t. Se
sigue que Bp(e) > t* '
[

Cuando la distribucién de los regresores, Go, es esférica es facil comprobar que Fiy g
depende de 8 tinicamente a través del valor de ||@]|. Por lo tanto, podemos eliminar el

{nfimo en la ecuacién (3.3) y obtener el siguiente corolario:

Corolario 4 Bajo las hipdtesis y la notacidn de la proposicion 16 y suponiendo ademds
que Go es esférica se verifica
Bp(e) = 1671,

donde 8* € IR? es tal que

J(1 = e)Fy, g« + edo] = lim J[(1 = €)Fy0 + €Un]- (3.14)
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Sea 6, la distribucién que asigna probabilidad uno al punto n. En la mayoria de

los ejemplos, se cumple que

lim J{(1 — €)Fap0 + €Uz] = lim J{(1 - €)Fr, 0+ €6,) = J[(1 — €) Frrp 0 + €6co)-

Por lo tanto, la igualdad (3.14) puede escribirse
JI(1 — €)Fy, g+ + €6 = JI(1 = €)Fgy 0+ €bo)-

Podemos utilizar esta tltima expresién para dar una interpretacién intuitiva del coro-
lario 4. Supongamos que hay una proporcién € de outliers en el punto (8*'x,x). En-
tonces, (1 — 6)FH0,9* + €6, es la distribucién de los residuos cuando esta proporciéon
de outliers est4 perfectamente ajustada y J[(1 — e)FHo,G* + €dy) es la escala de estos
residuos. Por otra parte, J[(1 — €)F,0 + €8c0) Tepresenta la escala de los residuos
cuando los outliers son completamente ignorados y |6*'x| — oo. En el corolario 4 se

ha probado que el sesgo maximo es el valor de 16| tal que ambas escalas coinciden.

3.3 Ejemplos de aplicaciéon

Fn esta seccién se muestran distintas aplicaciones de los resultados de la seccion 3.2 para
obtener las curvas de sesgo de distintos estimadores robustos de regresién que aparecen
con frecuencia en la literatura. Para simplificar los célculos numéricos Suponemos,
salvo que se indique lo contrario, que Go es una distribucién normal p-variante y que

Fy es una distribucién normal estandar.

3.3.1 S-estimadores

En primer lugar, consideremos un S-estimador de regresién, T, que minimiza un M-

estimador de escala basado en una funcién y. Estos estimadores fueron definidos en la
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ecuacién (1.19).

Los S-estimadores cumplen las hipétesis que permiten aplicar la proposicién 16.

Ello es consecuencia del lema siguiente:

Lema 5 Si x € C,, entonces el funcional S(F), definido mediante (1.3), verifica las

hipdtesis 5 y 6.

Demostraciéon:

Yohai y Zamar (1993), lema 5.1., prueban que S(F ) cumplen la hipétesis de 7-

monotonia, para todo 1 > 0.

Veamos que S(F) cumple la hipétesis 5(a). Para ello consideremos dos funciones de

distribucién, F y G, sobre [0,00) tales que F(u) < G(u) para todo u 2 0. Es posible

construir dos variables aleatorias X e Y distribuidas como F' y G respectivamente y
tales que X > Y (c.s.). Dado que x es no decreciente en (0,0), para todo s > ( se
tiene que y(X/s) > x(Y/s) (cs.). Por lo tanto, si s > 0 es tal que Ex(X/s) < b,

entonces también Ex(Y/s) < b. Como consecuencia,

S(F) = inf{s > 0: Ex(X/s) <b} 2 inf{s > 0: Ex(Y/s) < b} = S(G).

Veamos ahora que

$eo = lim s, = lim S[(1 - e)F + €U, > S[(1 — €)F + €G] = so.

n—od

Por definicién de M-estimador de escala,

[e'e) n n+1l/n
-0 [ x(L)arweeg [ x () wse
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y haciendo n — oo,
(1— e)/ X (Ey—\) dF(y)+e<b (3.15)
Supongamos ahora que
e Y
(1—6)/ X(-S—)dF(y)+e< b.
—00 0
Entonces, existe s < so tal que
o ¥
(1—6)/ X(g) dF(y)+e<b,
lo que implica que
& y e Y o0 4
1-a " x(L)drw e[ x(Y)acm -9 [ x (L) dr@)+e<t,
“en contradiccién con la definicién de sp. Por lo tanto
(1—6)/ X(g—) dF(y)+e>b.
o0 0
Teniendo en cuenta (3.15), se deduce que seo = So-
a

Veamos cémo utilizar el corolario 4 para obtener la curva de sesgo de los S-esti-

madores de regresién. Definamos g(s) = Eax(y/s), donde ® denota la funcién de

distribucién normal esténdar. Sea S1 = S[(1 — €)Fp, g= + €do]. Como la distribucién

de y — 8*'x es normal con media 0 y varianza 1 + |6*)|?, Sy verifica

y — 0*'x B S1
(1 — ¢)Em,X ( 5 ) =(1-¢)yg ((1 EBSE

Por lo tanto

b
— «[12y1/2 ,—1
= (100 ()

(3.16)
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Sea ahora Sy = liMn_eo S[(1 — €)FHo0 + €6x]. Se tiene que 5, cumple
(1= €)En,x(Y/S2) +e= (1 —€)g(S2) +e= b,

de donde resulta

bh—
Sy =g (1 _Z) . (3.17)

Para obtener el valor del sesgo aplicando el corolario 4, calculamos el valor de [|67]
que resulta al despejar en la ecuacién 51 = 5. Usando las expresiones (3.16) y (3.17)

resulta

2 -

g7 (1=

Bi(e) = ||0%]> = [—_T(—lb——)} — 1. (3.18)
o ()

Nétese que esta expresién coincide con la formula (3.18) de Martin et al. (1989), que

ya se mericiond en el capitulo uno, expresién (1.20).

3.3.2 T-estimadores
Calculamos en este apartado la curva de sesgo de un r-estimador de regresién. Para
la definicién de estos estimadores véanse las expresiones (1.22) y (1.23).

En el siguiente lema se comprueba que la proposicién 16 se puede aplicar para

calcular la curva de sesgo de los T-estimadores de regresion.

Lema 6 Sean x1 € Cy y X2 € Cb,. Supongamos que X2 €S tal que. la funcidn f(s) =
s2Epxa(y/s) es creciente para cualquier F. Entonces, el funcional 7(F) verifica las

hipdtesis 5 y 6.

Demostracién:
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Para comprobar la hipétesis de n-monotonia, para todo 7.> 0, véase el trabajo de

Yohai y Zamar (1993), lema 5.1.

Probemos que 7(F) cumple la hip6tesis 5(a). Para ello consideremos dos funciones
de distribucién, F y G, sobre [0,00) tales que F(u) < G(u) para todo u > 0. Por el
lema 5 tenemos que S?(F) > S*(G). Por lo tanto, '

r(F) = SAF)Erxaly/S(F) 2 $*(Q)Erxaly/S(C)]
> SYG)Eexaly/S(G)] = (@),
donde la tltima desigualdad ha sido obtenida aplicando los mismos razonamientos que

en la demostracién del lema 3.

Para comprobar la hipétesis 6, denotemos Se = liMp_oo S[(1 — €)F + eUn] v 30 =

S[(1 — €)F + €G]. Por el lema 5, se tiene que

2 = lim 2[(1 — €)F + eUn] > s2[(1 — €)Erxaly/so) + €]

n—=+00

> &2 [(1— ) Erxa(y/s0) + cEaxa(y/so)] = 7*[(1 — ) F + €Gl.

De manera ansloga a como se hizo en el apartado anterior definamos
= 72[(1 — E)FHo,e* + 650],

7 = lim 72[(1 — €)Fa,,0 + €62l

n—0Q0
y gi(s) = Eoxi(Y/s), para i =1, 9. Tras algunos calculos similares a los que ya hemos

hecho en el caso de S-estimadores, obtenemos

=0 for (1)) 0= o ()]
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oo (] fr-om b ()]

Imponemos ahora la condicidn 73 = 7, para obtener

~1 (b=¢}7? -1 (b
B2(e) = [gl_l (1_5)} [gQ [91—1 ()] o= _11 } ~1. (3.19)
g1 (TE—J 92 [91 ('fg_e)] l—€g, [91 (1—3;)]
Si denotamos
92 [91_1 (1;_2)] € 1 }
H(e) = [ 7o T ) 71
o [0 ()] 1 eolo ()
de (3.18) y (3.19) se deduce
14 B2(e) = [1+ B3(e)]H(e). - (3.20)

Esta es la relacién entre el sesgo de un S-estimador basado en la funcién x1 y el sesgo del
r-estimador basado en x1 y Xz. Dado que 0 < H(e) < oo para € < min{b, 1 — b}, el 7-
estimador hereda el punto de ruptura del S-estimador basado en x1 independientemente
de la eleccién de yz. Esta funcién se puede seleccionar con el fin de alcanzar una
eficiencia tan alta como se desee. (Véanse més detalles sobre este aspecto en Yohai y

Zamar, 1988).

En la tabla 3.1 de la pigina 96 se presentan los valores numéricos de la curva
de sesgo para distintas proporciones de contaminacién de algunos S- y T-estimadores,
todos ellos con punto de ruptura €* = 0.5. Hemos considerado el S-estimador basado en
una funcién bicuadrada de Tukey (estimador STUKEY) que ya fue definida en la tabla
2.1. Posteriormente, hemos combinado este estimador con otra funcién bicuadrada de
Tukey con el fin de obtener un 7 estimador con punto de ruptura €* = 0.5 y eficiencia
del 95% (estimador TAUTUKEY). El sesgo méximo de STUKEY es considerablemente

menor que el de TAUTUKEY si bien su eficiencia es mucho més baja. Basta recordar que
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Hossjer (1992) probé que la eficiencia de un S-estimador con punto de ruptura €* = 0.5
es a lo sumo del 35%. Otro S-estimador importante es el LMS-estimador, que ya se
introdujo en el capitulo uno. Su sesgo para distintas proporciones de contaminacién
también se puede encontrar en la tabla 3.1. Combinando este estimador con la funcién
bicuadrada de Tukey, obtenemos otro 7-estimador (TAU—LMS—TUK'EY) CUYO S€sgo es

menor que el de TAUTUKEY.

Los sesgos de los estimadores TAUTUKEY y TAU-LMS-TUKEY se han representado

graficamente en la figura 3.1

sesgo asintotico maximo

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

epsilon

Figura 3.1: Curvas de sesgo de los estimadores TAUTUKEY (inea continua) y TAU-LMS-TUKEY (linea

discontinua)
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3.3.3 Sesgo del LMs-estimador con regresores no elipticos

Supongamos que la distribucién de los errores, Fy, es normal estdndar. Consideremos
un modelo de regresién lineal en el que hay dos regrésores, X, y Xy, y tomemos el
LMS-estimador. En este apartado se obtienen algunos resultados en este caso cuando
los regresores no son esféricos. Para ello es preciso resolver numéricamente la ecuacion
(3.3).

En la tabla 3.2 pueden encontrarse algunos valores para las curvas de sesgo de este
estimador en los siguientes casos: |

(a) El vector (X3, X) se distribuye como una normal bivariante con vector de medias
0 y matriz de varianzas y covarianzas . Con respecto a esta situacién se pueden
comparar el resto de casos considerados.

(b) Para ¢ = 1,2, X; sigue una distribucién t de Student estandarizada con tres
grados de libertad y ambos regresores son independientes. Con este caso se
pretende estudiar el efecto de colas pesadas en la distribucién de los regresores.

(c) Parai=1,2, X; se distribuye como una distribucién x? estandarizada con cua-
tro grados de libertad y ambos regresores son independientes. Este ejemplo per-
mite estudiar el efecto que puede tener en el sesgo la presencia de regresores
asimétricos.

En la tabla 3.2 se observa que en los casos (b) y (c) el sesgo es mayor que en el caso
eliptico (a). Ademés los regresores asimétricos del caso (c) propofcionan unos sesgos

menores que los regresores con colas pesadas del caso (b).

3.3.4 Estimadores basados en rangos absolutos

Nos ocupamos en este apartado de los estimadores de regresién basados en rangos

absolutos. Estos estimadores se definieron en las expresiones (1.26) y (1.27).
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¢ 0.05 0.1 015 02 025 0.3
LMS 052 0.82 1.13 1.51 2.01 2.73
STUKEY 0.55 0.87 1.23 1.65 2.17 3.02
0.5-LTS 0.63 1.02 1.45 2.02 2.85 4.19

0.5-LTAV 0.74 1.34 1.84 2.61 3.98 6.62
TAU-LMS-TUKEY | 0.90 1.41 1.92 2.51 3.23 4.18
TAUTUKEY 0.92 1.45 2.00 2.65 3.39 4.49

Tabla 3.1: Sesgo maximo para algunos estimadores robustos de fegresién

e 1005 01 015 02 025 03
Caso (a) | 0.52 0.82 1.13 1.51 2.01 2.73
Caso (b) [0.62 1.12 1.63 221 3.00 4.33
Caso () [0.52 0.92 1.23 171 231 3.23

Tabla 3.2: Curva de sesgo del LMs-estimador para distribuciones no elipticas de los regresores.



3.3. Ejemplos de aplicacién 97

Supondremos que a(u) es una funcién definida en [0,1] con valores reales sobre la

que hacemos la siguiente hipdtesis:

Hipétesis 8 (a) a(u) es continua sobre [0,1 — o] con o 2> 1/2.
() a(u)=0sil—a<u<ll

(c) a(u)y>0si0<u<l—oc.

El siguiente lema garantiza que la curva de sesgo de R-estimadores de regresién se

puede obtener aplicando la proposicién 16.

Lema 7 Si la funcidn a(u) cumple la hipdtesis 8, entonces el funcional R(F"), definido

en la ecuacidn (1.27), cumple la hipdtesis 5 paran < o y la hipdtesis 6 para € < a.

Demostracién:

Para la hipétesis 5, véase el lema A.4 de Yohai y Zamar (1993) para la parte (a) y

el teorema 5.2 del mismo trabajo para la parte (b).

También el citado lema A.4(b) implica que si € < @,
lim R[(1 — &)F + eU,] = R[(1 — ) FY,
mientras que, por el lema A.4.(a),
R[(1— &F] > R(1 - )F + <G,

de donde se concluye que R(F') satisface la hipotesis 6.
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En lo que sigue nos restringimos por sencillez a considerar el caso de la funcién:

a<u)={1’ l<l=e

0, luj>1—-«
Para calcular Bg(e) denotemos

Fo* = (1 — G)FHO,H* + €bo,

F,=(1-¢€¢Fn,0+€eUn.

Seay = (1+|6*]|2)}/? y sean ® y ¢ las funciones de distribucién y de densidad de una

normal estdndar. Supongamos que € < a. Sean

a=oti- e A v [1 ) 2<a1_—66>} ’

de manera que Fg«(yc;) = 1 —ay Fp,o(c;) = 1 — . Introduzcamos también la

notacion
[+
Ii(c) =/ uFo(e)du.
0

Con estas definiciones y aplicando el corolario 4 se trata de resolver en #* la ecuacién

R(Fg+) = lim R(F,).

Calculemos primero R(Fg«). Obsérvese que
Fy=(u) = (1 - €)[28(u/7) = 1] + ¢
de donde se sigue que

R(Fgr) = [ wdFi(w) =211 =) [ wol)du =2 (L= luler). (321
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Por otra parte, el lema A.4(b) de Yohai y Zamar (1993) permite mostrar que

Jim B(F) = (1—¢) [ all = O P o(w)lu*dFro(v)

Dado que estamos suponiendo normalidad, F; o 0(u) = 2®(u) — 1, lo que lleva a

lim R(F,) =2(1 - ¢) /0 " wp(u)du =21 - OLe). (3.22)

Igualando las expresiones (3.21) y (3.22), se tiene

[1+ Bi(e)*? = %ﬁ% | (3.23)

Particularizando al caso &k = 1, tenemos que la curva de sesgo méximo del estimador

a-LTAV viene dada por la relacion

2 (L2 = —71(02) _ ©(0) — w(ca)
L+ Bael™ = 7e) ~ 0(0) —wle)

Para el caso k = 2, encontramos la siguiente expresion que debe cumplir el sesgo del

estimador a-LTS:

e Do) _ 0(c) = 05— eap(cs)
I(c1) ~ ®(c1) — 0.5 — ()

1+ Bg(e)]

En la tabla 3.1 se encuentran los valores del sesgo para estos dos casos particulares
cuando a = 0.5. Se observa que el estimador 0.5-LTS es mds robusto que el 0.5-LTAV,
especialmente para proporciones de contaminacién grandes. En general, si considera-
mos la sucesién de estimadores generada cuando k recorre los nimeros naturales, se
comprueba numéricamente que, a medida que k crece, la curva de sesgo es menor,
uniformemente en €. Este hecho no resulta sorprendente si tenemos en cuenta que
cuando k — oo, estos estimadores se aproximan al LMS-estimador. Nétese también
que para valores pequefios de €, las curvas de sesgo’de los estimadores LTS y LTAV son

mejores que las correspondientes a los r-estimadores. Sin embargo, se debe recordar
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14 T v T T T T

10f 7

sesgo asintotico maximo

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35

epsilon

Figura 3.2: Curvas de sesgo de los estimadores LTS (linea continua) y LTAV (linea discontinua) para

a=105
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que en general los R-estimadores con alto punto de ruptura no son eficientes (véase

Hossjer, 1994).

La representacién gréfica de las curvas de sesgo de los estimadores LMS y LTAV

cuando a = 0.5 se encuentra en la figura 3.2.

3.4 Curva de sesgo para M-estimadores con escala general

Los estimadores de regresién con escala general son otro ejemplo de estimadores de

residuos admisibles. Martin et al. (1989) los definieron como

T(H) = g min Frp (ys‘( o),

donde S(H) es un estimador robusto de la escala de los residuos y la funcion p ve-
rifica la hipétesis 1. Los MM-estimadores definidos por Yohai (1987) son un ejemplo
de estimadores incluidos en esta clase que no pertenecen a ninguna de las clases de

estimadores consideradas previamente.

Los M-estimadores con escala general no sélo dependen de la distribucion de los
residuos |r;(8)| sino de la distribucién de los residuos reescalados por el funcional S(H).
Por ello, no es posible aplicar los resultados de la seccién 3.2 para obtener su curva
de sesgo. En general, esta curva dependera de las propiedades de robustez respecto al

sesgo de S(H).

En esta seccién obtenemos una cota superior y otra inferior para la curva de sesgo
de M-estimadores de regresién con escala general. Veremos que en algunos casos im-
portantes y para valores pequefios de €, ambas cotas coinciden, por lo que es posible

dar el valor exacto del sesgo en estos casos particulares.
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Utilizaremos la siguiente notacién: sea s; = infgev, S(H ), s2 = supgev, S(H), ¥

ﬁ(t,s) = inf Ep,p (y -9 X) — Eg,p (2) :
161=¢ 8 .o N8

Las dos funciones siguientes van a jugar un papel importante en las cotas de la
proposicién 17.

hi(t) = h(t,85), ¥ ho(t) = inf R{Z,s).

51<s<s2
Como estimador de la escala, consideremos la escala estimada a partir de los resi-
duos correspondientes a S-estimadores de regresion, es decir, supondremos la siguiente

hipotesis:

Hipétesis 9 Sea x una funcion que cumple la hipétesis 1 y S(H) = ming S(Fy 9),
donde S(FH,H) se define como en la ecuacidn (1.2) con b = by,. Se verifica que la curva

del correspondiente S-estimador de regresidn, By(€), es tal que B, (&) < hTte/(1 —€)]. -

La hipdtesis anterior se cumple siempre que se escoja una funcién x que proporcione
estimadores robustos respecto al sesgo. Por ejemplo, el uso de funciones x de salto

garantizard que la hipdtesis se verifica.

Proposicién 17 Sea T un M-estimador de regresion con escala general, donde p sa-
tisface la hipdtesis 1 y S(H) cumple la hipdtesis 9. Si ademds, las distribuciones Fg y

G, verifican la hipotesis 7, entonces

KTt (1 < ) < Brp(e) < byt <1i ) (3.24)

— € €

Demostracién:

Por Yohai y Zamar (1993), lema 5.1, para todo s > 0, el funcional J(F) = Epp(y/s)

cumple la hipétesis 5(b). Por el lema 4, para todo s > 0, h(t,s) es una funcién
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estrictamente creciente en t. Ademads, también por el lema 4, para todo ¢ > 0, existe

ha(t) = Enop (y - 9;") ~ B (L)

S2 Sa

8, € IR? tal que

y ka(t) es también estrictamente creciente.

Veamos ahora que Bp(e) < 2, donde ¢; es tal que ha(t2) = €/(1 —€). Sea 6 € R”

tal que £ = ||@]| > t2. Probaremos que

Egnp ( S ) > Egnp (S(H)) , para todo H € V.. (3.25)

Sea H=(1—¢€)Ho+ eH. Se verifican las siguientes desigualdades:

B, S(H)] > hlts, S > it h(ts,s) = ha(ts) = —

T 51<s<s2 1—€

Por lo tanto, para todo H € V,,
—_d'x €
: Y Y
Exn Z__ | —Egy
OP( S(H) ) OP(S(H)> >1—e’

(1 — E)EHOp (QS_(Z;)X> > (1 — G)EHop (-g(lf]-)-) + €.

Se sigue que, para todo H € V,

Enp (ys‘( ;;;) > (1=6)Bmp (ys‘( If,)")
> (1 —¢€)Em,p (S_(?ZH—)) +e> Enp (g‘(y?)') )

luego se verifica la desigualdad (3.25).

es decir,

Ahora veamos que B(e) > 1, donde t; es tal que hi(t;) = €¢/(1 —¢). Seat >0
tal que B,(€) <t < ty, donde By(e) < & aplicando la hipétesis 9. Basta probar que
BT(e) > .
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Existe 8, € IR? tal que

Y '
hl(t) = h(tJSZ) = EHop (y P tx) - EHop <y> .

S

Nétese que, como hy es estrictamente creciente, h1(t) < by (t1). Se deduce que

y—0,x

(1 —€)Eg,p ( ) < (1 —¢€)Eg,p (;y;) +e. (3.26)

Se define ahora la siguiente sucesién de distribuciones contaminantes H, = O(yn,Xn)s
donde x, = nb; e y, = x,0; = nt®. Sea H, =(1—¢Ho+ eH., . Supongamos que
~ sup,, ||T(H,)|| <t con el fin de llegar a una contradiccién. Bajo esta suposicion, existe

una subsucesién convergente, denotada por {T(H,)}, tal que

lim T(H,) = lim T, =8, donde [|6]| = <t.

n—oo

Tenemos que

Yn — ngn

Yn — T;.an
S(H,)

S =0, para todo n. (3.27)

lim

=0
ety Y

Probamos ahora que lim,_, S(H,) = s3. Sabemos que

(1 - €)En,x(y/s2) + €= by

Por lo tanto, si el S-estimador de regresién, Ty (H), satisface 8 = limp_co T.(H,) =0,
entonces liMy—.o0 S(H,) = s2. Como [|B]] < B, (€) < b, entonces limy—0o [Yn — B'x,| =

00. Si l = lim, .. S{(H,), obtenemos

_ !/
(1 —€)En,x (y lﬂ x) +e=by. ' (3.28)
Supongamos que ||3|| > 0. Entonces,

y— 3%

S2

(1 —€)En,X ( ) +e>(1—€)Egx(Y/s2) + €= by (3.29)
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Por (3.28) y (3.29), [ > s;. Esto contradice el hecho de que s; = supgey, S(H). Por lo
tanto ||B]| = 0 y limn—oo S(Hp) = s2. Usaremos este hecho para obtener las ecuaciones

(3.30) v (3.31).

Las ecuaciones (3.26) y (3.27) implican

, - T/ x ' "y A
Jim Eg,p (y_STfI—)> = (1= €)Enyp (y . X) + e (3.30)

2

_..6’
> (- 9Fap (L) +> (- OBap (122X
2

S2

Por otra parte, aplicando (3.27),

-8 -0
tim B (U 2] = (1= s (=), (3.31)

S2

Por lo tanto, para n suficientemente grande,

y—T'x y — 0x
E | >FE 1.
o ( S(Ha) ) o ( S(H,)
Esta dltima desigualdad es una contradiccién ya que

_ : y —6'x
T, = arg ntmean (—_S(Hn) ) .

Para todo ¢ > 0 tal que B, () < t < ¢, hemos encontrado una sucesién de distribu-

ciones {H,} en el entorno de contaminacién V; tal que sup, | T(Hx,)|| 2 t. Se sigue que

BT(€) 2 tl-

El valor exacto de la curva de sesgo puede hallarse si conseguimos probar que, para
algunos valores de €, las cotas obtenidas en la proposicién 17 coinciden. Vamos a dar

a continuacién una condicién suficiente para que esto ocurra cuando la distribucién de
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los regresores es normal. Como veremos, se puede comprobar numéricamente que esta
condicién se cumple en algunos casos importantes. Este hecho probard que las cotas

encontradas en la proposicién 17 no se pueden mejorar.

Nétese también que no es dificil obtener numéricamente el valor de s, y lo mismo
sucede con la funcién h;. Sin embargo, el cdlculo de la funcién ke puede involucrar
un problema de optimizacién dificil de resolver en general. Si logramos probar que en

algunos casos las dos cotas coinciden, sélo necesitaremos calcular la funcién hy.

Cuando los regresores son esféricos podemos eliminar el infimo en la definicién de
la funcién h(t,s) y, por lo tanto, tiene sentido escribir A(8,s), hi(6) vy ho(@). Sea
6* = hille/(1 = €)]. Si la funcién h(%,s) es decreciente para todo s, < s < s
entonces hq(8*) = hy(8*). En este caso, la cota inferior y la superior tomarian el

mismo valor. Por lo tanto, una condicién suficiente para que esto ocurra es

oh(0*
—(a—s’—s) <0, paratodo s € (s1,82). (3.32)
Si suponemos que los regresores son normales, denotamos ¢ = p'y v = (1+

16<]1%)/2, y ademés suponémos que es posible derivar bajo el signo integral, la condicién

(3.32) es equivalente a

G(v,s) = Eal(vZ/s)$(1Z/s)] — Es[(Z]s)$(Z/s)] > 0, paratodo s € (s1,52)
(3.33)

Como v > 1 v G(1,s) = 0, una condicién suficiente para (3.33) es que G(r,s)
sea creciente en r para s € (s1,82) y 1 < r < 4. Por lo tanto, una nueva condicién

suficiente es

H(rls) = r————aGé:’ s)

= Bal(r/s)Z%(rZ/[s)] + Eal(r*Z*[s*)' (/)

> 0, paratodo s€(s1,82), 1<r=<7. (3.34)
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En la figura 3.3, se ha representado la funcién H(r/s) correspondiente al caso en
que p es la funcién bicuadrada de Tukey. Podemos comprobar que hay un radngo.de
valores de r/s para el que la funcién es positiva. Para el valor /s = 2.45, se tiene que

H(r/s) =0y, por lo tanto, H(r/s) > 0 siempre que r/s < 2.45.

04

0.3

0.2f E

0.1r

H(r)

0.1+

0.2+

-0.3

Figura 3.3: Grafico de la funcién H(r) cuando p es la funcién bicuadrada de Tukey.

Para verificar la condicién (3.34), se calculan 6* y s, para una proporcién de conta-
minacién fija e. Como para todo s € (s1,2) se cumple y/s; > r/s, entonces H(y/s1) >
0 implica H(r/s) > 0 para todo s € (s1,82) y 1 <7 < 7. Por lo tanto, la condicién

suficiente (3.34) se satisface.

En el ejemplo de la funcién bicuadrada de Tukey (donde la constante c se ajusta para
obtener una eficiencia del 95%), los resultados obtenidos se presentan en la tabla 3.3.
Hemos considerado dos funcionales de escala diferentes: el S-estimador basado en una

funcién de salto y el basado en una funcién bicuadrada de Tukey. Ambos han sido ajus-
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tados para obtener un punto de ruptura del 50%. Llamemos T; y T, respectivamente
a los MM-estimadores resultantes. Tal y como se ha descrito, para € < .15, se puede
comprobar numéricamente que la condicién (3.34) se cﬁmple para ambos estimadores.

Las dos cotas de la proposicién 17 coinciden en los dos casos.

€ \ .01 .03 .05 .07 .09 0.11 0.13 0.15
BTl(e) 0.31 0.57 0.77 0.96 1.15 1.3¢ 1.55 1.77
BTz(e) 0.31 0.57 0.77 095 1.14 1.32 1.52 1.73

Tabla 3.3: Valores que toma la curva de sesgo para los MM-estimadores T y To.

3.5 Una aplicacién al an4lisis robusto de componentes prin-

cipales

El analisis de componentes principales (ACP) tiene como objetivo buscar combinaciones
lineales de las variables observadas que sean ttiles para resumir los datos, reduciendo
su dimensién, y perdiendo la menor cantidad de informacién posible en el proceso.
El ACP clésico alcanza este objetivo encontrando las combinaciones lineales de las
variables originales que tienen méxima varianza. Se toma asi la varianza como criterio

para medir la informacién contenida en los datos.

En esta seccidn se estudia una adaptacién de los resultados obtenidos anteriormente
en este capitulo que permite estudiar el sesgo en direccién de algunos métodos de ACP

robustos. Comenzamos con una revisién breve de las distintas formas de realizar ACP

robusto.
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Qi x € IRP es un vector aleatorio, el ACP clésico se basa en resolver la siguiente

sucesién de problemas:

vi; = arggminVar(a'x) s.a. |af =1,
vy = arggminVar(a'x) sa. |af=1, alvy,

...... (3.35)
v, = arggminVar(a'x) sa. |lafl=1, alvi,..., Vo

Si x se distribuye como una normal p-dimensional con media g y matriz de varianzas
covarianzas V, los vectores vy, Va,. .., Vp, solucién de (3.35), son los autovectores con
norma igual a uno de V correspondientes a los autovalores Ay < Ag < -+ < Ap.
Las componentes principales cldsicas se obtienen a partir de los datos sustituyendo
Ja distribucién poblacional por la empirica correspondiente a la muestra, lo que lle-
va a calcular los autovalores y autovectores de la matriz de varianzas y covarianzas

muestrales.

Ante la presencia de datos atipicos o outliers, la inestabilidad o falta de robustez
de 1a varianza se traduce en inestabilidad y falta de robustez del ACP clasico. Se han
propuesto diferentes alternativas para obtener componentes principales mas robustas.
Un primer grupo de estrategias se basan en estimar la matriz de varianzas y covarianzas
V de forma robusta en lugar de hacerlo mediante la matriz de varianzas y covarianzas
muestral. Es decir, se plantea el mismo problema clasico (3.35) pero se estima la
solucién del problema de forma robusta. Algunos resultados incluidos en este enfoque
pueden encontrarse en Maronna (1976), Devlin et al. (1981), Huber (1981), Rousseeuw
(1985) y Maronna et al. (1992).

El segundo grupo de alternativas para obtener componentes principales robustas
se basa en transformar el problema (3.35). En lugar de resolver (3.35) se sustituye la

varianza por un estimador de dispersién més robusto con el fin de que la estabilidad de
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la estimacién de la dispersién se traslade también a la estimacién de las componentes
principales. Este método fue propuesto por Li y Chen (1985) quienes se basaron en

ideas procedentes de las técnicas projection pursuit.

Li y Chen (1985) estudian algunas de las propiedades bésicas del método, asi como
su robustez con respecto al tamafio de las componentes. En esta seccion, retomamés el
estudio de estas propiedades tedricas, analizando la robustez del método respecto a la
direccién de las componentes. Con el fin de simplificar, supondremos que la dimen.sién

del problema es p = 2.

3.5.1 Notacién y resultados basicos

Supongamos que se observa una muestra Xi,...,Xn procedente de una distribucién

bidimensional F' contenida en el entorno de contaminacién
V,={F: F=(1—-¢fo+eH, H distribucién arbitraria},

donde Fy es la distribucién normal bivariante con vector de medias 0 y matriz de
varianzas y covarianzas V. Supongamos también que V' tiene 2 autovalores distintos
A1 < g y denotemos por v y V3 los autovectores de norma igual a uno correspondientes

a estos autovalores.

Sea a € R? con ||a| = 1. La distribucién de |a’x| cuando x se distribuye segin F

se denotara mediante F@.

Sea J(F) un funcional que define un estimador de escala robusto. El método de
Li y Chen (1985) para obtener ACP robusto se basa en los siguientes funcionales, que

generalizan el problema planteado en (3.35).

A(F) = arggminJ(F?) sa |af =1, (3.36)
A(F) L AF), [AF)=1 (3.37)
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Un ejemplo especialmente importante resulta cuando J(F) = S(F) es un M-estimador

de escala.

Con el fin de estudiar la robustez en direccién de los funcionales Al(F) y As(F)
definimos la curva de sesgo asint6tico maximo siguiendo a Zamar (1989, 1992). Fijada
una distribucién F € V., el sesgo asintdtico en direccién en F viene determinado por
el coseno del dngulo que forma el valor del funcional en F' con la componente principal

poblacional que queremos estimar. Es decir,
bi(ﬁ, F) =1- IA:(F)VA, 7= ].,2

_ La curva de sesgo asintético méximo se define ahora como el mayor sesgo posible dentro
del entorno de contaminacion Ve
Bi(€) = sup bi(e, F) =1 — inf |A{(F)vil, i=1,2. (3.38)
FeV. FeVe
En relacién con el concepto de curva de sesgo asintético maximo puede también

definirse el punto de ruptura
¢f = sup{e: Bi(e) <1}, i1 =1,2. (3.39)

Una proporcién de datos atipicos mayor que € nos puede conducir a una direccién
perpendicular a la que queremos estimar con lo que el estimador no proporciona infor-
macién util.

Nétese que podemos prescindir del valor absoluto que aparece en la, definicién de
la curva de sesgo ya que si b = —a, entonces F a — Fb. También obsérvese que,
como A;(F)LAy(F) y viLlvs, se tiene que Bi(€) = Bs(e), por lo que serd suficiente
estudiar la curva de sesgo correspondiente al funcional A;(F'), que denotaremos B(e),

prescindiendo del subindice.
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Los dos resultados siguientes se refieren a sendas propiedades bésicas del metodo
que estamos analizando. El primero pone de manifiesto la falta de robustez del ACP

clésico en relacién a los conceptos que acabamos de definir.

Lema 8 Consideremos el funcional A; definido en (3.36), donde J(F%) = Varp(a'x)

(ACP cldsico). Se verifica que B(e) =1 para todo € > 0. Por tanto, € = 0.

Demostracién:

Sea ¢ > 0y X, = a,Vi, donde {a,} es una sucesién tal que o, — oo. Sea
F, = (1 — €)F, + €bx,,, donde éx, es la distribucién que asigna probabilidad uno al
punto x,. Es fcil comprobar que la matriz de varianzas y covarianzas correspondiente

a la distribucién F, es
Varg, (x) = Ep, [xX] — €x,%, = (1 = €)[V + exnx}), (3.40)

donde V es la matriz de varianzas y covarianzas de Fo.

Se verifica, aplicando (3.40), que
Varg, (Vhx) = (1 — €)(vaVva).
Por otra parte, sea b € IR? tal que b'vy # 0, entonces
Varg, (4'%) = (1 — €)[B'VD + e(ab'v1)?].
Se sigue que

Varg, (b'x) — Varg, (vix) = (1—¢e)(d'Vb—v3Vvs) + e(1 — €)(anb'vy)?
> (1 - 6)()\1 - )\2) + €(]. — 6)(anb/V1)2 > O,
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para n suficientemente grande. Por lo tanto, en este caso, Ay(F,) = vi. Para n

suficientemente grande,
. ? _
}2‘1‘4 |A1(F)'v1| =0, para todo € > 0,

y por lo tanto B(e) = 1, para todo € > 0.

~ El siguiente resultado basico se refiere a la consistencia de Fisher. Lo que se prueba
en el lema 9 es que cuando los funcionales se aplican a la distribucién libre de con-
taminaciones, obtenemos las componentes principales nominales. Dicho de otra forma,

B(0) = 0.

Lema 9 Supongamos que el funcional J(F®) es equivariante ante cambios de escala.

Bajo esta condicidn, se verifica

AZ(FO) = Vi, 1= 1,2

Demostracién:

Si x se distribuye segin Fp, entonces a'x se distribuye segin una normal univariante
de media 0 y desviacién tipica (a'Va)/?. Dado que J es equivariante ante cambios
de escala, J(FQ) = (a'Va)"/2J(®), donde & denota la funcién de distribucion de la
normal estandar. Como consecuencia, el problema de la ecuacién (3.36) que define
el funcional A;(F) se transforma, cuando F' = Fp, en el problema que define al ACP

clésico, cuya solucién es vy.
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3.5.2 Cédlculo de la curva de sesgo asintético maximo

En este apartado obtenemos un método general para el cdlculo de B(e) andlogo al que
se dio para el caso de estimadores de regresion con residuos admisibles. Para ello,
suponemos que el funcional J verifica Jas hipétesis 5 y 6 que aseguran la admisibilidad

de los residuos.
La siguiente notacién serd util

a(@) = (1—a)vi+[1-(1—0)T"v;, ae(0,1),
o) = 1—a)’ M +[1-(1- a)’he, a€(0,1).
Proposicién 18 Supongamos que J verifica la hipdtesis 5, con m = €, y la hipitesis

6. Sea ap € (0,1) tal que

JI(1 — FHE) 4 e6g] = Tim J[(1 — €)Fy* + U, (3.41)

donde U, denota la distribucidn uniforme sobre el intervalo [n,2n)]. Entonces, B(e) =

(87480

Si para todo ag € (0,1),
J[(1 = O FH 4 ey) < lim J[(1 — ) + €U, (3.42)

entonces B(e) = 1.

Demostracion:

Sea oy tal que verifica (3.41). Veamos primero que Bi(e) < ao. Basta establecer
que para todo F € V,, Aj(F)vi 21— a0 6, equivalentemente, que Aj(F)vy 21 — @,

para todo o > aq y para cualquier FeV.
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Sea a > ap y @ = a{a) € R%. Es inmediato que, para todou 20y F €V,
FO) = (1 — )F8(u) + eHO(w) < (1 — ) F3() + cbofu).
Ahora, la hipétegis 5 implica que, para cualquier F' € V,
J(F®) > J[(1 — €)Fy" + €do]. (3.43)

Ademis, para todo u > 0,

Fo(u) = 20 (iT(ZT)) ~1

u a(ao)
< 26| ) —1=F2C),
(h(a0)> °

puesto que la funcién A(a) es estrictamente creciente. La condicién de e-monotonia

estricta implica ahora que
J[(1 — F&@ + e8] > J[(1 — €)Far ™ + edg). (3.44)
Para todo F' € V,, por (3.41), (3.43), (3.44) y por la hipétesis 6,

J(F%) > J[(1—e)Fg) 4 6]
= lim J[(1 — e)Fy* +eUy] = J(F).

n—0oo

Por lo tanto, a # A;(F) para todo F' € V. lo que implica que A (F)vy > 1 — «a para
todo F € V..

A continuacién probaremos que B(€) > ap. Basta establecer que, para todo a < ap,

existe F € V, tal que Aj(F)vi <1—a.

Sea a't(a) ortogonal a a(«), es decir

at(e)=[1—-(1— ) v — (1 - a)v,.
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Definamos la siguiente sucesién de contaminaciones
Iy 1 AP
H,=U [(n _ E) a*(a), <n + ;> a (a)] ,  (3.45)
donde Ula, ] denota la distribucién uniforme en el intervalo (a, b).

Sea F, = (1 —¢€)Fy+¢H,. Denotemos a, = A;(F,). Supongamos, por reduccién al
absurdo, queinf, a’ v > 1—a. Debe existir una subsucesién {a,} tal quelim, .o @, =

&=d(&) condvi=1—-a>1—a.

Nétese que

1—+00

lim a*(a)a = [1— (1 - a)?/2(1 - &) — (1 - @)1 — (1 - &7/ > 0.

Como consecuencia, a partir de la ecuacién (3.45) en que se definen las contaminaciones

se deduce que, para todo u > 0,

lim H%» () = 0.

n—o

Por lo tanto,

lim Fo(u) = (1—€&Fa®(u)

n—o0

< (1- €)Fy*(u) = lim [(1 — ) Fyy* (u) + eUn(uw)].

n—oo

Aplicando ahora la hipétesis de e-monotonia y la condicién (3.41) del enunciado,

lim J(F®) > J[(1 — ) Fs ) + ebo). (3.46)

n—0o0

Dado que a(a)'a*(a) = 0, se deduce que limp.co H2)(y) = 1 para todo u > 0.

Como consecuencia de este hecho y dado que o < ay,

lim F&®)(y) = (1 - ) F) (w) + ebo(w) > (1 — €) F) () + €bo(w).

T O0
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La condicién de e-monotonia estricta implica ahora

lim J(F®) < J[(1 - ) FEE + e]. (3.47)

n—oo

Aplicando (3.46) y (3.47),

lim J(F) > lim J(F&),

n—roo
lo que es una contradiccién ya que a, = argq minJ (F%).

Hemos probado que inf, A}(F,)vy <1 — a, para cualquier a < ao, €s decir,
i%f A(F)vi £1 — .

Se sigue que B(e) > ao.

Finalmente, supongamos que se verifica (3.42) y sea a € (0,1). Definimos la misma
sucesién de contaminaciones H,, tal y como se hizo en la ecuacién (3.45). Una prueba
totalmente andloga a la que acabamos de hacer da lugar a la conclusién B(e) =1 en

este caso.

3.5.3 Ejemplo: M-estimadores de escala

Para ilustrar cémo obtener sesgos en direccién a partir de la proposicion 18 considera-

mos el caso en que J(F) = S(F) es un M-estimador de escala.

Introducimos la funcién g(s) = Eex(Y/s). Sea 51 = S[(1— e)FOa(ao) + €bo]. El valor
S, debe verificar que,

(1 —€)g[S1/h(ag)] + €= 0.
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Por tanto,

b
Sl = h(ao)g_l (1 — 6) . (34:8)
Por otra parte, So = limn—co S{(1 — €)Fyt + €U,| verifica
(1 - €)glSe/ M1 +e=1b,

de donde se deduce que

b—
S, = A2t (1—_—2) . (3.49)

En aplicacién de la f6rmula (3.41), imponemos S, = S,. De esta igualdad y teniendo
en cuenta las expresiones (3.48) y (3.49), despejamos el valor de . Tras algunos

calculos obtenemos:

B(e) = 1~ (T—;—?—i—ﬂ> , para T > Qle), (3.50)
Ble) = 1, para r < Q(¢), (3.51)

donde r = Ao/ A1 ¥

es el cociente al cuadrado entre los sesgos respecto a outliers e inliers del M-estimador

de escala basado en x.

Las expresiones (3.50) y (3.51) permiten deducir que el punto de ruptura es:
e = Q' (r). (3.52)
Como se observa, el punto de ruptura es el resultado de dos factores:

(a) El cociente r entre el segundo autovalor y el primero. Cuanto mayor es la dife-
rencia en magnitud entre las componentes principales vi y v, mas facil resulta
distinguir entre ellas por lo que el estimador resulta mas robusto independiente-

mente de la eleccién de x.
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(b) El cociente entre los sesgos respecto a outliers e inliers del estimador de escala,
Q(€). Cuanto mas robusto sea el M-estimador de escala, més robusto es el esti-

mador de componentes principales basado en él.

Como hemos visto, un M-estimador de escala importante desde el punto de vista
tedrico viene dado por la eleccién b= 1/2'y x(y) una funcién de salto. Otra funcién
y que se ha utilizado en ejemplos anteriores es la funcién bicuadrada de Tukey. Los
valores de los puntos de ruptura de estos funcionales como funcién de r se hallan
representados en la figura 3.4. Se observa que a pesar de haber tomado M-estimadores
de escala muy robustos, el punto de ruptura no es muy alto para valores moderados de

r.

0.35
03 e ]

025} e ]

02} 1

punto de ruptura

0.15- _
oty f i

0.05} ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
lambda2/lambdal

Figura 3.4: Punto de ruptura de A;(F ) como funcién de r cuando x es una funcién de salto (linea

continua) o cuando es la funcién bicuadrada de Tukey (linea discontinua).

Las respectivas curvas de sesgo asintético méximo cuando r = 2 se han representado
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en la figura 3.5.

0.8
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0.3¢

sesgo asintotico maximo
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Q 0.02 0.04 0.06 0.08 01 0,12
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Figura 3.5: Curvas de sesgo asintético maximo de A;(F) cuando x es una funcion de salto (linea

continua) o cuando es la funcién bicuadrada de Tukey (linea discontinua).



Capitulo 4

Sesgo de estimadores de regresion con residuos

admisibles generalizados

4.1 Introduccién e hipétesis bésicas

En el capitulo tres se estudié la curva de sesgo asintético méximo de una clase amplia
d.e estimadores de regresién robustos que inclufa, entre otros, a S-, 7- y R-estimadores.
Todos estos estimadores son asintéticamente normales bajo condiciones de regular-
idad. Estas condiciones son ligeramente restrictivas en el sentido que se explica a
continuacién. Tomemos el ejemplo de la clase de S-estimadores. Por la. proposicion 2
y por la férmula (1.20), los S-estimadores més robustos respecto al sesgo son aquellos
basados en funciones x de salto. Sin embargo, la distribucién asintética de este tipo
de S-estimadores no es normal (véase Rousseeuw y Yohai, 1984; y Davies, 1990). Este
es el caso, por ejemplo, del LM S-estimador de Rousseeuw (1984), que converge a una
tasa n—1/3 hacia una distribucién no normal. Parecidos razonamientos se pueden hacer

en la clase de los 7-estimadores.

Como vimos en el capitulo uno, una manera de resolver este problema consiste en

121
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aplicar la definicién de S-estimador a las diferencias de los residuos en vez de hacerlo a
los residuos (GS-estimadores). Pero la idea que conduce a definir los GS-estimadores
puede ser aplicada a otros grupos de estimadores de regresién robustos. Asi, en la
seccién 4.3 se definiran los Gr- y los GR-estimadores. En general, dado un estimador
de regresién robusto con residuos admisibles como los considerados en el capitulo an-
terior, se‘puede considerar su versién generalizada. En este capitulo se estudian las
propiedades de robustez asintética de la clase de los estimadores'de regresion genera-
lizados construidos de esta forma. En concreto, tras probar que no es posible aplicar
la teorfa desarrollada en el capitulo anterior, se proporciona un método general para
calcular su sesgo asintético méximo. Ademas, se encuentra el estimador de sesgo mi-
nimax en esta clase y se comparan sus propiedades con el estimador de sesgo minimax

en la clase de estimadores con residuos admisibles.

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
segiin F'. Denotaremos en este capitulo por F*la funcién de distribucién de la variable
aleatoria | X — Y|. Asi, si en este capitulo Fiy g denota la distribucién de los residuos
r;(8) cuando (yi,X:) se distribuye segin H, entonces F' 0 la distribucién de las

diferencias de residuos |r;(8) — r;(8)| cuando 7 # j.

En el capitulo anterior vimos que un estimador robusto de regresién con residuos
admisibles puede definirse mediante (1.18) a partir de un funcional J que verifica la

hipétesis 5(b).
En la siguiente definicién, vamos a precisar la clase de estimadores robustos de

regresién que estudiaremos en este capitulo.

Definicién 4 Se dice que el funcional T define un estimador con residuos admisibles
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generalizado del vector de pardmetros 8 si
T(H) = argnbin J(F7 9); - (40)

donde J es un funcional que verifica la hipdtesis 5, para algin n > 0.

A partir de una muestra concreta, los estimadores se calculan aplicando T a la
funcién de distribucién empirica de los datos. Si, dado un estimador con residuos ad-
misibles, lo calculamos sobre los valores absolutos de las diferencias de los residuos en

| lugar de sobre los residuos, obtenemos un estimador con residuos admisibles general-
izado. Los GS-estimadores de regresién, definidos en (1.28) y (1.29), constituyen un
primer ejemplo de estimador con residuos admisibles generalizado. El resto de ejemplos

a los que podremos aplicar nuestros resultados se encuentran en la seccién 4.3.

El funcional J* asociado a J se define de la siguiente forma: dada una funcién de-
distribucién F,

J*(F) = J(F?).

Segiin convenga, se escribird J(F7, g), como en la ecuacién (4.1), 6 J*(Fy g)-

1

Cuando sea necesario, también se utilizard la notacién
FHlez,e(“) = Py, xm{Ir1(8) — r2(0)] < uj,

por lo que F;I,B (u) = FHxH,O(u)'
Finalmente, utilizaremos &, para denotar la distribucién unidimensional degenerada

en 0 y Ao para denotar la distribucién (p + 1)-dimensional degenerada en 0.

Ademés de la hipétesis 5 serdn necesarios los siguientes supuestos para probar los

resultados més importantes de este capitulo:
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Hipétesis 10 Sea V, la funcion de distribucidn uniforme en el intervalo (n,2n). En-

tonces

lim J*[(1 — €)Fy, 0+ €Va] = J*[Fuyl,

n—oo

para toda distribucion H € V..

La hipétesis 10 es una condicién técnica que-cumple una funcién andloga a la que
cumplia la hipéStesis 6 en el capitulo anterior. Si el funcional J verifica la hipétesis 5(a)
para distribuciones posiblemente subestocésticas y es n-mondtono para n = e(2 — e),

entonces J* cumple la hipétesis 10.

La siguiente hip6tesis que vamos a introducir impone condiciones sobre las distribu-
ciones de los errores y de las variables regresoras. Nétese que no es necesario que la

distribucién Gy sea eliptica.

Hipétesis 11 La distribucién de los errores Fy tiene una densidad fo que es simétrica
y estrictamente unimodal. La distribucion de los regresores, Go, es tal que 8'x tiene una
densidad que es simétrica y estrictamente unimodal para todo 8 # 0. En particular,

Pg,{8'x = 0} = 0, para todo 8 # 0.

4.2 Curva de sesgo de estimadores con residuos admisibles
generalizados
4.2.1 Lemas previos

En este apartado se incluyen algunos resultados auxiliares que seran importantes en

las demostraciones de los resultados de este capitulo.
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En el primer lema se obtiene la distribucién de la diferencia de dos distribuciones
uniformes independientes. Su demostracién se reduce a un simple cambio de variable

por lo que serd omitida.

Lema 10 Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas uniforme-

mente sobre el intervalo (a,d). La variable aleatoria X —Y tiene funcidn de densidad

(b—a+z)/(b—a)?, st a—b<z<0

fl=) = (b—a—z)/(b—a)? si 0<z<b-—a .

El siguiente lema es basico para poner de manifiesto las discrepancias respecto a
la curva de sesgo asintético maximo entre los estimadores con residuos admisibles y
los estimadores con residuos admisibles generalizados. En él se analiza la diferencia
de comportamiento en el limite de las diferencias de residuos en valor absoluto si:
(1) los residuos son cada vez mayores en magnitud pero cada vez mds concentrados,
apartado (a) del lema, o (2) los residuos son cada vez mayores en magnitud y ademas

su dispersién aumenta de manera indefinida, apartado (c) del lema.

Lema 11 Sea {c,} una sucesidn de nimeros reales tal que limy_, ¢ = 0. Sea {0,,}
una sucesién convergente en IRP. Sea U, una distribucidn de (yn,%,) tal que los residuos
r(0.,), bajo Uy, siguen una distribucidn uniforme sobre el intervalo (cn—1/cp, cnt+1/cn).
Finalmente, sea V, una distribucion de (yn,%Xn) tal que los residuos r(8,), bajo Vn,
siguen una distribucidn uniforme sobre el intervalo (¢pny2¢,). Bajo la hipdtesis 11, se

verifica
(a) limn—oo Fyy g, () =1, paratodou > 0.

(b) limnoo Fiy ypr. g, () =0, para todo u > 0.

c) lim,_,o F u) =0, paratodou > 0.
VX Vi,0n
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(d) limpsoo Fyy v, 9, () =0, para todou>0.
Demostracidn:

Para probar (a), nétese que

u ci 2 2
FUnxUn,On(u) = Py, xv,1lri(05) — ra(0,)] S u} = 2/0 1 {— - fc] i<z < Z‘}d%

Cn

por la simetria de la distribucién de r; — 73 y por el lema 10. Como consecuencia, para

n suficientemente grande y para todo u > 0,
2 cz 12 |4 4
Funxun,en(u)%-?/o Z[a—l‘]d%:?[c—z—gg}:l

Para probar (b) hay que tener en cuenta que

Fy vv.0.() = Prxv.{lri(6s) — ro(8,)] < u} = Pryxvn{rz —u <r Sy +ul

Cn cntlfen
= - PHO{TQ—UST1§T2+U}CZT'2
2 cn=1/cn

= FHO,Gn(én + u) - FH010n(§n - u)a

donde &, € (cn — 1/Cn,n + 1/cn), por el teorema del valor medio para integrales de
funciones continuas y dado que, por la hipdtesis 11, la funcién de distribucion Fp g

es continua. Ahora bien, puesto que {8,} es convergente, es claro que
lim Fy g (€t u) = Fg, 9,6 —v) =0,

para todo u > 0.

Para probar (c) utilizamos de nuevo el lema 10 y hacemos un calculo andlogo al del

apartado (a) para obtener

Cp—
2 I{0 < z < ¢y }dz.

(03

Fy .0, () = Proxva{Iri(6n) — ry(8,)] < u} = 2/0

n
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Para n suficientemente grande,

e, — I 2 u?
FanVn,On(u) = 2/0 2 dz = - [cnu — E-] ,

cn n

expresién que converge a 0 cuando n — oo para todo u > 0.

La demostracién del apartado (d) es totalmente andloga a la de (b) por lo que se

omite.

Siempre podemos encontrar sucesiones {U,} v {Va} que cumplen las condiciones

del enunciado. Por ejemplo, para obtener una sucesion {U,} basta tomar variables

y, distribuidas uniformemente en el intervalo (cn — 1/en,cn + 1/cy) y variables x,

degeneradas en 0. Andlogamente para obtener {V,.}.

En el siguiente lema se estudia la forma de F iy cuando la distribucién de las

observaciones H pertenece a un entorno de contaminacién. -

Lema 12 Sea el entorno de contaminacion

Vi={H: H=(1-¢)Ho+ eﬁ, H distribucién arbitraria}.
Para todo u > 0, para todo 8 € R? y para toda distribucién H € V;, se verifica

F;I’g(u) =(1- 6)2F;Io,0 (u) +26(1 — ) Fy  7.9(u) + EZFI;H(U).

Demostracidn:

Como consecuencia de la independencia entre los residuos r1 y 72 ¥ aplicando el

teorema de Fubini, se tiene que
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Frg(w) = Pgeggllrn —raf < u}

= //I{|r1 —ra| S uldFy g(r1)dFy g(rs)

= [la=9 [ tliri=ral < wdFy, glr)
+ e/I{|T1 — 12| S uldFg g(r1)| dFy g(r2)

= (1- 6)2//I{|7'1 — 13| S u}dFy, g(r1)dFy, g(ra)
+2¢(1 - e)//l{lrl —ro| Su}dFy g(r1)dFg g(r2)
+¢ [ [ Hirs = rs| < u}dFy g(r1)dFg g(r2)

= (1-¢Fy () +26(1 = Oy 0(w) + € F (1)

que es la expresién dada en el enunciado.

Los lemas siguentes son resultados esencialmente técnicos pero seran importantes

en las demostraciones de las proposiciones 19 y 20 de la seccién siguiente.

Lema 13 S se verifica la hipdtesis 11,

Froxi (%) < Frroyno 0w

para todo u > 0, para todo & € R? y para toda distribucién H.

Demostracién:

Por la hipétesis 11, la distribucién de los residuos r;(8) es simétrica y estrictamente

unimodal para cualquier & € IR?. Teniendo en cuenta este hecho y la independencia
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entre r; y ra, se tiene que

Fuxr0®) = Pyya{lr(8)—r(0)] <u}
= /PHO{Tz —u<ry Syt updFgg(ra)
< / Py {—u <11 < u}dFy g(ra)
P {Ira(8)] < u} = gy g(0).

Nétese que para que se cumpla el lema anterior es suficiente que se verifique la
desigualdad

PHO{TQ — U S 7'1(9) __<_ 9 + U} _<_ PHO{—’LL S 7'1(0) __<_ U},

para todo ry > 0. Puede relajarse la hipdtesis 11 y pedir que Gy sea tal que se verifique
la desigualdad anterior en lugar de simetrfa y unimodalidad estricta de la distribucién
de 8'x. Por ejemplo, supongamos que r1(8@) se distribuye uniformemente en el intervalo
(—Kg, Kg) para algin Kg > 0. En este caso se verifican los resultados de este capitulo

aunque no sea cierto que la distribucién de 0'x sea simétrica y estrictamente unimodal

para todo 8 # 0.

Lema 14 Sea J un funcional que verifica la hipdtesis 5(a) y supongamos que se cumple

la hipdtesis 11. Entonces:
J*[FH,O] >J (1 —e)Fy g+ €6y,

para todo 8 € IR? y todo H € V.
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Demostracion:

Aplicando el lema 12 y la definicién del funcional J*,
J(Fyg)=JI(1- e)ZF;‘IO,g +2(1-€)Fy 70T eZF;iL ],
para todo 8 € R? y todo H € V..

Es claro que para todo 8 € IR? y todo v > 0,
F;IO(“) = ngg,e(u) <l= FonAo,H(u) = 6o(u). (4.2)

Por otra parte, aplicando el lema 13 se deduce que, para todo 8 € iRp y para todo
u >0,
FHng,g(u) S FHQXAQ,O(U)' (4'3)

Aplicando la hipétesis 5(a) y teniendo en cuenta (4.2) y (4.3), se obtiene, para todo
0 c IR,
J*(FH,O) = J[(l - C)ZF;I;),G + 26(1 - G)FHOXP},O + 62F;I,0]
> J[(1— ' Fp, 0+ 261~ VFn, g + €L, 01

= J[(1—€)Fy g+ €.

Lema 15 Sea J un funcional que verifica la hipdtesis 5(b) para algin n > 0. Defi-

namos, para todot > 0,

m*(t) = inf J*[(1—¢)Fy g + €bo].
116)=t ’

Bajo la hipdtesis 11 se verifica
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(a) Eziste 8, € RP tal que [|0.]| = ¢, y m*(t) = J*[(1 - e)Fy, 9, + €bo).

(b) m*(t) es estrictamente creciente.
Demostracién:

Esta demostracién, con algunas complicaciones técnicas afiadidas, sigue el mismo

esquema que la demostracién del lema 4.

Para todo 8 € IR? y para todo u > 0, Fy_ g(u) = bo(u). Sea {8,} una sucesién tal

que lim, o 6, = . Por la definicién de J* y por el lema 12,

Tl - ) Fy, g, +cb] = J((1—e)Fy, 9, +Fy, 0
= Ji(- € F; g +26(1 =) Fy a0, T a0,

Dado que J satisface la hipétesis 5(b),

lim J*[(1 — €)Fy

T+ OO 0

6.t ebo] = JI(1- 6)2F;Io,0 +2¢(1 - G)FHoon,e + €2FA*0»9]
= J(1—€)Fy, g+ cbol-

Por lo tanto, la funcién f*(8) = J*[(1—€)Fy, g+¢€o] es continua. Dado que el conjunto

{8 : ||6]| =t} es compacto, se alcanza el infimo en la definicion de la funcién m*(t),

con lo que queda probado el apartado (a).

Para probar (b), consideramos #; > t; > 0. Como consecuencia del apartado (a),

existe 8, € IR? tal que

m*(t) = JU1—e)Fy 9, + €6o)-

Bajo la hipétesis 11, podemos aplicar el lema A.3 de Yohai y Zamar (1993). Por

lo tanto, para todo 8 € IR?, A > 0 y u > 0 se verifica que FHO,AG(U) es estrictamente
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decreciente en A. Si sustituimos la distribucién de 193 residuos por la de la diferencia
de residuos

r1(0) —r2(0) = y1 —y2 — ' (x; — %z),
también se verifica que F’ ;Io,/\ g(u) es estrictamente decreciente en A. La demostracién
es andloga a la del lema citado ya que si Foy Go cumplen el supuesto 11, también lo

cumplen las distribuciones de y; — y2 y de X3 — X; en la expresién anterior.

Como consecuencia de esta propiedad se verifica que, para todo u > 0,

(1— €)*Fy, g, () +26(1 = Fg 0,9, (w) + €F, g, (v)

2 £ 3 *
< (1= €) FHOv(t2/t1)01(u) + 26(1 B 6)FHO><Ao’(fz>/?fl)01(u) + 62FAoﬁ(fz/h)el(u)'

Aplicando la desigualdad anterior y teniendo en cuenta la hipétesis 5(b) y la

definicién de m*(¢t),

m*(t1) > (1 — € Fy, 1,110, T €8o] = m™(t2),

por lo que m*(t) es estrictamente creciente.

4.2.2 Curva de sesgo asintético maximo

En este apartado probaremos en primer lugar que no es posible aplicar la teoria del
capitulo anterior para calcular la curva de sesgo asintético maximo de los estimadores
con residuos admisibles generalizados. Posteriormente, se dard un resultado que per-
mite obtener dicha curva. El punto esencial que distingue la teoria .de este capitulo de

la teorfa del capitulo anterior estriba en la diferencia de comportamiento entre ambas
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clases de estimadores cuando no sélo la localizacién de las contaminaciones es mas
lejana sino que también aumenta su dispersién. Esta diferencia de comportamiento. se
refleja en los apartados (a) y (c) del lema 11 y tiene como consecuencia la siguiente
proposicién en la que se utiliza la hipStesis de e-monotonia definida en el enunciado de

Ja hipétesis 5(b) de la pagina 81.

Proposicién 19 Sea J un funcional e-mondtono. Entonces, el funcional J*, definido
por J*(F) = J(F*), no verifica dicha propiedad por lo que €l estimador con residuos

admisibles generalizado asociado a J no es e-mondtono.
Demostracion:

Sea U, la distribucién de (Yny Xn ), donde y, se distribuye uniformemente en el in-
tervalo (n — 1/n,n +1/n) y X, es degenerado en el vector 0. Sea V, la distribucién
de (yn, %), donde y, se distribuye uniformemente en el intervalo (n,2n) y X, es de-
generado en el vector 0. Por reduccién al absurdo, supongamos que J* es e-mondtono.

Consideremos las dos sucesiones siguientes de funciones de distribucién:

Fn = (]. bt €)FH0’0 + CFU,;,O’

Gn = (1 — €)FH010 + CFV,,,O-

Las contaminaciones de la mixtura F), consisten basicamente en un punto cuya locali-

zacién es cada vez méas lejana respecto al grupo de datos no contaminados. Por otra
. - . I . + 2 Id

parte, en las contaminaciones correspondientes a G, no sdlo la localizacion es mas

lejana sino que la dispersién también aumenta.
Dado que para todo u > 0, se verifica

lim F,(u) = (1 —€)Fu,0,

n—r0
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lim Gp(u) = (1 — €)Fgy, 0,

1—+0Q

la e-monotonia de J* implicaria

lim J*(F,) = lim J*(Gn). (4.4)

B (S de o]

Sin embargo, por el lema 12,

Fr(u) = (1—e¢)*Fiou) +2e(1 = €)Fayxvmo(u) + EFf, o(u),

Gi(u) = (1—€)Fjo(u) +26(1 — &) Frxv0(v) + € F5, o(u),

y aplicando el lema 11 (con 8, = 0 para todo n), se deduce

n—oo

lim Fr(u) = (1 — €) Frpxmoo(w) + € > (1= € Froxmo o) = lim G (u).
‘De esta dltima desigualdad se obtiene, ya que J es e-monotona,

lim J(F}) < lim J(G}),

n—00

o equivalentemente,

lim J°(F) < Jim J'(G.),

en contradiccién con la igualdad (4.4).

El siguiente resultado es el mas importante de este capitulo. En él se proporciona el
método para calcular la curva de sesgo de cualquier estimador con residuos admisibles
generalizado. Por razones técnicas, para calcular Brp(€) se debe pedir n-monotonia

para 7 = €(2 — €), si bien esto no supondra una restriccién importante.
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Proposicién 20 Sea T un estimador con residuos admisibles generalizado tal que el

funcional asociado J verifica la hipdtesis 5 con = €(2 —¢). Sea t* € R tal que

m*(t") = ”éﬁlf J*(1 — €)Fy, g + €] = lim J*[(1 — €) Fipy0 + Vi), (4.5)
t*

donde V,, denota la distribucion uniforme sobre el intervalo (n,2n). Entonces, bajo las

hipotesis 10 y 11, se tiene que
Brp(e) = t*.

Demostracidn:

Supongamos que @ € IR? es tal que t = |8 > t*. Se probara en primer lugar que
J*(F 9) > J*(Fyp) para cualquier H € V;. Este hecho implica que 0 no puede ser
solucién del problema de minimizacién (4.1) para ninguna distribucién del entorno de

contaminacién y, como consecuencia, Byp(e) < ¢*.

Sea H € V.. Por el lema 14,
J*(FH,Q) > J*[(1 - e)FHo’é + €6y (4.6)
Por definicién de la funcién m*(¢) y, dado que t > t*, aplicando el lema 15,
J*[(1 - e)FH0 gt €bo) = m*(t) > m*(t"). (4.7)

Pero, por (4.5), t* verifica

m*(#") = lim (1~ ) Fago + Vi, (49)
y por la hipotesis 10,
lim J*[(]. - C)FHO,() + EVn] __>_ J*[FH,()] (49)

n=—co
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Teniendo en cuenta (4.6), (4.7), (4.8) y (4.9), se obtiene
J(F,p) > J*(Fro), paratodo H € V.,

que es lo que querfamos probar.
Estableceremos a continuacién la desigualdad contraria, By(e) = ¢*. Para ello, sea
t <ty 0, c R tal que [|8:]| =ty

m*(t) = J[(1 — €)Fy, g, + cbol-

Tal vector 8; existe en aplicacién del lema 15(a). Definamos la siguiente sucesién de
contaminaciones: H, es la distribucién de (yn,Xn), donde yn = 0.x, y X, se distribuye
uniformemente en el intervalo (nf:,2n8;). Dado un vector de pardmetros 8 € R”,

bajo la distribucién H, que acabamos de definir se verifica

(8, — B)x, = Uln(& — B'8,), 20t — B6,)]. (4.10)

Sea ahora H, = (1 —€e)Ho + ¢H, y denotemos T, = T(H,). Supongamos, por
reduccién al absurdo, que sup,, || T,l| < t. En este caso, existird una subsucesién de

{T,}, que denotamos también por {T,}, tal que lim_0o T = é, donde t = IIéH < t.

A continuacién probaremos los dos hechos siguientes:

lim Fy g, (@) =0, (4.11)
y
lim Fg,qr,(v) =0, (4.12)

para todo u > 0.

Para demostrar (4.11), se debe tener en cuenta que

FHoxﬁ,Tn(u) = PHoxI:I{‘rl(Tn) - r2(Tn)‘ < u}v
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y por la ecuacién (4.10), ro(Trn) = (0; — Thn)'Xn se distribuye uniformemente en el
intervalo (cn,2¢,) donde ¢, = n(t? — T,,6;) converge a infinito ya que lim, oo Tp = i
v é’et < #t < t2. Podemos aplicar el lema 11(d) con V, = H, y 8, = T, para deducir
(4.11).

Para probar (4.12), obsérvese que, por la ecuacién (4.10), los residuos r1(Ty) ¥y
ro(T,) se distribuyen ahora uniformemente sobre el intervalo (c,,2¢,). De nuevo,

aplicando el lema 11(c), con V,, = H,y 8, =T,, se obtiene (4.12).

Por (4.11), (4.12) y el lema 12,

>0 n

lim Fpy o, (u) = (1- 6)2FH0><H0,9(U)’ para todo u > 0. (4.13)

Por otra parte, aplicando de nuevo los lemas 11 y 12,

Jim Fr.xm.o(w) = (1 — €)*Froxto0(u), para todo u 2> 0. (4.14)

Nétese que £, p(u) < Fryx o 0(w) para todo u > 0. Ademds, por (4.13), (4.14)

y dado que J es n-mondtono para n = €2 —¢),

lim J*(Fy_p,) > lim J*(Fa,o)- (4.15)

Por (4.5) y por el lema 15, dado que ¢ <17,

lim J*(F,o) = lim J[(1—€)Fru,0+eVa] = m*(t*)

n—r00 n—roo

> mA(t) = J((1 - €)Fy, g, + €bol; (4.16)

ya que 8, se eligié desde un principio en la direccién adecuada para verificar la dltima

igualdad.

Nétese que, bajo H,, se tiene que r(8;) = 8%, — 9'x,, = 0y, por lo tanto,

FﬁnXﬁn,ot(u) = FAOXAo,et(u) = 1’
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FHO Xﬁn,eg (u) = FHoXAo,G:(“)’

para todo u > 0 y para todo n. Como consecuencia,

lim F. 9, = (1— 6)215';}0’0t + 2¢(1 — 6)FHoon,0t + ezFZO 0,

n—oo  HnXHn,

y, por la 7-monotonia del funcional J, con 7 = €2 —¢),

lim J*(Fy g,) = J(1—€e)Fy 9, T GFAO’gt] =J (L -e)Fy g, + ebo].  (4.17)

n—oo

Uniendo las cadenas de igualdades v desigualdades (4.15), (4.16) y (4.17) deducimos
que
dim J(Fy, ) > i S (P, 0.)

y, por lo tanto, existe n suficientemente grande para el cual
T (Fg,1,) > T (Fg,0)

en contradiccién con el hecho de que
T, = arg moin J*(Fy.0)

La contradiccién procede de suponer sup, || T(Hy)|| < ty, por lo tanto, se verifica que

sup, | T(Hx)|| = -

Para cualquier ¢ < t*, existe una distribucién H, € V; tal que |T(H,)|| = t. Se

sigue que Bp(e) = t™.

Cuando la distribucién de los regresores, G, es esférica, es facil comprobar que F g
depende de 8 tnicamente a través del valor de 6]|. Por lo tanto, podemos eliminar el

{nfimo en la ecuacién (4.5) y obtener el siguiente corolario:
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Corolario 5 Bajo las hipétesis y la notacion de la proposicion 20y suponiendo ademds

que Go es esférica, se verifica
Br(e) = 167,

donde 8* € IRP es tal que

J (L= €)Fy g« + edo] = lim J*[(1 — €)Fry0 + €Va]. (4.18)

4.3 Ejemplos de aplicacién

En esta seccién mostramos cémo utilizar el corolario 5 para obtener las curvas de
sesgo de distintas clases de estimadores con residuos admisibles generalizados. Para
simplificar los célculos numéricos suponemos a lo largo de toda la seccién que Go es

una distribucién normal p-variante y que Fg es una normal esténdar.

4.3.1 GS-estimadores

Esta clase de estimadores ya fue definida en el capitulo uno. En este caso, JH(F) =
S*(F) = S(F*), donde S es el funcional definido en (1.3). En el siguiente lema se
comprueba que se verifican las condiciones para poder aplicar la proposicién 20. En el

lema 5 ya se probé que S satisface la hipétesis 5. Basta comprobar la hipotesis 10.

Lema 16 Si x € C,, entonces el funcional S* cumple la hipdtesis 10.

Demostracién:

Se trata de probar

S0 = lim s, = Jhrgo S*[(1 — €)Fry0 + eV,] > S*[(1 — €)Fpo0 + €G] = so.

n—od
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Por definicién del funcional S*,

- [2x(2) e

210 [ (2) 1 [

-—00

X (;“—) dFy, v, 0(t) < b.(4.19)
Ahora, para todo k > 0,

/_O:OX(U)JFanvn,o(U) = 2/ u)dFy,xv, o(t)

> 2x(k) [ dFxvolt) = (B = Froxvio(b)]

y, aplicando el lema 11,

lim X(u)dFanVn olu) 2 X(k)

n—o0

para todo k > 0. Haciendo k — 0o, se obtiene

lim x(u)dFv, v, 0(u) = 1. (4.20)

Nn—R0 foo

Anélogamente se puede comprobar que |
lim X(u)dFHomeo(u) =1. (421)

=0 Joo

Por lo tanto, por (4.20) y (4.21), si tomamos limites en (4.19) cuando n — oo,
a-o [ x <-Sy—> AF(y) + 261 — ) + & < b. (4.22)

Supongamos ahora que

oo
(1- 6)2/ X (l) dF(y) +2¢(1 —€) + € < b.
—00 S0
Entonces, existe s < so tal que

(l—6)2[_o:ox(%>dF(y)+2€(1—6)+62<b.'
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lo qué implica que

(1—6)2/_0:0x<-z-> dF(y) |
12e(1-¢) [ °; X (%) dFaco() +€ [

-0

X (%) dFGXG,o(U) < b,

en contradiccién con la definicién de so. Por lo tanto

(1- 6)2/_‘:;( (f—0> dF(y)+ 2e(1 =€) + & > b.

Teniendo en cuenta (4.22) se deduce que S = So-

o
Veamos cémo aplicar el corolario 5. Definamos la siguientes funciones:

9(s) = Eex(y/s),

y
h(s,©) = (1 — €%9(27%) + 26(1 — g(s).
Sea S, = S*[(1 — G)FHO,G* + €by). Entonces, S; debe cumplir
(1 — E)ZEHO)(HOX_ 7"1(0 ) _ 7“2(0 ) + 26(1 — E)EHQX r(0 ) =b
Sl Sl
o, equivalentemente,
h (————————Sl e) =

(1 + o=

Despejando S; se obtiene:
Sy = (1+ [|0*1)/*h 7 (b, ). (4.23)

Por otra parte, sea Sy = limy_.oo S*[(1 — €)Fro0 + €V2]. Entonces 55 verifica, por
las ecuaciones (4.20) y (4.21),

(1 - 6)2-EHOXH0X (y1;y2> + 2€ — 62 =b
2
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o, equivalentemente,

(1—€)2g(27Y/28,) = b—2¢+ .

Despejando S, se obtiene

b—2e+ €
=gt | ) .
De la ecuacién Sy = Sy, teniendo en cuenta (4.23) y (4.24) y despejando 07| = Bgs(e),
~1 (b=2e+e2\ 12 vz
Bs(e) = |2 LL(l—‘f—)"'—l —1| . (4.25)
h=1(b,€) | .

De esta expresién se deduce que Bgs(e) tiende a infinito cuando el numerador de la

fraccién
-1 (9—2_4-6_2)
(1—¢)?
h=1(b,€)
converge a infinito o cuando el denominador converge a cero. Dado que lo primero.
ocurre cuando ¢ — 1 — (1 — b)1/2 y lo segundo ocurre cuando € — (1 —b)/2, se tiene

que el punto de ruptura de los GS-estimadores es
¢ = min{l — (1 — b)*2, (1 — b)'/*}.

El mayor valor que puede alcanzar el punto de ruptura es €* = 0.5, para b= 0.75.

Cuando se considera una funcién de salto y se toma b = 0.75, el GS-estimador
resultante se reduce a calcular el vector de pardmetros que minimiza el primer cuartil
de las diferencias de los residuos en valor absoluto. Llamaremos a este vector de
parametros el estimador LQD (de las iniciales de la expresién en inglés least quartile of
differences). Otra posible eleccién x es la funcién bicuadrada de Tukey que, para el
valor ¢ = 0.9958 de la constante de ajuste, proporciona un estimador cuyo punto de

ruptura es € = 0.5. A este estimador lo llamaremos GSTUKEY.
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En la tabla 4.1, se muestran los resultados obtenidos al aplicar la expresién (4.25) a
los estimadores LQD y GSTUKEY. Se observa que el sesgo del LQD es ligeramente menor
que el del GSTUKEY. Por otra parte, segin muestran Hossjer, Croux y Rousseeuw
(1994), la eficiencia del LQD es también ligeramente menor que la del GSTUKEY. En
la figura 4.1 se representan las curvas de sesgo asintético méximo correspondientes a

ambos estimadores.

4.3.2 Gr-estimadores

Sea S*(F) un funcional basado en una funcién x3 tal que define un GS-estimador (véase
el apartado anterior). Sea X2 otra funcién que, al igual que x1, verifica la hipétesis 1.

Consideremos en este apartado el funcional 7* definido por

(F) = $°(F) [ Erarxs (%)}/ .

Podemos dar ahora la siguiente definicién:

Definicién 5 Se dice que el funcional T(H) define un Gr-estimador (T-estimador

generalizado) st

T(H) = arg moin ™(Fy9)-

Para una muestra concreta, aplicamos el funcional a la funcién de distribucién

empirica correspondiente, con lo que resulta el estimador

| . 1/2
) T 0 - rj 0
b = argmeinsn(e) [Z)@ (‘ ( ;n(g)( )l):l )

i<j

donde S,(8) verifica la ecuacién (1.29) con x = X1

Para estar en las hipdtesis del corolario 5, la funcién x2 debe ser tal que

f(s) = S EperXa (yl - yz)

)
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epsilon |0.05 0.1 015 02 025 0.3
LQD 0.59 095 1.34 1.83 251 3.56
GSTUKEY | 0.60 0.96 1.36 1.88 2.60 3.73

Tabla 4.1: Sesgos asintdticos maximos de los estimadores LQD y GSTUKEY para distintos valores de

la proporcién de contaminacién.

sesgo asintotico maximo
w2
T
1

0 I L 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

epsilon

Figura 4.1: Curvas de sesgo asintdtico méximo de los estimadores LQD (linea continua) y GSTUKEY

(linea discontinua).
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sea no decreciente para todo F. En este caso, si $* cumple la hipdtesis 10 (lo que se
ha probado en el lema 16) entonces 7* también la cumple. Como vimos en el capftﬁlo
anterior, el funcional 7 verifica la hipétesis 5 para todo n > 0, por lo que podemos

aplicar el corolario 5.
Definamos

2
)

7 = (T[(1 - €)Fy, g= + €bo))

2
Ty = (lim (1 — €)Fryo + 6Vn]> :

N—00

Para i = 1,2, sea g;(s) = Esxi(y/s), y sea

hi(s,€) = (1 — €)gi(271/%s) + 2¢(1 — €)gi(s).
Algunos cdlculos semejantes a los ya realizados para GS-estimadores, dan

m= (L4 O (B 6 0)] e [57(5,9),

y
Ty = 57 [(1 —€)%g,(271/28,) + 2¢ — 62] ,
donde
b—2¢+ ¢
_ ol/2 -1
=2t (525
Dado que B;(€) = ||6*||, si se impone la igualdad 7; = 7, se tiene
-1 (b—2e+€¢2\ 7 2
1 ( 1—e)? )
14 BX(e) =2 | r=t 2| H
+ 7(6) |: hl_l(b, 6) ] (6)7
donde  lomn i ,
1—€)2gs |g7! (5242 | 4+ 2¢ — €
H(€)=( )2[1 ((15) ) )
hy [R (b, €), €
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Expresado de forma equivalente,
14 B2(e) = [1 + Bi(e)lH(e)

es la ecuacién que relaciona el sesgo de un GS-estimador basado en x; con el sesgo de
un Gr-estimador basado en x; ¥ X2. Dado que la funcién H(e) es acotada para todo
e < min{(1 — 2,1 — (1 — b)}/2}, el punto de ruptura de un Gr-estimador basado
en dos funciones Y1 y X2 es el mismo que el del GS-estimador correspondiente a xi.
De esta manera es factible elegir una funcién x» apropiada para que el estimador sea

eficiente sin que se vea afectado el punto de ruptura.

4.3.3 GR-estimadores

Estos estimadores resultan de considerar
J*(F) = R*(F) = / a[F*(u)]uF dF*(u)

en la definicién 4. Més formalmente, se puede dar la siguiente definicién:

Definicién 6 Se dice que el funcional T(H) define un GR-estimador (R-estimador

generalizado) si

T(H) = arg mein R'(Fyg)-

De nuevo los casos més interesantes se obtienen tomando k = 1 6 k = 2 y definiendo

la funcién
1, [ £l—«

alu) =

0, juj>1—«a
En lo que sigue nos restringimos a considerar el caso de esta funcién. Sea h, =

n(n —1)/2. Para k = 1 el estimador resultante es

A [ (1—2)]
8, = argmain S A{l(ri(0) —ri(0)] = i <}y,
=1
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es decir, el vector de pardmetros que minimiza la media recortada de las diferencias
{|(ri(8) — r;(8)| : i < j} una vez que han sido desechadas las [hna] mayores.
Anéloga,menté, para k = 2 el estimador resultante es
[hn(1-0)]

b, =argmin 3 {[(r(0) = O i < Yo

Estos dos estimadores son las respectivas generalizaciones de los estimadores a-LTAV
y a-LTS considerados en el capitulo anterior, y los llamaremos a-GLTAV y «-GLTS

respectivamente.

Vimos en la seccién 3.3 que los funcionales R satisfacen la hipétesis 5 para todo

n < a, siempre que la funcién a(u) verifique la siguiente hipdtesis

Hipétesis 12 (o) a(u) es continua en el intervalo [0,1 — o], con o > 0.5.
(6) a(u)=0,sil—a<u<l.

(¢c) a{u)>0,si0<u<l—a.

Dado que la proposicién 20 exige que n = €(2 — ¢€) y que el lema A4(a) de Yohai y
Zamar (1993) prueba que se verifica la hipétesis 11 siempre que €(2—¢€) < @, es posible
calcular Br(€) para aquellos valores de € tales que (2 —€) < e o, dicho de otra forma,
para aquellos valores de € tales que € <1 — (1 — @)'/2. Veremos més adelante que esta

restriccién no limita el interés del resultado.

Para calcular Bg(€) denotemos

Fe* = (1 — E)FHO,O* + €bo,

F,=(1=¢Fmo+eVa.
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Sea v = (1 + ||@*||2)/2 y sean ® y ¢ las funciones de distribucién y de densidad de
una normal estdndar. Sean 0 < ¢; < 0oy 0 < ¢; < 0o dos ndmeros reales tales que
Foelya) =1-ay (1 — €)*Fy, o(2/%c;) = 1 — o, (es fécil comprobar que para que
existan hemos de suponer € < min{(1 —a)/2,1— (1 —a)*/?}). Introduzcamos también
Ja notacién

Ii(e) = /0 " dF () du. | (4.26)

Con estas definiciones y aplicando el corolario 5 se trata de resolver en 8* la ecuacién

R*(Fg) = lim R*(F,). | (4.27)

Calculemos primero R*(Fg+). Operando se obtiene

R(Fg) = /0 ” 6| Fy(u)lufdFga(u) = /0"’“ W dFs(u)

= (=9 [ tdFy ge(w) +2(1—€) [ uFdFy, ge(u)
- 0 Ho,e* 0 HOag*

= (1 — o)1 — 2 [(27V%¢;) + 4eli(cy)]. (4.28)
Para calcular lim,_. R*(Fn), sea, cn tal que F¥(c,) = 1 — a. Obsérvese que

liMy—es ¢n = 24/2¢5 ya que, aplicando el lema 11, para todo u > 0,

lim F(u) = (1 — €)2F5, o(u).

n—0Q0

Se tiene que
Cn Cn Cn
R (F,) = (1—-6)2/0 “deﬁo,o(“)+6(1_e)/o udeyoan,o(u)—l—eZ/O ude{’}nxvmo(u).

Ahora,
/On wFdF g, xv, o) < & Froxvio(n) £ CFFroxv,0(C),

puesto que la sucesién {c,} es convergente. Por el lema 11(d),

lim C*Fyxv, 0(C) = 0.

n—0oo
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Anélogamente,

Cn
lim uFdFy v, o(u) = 0.

n—00 4]

Como consecuencia,

21/2c2 24k
lim R*(F,) = (1 —¢)? /0 wbdFy o(u) = (1 — €22 I(cy). (4.29)

=00

De la ecuacién (4.27), teniendo en cuenta (4.28) y (4.29), se deduce que

(1 — e)1x(c2) '
(1 — ) Ix(27V2¢;) + 2°% el (cy)

[1+ Ba(e)]? = (4.30)

Esta férmula es vélida para € < min{(1 — a)*/2,1 — (1 — «)*/?}.

Los sesgos asintéticos méximos para los casos k =1 y k = 2 se obtienen aplicando

la férmula (4.30), teniendo en cuenta que por (4.26),

I(c) = ®(c) — -;— — cp(c).

A partir del sesgo asintético méximo obtenido, es posible obtener el punto de rup-
tura de los estimadores de esta clase. Es claro que Bgr(¢) tenderd a infinito si el
denominador de la expresién (4.30) tiende a cero 6 si el numerador tiende a infinito.
Lo primero ocurre cuando ¢; — 0 y es facil comprobar que esto ocurre si y sélo si
e — (1 - )2, Lo segundo ocurre cuando ¢; — oo 6, equivalentemente, cuando

e—1—-(1- a)l/ 2, Como consecuencia, el punto de ruptura es
¢* = min{(1 — )%, 1 - (1 — a)?y.

Obsérvese que la férmula (4.30) es vélida para todo € < €*, por lo que las restricciones

introducidas sobre € son irrelevantes.
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En la tabla 4.2 se muestran los resultados numéricos obtenidos para los estimadores
a-GLTAV y a-GLTS con a = 0.75 para que el punto de ruptura sea € = 0.5. Al igual
que 'sucede con las versiones no generalizadas, se observa que el estimador a-GLTS es
maés robusto que el a-GLTAV. Las correspondientes curvas han sido representadas en

la ﬁgura 4.2.

4.4 Teoria minimax en la clase de estimadores con residuos

admisibles generalfzados

En esta seccién calculamos el estimador cuya funcién de sesgo méximo es minima (sesgo
minimax) dentro de la clase de estimadores con residuos admisibles generalizados,
cuando la distribucién de los regresores, Gy, es eliptica. Lo que probaremos es que el

estimador minimax T viene dado por:
T*(H) = arg mgin F;IiH’O(a*.),

es decir, es el vector de pardmetros que minimiza un cuantil o* de la distribucién
de la diferencia de los residuos en valor absoluto, ¥ 70" El valor de o* depende de la

proporcién de datos atipicos € y se dard explicitamente a lo largo de las demostraciones.

4.4.1 Lemas previos

En este apartado se prueban distintos lemas necesarios para las demostraciones de esta

seccién.

Lema 17 Sea J un funcional que verifica la hipdtesis 5(b). Sean G, y F funciones de

distribucidn sobre el intervalo [0,00), continuas sobre (0,00), tales que G,(u) — G(u),
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€005 01 015 02 025 03
a-GLTAV | 0.61 1.02 1.52 2.24 3.38 5.49.
a-GLTS | 0.60 0.98 1.42 2.02 2.90 4.37

Tabla 4.2: Sesgos asintéticos maximos de los estimadores a-GLTAV y a-GLTS donde o = 0.75, para

distintos valores de la proporcién de contaminacidn.

12

10F 7

sesgo asintotico maximo
(=)}
T
1

0 1 1, I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

epsilon

Figura 4.2: Curvas de sesgo asintético maximo de los estimadores a-GLTAV (linea discontinua) y

a-GLTS (linea continua), donde o = 0.75.
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donde G es posiblemente subestocdstica y es continua en (0,00), con G(oo0) > 1 —e.

Entonces, si

lim J(G,) = J(F),

N=—rOO

existe i > 0 tal que F (@) = G(4).
Demostracién:

Supongamos, por reduccién al absurdo, que para todo u > 0, F(u) > G(u). Dado -

que J es e-mondtono, se tiene que

J(F) < lim J(G,),

n—00

que es una contradiccién ya que habfamos supuesto limy, oo J(Gn) = J(F).

Anjlogamente llegamos a una contradiccién si suponemos que para todo u > 0,
F(u) < G(u).
g

Lema 18 Supongamos que se verifica la hipdtesis 11 y que Go es esférica. Entonces,

para todo u > 0,

(a) 1im”9”__)oo FHoxHo,e (u) = 0.

(b) Fy iz, 0(u) €s continua en 0, uniformemente en u.
Demostracién:

La demostracién consiste en seguir la prueba del lema A.2 de Yohai y Zamar (1993).

Para ello, hay que tener en cuenta que

FHoxHo,o(u) = PHOXH0{|(y1 - y2) - e,(xl —Xg)| < u},
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y que las distribuciones de y; — y» y de X; — X verifican las propiedades de Fy y Go
exigidas en la hipétesis 11, es decir, la distribucién de y; —y. es simétrica, estrictamente
~ unimodal, la distribucién de x; — x, es esférica y la distribucién de 6'(x; — x;) es
continua para todo 8 # 0 por lo que se cumple P{8'(x1 — x;) = 0} = 0, para todo
6 0. |

O
Lema 19 Sea H = (1 — €)Hy + €Ap. Definamos
167]| = sup{||B]| : FFg(u) 2 (1 — €)*Fg, o(u), para todo u > 0}. (4.31)
Bajo la hipétesis 11 se verifica:
(a) 0 < ||| < oo, para todo € € (0,1/2).
(b) Eziste u* > 0 tal que,
1’30*(1[*) =(1- 6)2F§0,0(u*). (4.32)

Demostracién:

Dado que para todo € € (0,1/2), el vector O pertenece al conjunto de la ecuacién
(4.31), se sigue que ||@*|| estd bien definido. Ademas, el supremo se alcanza ya que,
por el lema 18(b), las funciones Fy . o(u) y Fy, g(w) son continuas en @ y, por lo

tanto, también lo es la funcién F ;10(”)

Aplicando ahora el lema 18(b), se deduce que existe § > 0 tal que si |8 < 6,

: 2
€
Fy m,.0®) 2 Fyoxry0{u) — 5 bara todo u > 0.
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Entonces
;‘Io(u) = (1- 6)2FH0><H0,9(“) +2¢(1 — €)Fpp o n, 0(0) + €
2
> (1= Fayemoa(u) = (1 - )5 +¢

> (1 —€)*FryxH,0(u), para todo u > 0.

Como consecuencia, ||8*]] > § > 0.

Probaremos a continuacién que [|@*|| < co. Para ello, nétese que, por el lema 18(a),
para todo € < 1/2 existe § > 0 tal que, para todo u > 0,
Hellilrfoo[(l - 6)2FHoxHo,e(u) +26(1—€)Fy  a,0(0) + =€ < (1—¢€? -6 (4.33)

Ademés, para este § > 0, existe up tal que

6 _
(1 — )2 Fryxmo{to) > (1 — €)% — 5 (4.34)
Como consecuencia de (4.33) y (4.34),
lim F;I,G(UO) = lim [(1—-¢€)*Fy ,p, 0(v0) +2¢(1 - ) F o a0 (U0) + €?]

18]l —c0
< (1—€2=6/2<(1—€)’Fryxm,o(to).

116]|—c0

Por lo tanto, ||6*|| < ¢, para algin ¢ € R.

Para probar la parte (b) del lema supongamos, por reduccién al absurdo, que
= ge(u) > (1— €)’Fy, o(u), para todo u > 0. (4.35)

Existe ug tal que
62

> (1—¢€)? > (1 —€)F; o(u), para todo u > uo.
2 HO:

5,0*(11) >1—(e+
Por lo tanto, existe §; > 0 tal que

= o(w) > (1- €)’Fg, o(u) + 61, para todo u > ug. (4.36)
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Ahora, por (4.35) y dado que las funciones Fy  p g+(u), Fyy g=(u) ¥ Froxro0()

son uniformemente continuas en el intervalo [0, ug), existe é; > 0 tal que

F;I,G*(u) > (1 —€)*Fp, o(u) + &2, para todo u € [0, uo]. (4.37)

Sea 6 = min{§;, §,}. Entonces, por las desigualdades (4.36) y (4.37),
F}S,G*(“) > (1 6)2F;10,0(u) + 6, para todo u > 0.

Como por el lema 18(b) las funciones F ;IO,G(U) y Fy, g(u) son continuas en 6 uniforme-
mente en u, la desigualdad anterior implica que debe existir & € IR?, con ol > léxl,
tal que

F;;g(u) > (1 —€)*Ff;, o(u), para todo u >0,

en contradiccién con la definicién de [|8*|.

4.4.2 Estimadores de sesgo minimax

En este apartado se dan dos resultados. En la proposicién 21 se establece una cota in-
ferior para el sesgo de cualquier estimador con residuos admisibles generalizado. Dicha
cota se alcanza, como se prueba en la proposicién 22, para ciertos estimadores que

tendran por tanto el minimo sesgo posible dentro de esta clase.

Proposicién 21 Sea [|0%| tal y como se define en el enunciado del lema 19. Sea
T un estimador con residuos admisibles generalizado. Supongamos que se verifica la
hipétesis 5 con n = €(2 —¢€), y las hz’po’tesz’é 10 y 11. Supongamos también que Go es
esférica. Se tiene que ,

B(e) 2 16°].
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Demostracién:

Por el corolario 5, B(€) = ||8]], donde 6 verifica la ecuacién (4.18). Por reduccién

al absurdo, supongamos que ||8]| < [|6*]|.

Aplicando el lema 17 y teniendo en cuenta (4.18) se deduce que existe @ > 0 tal

que
| 7 o(@) = (1— )’ Fiyo(f), - (4.38)
donde H = (1 — €)Hy + eA,.

Pero como estamos suponiendo que [|8]| < [[6*||, por definicion de ||@*]|, se verifica

Fy, (@) > Fj, g+(@) 2 (1 — )" Fap (&),

en contradiccién con la ecuacién (4.38).

Proposicién 22 Supongamos que un funcional J verifica la hipdtesis 5 con n = €2 —
€), y la hipdtesis 10. Supongamos también que Go es esférica y que se vertfica la
hipdtesis 11. Sea o = (1 — €)? Fryxmo0(u*), donde u* fue definido en el enunciado del
lema 19. El funcional

T «(H) = arg meinF;iH,g(a*)

verifica que B  (¢) < Brp(e) para cualquier estimador T con residuos admisibles

generalizado basado en J.

Demostracidn:
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Es suficiente probar que || Tos(H)|| < ||6*]], para cualquier distribucién H del en-
torno de contaminacién V;. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe H =
(1 — €)Hy + eH* tal que 8 = To-(H) y ||0]] > [|07]]-

Sea A = ||0]|//|0%]| > 1 y definamos & = X8*. Obsérvese que i8]] = ||8]]. Por los
lemas 13 y 19(b), y por la definicién de o,

Fyogolw) = (1-oFp 6(“)"’26( ) F i 0(0) + € F g v g(u”)
< (1- 6)2F0 (u™) + 2¢(1 — )FHoon’g(u*)-i-e
= (1- e)zF;‘I 5(u") + 2¢(1 - )Hoon’g(U*)’l'e?
< (1—€*Fp g-(w) +2¢(1 - €) P00 (W) + €
= (1 —€)*Fryxi,o(u) = o

Como consecuencia,

Fl ool o*) > ut, (4.39)
Por otra parte,
FHXH,O(U’*) Z (]- - 6>2FH0XH0,0(U*) = a*7

con lo que

Fgrmole®) < u”. (4.40)
De las desigualdades (4.39) y (4.40) se deduce que

e 8@ > Faymole™),

en contradiccién con el hecho de que 8 = To«(H). Por lo tanto ||To-(H)| < (167,

como queriamos probar.
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Para el caso en que G sea una distribucidon normal p-variante esférica, la tabla
4.3 recoge los resultados obtenidos al aplicar la proposicion anterior.‘ En ella se da
el estimador de sesgo minimax en términos del cuantil a minimizar, o*, para cada
proporcién de contaminacién, asi como su curva de sesgo, B*(¢), que es el menor sesgo

posible en esta clase.

epsilon | 0.05 0.1 0.15 0.2 025 0.3
o* | 0.27 0.32 033 034 034 0.33
B*(e) [ 0.59 094 1.32 1.78 2.40 3.31

Tabla 4.3: Sesgos y estimadores minimax en la clase de estimadores con residuos admisibles genera-

lizados.

Compérense los sesgos 6ptimos de la tabla 4.3 con los sesgos del estimador LQD de
la tabla 4.1. Se observa que la diferencia no es muy grande. En la clase de estimadores
con residuos admisibles generalizados, el estimador LQD juega un papel semejante al
estimador LMS en la clase de estimadores con residuos admisibles o a la mediana en Ia
clase de estimadores de localizacién equivariantes ante traslaciones. En el grafico 4.3
se representa el sesgo del estimador LQD y una curva formada por los sesgos minimax
correspondientes a cada proporcién de contaminacién. Este gréfico permite apreciar la

cercania al éptimo del estimador LQD para todas las proporciones de contaminacién.
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sesgo asintotico maximo

O 1’ 1 il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

epsilon

Figura 4.3: Curva de sesgos éptimos (linea discontinua) y curva de sesgo del estimador LQD (linea

continua).
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