UNIVERSIDAD CARLOS III DE MADRID

ESCUELA POLITECNICA

INGENIERIA INDUSTRIAL

Determinacion de la actitud de
un satélite utilizando un unico
sensor de horizonte

Autor: Tutor:
Eduardo Garcia Javier Rodriguez
Lopez Rodriguez

29 - Abril -2010



Resumen

En este trabajo se expone un método mediante el que poder determinar la
actitud de un satélite. Para ello se ha considerado un satélite orbitando la
Tierra de forma que se mantenga apuntando hacia esta.

El trabajo se ha desarrollado partiendo de la fisica contenida en las ecuaciones
de Euler, realizando su resolucion mediante métodos analiticos y numéricos.

Este estudio preliminar nos ha permitido introducir en las ecuaciones los
efectos y caracteristicas correspondientes al movimiento de un satélite en or-
bita. De esta forma se ha podido realizar un c6digo que permite su resolucion
numerica.

Una vez desarrolladas las ecuaciones se ha obtenido su soluciéon analitica
linealizandolas para pequenos desplazamientos del satélite. De esta forma el
coddigo ha quedado validado y se tiene una base sobre la que conseguir el
objetivo del trabajo.

La ultima parte del trabajo se corresponde con la determinacion de la ac-
titud, basandonos en que solo disponemos de la informaciéon de un sensor
de horizonte. Demostrandose como a partir de la soluciéon analitica obtenida
anteriormente, se puede establecer un método que permite la determinaciéon
de la actitud del satélite.

En conclusion, se ha conseguido establecer un método de calculo basado
en el andlisis de los datos disponibles de un sensor de horizonte que permite
determinar la actitud del satélite. Este método es valido siempre que los de-
splazamientos sean pequenos, es decir el satélite disponga de un sistema de
control que lo mantenga en direcciéon a la Tierra.



Agradecimientos

No quiero dejar este documento, que pone fin a una etapa muy importante,
sin agradecer a todas aquellas personas que simplemente se lo merecen. No
cabe duda que este apartado es la parte mas complicada ya que han sido
muchas las personas que me han rodeado durante todos estos anos. Por todo
ello quiero dar las gracias a todos los que se sientan referenciados por mis pal-
abras, a mi tutor Javier Rodriguez y muy en especial a las siguientes personas:

Flori y Angel, no solo por ser mis padres, sino por ser unas personas ex-
cepcionales que han sabido darme todo su apoyo a pesar de todas las trabas
que como buen hijo les pongo

Alberto, por ser mi hermano favorito a pesar de nuestras confrontaciones
de auténticos hermanos. Y por supuesto a Maria, jque sedis felices y comais
perdices!

Victoria, por ser parte tan especial durante estos ultimos anos, me ha hecho
recobrar el animo en momentos malos y ha sabido ignorarme en momentos
de necedad.

Juan, simplemente por ser el amigo, ese companero para siempre que estaba
antes y estard después, con mayor o menor presencia, pero los dos sabemos
que estamos. Paula, por ser la amiga, por pasar tan buenos ratos juntos y por
todo tu carino. Cristina, Miguel (ya si que lo puedes decir), Tintin y Lucas.

Chema, por que hemos pasado todo este tiempo juntos de cabo a rabo y
de banco en banco, gran companero y gran amigo. Aitor, otro companero y
amigo excepcional, lejos en distancia pero cercanos sin duda. Pasku, ese gran
companero y amigo que siempre entendio la esencia de lo que significa ser
del ochentayuno.

Daniela, por ser tan gran persona y por poder contar con ella siempre.
Mikel, Mario, Antonio, Jaime, Dani, por ser los que sois por que todos em-
pezamos juntos y también permanecemos juntos, por que nos quedan muchos

sannicasios que celebrar.

José, que no lo podra leer.



Indice general

1. Introduccion
1.1. Objetivos . . . . . . . .
1.2. Estructura del documento . . . . . . . .. .. ... ... ...

2. Sensores para control de posicién en satélites
2.1. Sensores solares . . . . . . .. .. ...
2.2. Sensores magnéticos . . . ... ..o
2.3. Sensores de estrellas . . . . . ... ... ... ... ... ..
2.4, GIr0SCOPOS . .« . v v v v e
2.5. Sensores de Horizonte . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..

3. Dinamica del sélido rigido: Ecuaciones de Euler
3.1. Matrices de Rotaciéon . . . . . . . . . . ... L.
3.2. Ecuacionesde Euler. . . . . . ... ... ... ... .. ....
3.3. Solucién del movimiento libre . . . . . ... ...

4. Momentos externos en satélites
4.1. Sistemas de ejes de rotacién . . . . . ... Lo
4.2. Momento debido al gradiente gravitacional . . . . . . . .. ..
4.3. Momento debido a las fuerzas de inercia . . . . . ... .. ..

5. Validacién del c6digo numérico
5.1. Linealizacion de las ecuaciones . . . . . . . . . . .. ... ...

5.2. Solucién de las ecuaciones . . . . . . ...
5.3. Validacidn . . . . . . . .

6. Determinacién de la actitud
6.1. Nutacion . . . . .. .. ...
6.2. Obtencion de los angulos de Euler . . . . . . . . ... ... ..
6.3. Ejemplos . . . . . . ..

13
13
15
17

22
22
24
26

28
28
30
33



INDICE GENERAL

7. Conclusiones y trabajo futuro
7.1. Conclusiones . . . . . . . . . ...
7.2. Trabajo futuro. . . . . . . ... oo

A. Cbédigo numérico para el movimiento libre

B. Cédigo numérico completo



Indice de figuras

2.1.
2.2.
2.3.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

3.6.

4.1.

5.1.
5.2.
5.3.

0.4.
5.5.
5.6.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.

Sensor de Horizonte de ESA Telecomunicaciones . . . . . . . . 10
Esquema funcionamiento sensor de horizonte panordmico . . . 11
T-Scanwheel de Ithaco, Inc. . . . . ... ... ... ... ... 11
Rotaciones principales . . . . . . . .. ... ... ... ... 14
Solucién movimiento libre para Iy = b =13 . . . . . .. ... 17
Solucién analitica movimiento libre para Iy = b, =10y I3=1 19
Soluciéon movimiento libre para [y =, =10y I3 =1 . . . . . 19
Solucién movimiento libre para I} = I, = 10 y I3 = 1. Energia

cinética de rotacién para la solucién numérica . . . . . . . . . 20
Solucién movimiento libre para Iy = I = 10 y I3 = 1. Suma

cuadrado parametros de Euler . . . . . . . ... ... ... .. 21
Sistema de referencia fijo a la orbita . . . . . . .. . ... ... 23
Validacion del cédigo. Caso 1. Solucion para 5(t), a(t). . . . . 34
Validacion del cédigo. Caso 1. Solucion para (t). . . . . . . . 35
Validacion del codigo. Caso 1. Energia cinética y suma de

pardmetros. . . . ... .. 35
Validacién del cédigo. Caso 2. Solucion para §(t), a(t). . . . . 36
Validacion del cbdigo. Caso 3. Solucion para 5(t), a(t). . . . . 37
Validacién del cédigo. Efecto de los términos acumulativos.

Solucién para B(t), a(t). . . . . . . . 38
Representacion del angulo de nutacion . . . . . . . . . .. .. 40
Analisis espectral nutacion. ¢ =1, A=0,1, w.=1. . . . . .. 44
Analisis espectral nutacion. ¢ =5 A =01, w.=1. . . . . .. 44
Analisis espectral nutacion. ¢ =1, A=05, w.=1. . . . .. 45
Analisis espectral nutacion. o =1, A=0,1, w.=0,6 . . . . . . 45
Analisis espectral nutacion. o =5, A=0,1, w.=0,6 . . . . . . 46
Anélisis espectral: Desplazamiento angular o . . . . . . . . .. 47
Analisis espectral: Desplazamiento angular 5 . . . . . . . . .. 48



INDICE DE FIGURAS

6.9. Analisis espectral nutacion. g =5, A=05, w.=1. . .. ..
6.10. Analisis espectral: Desplazamiento angular oy 8 . . . . . . .



Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo es un acercamiento a la dindmica y control de posicién de
los satélites. Estos conceptos, son de una gran importancia en determinados
tipos de satélites, y se pueden resumir en la idea de que un satélite no solo
debe ser capaz de mantenerse en orbita sino que también debe apuntar en
la direccién correcta. Para conseguir ese objetivo necesitaremos de un buen
sistema de toma de datos (sensores), estabilizacion y control.

La idea con la que trabajaremos serd la de conseguir que un satélite, en
orbita alrededor de la Tierra, se mantenga apuntando hacia la Tierra. Como
podria ser el caso de un satélite de comunicaciones. En este tipo de satélites
se hace uso de varios sensores, con el fin de obtener informacién suficiente
sobre su posicion exacta.

En nuestro caso la principal motivacion nace de la idea inversa, de forma
que, partiendo de la fisica del problema se determina la necesidad de estos
sensores. Trabajaremos en paralelo con métodos numéricos (haciendo uso de
la herramienta informética Matlab) y analiticos.

1.1. Objetivos

Los objetivos de este proyecto se resumen en:

= Obtener las ecuaciones que rigen el movimiento de un satélite situado
en orbita, incluyendo los principales efectos que afectan a su compor-
tamiento.

= Generar un c6digo numérico capaz de resolver las ecuaciones, validan-
dolo con la resolucién analitica.
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= Obtener un algoritmo que permita determinar la posicion del satélite,
utilizando tnicamente la informacién proporcionada por un sensor de
horizonte.

1.2. Estructura del documento

Empezaremos, en el Capitulo 2, realizando una descripcién del tipo de
sensores que frecuentemente se usan en satélites.

Una vez introducidos este tipo de sensores, en el Capitulo 3 describiremos
la fisica del problema. En particular las Ecuaciones, Pardmetros y Angulos
de Euler relacionados con el movimiento de un solido rigido. Resolveremos
estas ecuaciones de forma numérica y comprobaremos la validez con la solu-
ci6én analitica.

En el Capitulo 4 consideraremos el efecto de los Momentos de Inercia ac-
tuando sobre el satélite. Tendremos en cuenta efectos debidos al gradiente
gravitacional asi como de las fuerzas de inercia. Alcanzado este punto el
modelo matematico sera una buena aproximacion para describir el compor-
tamiento real de un satélite en orbita, a pesar de las diferentes simplificaciones
que se introduciran en el modelo.

En el Capitulo 5 realizaremos una serie de simplificaciones con el fin de
hallar una solucién analitica. Obtenida esta nos sera facil verificar el codigo
numeérico.

En el Capitulo 6 se demostrara como a partir de la informaciéon propor-
cionada por un unico sensor de horizonte somos capaces de averiguar la posi-
cion de un satélite orbitando alrededor de la Tierra y por tanto mantenerlo
apuntando hacia esté.

Por 1ltimo, en el Capitulo 7, expondremos las conclusiones asi como planteare-
mos posibles trabajos futuros.



Capitulo 2

Sensores para control de
posicion en satélites

Comenzamos describiendo los sensores utilizados en el control de posicion
de satélites. Con el fin de proporcionar nociones basicas sobre el tema de este
trabajo antes de adentrarnos en la resolucién del problema fisico.

2.1. Sensores solares

Estos son sensores son los mas utilizados, actualmente todos los satélites
llevan al menos algiin tipo de estos sensores. Una de las principales venta-
jas de estos sensores, es que el angulo del Sol visto desde orbitas cercanas
es suficientemente pequenio y se puede considerar como un punto. Lo cual
simplifica tanto el disefio como el algoritmo de control de la posicion.

Salvo determinadas excepciones, los satélites actuales estan alimentados me-
diante paneles solares, por tanto estan concebidos con la orientaciéon y evolu-
cién de la posicién del Sol. Lo que hace que el uso de sensores solares se de
en numerosas aplicaciones dentro de los satélites como pueden ser sistemas
de posicionamiento, proteccién de equipos y posicionamiento de las células
solares.

Existen tres clases principales de estos sensores

s Sensores analdgicos, miden continuamente el angulo de incidencia solar
por tanto su senal de salida es una funciéon continua. Hacen uso de
células fotovoltaicas cuyo voltaje de salida depende de la intensidad de
la radiaciéon incidente.
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s Sensores de presencia solar, proporcionan una senal constante siempre
que el Sol se encuentre dentro del campo de vision.

= Sensores digitales, proporcionan una senal discreta que es funciéon del
angulo de incidencia solar.

2.2. Sensores magnéticos

Este tipo de sensores proporcionan informacion sobre la magnitud y direc-
cion del campo magnético. Sus principales ventajas son la fiabilidad, ligereza,
y bajo consumo eléctrico. Sin embargo, no proporcionan informaciéon muy
precisa sobre la posicion de satélites ya que el campo magnético no es cono-
cido y los modelos utilizados son objeto de errores.

En el caso de la tierra, la fuerza del campo magnético decrece segin 1/r3
quedando por tanto limitado su uso a orbitas inferiores a los 1000 km.

2.3. Sensores de estrellas

Estos sensores miden la posicion de estrellas. Proporcionando informacion
sobre la posicion del satélite al comparar la posicién medida con informacién
conocida sobre la posicién de estrellas (obtenida de un catalogo de estrellas).

En general, este tipo de sensores son los mas precisos, sin embargo esta
capacidad va acompafniada de una serie de desventajas, como son el elevado
peso, el alto consumo eléctrico y su elevado coste.

2.4. Girdscopos

Un giréscopo nos proporciona informacion sobre el cambio de orientacion
del eje de giro de una masa en rotacion. Los girdscopos utilizados en el
control de posicion miden las velocidades angulares del satélite y mediante
su integracion permiten conocer la posicién del satélite respecto de alguna
posicion inicial de referencia.

2.5. Sensores de Horizonte

La orientacion relativa a la tierra es de gran importancia en determi-
nadas aplicaciones como comunicaciones, meteorologia o navegaciéon. Para
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un satélite en orbita alrededor de la Tierra esta es el segundo objeto mas
brillante, sin embargo no basta con determinar su presencia ya que el angulo
visto es demasiado grande para poder considerarlo un punto. Por tanto para
determinar la posiciéon es necesario localizar el horizonte, para lo cual hay
que realizar un barrido con el fin de detectarla.

La determinacion del horizonte no resulta muy precisa en cuerpos con at-
mosfera, debido al decaimiento gradual en la intensidad de la radiacion, sin
embargo la utilizacion de sensores infrarrojos suaviza este efecto, ya que en
ese espectro aumenta la nitidez con la que se localiza el horizonte.

Un sensor de horizonte normalmente esta formado por cuatro componentes
basicos: un mecanismo de barrido, un sistema 6ptico, un detector de radiacion
y una unidad de procesamiento. Se suelen clasificar en funciéon del sistema
de barrido. Tenemos dos tipos principales de sensores:

» Sensor de horizonte fijo, es el sistema mas sencillo. Son sensores baratos
y fiables. Solo son utilizables en satélites que se encuentran girando ya
que el barrido se realiza mediante el propio giro del satélite. En la
Fig.2.1 podemos ver un sensor de este tipo.

Figura 2.1: Sensor de Horizonte de ESA Telecomunicaciones

= Sensor panordmico de horizonte, se diferencian de los anteriores en
poseer un mecanismo de barrido, este mecanismo consiste en un espejo
en rotacién continua que enfoca un rayo de luz en un elemento lla-
mado bolémetro (dispositivo que determina la energia de la radiacién
incidente). La rotacién hace que el dispositivo barra un cono comple-
to, pudiendo medirse cuando la senal del horizonte terrestre aparece y
desaparece(ver Fig.2.2).

10
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Figura 2.2: Esquema funcionamiento sensor de horizonte panoramico

Existen otros tipos de sensores de Horizonte, como puede ser el "Scanwheel",
este sensor consiste en la integracién de un giréscopo y un sensor de horizonte
(ver Fig.2.3).

Figura 2.3: T-Scanwheel de Ithaco, Inc.

En resumen, hemos visto los tipos de sensores mas comunes que suelen
aparecer en satélites, actualmente en un satélite podemos encontrar varios
de estos tipos de sensores en funcion de la aplicacién a que este dedicado.
Por ejemplo los sensores solares los podemos encontrar como hemos visto en
la mayor parte satélites, para aplicaciones donde la precision es importante
resulta imprescindible el uso de sensores de estrellas, la informacién propor-
cionada por los giréscopos puede ser muy ttil para realizar seguimientos de
control, y como hemos visto en la ultima seccion en satélites apuntando a la
Tierra es imprescindible el uso de sensores de Horizonte.

11
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En concreto, en este trabajo se vera como el uso de la informacién de un
unico sensor de Horizonte puede permitir conocer la posicién del satélite y
por tanto permitir mantenerlo apuntando hacia la Tierra.

12



Capitulo 3

Dinamica del sélido rigido:
Ecuaciones de Euler

En este capitulo estudiaremos el movimiento de un solido rigido con un
punto fijo en ausencia de fuerzas externas. Este estudio nos permitird com-
prender y definir los conceptos basicos sobre los que se apoya todo el trabajo.

3.1. Matrices de Rotacion

Empezamos enunciando el Teorema de Fuler:

“El movimiento general de un solido rigido con punto fijo es una rotacion
alrededor de un cierto eje”

Para definir el movimiento de un sélido rigido, es necesario asignar un sis-
tema de ejes fijo a esté, y otro sistema de ejes de referencia, en torno al cual
consideramos el movimiento.

Estos dos sistemas al tener un punto fijo comun, se pueden relacionar me-
diante los cosenos de los angulos que forman los ejes. Estos cosenos definen
la Matriz de Rotacion. Esta matriz expresa la relacién de transformacion
entre los dos sistemas de ejes.

Siguiendo el Teorema de FEuler, el movimiento del sélido rigido se podra
determinar a través del cambio de orientacion del sistema de ejes anclados al
solido con respecto del sistema de referencia, o lo que es igual, a través de la
Matriz de Rotacion.

13
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Figura 3.1: Rotaciones principales

Podemos descomponer el movimiento en rotaciones alrededor de cada eje
(Fig.3.1), de forma que

TS Sy
I
9!
1= sy

Estas rotaciones principales se definen mediante las matrices de rotacién
principales C, Cy y C3, definidas como sigue

1 0 0 cos¢ 0 sing
Ci(p) = |0 cos¢p —singl;  Cy(p)=| 0 1 0 |;
|0 sing cos¢ | —sing 0 cos¢

[cos¢p —sing 0]

C3(¢) = |sing cos¢p O
0 0 1

Si consideramos una determinada secuencia de giros se tendran tres transfor-
maciones consecutivas mediante sus correspondientes matrices de rotacion,
que nos permitiran pasar del sistema de referencia inicial al final. Tenien-
do en cuenta que en una rotacion se tienen tres grados de libertad bastara
definir tres desplazamientos angulares, estos tres desplazamientos angulares
son conocidos como los Angulos de Euler.

Parametros de Euler

14
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Existe una formulacion alternativa para conocer la Matriz de Rotacién. Esta
formulacién se basa en la definicién de cuatro parametros (1, 2,3 y 1) como
sigue,

€1 ¢
€9 | = dsin = U:COS§
€3

donde @ es el vector que define el eje de rotacion del sélido rigido y ¢ el
angulo girado alrededor del eje.

Mediante estos parametros la Matriz de Rotaciéon, C, viene dada por

1—2(5+¢3) 2(e1e2+e3n) 2163 — €2)
Cle1,69,83,n) = | 2(e160 —e3n) 1 —2(e2+¢e3) 2(eqe3 +£17) (3.1)
2(e1es +eam)  2(eser —erm) 1 —2(ef +€3)

Esta matriz esta definida de forma que

il i
j' ¢ =Cler,e2,€3,m) - J
k' k

Para poder trabajar con estos cuatro parametros es necesario anadir una
restriccion, Ec.(3.2), ya que un movimiento de rotacion solo tiene tres grados
de libertad.

" +elt+erter=1 (3.2)

3.2. Ecuaciones de Euler

Hemos visto como el movimiento de un sélido rigido con punto fijo se
puede determinar conociendo los dngulos de Fuler, por lo que las ecuaciones
del movimiento las podemos definir en torno a estos angulos.

Las FEcuaciones de FEuler se obtienen a partir de la conservaciéon del mo-
mento angular definido mediante la ecuacién (3.3), donde, M , representa la
suma de momentos externos aplicados sobre el solido rigido y E, el momento
angular debido al movimiento de rotacion.

L .
R — .
( o ) M (3.3)
ejes referencia

15
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Conocido el tensor de inercia y las velocidad angular, sabemos que L = I -0.
De esta forma podemos expresar la ecuacion en ejes fijos al cuerpo, resultando

Tomando como ejes fijos al cuerpo los ejes principales de inercia y sabiendo
que los momentos principales de inercia (11, I, I3) son fijos en el tiempo
respecto de estos ejes, obtenemos,

dw -
Jdi;’ ‘@ AIG =M, donde (3.4)
[1 0 0 w1 . Nl
I = 0 [2 0 ,U_j = Wa Y M = N2
0 0 [3 W3 N3

Desarrollando la ecuacion 3.2 llegamos a las Ecuaciones de Euler (3.6) del
movimiento para un solido rigido con punto fijo.

dw
1171 - ZUQ’U)g(IQ - ]3) = Nl
t
dw
Igd—; —wawy (I3 — ;) = N, (3.5)
dw
137; - w1w2(11 - [2) = Nj

Resolver estas ecuaciones de forma analitica no es posible debido a los tér-
minos no lineales, existen sin embargo determinados casos en los que las
ecuaciones se pueden simplificar llegando a tener un sistema lineal, siendo
posible obtener a una solucién cerrada.

Por este motivo para obtener soluciones en casos generales, debemos em-
plear métodos numéricos de integracion. A su vez estos métodos los debemos
validar comparandolos con las soluciones cerradas, en los casos que es posible
obtenerlas.

Es en estos métodos numéricos en los que encontramos de gran utilidad el uso
de los parametros de Euler, ya que permiten evitar ciertas singularidades, y
el uso de funciones trigonométricas. Resultando ser mas eficiente la ejecucion

del c6digo numérico.

Para integrar las Ecuaciones de Fuler utilizando los parametros de Euler,

16
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son necesarias las ecuaciones diferenciales que definen su evolucién temporal.
Tenemos las siguientes expresiones,

1

€1 = §(€2w3 — e3ws + Nwy)
. 1

€9 = 5(8311}1 — g1ws + Nws)
. 1

€3 = 5(51702 — gwy + Nws)
) 1

n= §(€1w1 + 9wy + £3w3)

3.3. Solucion del movimiento libre

Nos referimos a movimiento libre a aquel en el que no existen momentos
aplicados sobre el sélido rigido, M = 0. En el Anexo II podemos encontrar
el cédigo numérico empleado para la resoluciéon del movimiento libre.

En el caso de un sélido donde los tres momentos de inercia principales son
iguales, Iy = I, = I3 = 0 (por ejemplo una esfera). Al sustituir, las ecuaciones
(3.6) quedan desacopladas y los términos no lineales se anulan resultando,
Iw; = 0, luego las velocidades angulares son constantes en el tiempo. En la
figura 3.2 podemos ver la solucién numérica para las velocidades iniciales,
w1<0) = 1, U)Q(O) = 2, U)3<O) = 3.

)

Velocidad angular

Figura 3.2: Soluciéon movimiento libre para I} = I, = I3
Un solucién menos trivial la encontramos cuando solo dos de los momen-

17
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tos principales son iguales, por ejemplo, un prisma de lados a, a y b. De esta
forma definimos [; e I, como sigue,

L=5L=1 I, =13

llegando finalmente a las siguientes ecuaciones,

dw
[tditl — 'I,Ugwg(]t — Ia) = O
dw
[tdii -+ ’U]g'l,Ul(It - Ia) =0
dw3
L,=2=0
dt

La tercera ecuacién queda desacoplada y se tiene ws = cte, por lo que las
otras dos ecuaciones resultan lineales y podemos obtener una solucién cer-
rada. Tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con
coeficientes constantes, resolviendo obtenemos,

wi (t) = wyg cos nt + woqq sin nt
wa(t) = wag cos nt — wig sin nt (3.6)
U)3(t> = W30

wzo(lt—1Ia)

donde, w1 (0) = wig, w2(0) = wap, w3(0) = w3p y n = =4

Otro aspecto que tenemos que considerar, es la conservacién de la energia
ya que en este caso no hay ningin mecanismo de disipacion. Por lo que

el valor de la energia cinética, T, debe permanecer constante en el tiempo.
Expresando esta energia en términos de las velocidades angulares tenemos,

1
T:im@+b@+g@)

Sustituyendo en la ecuacién anterior la solucién (3.6) se tiene

T = {]t(wfo + w3y) + Iawgo] = cte (3.7)

N[ —

En la figura 3.3 podemos ver representada la solucién (3.6) para las condi-
ciones iniciales wy(0) = 1, wy(0) = 2, ws(0) = 3. El eje x representa el
nimero de periodos, siendo un periodo igual a 1/n segundos (0.37 s en el
caso resuelto).
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CAPITULO 3. DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO: ECUACIONES DE
EULER

Welocidad angular (1/5)

[t} Z 4 B g 10 12 14 18 18 z0
n® Periodos

Figura 3.3: Solucién analitica movimiento libre para Iy = I, =10y I3 =1

En la siguiente figura representamos las solucién numeérica sobre la solu-
cién analitica para el mismo tiempo de integracion (20 periodos). Donde
la mayor diferencia entre soluciones ha sido, max(|Wnumerica — Wanatitical) =
1,6018 - 1079,

Welocidad angular (1/5)

[t} 3 4 B g 10 1z 14 16 18 cn
n® Periodos

Figura 3.4: Solucién movimiento libre para Iy = b =10y I3 =1
Segun la ecuacion (3.7), la energia cinética de rotacion para las condi-
ciones iniciales y momentos de inercia considerados es T' = 29,5 J. Para la

solucion numérica obtenemos el resultado de la figura 3.5, siendo la variacion
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EULER

de energfa cinética, AT = 4,1935 - 10~%. Esta magnitud es muy importante
para poder asegurarnos de no estar introduciendo errores que nos desvien del
comportamiento fisico del problema.

Energia cinetica rotacidn (J)

o z 4 B & 1n 12 14 18 18 i}
n® Periodas

Figura 3.5: Solucion movimiento libre para Iy = I = 10 y I3 = 1. Energia
cinética de rotacion para la soluciéon numérica

Como se puede ver en el apendice A, en la resolucion numérica se ha
introducido la integracion de los parametros de Euler, por lo que una tltima
comprobacion es ver que se cumple la ecuacion (3.2). En la figura 3.6 pode-
mos ver la evolucién temporal de la suma de los cuadrados de los parametros
de Euler. La variaciéon méaxima es igual a AY pardametros®? = 8,79 - 10710,
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Suma cuadrdados parametros

i} 2 4 [ i} 1n 12 14 16 18 20
ne Petiodos

Figura 3.6: Soluciéon movimiento libre para I; = I, = 10 y I3 = 1. Suma
cuadrado parametros de Euler

Cuando los momentos de inercia principales son todos diferentes se puede
llegar también a una solucién analitica. En este caso la resolucion resulta bas-
tante mas complicada. No es objeto de este trabajo profundizar en las Ecua-
ciones de Fuler y su resolucion. Por lo que no hemos considerado necesaria
su introduccion. Por ello nos hemos limitado a comprobar como la solucion
obtenida numéricamente sigue el mismo comportamiento que la encontrada
en la literatura.

Una vez analizadas y comparadas ambas soluciones podemos asegurar que el
codigo numérico es valido, ya que los errores obtenidos respecto de la solucion
exacta son muy pequenos, ademéas hemos comprobado la conservacién de la
energia. Por ultimo cabe destacar que no existen errores de efecto acumu-
lativo, ya que el tiempo de integracion elegido ha sido suficientemente grande.

En resumen, hemos introducido los conceptos béasicos de la fisica del prob-
lema. Teniendo un punto de partida que nos permitird avanzar de forma
correcta al caso de nuestro interés.

Al mismo tiempo hemos generado un cédigo numérico. Este codigo ha queda-

do validado y sera el niicleo sobre el que se introduciran futuras modifica-
clones.
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Capitulo 4

Momentos externos en satélites

En este capitulo introduciremos el efecto de los dos principales momentos
que acttian sobre un satélite en orbita. Estos efectos son debidos a las fuerzas
de inercia y a la existencia de un gradiente en el campo gravitacional.

4.1. Sistemas de ejes de rotaciéon

En la seccién 3.1 hemos visto como es fundamental la eleccién de un
sistema de ejes adecuados, para poder obtener la Matriz de Rotacién del sis-
tema. Asimismo, es necesario determinar una secuencia de giros adecuada.

En nuestro caso vamos a utilizar un sistema de ejes de referencia (pitch-
roll-yaw) definidos de la siguiente forma,
roll — eje tangente a la orbita de vector unitario I

yaw — eje perpendicular a roll, apuntando al centro de la Tierra,
de vector unitario K

pitch — eje perpendicular a roll y yaw de vector unitario J
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CAPITULO 4. MOMENTOS EXTERNOS EN SATELITES

roll

pitch

Figura 4.1: Sistema de referencia fijo a la orbita

por tanto tenemos un sistema de ejes cuyo origen se encuentra fijo en la or-
bita (ver Fig.4.1).

Por otro lado los ejes principales de inercia definen un sistema de ejes fi-
jo al satélite, i-j-k, de vectores unitarios i j y k respectivamente. Siendo [y
la componente en el eje 7, I, la componente en el eje j e I3 la componente en
el eje k.

Para definir el desplazamiento tomamos la siguiente secuencia de giros prin-
cipales: primero una rotacién « alrededor de pitch seguido de una rotacion
[ en torno a roll y por ultimo una rotaciéon ¢ en torno a yaw. De esta forma
la Matriz de Rotacion, C, vendra dada por,

C' = Cya) - C1(B) - Cs(p)
desarrollando se tiene de forma completa,

cos acos ¢ + sinasin fsiny  — cosasin g + sinasin fcos ¢ sin a cos 8
C = cos Bsin cos B cos —sin

—sinacosp + cosasin Bsiny  sinasing 4+ cosasin fcosp  cosacos 8
(4.1)

El uso de los ejes pitch-roll-yaw es muy extendido en la resolucion de prob-

lemas de control de posicion de satélites, asi como también en problemas de
aeronautica. Por otro lado la combinacién de giros elegida es muy comin ya
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CAPITULO 4. MOMENTOS EXTERNOS EN SATELITES

que evita que se produzcan singularidades para angulos nulos, trasladandose
estas singularidades a +7/2.

Las transformacién entre los sistemas de ejes fijo a la orbita y fijo al satélite
mediante el uso de la Matriz de Rotacién (4.1), viene dada por la siguiente
expresion

I i
J —C-{ (4.2)
K ejes orbita k ejes satélite

En la seccién 3.2 explicamos que en el codigo numérico serd utilizada la for-
mulacién alternativa de los Pardmetros de Fuler. Se hace por tanto necesario
emplear una relacién entre estos y los dngulos (f3, a, ). Una forma conve-
niente de obtener esta relacion resulta de comparar términos de la Matriz de
Rotacién (4.1) basada en los angulos y la Matriz de Rotacién (3.1) basada en
los Parametros de Euler, teniendo en cuenta que C(a, 3, 0)T = C(e1,9,€3,7)
se tiene

2(e1€3 + €27m)
1—2(e? +€3)
B = arcsin(—2(gqe3 — £17)) (4.4)
2(e162 + €37m)
1—2(e3 +¢€3)

o = arctan

( = arctan

4.2. Momento debido al gradiente gravitacional

Un efecto muy importante en la dindmica de cuerpos en el espacio resulta
de que en este el campo gravitacional no es uniforme. El principal efecto de
ese gradiente lo tenemos en que el centro de masas y el centro de gravedad
no coinciden. Por tanto la fuerza de gravedad provoca un par, Mg, en torno
al centro de masas del satélite.
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La fuerza de gravedad sobre un elemento diferencial de masa, dm es

G - Megrh, - R -dm Ry —7

ﬁ - = =G- mearth—»idm
| R[? | Ro — 7°
Ry— 7 7 Ry
~ G . mearthRi% (1 + 3 R(Q) ) dm (46)

G =6,667 x 107 N -m?/kg*
Mearth = 5,97 % 10%4 kg

donde se ha considerado que /Ry < 1. El momento producido por la fuerza
de gravedad se obtiene usando la ecuacién (4.6) y aplicando que [7 dm =0
ya que 7 es un vector aplicado desde el centro de masas del satélite. El
resultado es

MG:/FAﬁdm

3 : G : ear - —~ -
- # /(r A Ry)(F- Ry) dm (4.7)
0

El vector dado por, (§O)ejes referencia = RoK , se puede reescribir en coorde-
nadas fijas al satélite usando la identidad (4.2), luego

(ﬁ0>ejes satélite — RO : (0(37 1);+ 0(37 2)j+ 0(37 S)E) (48)

donde el vector C(i,3), son las componentes de la tercera fila de la Matriz de
Rotacion (4.1). Sustituyendo la ecuacién (4.8) en la ecuacion (4.7), tenemos,

) (I; — 1,)C(3,2)C(3,3)
Mg = 3w? |(I, — I3)C(3,3)C(3,1) (4.9)
(I — 1)C(3,1)C(3,2)

donde,

2 G- Mearth

c R‘S

siendo w, la velocidad angular del satélite en la orbita suponiendo una orbita
circular de radio, Ry. De aqui en adelante trabajaremos con la suposicion de
orbita circular.

w

La ecuacion (4.9) nos da a conocer el par que produce el efecto del gra-
diente gravitacional. Este viene determinado por los tres angulos, 3, a, ¢,
siendo conocidos los momentos de inercia asi como el radio, Ry, de la orbita.
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4.3. Momento debido a las fuerzas de inercia

Se ha visto como el par debido al gradiente gravitacional esta caracter-
izado por la velocidad angular del movimiento en la orbita. Esta velocidad
angular, respecto del sistema de ejes inercial, es la causa de las fuerzas de
inercia que aparecen en el satélite.

Para determinar el momento debido a estas fuerzas, M;, conviene expresar la
velocidad angular del solido en los ejes fijos al satélite, ya que si integramos
las Ecuaciones de Fuler respecto de este sistema de ejes tenemos I = cte. Se
tiene

wy; — Velocidad angular total del satélite

w — Velocidad angular del satélite en ejes fijos a este. Sus componentes son
p,q,Tr.

w, — Velocidad angular del satélite en la orbita

siendo w; = W + W, , para tener w; expresado expresado en ejes fijos al
satélite, debemos expresar w, en estos ejes. Se tiene,

We = — w, J

ya que el eje de pitch, es perpendicular al plano de la orbita al igual que ..,
luego aplicando la identidad (4.2),

W= W —we &, donde, & =|C(2,1) C(2,2) C(2,3)]

LSS S

tenemos w,; expresado en ejes fijos al satélite, por tanto sustituyendo en la
ecuacion (3.4)

dw . -
Iditt+wt/\]wt = M
IE — W, 1E+ (W — weo) NI (W —weea) =M (4.10)
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CAPITULO 4. MOMENTOS EXTERNOS EN SATELITES

aplicando la ecuaciéon 1 del Anexo I, y sabiendo que respecto de los ejes de
inercia dé,/dt = 0, se tiene

dc:

d—; = —wW A Gy , sustituyendo en (4.10)

d —
[d—zf +w. I (WA C)~+ (W — wey) AN I(W—w.cy) =M, desarrollando

i ;
T LG A LT+ we I (0 A G) — we(ad A 18 + G A TiD) + w?(E A 1) = M

dt
(4.11)

al comparar con la ecuaciéon (3.4), podemos extraer la contribucién de las
fuerzas de inercia de forma que,

—

d — —
]d—l;%—w/\Iw:M—i-Mi, stendo

M; = —w, I (A &) +we (@ A I+ A ID) —w? (@ A I&) (4.12)

Desarrollando la expresion (4.12), llegamos a la ecuacién (4.13). Esta permite
obtener las componentes del momento debido a las fuerzas de inercia, en fun-
ci6n de los dngulos tres dngulos y velocidades angulares (8, «, ¢, p, q, r)
y del pardmetro w.,.

(I = I; + 1,)C(2,3)q — (I, — I, — I3)C(2,2)r
M, =—w, |(lL—T + L)C2,1)r — (I, — I — I,)C(2,3)p
(Is — L+ 1)C(2,2)p— (I, — I, — 1,)C(2,1)q
(I; — 1,)C(2,2)C(2,3)
—w? [(I - I)C(2,3)C(2,1) (4.13)
(I — )C(2,1)C(2,2)

En las anteriores ecuaciones aparece el momento M , este momento hace ref-
erencia al par debido a todas las fuerzas externas que actiian sobre el satélite
(exceptuando las fuerzas de inercia). En este trabajo solo se considerara el
efecto del gradiente gravitacional, con lo que bastaria sustituir M por Mg,
con lo que el par total sobre el satélite sera M; + M.

Otros momentos que se pueden considerar en un satélite son el par debido
a la radiacion solar, debida a la presion que ejerce la radiacion incidente y
el debido al campo magnético. El valor de estos momentos suele ser muy
pequeno, sin embargo a lo largo de grandes periodos se produce un efecto
acumulativo que los hace significativos.
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Capitulo 5

Validacién del cédigo numeérico

En este capitulo, linealizaremos las ecuaciones que definen el compor-
tamiento de un satélite en orbita. De esta forma obtendremos una solucion
analitica con la que podremos validar el codigo numérico.

5.1. Linealizacion de las ecuaciones

Desarrollando la ecuacién vectorial (3.4) con M = Mg + M;, llegamos
al sistema de ecuaciones diferenciales (5.1). Estas nos permiten obtener las
velocidades angulares del satélite, expresadas en el sistema de ejes fijo al
cuerpo.

?Z — (1= XN)gr +w.(2—-X)C(2,3)g — wAC(2,2)r
—w2(1—N)C(2,2)C(2,3) + 3w(1 — N)C(3,2)C(3,3) =0
Z;] + (1= Npr + wAC(2,1)r —w.(2 — N)C(2,3)p (5.1)

+w?(1—N)C(2,3)C(2,1) — 3w?(1 — A\)C(3,3)C(3,1) = 0
dr

o +w.C(2,2)p — w.C(2,1)g =0

donde se ha supuesto que el satélite es esbelto a lo largo del eje k, es decir
I, = I, = I, > I3, definiéndose el pardmetro de esbeltez A = I3/1; .

Estas ecuaciones rigen el movimiento de un satélite siempre que se cum-
plan las suposiciones hechas e integrandolas somos capaces de determinar
la posicion del satélite. Por tanto son la base sobre la que trabajaremos. El
coddigo numérico integra esta ecuaciones utilizando los Parametros de Fuler.
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Para poder encontrar soluciones analiticas es necesario linealizar las ecua-
ciones. Para ello consideraremos desplazamientos muy pequenos en torno a
la posicion inicial, lo que permitird llegar a un sistema de ecuaciones difer-
enciales lineales.

Las ecuaciones (5.1) se pueden expresar en los tres angulos de Euler 8, ay ¢
sustituyendo los términos de la Matriz de Rotacién (4.1) y las velocidades
angulares p, ¢, r, por 3, ¢, ¢. La siguiente ecuacién proporciona una relacién
entre estos dos conjuntos de variables,

P 3 cos ¢ + drcos Bsin ¢
q ¢ =1 &cosfcosy— Bsinp
r Y — asin 8

Para linealizar las ecuaciones (5.1) expresadas en términos de 5, o y ¢
vamos a considerar los desplazamientos angulares 5, y o muy pequenos, de
esta forma obtenemos las siguientes ecuaciones

3 cos p + @ sing + A@[(é cos g — fsin ) — w, cos @]
+w?(1 — \)Bcos g + 3w (1 — N (asinp + Bcosy) = 0 (5.2)
v cos p — fsing — A@[(dsin ¢ + 3 cos p) — w,sin @]
—w?(1 — N\)Bsing — 3w?(1 — \)(—acosg + Bsing) =0  (5.3)
@ +wf =0
Combinando las dos primeras ecuaciones como sigue
(5.2) -sinp + (5.3) - cos
(5.3) - singp — (5.2) - cos p

obtenemos las siguientes ecuaciones

& — Apf + 3wl — Na =0 (5.5)
B+ Mo + 4w (1 — N8 =0 (5.6)

Las dos primeras ecuaciones siguen teniendo términos no lineales. En cuanto
a la tercera ecuacion podemos llegar a la conclusion de que si [ tiene un
comportamiento puramente oscilatorio entonces ¢ tendra un comportamiento
también oscilatorio sumado a un comportamiento lineal. Es decir

=W -t+4, siendo
W=cteyd~p~0
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Sustituyendo en las ecuaciones (5.5), (5.6), (5.7) obtenemos
& — AWSB + 3wl — Na=0
B4+ AWé + 4w(1 — N)B = w (W +6) .
S+ weB=0 (5.10)
Con lo que hemos llegado a un sistema de ecuaciones lineales de segundo

orden y coeficientes constantes. En la siguiente seccién resolveremos estas
ecuaciones.

5.2. Solucion de las ecuaciones

Para llegar a una solucién de las ecuaciones (5.8), (5.9), (5.10), comen-
zamos integrando directamente la ecuacién (5.10). Tenemos § = —w, [ + Cs,
por tanto sustituyendo en (5.9) tenemos siguiente ecuacién para [

B4+ AWa + w4 =308 = wAW — Cy)

Por tanto la solucién para 3 viene dada por la solucién de la parte homogénea
mas la solucién particular, siendo esta una constante, /3, , igual a

AW + Cs)

b = we(4 — 3N)

Por definicién ¢ no tiene ninguna componente lineal, es decir —w.8,+Cs = 0,
sustituyendo el valor de 3, , se tiene

AW AW

Cs = 4(1=N) by = dw, (1= N)

Las ecuaciones (5.5), (5.6), (5.7) estan caracterizadas por los pardmetros A,
w. v W, siendo A conocido a partir de los momentos de inercia principales y
w, conocido a partir del radio de la orbita. Debemos por tanto determinar V.

Integrando la ecuacién (5.7) se tiene
¢ =—wp+C, donde C, = g + wefBoy

siendo g v By las condiciones iniciales para ¢ y .

Dado que § es igual a una oscilacion mas una constante, [3,, se tiene que
la parte lineal de ¢, denominada por W, es igual a

W = _wcﬁp + SbO + wcﬁo
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sustituyendo f3,, finalmente tenemos

(1 = A)(o + wefo)

S 5V

Una vez determinados los parametros de las ecuaciones y demostrado como
la ecuacion para ¢ queda desacoplada. Buscaremos soluciones para el sistema
formado por las ecuaciones (5.11), (5.12). Estas ecuaciones se corresponden
con las de dos osciladores acoplados. Por ultimo la solucién para ¢ se obtendra
a partir de la solucién para f3.

& — AWB 4 3wl — Na =0 (5.11)
(-3

T (5.12)

B+ AW + duw? (1 - i)\) B8 = w W

Buscamos soluciones de la forma X = d - e para la parte homogénea, de

forma que tenemos
s>+ B —As a | ] O
As  s24+C| ) ay [ 10

siendo A= \W
B = 3w?(1 - )\)

2 _3)
C’—4wc<1 4)\

teniendo la ecuacién caracteristica s* + (B + C + A%)s* + BC =0

de donde obtenemos los siguientes autovalores complejos,

S1 = i?”l S9 = iT’Q
S3 = —z'rl S4 = —7:7’2
—(B+C+A2)+/(B+C+A2)2—4BC
™ = | 2 |
stendo

\/’ —(B+C+A2)—/(B+C+A2)2—4BC |
2

o =

31



CAPITULO 5. VALIDACION DEL CODIGO NUMERICO

para los que obtenemos los siguientes autovectores (evitando singularidades
para W = 0)

. 1 . A
S —ap = Ari So — Qg = (r3—B)
GEN 1

. 1 . A2
§3 = (3 =\ —Ar _; sy — =14 278
(T‘?—C) 1

Por tanto la soluciéon para o y 3 vendra dada por la siguiente combinacion
en forma vectorial

{ ¢ } = Chd e + Coldpe™ + Calze™ + Cydse™ + { 0 }

B P
La solucién para o se obtiene de la integracion de 3, luego
A Cs . A Cy .
H) = — . C st T4 sot C s3t 4 sat C
N ( -0 TR TR w-0f TR )T

donde Cj se viene dada por la condicion inicial, dp = .

Resumiendo tenemos la siguientes ecuaciones para los dngulos de Euler

a = Chett — CyNyie®t + Cyest + CyNyie®s!
B = CyNyie® 4+ Coe® — C3Nyie®™ + Cye™ + B,

C1 N C: C3N C
=W t—w,. (Heslt—2i682t+“653t—|—4'é684t) 1O
(A1 T2 1 T

siendo
)\W’/’l ) )\WT’Q

Ny =
rf —4w?(1 — 2X)’ T2 = 3w2(1— )

N, =

Podemos reescribir estas ecuaciones aplicando la identidad de euler, e =
cosz + tsinx , y sabiendo que las constantes C3 y Cj son los complejos
conjugados de C y C5 respectivamente. De esta forma la solucion para los
tres angulos de Euler «, 5 y ¢ viene dada por las siguientes ecuaciones

= Ajcos(rit + 1) + NoAgsin(rat + d2)
— Ny Ay sin(rit + 1) + Ag cos(rat + 92) + 5, (5.13)

N1 Ay

o
B
Ay
o= W-t—w, cos(rit + 01) — w.— sin(rat + d2) + Cs
)

r1
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donde las constantes Ay, Ay, C5, 1 y d2 se determinan a partir de las condi-
ciones iniciales. Cabe destacar que las constantes A;, Ay son proporcionales
al modulo de las constantes complejas C, Cy y su fase viene dada por 6y, ds.

En resumen, hemos obtenido una solucién analitica (Ec.(5.13)) para los tres
desplazamientos angulares «, 5y @, siempre que se cumpla que a y [ son
pequenos. Estas soluciones se corresponden con oscilaciones amortiguadas
para ay 3 (este amortiguamiento se traduce en un cambio de desplazamien-
to angular entre los ejes de a y ().

5.3. Validacion

Una vez definidas las ecuaciones (5.1) que definen el comportamiento del
satélite (bajo determinadas suposiciones) estamos en condiciones de integrar-
las numéricamente. Para verificar que el cédigo carece de errores, compara-
remos su solucién con la solucién analitica obtenida en la seccién 5.2. En el
apendice B podemos encontrar el codigo numérico utilizado.

Las fuerzas debidas a la rotacion del satélite en la orbita asi como las de-
bidas al gradiente de gravedad son de tipo conservativo. Es decir, no tenemos
ningiin mecanismo por el cual se disipe energia, por tanto podemos garanti-
zar que la energia cinética de rotacién permanece constante. Este hecho nos
permitira realizar una comprobacion extra.

En todas las soluciones tomaremos los valores A = 0,1 y w. = 1. Como
condiciones iniciales se consideraran desplazamientos pequenos para ag y So,
y cero para @q. Las velocidades angulares iniciales seran nulas para £y y dy.

Compararemos en tres casos diferentes, en funciéon de las condiciones ini-
ciales. Para comparar las soluciones se han se han superpuesto las soluciones
analitica y numerica en las figuras.

Caso 1: o9 =0, By =0,01, ap =0
Los desplazamientos angulares obtenidos para « y [ vienen dados por la
figura 5.1 y para ¢ por la figura 5.2. En ambos casos no se aprecia ninguna

diferencia notable entre las dos soluciones. En este caso W = 0,0097 , por
tanto A ~ 1073 | por lo que se explica que tengamos una oscilacién de am-
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plitud constante en 3 (esta oscilacién se produce alrededor de (3, ~ 3-107%)
y que « sea practicamente nulo. En cuanto al comportamiento de ¢ se cor-
responde con lo descrito en la seccion 5.2.

0.01 : A : n q
T
§ ot T UHM] T L L
|

n® orbitas

Figura 5.1: Validacion del c6digo. Caso 1. Solucién para 5(t), «(t).
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0&f 7

06| =

04t 7

nzr 7

Figura 5.2: Validacion del c6digo. Caso 1. Solucién para ¢(t).

Por ultimo vemos como la evolucién temporal de la energia cinética per-
manece constante y el sumatorio del cuadrado de los parametros es siempre
igual a la unidad (Fig. 5.3).

53.0025 1

5.002

5.0015

5.00m

5.0003

Energia cinetica rotacidn (J)
Sumatorio cuadrado parametros

4.9935 * * * * * * * *
0 20 40 a0 &l 100 a 20 40 60 i 100
n® orhitas n® orhitas

Figura 5.3: Validacion del codigo. Caso 1. Energia cinética y suma de
parametros.
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En el caso que tengamos desplazamiento inicial en « en lugar de 3, se
tiene W =0y A = 0 . Por tanto la ecuacién para a queda desacoplada y
su solucion es un oscilacion de amplitud constante. 5 se mantiene nulo, al
igual que . La solucién por tanto es similar a la anterior y no se considera
necesaria su representaciéon. No se han apreciado diferencias entre las solu-
ciones numerica y analitica. Asi mismo se ha comprobado la conservacion de
la energia de rotaciéon y que la suma del cuadro de los parametros es igual a
la unidad.

Caso 2: og=1, Bp=0, ap =0

En este caso el valor de A deja de ser nulo, por tanto se produce un efecto
de amortiguamiento entre los desplazamientos o y 5 (Fig.5.4). La oscilacién
de /3 se produce alrededor de la constante 3, = 0,027, esta a su vez determi-
na la amplitud de la oscilacién. La solucién para ¢ como ya se ha visto se
corresponde practicamente con una recta de pendiente W.

0.06 T T T T T T

Desplazamiento angular frad)

001 i i | I i i i I I i
10 20 an 40 a0 B0 70 g0 a0 100
n® othitas

Figura 5.4: Validacién del cédigo. Caso 2. Solucién para B(t), «(t).

Para que se cumpla la conservacién de la energia cinética, ha sido nece-

36



CAPITULO 5. VALIDACION DEL CODIGO NUMERICO

sario reducir el error de integracién a un orden de 1072, Por ultimo se ha
comprobado que el valor de los parametros de Euler es correcto.

Caso 3: o9 =1, 5y =0,01, ap = 0,02

En este caso la solucién es similar al anterior salvo que al introducir de-
splazamientos iniciales para « y 3, sus soluciones son del mismo orden y se
aprecia mejor el efecto del amortiguamiento. Al igual que para el resto de
soluciones se verifica la conservacién de la energia, asi como la validez para
los pardametros de euler.

0.05 T T T T T T

Desplazamiento angular (rad)

—0.o L ¢ 14 L

‘e F3 v v Ry Pt & rgeEr o

003 1 1 I I 1 1 1 1 I

n® orbitas

Figura 5.5: Validacion del c6digo. Caso 3. Solucién para 5(t), «(t).

Para las tres soluciones anteriores hemos obtenido el mismo resultado
para el calculo numérico como el analitico. Sin embargo estas soluciones
sufren una diferenciacién a lo largo del tiempo, o numero de orbitas, esta
diferencia se produce por el efecto de términos orden muy pequeno. Es decir,
para tiempos pequenos su efecto acumulativo es despreciable no siendo asi
para tiempos suficientemente largos. En la figura 5.6 podemos ver este efecto
para ¢g = 2, By = 0,01, ap = 0,02.
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0.0
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=
@

=
=
B
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I
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i
1
I

=}
o
™

Desplazamiento angular (rad)

e r——

-0.0z

170 175 160 185 190 195
n® arbitas

Figura 5.6: Validacion del cédigo. Efecto de los términos acumulativos. Solu-
ci6én para B(t), a(t).

Para tener en cuenta el efecto de estos términos es conveniente el uso de
dos escalas de tiempo para obtener la solucion. No es objeto de este trabajo
profundizar en la busqueda de soluciones validas para tiempos muy largos,
por lo que no se ha realizado dicho tratamiento a las ecuaciones.

En resumen, hemos obtenido soluciones para 3, a y ¢. Esta soluciones no
solo nos han permitido validar el c6digo numérico sino también conocer el
comportamiento de las soluciones. Estas soluciones se corresponden con os-
cilaciones, quedando caracterizadas por las frecuencias 1 y ro, en el caso de
B v a pequenos.
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Capitulo 6

Determinacion de la actitud

En este capitulo llegaremos al objetivo del trabajo, es decir, determinar
la posicién empleando la informacién de un tinico sensor de horizonte. Para
lo cual sera necesario describir el concepto de nutaciéon y su relaciéon con los
Angulos de Euler definidos en el capitulo anterior.

6.1. Nutacion

En la seccion 3.3 se determino la solucion de las Ecuaciones de Euler en
el caso de no existir momentos externos sobre el solido. De la solucién de la
Ec.(3.6), tenemos que el vector dado por wi + ng' en ejes fijos al cuerpo,
tiene modulo constante y realiza una rotacién uniforme alrededor del eje z de
velocidad angular n. Como s es un vector de modulo constante la velocidad
angular @ también tiene modulo constante y efectiia una precesion alrededor
del eje z.
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we

Angulo de nutacion '\\

wl + w2 ¥

Figura 6.1: Representacion del angulo de nutacion

Definimos como nutacion al angulo que forma el eje de rotacién, dado por
Wy el eje z (ver Fig.6.1). En el caso de tener un cuerpo sometido a momentos
externos aparece un cabeceo o desplazamiento angular del eje z y el eje de
rotaciéon ya que el angulo de nutacién no se mantiene constante en el tiempo.

En nuestro caso de un satélite en orbita, podemos expresar la velocidad an-
gular, w, en los ejes de referencia roll, pitch y yaw. De forma que definimos
la nutacion como el desplazamiento angular entre el eje de yaw y el eje de
rotacion.

Eligiendo la siguiente secuencia de giros: una rotacion 6 en torno a yaw,
seguido de una rotacién v alrededor de roll y por ultimo una rotaciéon i en
torno a yaw. La matriz de rotacién viene dada por A = C3(0) - C1(7) - C3(v),
de esta forma el angulo de nutacion viene dado por ~. Expresando A de for-
ma completa, tenemos

cosf cost —sinfcosysiny —cos@siny —sinfcosycosy  sinfsin~y
A = |sinfcosy + cosfcosysiny —sinfsiny 4 cosfcosycosy — cosfsiny

sin 7y sin sin 7y cos ¢ cos 7y
(6.1)

El hecho de que exista la nutacion implica que la senal que obtenemos de
los sensores de posicion no sea un valor constante, sino que se produce una
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variacion en el tiempo. Este fenémeno resulta muy interesante ya que nos
permite obtener el valor de la nutacion a partir de la medida de un sensor,
permitiendo por tanto obtener uno de los tres angulos de Euler, que de otra
manera seria imposible obtener ya que no es posible medir la variacién de los
angulos de Euler.

6.2. Obtencion de los angulos de Euler

Definido el angulo de nutaciéon y la matriz de rotacion A. Podemos rela-
cionar la nutacién, v con los dngulos a y 3 definidos en la seccién 4.1. Para
ello resulta util comparar términos de las matrices C y A. De esta forma
tenemos

cosy = cosa - cosf3

de forma que para oy [ pequenos se tiene
v =a® + f? (6.2)

Lo que implica que podemos determinar el angulo de nutaciéon del satélite
una vez conocida la solucién dada por la ecuacién (5.13).

Nuestro interés reside en la operacién inversa, es decir, una vez conocido
el desplazamiento angular v determinar los desplazamientos angulares a y .
De esta forma quedaran determinados los tres dngulos de Euler, ya que como
vimos en la seccion 5.2, el desplazamiento angular ¢ queda determinado una
vez conocido .

Conocida la nutacion el problema reside en obtener por separado la solu-
ciéon para a 'y [, ya que solo disponemos de una ecuacién para relacionar los
tres desplazamientos angulares. Para ello resulta conveniente apoyarse en la
forma de la solucién analitica obtenida en el seccién 5.2.

La solucion analitica de los dngulos de euler a0 y [ viene dada por la combi-
nacién de oscilaciones de frecuencias r1 y ro v de las constantes 01, do, A1 v Ay
que se determinan por medio de las condiciones iniciales. Luego la nutacion,
v, quedara a su vez definida por oscilaciones de frecuencias 1 y 7.

Por otra parte sabemos que el anélisis de Fourier nos permite expresar una
determinada funcién (en nuestro caso la senal obtenida para la nutacion),
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f(t), como sigue

Ao

By + Z [A; cos(iwt) + B;sin(iwt)], donde

f(t) =
A; = ;+ /t v(t) cos(iwt)dt

2
— —|—/ ) sin(iwt)dt

siendo w la frecuencia fundamental y iw sus armoénicos

quedando la funcién descompuesta en suma de oscilaciones puras para las
frecuencias fundamentales y sus armoénicos. En nuestro caso la senal adquirida
para la nutacién se puede expresar de forma analitica utilizando la Ec.(6.2),
de esta forma tenemos

A%(1 — N} A%(1 — N
2 = (2> <22) cos(2rat + 202)
+ Ay Ay(Ny — Ny)sin[(ry +71)t + (02 + 61)]
+ AlAQ(Ng + Nl) Sin[(”/’z — Tl)t -+ ((52 — 51)]
— 208,N1 Ay sin(rit + 61) + 28, Az cos(rat + 02)
A2(1+ N}) N A%(1+ N3)
2 2

cos(2rit + 201) +

+ 62+

Por tanto para 72 tenemos oscilaciones puras para las frecuencias angulares
1, T9, 211, 219, (11 +12) v (12 — r1). Por tanto un anélisis de Fourier de 2
nos permite determinar las constantes que definen las condiciones iniciales
para a'y [3.

En efecto, conocidas las amplitudes para cada frecuencia podemos deter-
minar A; y As, v conocidos los desfases podemos determinar d; y ds.

Una forma de determinar la amplitud de las oscilaciones es realizando un
analisis espectral. Este analisis nos proporcionara la potencia de densidad
espectral para cada frecuencia. Esta potencia es proporcional al cuadrado
de la amplitud de las oscilaciones. Por tanto sera necesario que del andlisis
espectral seamos capaces de distinguir las seis frecuencias de oscilacion. Una
vez identificadas, el valor relativo de la potencia de densidad espectral para
cada frecuencia nos permitird a su vez determinar el valor relativo de las
amplitudes.
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Es decir, si llamamos por Pxxy, Pxxs, Prxs, Prxy, Prrs v Prrg a las
potencias de densidad espectral del analisis espectral para rq, r9, 2171, 2rs,
(ro +11) y (r2 — r1) respectivamente. Podemos obtener A; y As como sigue

4BpN1 Pl‘ﬂfg
Al = 5
(1—-N7) \ Pxxy
43, Pzxz,
AQ — 2 .
(1-N3) \ Pz,
Conocidos Ay y As, los desfases d; y 02 se obtienen evaluando la expresion

analitica para 72 para cualquier 6; y d y comparando con el valor conocido
de ~2.

6.3. Ejemplos

Con el fin de poder comprobar el método propuesto realizaremos varias
ejemplos. En estos ejemplos se considerara conocida la nutacién, que obten-
dremos a partir de la soluciéon proporcionada por el c6digo numérico. Partien-
do de estd, realizaremos el andlisis espectral y de esta forma determinaremos
las constantes Ay, Ay, d; v 02 que permiten obtener a y [.

En total consideraremos cinco casos diferentes. En todos ello mantendremos
las condiciones iniciales oy = 0,02 y By = 0,01 fijas. Variando por tanto la
velocidad angular inicial en torno a yaw, ¢, el parametro de esbeltez A y el
radio de la orbita (siendo w. = G + Meartn/ R3).

El analisis espectral se realizara utilizando la funciéon pwelch integrada en
Matlab. Esta funcién permite obtener un periodograma utilizando el método

de Welch.

A continuacién se muestran los espectros obtenidos para cada caso. En todos
ellos se han numerado los picos de potencia espectral para cada frecuen-
cia utilizados, siguiendo el orden ascendente 1 (1), 7o (2), 21 (3), 21y (4),

(ro+71) (5) y (r2 — 1) (6).
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Caso 1: A\=0,1, p=1, w. =1

Potencia densidad espectral

Figura 6.2: Anélisis espectral nutacién. ¢ =1, A=0,1, w. =1 .

Caso 2: A=0,1, p=5, w.=1

Potencia densidad espectral

Figura 6.3: Anélisis espectral nutaciéon. ¢ =5, A =0,1, w. =1 .
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Caso 3: A\=05,9p=1, w. =1

2

Figura 6.4: Anélisis espectral nutacién. g =1, A=0,5, w. =1 .

Caso 4: A\=0,1, p=1, w.= 0,6

T
2

Figura 6.5: Anélisis espectral nutacién. ¢ =1, A = 0,1, w. = 0,6 .
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Caso 5: A=0,1, p =5, w. = 0,6

Potencia densidad espectral

Figura 6.6: Anélisis espectral nutacién. o =5, A =0,1, w. = 0,6 .

En estos cinco ejemplos se comprueba como obtenemos seis componentes
para 2 tal como se habia descrito analiticamente. Una vez obtenidos los

valores de potencia espectral podemos encontrar la solucion para los dngulos
de Euler.

De esta forma para el primer ejemplo (Caso 1) tenemos las siguientes fig-
uras donde se representan los angulos de Euler o y § obtenidos mediante el
andlisis espectral (en linea discontinua) superpuestos con la solucién obtenida
de forma numérica.
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Desplazamiento angular (rad)

0,025 T T T T T T T T T

0,02

0,010 |

0,01 ¢

0,005 |-

-0, 005

-0,01

-0, 015 m

=002 F

_[:] p [:]25 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 = B0 w00 120 140 180 180

Orbitas

Figura 6.7: Andlisis espectral: Desplazamiento angular «
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0,05 T T T T T T T T T

0,045 i

0,04 1

0,035

0,03 | i | Il

0,075 | ! I

0,02 I

Desplazamiento angular (rad)

0,015 |

0,01

0‘005 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 = B0 00 120 140 1B0 180 200

Orbitas

Figura 6.8: Anélisis espectral: Desplazamiento angular
Para el resto de casos las figuras obtenidas son similares, por lo que no
se considera necesaria su representacion.
Por ultimo representamos el analisis espectral en un caso extra donde el

método pierde validez, en este caso el andlisis espectral obtenido es el sigu-
iente,
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Potencia densidad espectral

1 10 10
Frecuencia angular (rad/s)

Figura 6.9: Anélisis espectral nutacién. gg =5, A =05, w. =1 .

En este caso el periodograma obtenido no sigue la estructura prevista, esta
falta de correspondencia se debe a que los valores que toman los Angulos
de Euler o y 8 dejan de ser pequenos (ver Fig.6.10) y por tanto la solucién
analitica pierde validez.

Desplazamiento angular (radsz)

I I I 1 I
Q 20 40 [Sia] a0 100 120 140 160 180 200
Orbitas

Figura 6.10: Analisis espectral: Desplazamiento angular o y 3
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Este ultimo ejemplo demuestra que la validez del método propuesto que-
da restringida a aquellas situaciones en que « y [ se mantengan en valores
pequenos. Dado que el objetivo perseguido es el de mantener al satélite apun-
tando a la Tierra de forma estable es una buena suposicién que los valores
toman estos desplazamientos angulares son pequenos.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1. Conclusiones

El objetivo perseguido en este trabajo era conseguir establecer un método
de calculo que permitiese determinar la actitud de un satélite orbitando la
Tierra y apuntando hacia esta. Utilizando para ello un tinico sensor de hori-
zonte.

En primer lugar nos hemos encargado de analizar los diferentes sensores que
existen para determinar la actitud en sensores. Esto nos ha permitido situ-
ar el problema, asi como ver las diferentes soluciones posibles. En concreto
para nuestro caso de interés se ha visto como el uso de sensores de horizonte
resulta conveniente.

Para poder entender el problema, se ha realizado un estudio de las ecuaciones
basicas que determinan la fisica del problema. Asi mismo se han definido vari-
ables bésicas para la determinacion de la actitud, como los angulos de Euler.
Para lo cual no se ha tenido en cuenta efectos caracteristicos que aparecen
en la dindmica de satélites. De esta forma hemos introducido un nucleo con-
sistente en el codigo numérico de resolucion.

Generado este nucleo, se han analizado los efectos mas importantes que apare-
cen en un satélite en orbita alrededor de la Tierra. Lo efectos ha considerar
ha sido los momentos de inercia provocado por los efectos del gradiente grav-
itacional y los debidos a las fuerzas de inercia del satélite. Despreciando para
ello efectos como el de la presion radiacion solar.

Completadas las ecuaciones, se ha obtenido el codigo numérico final. Para
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poder validar este codigo, se ha buscado una solucién analitica. Esta solu-
cion ha sido posible obtenerla realizando una serie de simplificaciones que
nos permita llegar a un sistema lineal. En concreto se han considerado de-
splazamientos angulares pequenos, que sera cierto siempre que tengamos un
satélite estabilizado. De esta forma nos hemos asegurado tanto de tener un
c6digo fiable como de tener una solucién analitica que sera la base para llegar
a nuestra meta.

Por ultimo se ha realizado un estudio para demostrar como es posible obtener
informacion suficiente de un sensor de horizonte para determinar la actitud.
Para lo cual se ha introducido el concepto de nutacién y como afecta a los
valores de la senal obtenida por los sensores. Con todo ello se ha establecido
un método que permite determinar la actitud del satélite utilizando para ello
la informacién proporcionada por un tnico sensor de horizonte. Este méto-
do se basa en el analisis en frecuencia de la senal obtenida por el sensor, y
compararla con la solucion analitica conocida para el satélite.

En resumen, hemos obtenido un método que permite obtener determinar
la actitud del satélite con un solo sensor. Actualmente como se ha visto en
el capitulo 2 los satélites van provistos de varios de estos sensores, obtenién-
dose datos suficientes para una determinacion precisa de la actitud. Por lo
que una aplicacion de este método podria ser la de apoyar en la determi-

nacion de actitud en el caso de tener capacidad de computacién disponible a
bordo.

7.2. Trabajo futuro

Para continuar este trabajo seria conveniente aumentar el nivel de detalle
haciendo posible determinar la actitud del satélite con mayor precision.

Los futuros puntos sobre los que trabajar serian:

= Introducir la geometria eliptica de una orbita real. Afectando principal-
mente al calculo de los momentos de inercia externos sobre el satélite.

= Resolver las ecuaciones haciendo uso de dos escalas de tiempo. De forma
que la solucién sea valida para cualquier nimero de orbitas al tenerse
en cuenta los efectos acumulativos de términos de las ecuaciones que
para tiempos pequenos son despreciables.

s Considerar la oblicuidad de la tierra. Para lo cual resulta interesante el
uso de un sensor de horizonte extra
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Asimismo queda pendiente la realizacién de un sistema de control para man-
tener el satélite apuntando a la Tierra.
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Apéndice A

Cdédigo numérico para el
movimiento libre

clear
%DURACION DE LA SIMULACION
tfinal = 7.41;

%COMPONENTES PRINCIPALES MATRIZ DE INERCIA
I1 = 10;

I2 = 5;

I3 = 1; lambda=I3/11;

%CONDICIONES INICIALES(velocidades angulares y angulos)
p=3;9=2;r=1;
alpha0 =0; betal0 =0; gammaO =0;

%CONDICIONES INICIALES(parametros de Euler)
%Se ha elegido para ello la matriz de secuencia 2, 1, 3.
%Calculo de parametros iniciales a partir de los &ngulos de euler

c110=cos(alpha0) *cos (gamma0) -sin(alpha0) *sin(betal) *sin (gammaO) ;
c120=cos(alpha0)*sin(gamma0)+sin(alpha0)*sin(betal) *cos (gammaOl) ;
c130=-sin(alpha0)*cos(betal) ;

c210=-cos(betal) *sin(gamma0) ;

c220=cos(beta0)*cos (gammaO) ;

c230=sin(betal);

c310=sin(alpha0)*cos (gamma0) +cos (alpha0)*sin(betal) *sin (gammaOl) ;
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c320=sin(alpha0)*sin(gammal)-cos(alpha0)*sin(betal) *cos (gammaOl) ;
c330=cos (alpha0)*cos(beta0) ;

etal0 = 0.5%(1+c110+c220+c330)°0.5;

eps10 = (c230-c320)/ (4xetal);
eps20 = (c310-c130)/(4*etal);
eps30 = (c120-c210)/(4*etal);

%RESOLUCION MEDIANTE ODE45 (ECUACIONES DEFINIDAS EN ECS.M

[tout,yout] = oded45(Qecs, [0 tfinall,[p q r epsl0 eps20 eps30 etald I1 I2 I3],...

odeset (’abstol’, 1le-12, ’reltol’, 1le-12));

function dy = ecs(t,y)
dy = zeros(10,1);

%ECUACIONES DE EULER PARA LAS VELOCIDADES ANGULARES Y(1), Y(2), Y(3)

dy (1) = (1/y(8))*(-y(2)*y(3)*(y(10)-y(9)));
dy(2) = (1/y(9))*(-y(1)*y(3)*(y(8)-y(10)));
dy(3) = (1/y(10))*(-y (1) *y(2)*(y(9)-y(8)));

%ECUaCIONES DIFERENCIALES PARA LOS PARAMETROS DE EULER

dy(4) = 0.5%x(y(B)*xy(3) - y(B)*xy(2) + y(7)*y(1));
dy(5) = 0.5%(y(6)*y(1) - y(4)*xy(3) + y(7)*y(2));
dy(6) = 0.5%(y(4)*y(2) - y(B)*xy(1) + y(7)*y(3));
dy(7) = -0.5%x(y(4)*xy(1) + y(B)xy(2) + y(6)*y(3));

Calculo de los Angulos de euler a partir de los pardmetros de Euler:

%EXTRAEMOS LOS PARAMETROS DE LA SOLUCION DADA POR ODEECS.M
epsl = yout(:,4); eps2 = yout(:,5); eps3 = yout(:,6);
eta yout (:,7);

%CALCULO DE LOS TERMINOS DE LA MATRIZ DE ROTACION C

cll = 1-2.x(eps2.72+eps3.72); cl2 = 2.*(epsl.*eps2+eta.*eps3);
c13 = 2.%(epsl.*eps3-eta.*eps2);
c21 = 2.*(eps2.xepsl-eta.*eps3); c22 = 1-2.*(eps3. 2+epsl."2);
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c23 = 2.*(eps2.*eps3+eta.*epsl);
c31 = 2.%(epsl.*eps3+eta.*eps2); c32 = 2.x(eps3.*eps2-eta.*epsl);
c33 = 1-2.x(epsl. 2+eps2.72);

%COMPARANDO CON LA MATRIZ PARA C2%C1*C3 OBTENEMOS LOS ANGULOS DE EULER

alpha = atan(-c13./c33);
beta = asin(c23);
gamma = atan(-c21./c22);
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Apéndice B
Cdédigo numérico completo

clear
caso=’casob’;
%DURACION DE LA SIMULACION
tfinal = 200;
%COMPONENTES PRINCIPALES MATRIZ DE INERCIA MATRIZ DE INERCIA
I1 = 10;
I2 = 10;
I3 =1;
%CONDICIONES INICIALES(velocidades angulares y &angulos)
dalphadtO = 0; dbetadtO = 0; dphidtO =5;
alpha0 = 0.02;
beta0 = 0.01;
phiO = 0;
%Velocidad en la orbita([wc] = [1/s])
mu=3.986*10714; Rc=10"5;
we=(mu/(Rc~3))"0.5;
Ywe=1;
lambda=I3/I1;
W=(1-lambda) * (dphidtO+betal*wc) /(1-0.75%1lambda) ;

pO=dalphadtO*cos(betal)*sin(phi0)+dbetadtO*cos(phiO) ;
q0=dalphadtO*cos(betal)*cos(phiO)-dbetadtO*sin(phiO) ;
rO0=dphidtO-dalphadtO*sin(betal) ;

%CONDICIONES INICIALES(parametros de Euler)
%Calculo de parametros iniciales a partir de los &angulos de euler

cli=cos(alpha0)*cos(phi0O)+sin(alpha0)*sin(betal)*sin(phi0) ;
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c12=cos(betal)*sin(phi0) ;
c13=-sin(alpha0)*cos(phiO)+cos(alphal) *sin(betal)*sin(phiO) ;

c21=-cos(alpha0)*sin(phiO)+sin(alphal) *sin(betal)*cos(phiO) ;
c22=cos(betal) *cos (phi0) ;
c23=sin(alpha0)*sin(phi0)+cos(alpha0)*sin(betal)*cos(phi0) ;

c31=sin(alpha0)*cos(beta0l) ;
c32=-sin(betal) ;
c33=cos(alpha0)*cos(beta0) ;

eta = 0.5%(1+c11+c22+c33)70.5;
epsl = 0.25%(1/eta)*(c23-c32);
eps2 = 0.25%(1/eta)*(c31-c13);
eps3 = 0.25x(1/eta)*(c12-c21);

wl1l0=pO-wc*cl2;
w20=q0-wc*c22;
w30=r0-wc*c32;

%RESOLUCION MEDIANTE ODE45

[tout,yout] = oded45(Qecs, [0 tfinall, [p0 qO0 rO epsl eps2 eps3 eta Il I2 I3 wcl,..

odeset (’InitialStep’,9.9520e-04, ’MaxStep’,9.9520e-04));
Y%odeset (Pabstol’, le-12, ’reltol’, le-12));

function dy = ecs(t,y)

dy = zeros(11,1);

cl2 = 2x(y(D)*y(5)+ y(6)*y(7));
c22 =1 - 2x(y(6)72+y(4)72);
c32 = 2x(y(6)*y(5)-y(4) *xy (7)) ;
c13 = 2x(y(4) xy(6)-y(B)*xy(7));
c23 = 2x(y(58)xy(6)+y(4)xy(7));
c33 =1 - 2x(y(4)"2+y(5)72);

dy(1) = (1/y(8))*(-y(2)xy(3)*(y(10) -y (9)) -y (11) ¥y (2) *c32* (y (8) -y (10)+y (9) )+ ...

y(11)xy (3) *c22* (y (8) -y (9) +y (10) ) -y (11) "2%c22%c32x (y (10) -y (9) )+ ...
3y (11) "2%c23%c33* (y (10)-y(9)));

dy(2) = (1/y(9))*(-y (1) *y(3)*(y(8)-y(10)) -y (11)*y(3)*c12x(y(9)-y(8)+y(10))+ ...

y (11)*y (1) *c32% (y (9) -y (10) +y (8) ) -y (11) "2xc12%c32x (y (8) -y (10))+ ...
3xy (11) "2+c13%c33*(y(8) -y (10)));
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dy(3) = (1/y(10))*x(~y(1)*y(2)*(y(9) -y (8)) -y (11)*y (1) *c22x (y (10) -y (9 +y(8))+. ..
y(11)xy (2) *c12x (y (10) -y (8) +y (9) ) -y (11) "2%c12*%c22+ (y (9) -y (8))+ ...
3%y (11) ~2%c13%c23*(y(9)-y(8)));

dy(4) = 0.5%(y(B)*y(3)-y(6)*y(2)+y(7)*y(1));
dy(5) = 0.5%(y(6)*y(1)-y(4)*y(3)+y(7)*y(2));
dy(6) = 0.5%(y(4)*y(2)-y(B)*xy(1)+y(7)*y(3));
dy(7) = -0.5%(y(4)xy(1)+y(5)*y(2)+y(6)*y(3));

Calculo de la solucién analiticas:

%CONSTANTES
betaRB=lambda*W/ (4*wc*(1-lambda)) ;
Cdelta=lambdax*W/(4*(1-lambda)) ;

A=Wxlambda;

B=3*wc~2*(1-lambda) ;
C=4*wc~2*(1-0.75*1lambda) ;

%AUTOVALORES

b=(B+C+A"2);

ri=abs ((0.5*(-b+(b~2-4%B*C)~0.5))~0.5);
r2=abs ((0.5*%(-b-(b"2-4*B*C)~0.5))"0.5);

Ni=(A*r1)/(r172-C);
N2=(A*r2)/(r272-B);
%CALCULO DE CONDICIONES INICIALES
M=[-r1l 0 0 N2x*r2;

-N1 0 0 1;

0 Nixrl r2 0;

0O 1 N2 0];
N=[0; (betaO-betaRB)/2; 0; alpha0/2];

x=M\N;

deltal=atan(x(1)/x(2)); delta2=atan(x(3)/x(4));
cl=(x(1)+x(2))/(sin(deltal)+cos(deltal));
c2=(x(3)+x(4))/(sin(delta2)+cos(delta2));
c5=phiO+(2*wc*N1*cl/r1)*cos(deltal)+(2*wcxc2/r2)*sin(delta?2);

%0BTENCION DE LOS ANGULOS DE EULER Y REPRESENTACION
alpha_anl=2xcl*cos(rlxtout+deltal)+2xN2*c2*sin(r2*tout+delta?2);
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beta_anl=-2*N1*cl*sin(rlxtout+deltal)+2xc2*cos(r2xtout+delta2)+betaRB;
phi_anl=Wkxtout-(2*wc*N1*cl/r1)*cos(ri*xtout+deltal)...
-(2*%wckxc2/r2) *sin(r2*xtout+delta2)+c5;

plot(tout*wc,beta_anl,’m’,tout*wc,alpha_anl,’c’,’LineWidth’,2)
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