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Resumen

Los modelos en tiempo continuo de la estructura temporal de los tipos de interés
suponen que los tipos de interés evolucionan de modo continuo a lo largo del tiempo.
Este tipo de modelos se divide eﬁ dos categorias: modelos enddgenos, que suponen
la, existencia de unas variables de estado que mueven la estructura temporal y mode-

los exégenos que toman la estructura temporal como dada. El objetivo principal del

-
presente trabajo es desarrollar nuevos modelos (endégenos) en tiempo continuo, estu-"7 .

diar sus propiedades tedricas en relacién con la modelizacién de los tipos de interés,

proceder a la valoracién de activos derivados y estudiar su comportamiento empirico.”

En primer lugar, se propone un proceso de difusién con saltos./Se desarrolla un
método basado en diferencias finitas que permite la valoracién de activos derivados
(tanto de tipo europeo como americano) y se propbne una técnica econométrica para
:dentificar los instantes en que se producen los saltos. Ambos métodos :;on\aplicados a

/
datos del mercado interbancario espafiol y se analiza la relacién entre los saltos y las
intervenciones de la autoridad monetaria. A continuacién se propone un Suevo modelo
de dos factores el tipo de mteres a largo plazo y el diferencial de tipos de interés
(spread). Se obtienen expresmnes cerradas para el precio de bonos y de diversos tipos de
opciones. Tras comprobar el buen comportamiento empirico de este modelo, se‘analizan
sus propiedades en relacién con la gestion del riesgo de tipos de interés mediante la

presentacién y aplicacién de unas nuevas medidas de “duracién generahzada”/

k



Resumen

El capitulo uno contiene una revisién de los modelos en tiempo continuo mas uti-
lizados para el anélisis de la estructura temporal de los tipos de interés. Se describen
los principales supuestos e implicaciones de dichos modelos asi como las ventajas e
inconvenientes que presentan su aplicacién a la valoracion-de activos derivados y su
comportamiento empirico. Las aportaciones originales que se desarrollan en esta tesis

doctoral se exponen en los capitulos dos, tres y cuatro.

En el capitulo dos se \presenta un modelo de un tnico factor para la estructura
temporal./ El principal supuesto de este modelo es que el tipo de interés instantdneo
sigue un proceso de difusién con saltos. El andlisis empirico se realiza con tipos de
interés del mercado interbancario espafiol y sugiere que el modelo de difusion con
saltos explica mejor la evolucién de los tipos de interés que el modelo de difusién
pura. Se exploran algunas implicaciones econémicas de la actividad de saltos mediante
wn andlisis de los cambios en el tipo de intervencién del Banco de Espafia. Como
resultado, se concluye que algunos, aunque no todos, de los saltos se relacionan con las

intervenciones de la autoridad monetaria.

Ademds, se valoran activos que dependen de los tipos de interés (bonos y opciones)
tanto de tipo europeo como americano mediante un metodo que se basa en diferencias
finitas, el cual nos permite trabajar con las ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales que se derivan al partir de un modelo de difusién con saltos. La existencia de
saltos afecta en gran medida a la valoracién de bonos y de opciones de compra y se
comprueba que se produce una infravaloracién si no se tienen en cuenta los saltos. Sin

embargo, la valoracién de opciones de venta presenta ciertas indeterminaciones.

En el capitulo tres se \propone un nuevo modelo de dos factores que extiende la
\ .
literatura previa basada en este tipo de modelos. El principal supuesto que realiza este

modelo es que el precio de los bonos al descuento libres de riesgo es funcién de dos



Resumen

variables de estado y del tiempo al vencimiento.’ Las variables de estado empleadas
son el tipo de interés a largo plazo y el diferencial de tipos de interés (spread), que es
igual a la diferencia entre el tipo de interés (instantédneo) a corto plazo sin riesgo y el

tipo de interés a largo plazo.

Suponiendo que ambos factores siguen un proceso Ornstein-Uhlenbeck, se obtiene
una ecuacién general de valoracién de bonos cuya solucién analitica nos proporciona
el precio de bonos cupdn-cero con cualquier vencimiento. También se obtiene una
expresién cerrada para el precio de diversos activos derivados: opciones europeas sobre
bonos al descuento y sobre bomos, caps, floors, collars, swaps, swaptions, opciones

binarias y opciones compuestas.

Para el perfodo muestral considerado, 1991-1993, se comprueba que los precios de
mercado del riesgo asociados a las variables de estado son positivos y significativamente
diferentes de cero. Finalmente, se analiza el comportamiento empirico de este modelo
en comparacién con un modelo unifactorial que supone que la dnica variable de estado
relevante es el tipo de interés a corto plazo. La principal conclusién es que, inde-
pendientemente de los estadisticos empleados, de los subperfodos analizados o de los
vencimientos considerados, la evidencia empirica sugiere que el modelo de dos factores

es més adecuado (tanto para estimar como para predecir) que el modelo unifactorial.

Finalmente, en el capitulo cuatro se analiza una aplicacién del modelo desarrollado
en el capitulo anterior, en concreto, la gestién del riesgo derivado de los tipos de interes?
El riesgo de tipos de interés se relaciona con los cambios que puede presentar la curva
de rentabilidades. Asi, tenemos el riesgo de mercado (market risk) que se deriva de
cambios paralelos en dicha curva mientras que el riesgo de curva de rentabilidades (yield

curve risk) se debe a cambios en la pendiente y/o en la curvatura de esta curva.

Con el propésito de gestionar este tipo de riesgo, este capitulo presenta y aplica
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unas nuevas medidas de “duracién generalizada”. Dichas medidas se basan en el mo-
delo bifactorial presentado en el anterior capitulo y permiten paliar las limitaciones
asociadas a las medidas convencionalmente empleadas. Estas medidas de “duracién
generalizada” son utilizadas para el célculo de los ratios de cobertura. Dichos ratios
nos permiten inmunizar una cartera de bonos mediante el empleo de opciones sobre
bonos. Asf mismo, se describe cémo se puede utilizar esta medida para gestionar el
riesgo derivado de los tipos de interés ante cambios (paralelos y/o en la pendiente) en

la curva de rentabilidades.

Finalmente, se presenta un ejemplo numérico que ilustra cémo las medidas defnidas
en este capitulo pueden, efectivamente, paliar las limitaciones asociadas a técnicas con-
vencionales previamente empleadas en la literatura. Analizando tres posibles cambios
en la curva de rentabilidades (un cambio paralelo y dos tipos de cambios de pendiente),
se comprueba que las nuevas medidas de “duracién generalizada” si informan de modo
adecuado sobre el comportamiento futuro de una cartera ante estos tipos de cambios
en la curva de rentabilidades. Como consecuencia estas nuevas medidas de “duracion
generalizada” pueden ser un instrumento {itil para la gestién de carteras de renta fija:
independientemente de la variacién (y del cambio) que experimentan los tipos de in-
terés, las caracterfsticas relevantes para determinar el comportamiento futuro de una
cartera de renta fija son las medidas de “duracién generalizada” y las expectativas
sobre la direccién de los movimientos futuros (subida o bajada) de los tipos de interés.
Asi, entre dos carteras alternativas en las que coinciden las medidas de “duracién ge-
neralizada” respecto al spread y al tipo de interés a largo plazo, la cartera con menor
(mayor) “duracién generalizada” respecto al tipo de interés a corto plazo siempre serd
preferible cuando los tipos de interés suban (bajen). Por tanto, en funcién de las ex-
pectativas sobre el cambio futuro (subida o bajada) de los tipos de interés, se debe

elegir la cartera correspondiente (con menor o mayor “duracién generalizada” respecto
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al tipo de interés a corto plazé). Més atin, la rentabilidad adicional que se obtiene en
cada caso es monétona respecto a la magnitud del cambio que se ha producido en la

curva de rentabilidades.

Las principales contribuciones que aporta este trabajo se pueden resumir en los

siguientes puntos:

e Proponer un proceso de difusién con saltos para el tipo de interés instantaneo
y una técnica econométrica para identificar los instantes en que se producen los
saltos.

e Analizar la relacién existente entre la evolucién temporal de los tipos de interés
del mercado interbancario espafiol y las intervenciones de la autoridad monetaria.

e Valorar activos derivados (de tipo europeo y americano) mediante una técnica de
diferencias finitas y analizar la influencia de la existencia de los saltos identificados
en la evolucién temporal de los tipos de interés sobre dicha valoracion.

e Proponer un nuevo modelo de dos factores de la estructura temporal de los tipos
de interés.

o Obtener expresiones analiticas, partiendo de los supuestos realizados por este
nuevo modelo, para el precio de una serie de activos derivados.

¢ Comprobar el buen comportamiento empirico del nuevo modelo bifactorial que
se ha presentado en relacién con un modelo alternativo.

o Presentar y aplicar unas nuevas medidas de “duracién generalizada” que ayudan
a paliar las limitaciones de la duracién convencional.

e Utilizar estas nuevas medidas para el célculo de los ratios de cobertura, los cuales
permiten la inmunizacién de una cartera de bonos mediante opciones sobre bonos.

¢ Obtener condiciones bajo las cuales es posible conocer el comportamiento futuro
de una cartera de renta fija ante cambios paralelos y/o en la pendiente de la curva

de rentabilidades.



AGRADECIMIENTOS

Quiero agradecer, en primer lugar, al profesor Juan Ignacio Pena por su inestimable
ayuda y apoyo constante durante 1a realizacién de este trabajo. También quiero expre-
sar mi agradecimiento a los miembros del Departamento de Economia de la Empresa de
la, Universidad Carlos 111 de Madrid que han puesto a mi disposicién todos los medios
necesarios para realizar este trabajo. Mencién especial merecen José Ramén Berren-
dero, Ignacio Fraile, Santiago Mira, Marta Moreno v Gregorio Serna por las horas de

conversaciones v trabajo que hemos compartido.

Los comentarios recibidos de los participantes en el 1994 European Financial As-
sociation Doctoral Tutorial, 2nd y 3rd Chemical Bank-Imperial College Conference,
XXI Simposio de Analisis Econdmico, 4th Banque Nationale de Paris-Imperial College
Conference, 6th European Financial Management Association Meeting y en las work-
shops celebradas en la Universidad Carlos III de Madrid y Universitat Pompeu Fabra
de Barcelona asi como las conversaciones mantenidas con Michele Boldrin, Christian
Dunis, Javier Estrada, Soledad Nufiez, Stefan Pich‘ler, Esther Ruiz y Marliese Uhrig
han servido para mejorar versiones preliminares de los resultados que se recogen en

esta tesis.

Agradezco especialmente a Pedro Delicado y Xavier Freixas su hospitalidad cuando
visité la Universitat Pompeu Fabra de Barcelona. En dltimo lugar, aunque no en im-
portancia, agradezco a mis hermanos M¢ Elisa, M® Teresa, Jests Antonio y M* Dolores

su paciencia, su comprensién y su entusiasmo.

Getafe, Agosto de 1997.



Capitulo 1

Introduccién a la modelizacién en tiempo continuo

de la estructura temporal de los tipos de interés

1.1 Introduccién

La modelizacién de la curva “tipo de interés-plazo” y su evolucién temporal es un
aspecto fundamental para entender el funcionamiento de una economia dado el impor-
tante papel que tienen los tipos de interés en la transmisién de los movimientos del
sector monetario al sector real. Esta modelizacién se puede hacer desde una perspec-
tiva macroeconémica (considerando, por ejemplo, las implicaciones de diversas politicas
econdmicas o monetarias sobre los diferentes agentes econdmicos) o desde una teorfa

basada en los mercados financieros.

Desde el punto de vista de los mercados financieros, que es el empleado en esta
tesis, el valor de los activos financieros debe reflejar el nivel de los tipos de interés asi

como las previsiones del mercado sobre la evolucién futura de dichas variables.

El marco de trabajo en el que se encuadra la presente tesis es la estructura tem-

poral de los tipos de interés, la cual establece la relacién entre los tipos de interés

11



1.1. Introduccién 12

proporcionados por activos libres de riesgo y sus diferentes plazos'. La explicacién de
esta estructura temporal nos ayuda a establecer la relacién entre el tipo de interés y
el plazo, a extraer informacién sobre la economia y a predecir cambios en las variables

que afectan a la curva de rentabilidades.

Dentro de este marco, vamos a emplear los modelos en tiempo continuo. El principal
supuesto que realizan estos modelos es que los tipos de interés evolucionan de modo
continuo a lo largo del tiempo. Dentro de estos modelos, siguiendo el enfoque. de

Moraleda (1997), podemos distinguir dos categorias:

e Modelos enddgenos de la estructura temporal. Este tipo de modelos realiza una
serie de supuestos sobre las variables de estado que mueven la estructura temporal
de tipos de interés y sébre el proceso estocdstico que siguen dichas variables. A
partir de los supuestos realizados, se intenta explicar la estructura temporal de
los tipos de interés. Dicha estructura temporal estd totalmente determinada por
el valor de los pardmetros del modelo y es, por tanto, una variable endégena
de dicho modelo. Ejemplos de estos modelos son Vasicek (1977), Brennan and
Schwartz (1980) y Cox, Ingersoll and Ross (1985a, b) (CIR, de ahora en adelante).

e Modelos exdgenos de la estructura temporal. En estos modelos se toma como
dada la estructura temporal observada y, a partir de ella, se derivan los movimien-
tos futuros de los tipos de interés de modo que no existan oportunidades intertem-
porales de arbitraje. Trabajos representativos de este enfoque son Ho and Lee
(1986), Hull and White (1990) (HW, de ahora en adelante) y Heath, Jarrow and
Morton (1992) (HJM, de ahora en adelante).

Aunque se han propuesto muchos modelos en tiempo continuo para explicar la

dindmica temporal de los tipos de interés, ninguno de ellos parece reunir todas las

1E] plazo de un instrumento financiero con una fecha de madurez fija se define como el tiempo

hasta el dia del vencimiento de dicho activo.
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propiedades deseables en relacién con aspectos como la valoracién de derivados y el
comportamiento empirico de dichos modelos. El objetivo de este capitulo es comentar
las distintas alternativas de modelizacién que se han presentado hasta la actualidad
asi como las ventajas e inconvenientes que presentan dichos modelos. Este capitulo
se organiza del siguiente modo. En la Seccién 1.2 se presenta una perspectiva general
de los distintos modelos en tiempo continuo que se han utilizado para el anélisis de la
estructura temporal de los tipos de interés. La Seccién 1.3 presenta una panoramica de
una de las principales aplicaciones de estos modelos, la valoracién de activos derivados.
A continuacién, en la Seccién 1.4, se describe el comportamiento empirico que se obtiene
con los diferentes tipos de modelos en tiempo continuo presentados anteriormente.
Finalmente, en la Seccién 1.5 se presentan las conclusiones més relevantes de todo lo

expuesto.

1.2 Modelos en Tiempo Continuo

En esta seccién se presenta una perspectiva general de los distintos modelos en tiempo
continuo que se han utilizado para el andlisis de la estructura temporal de los tipos
de interés. Tal como se ha indicado anteriormente, dentro de ellos podemos distinguir
entre modelos endégenos y exégenos de la estructura temporal. El primer tipo de
modelos realiza una serie de supuestos sobre la economia, sobre las variables de estado
que mueven la estructura temporal de tipos de interés y sobre el proceso estocastico
que siguen dichas variables. Segin el ndmero de variables de estado que se utiliza,
podemos distinguir entre modelos unifactoriales y modelos multifactoriales. Aunque,
estos modelos suponen que la(s) variable(s) de estado evoluciona(n) de modo continuo
a lo largo del tiempo, se pueden introducir cambios discretos en los tipos de interés

mediante la existencia de saltos. A partir de los supuestos realizados, se intenta explicar
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la estructura temporal de los tipos de interés y se procede a la valoracion de activos
derivados. Las principales desventajas de este tipo de modelos es que se incluyen
pardmetros no observables (que, por tanto, deben ser estimados) y que no se logra un

ajuste perfecto a los tipos de interés observados en cada instante del tiempo.

Por otro lado, los modelos exégenos toman como dada la estructura temporal ob-
servada y, a partir de ella, se derivan los movimientos futuros de los tipos de interés de
modo que no existan oportunidades intertemporales de arbitraje. En estos modelos no
es necesario estimar o realizar supuestos sobre el precio de mercado del riesgo?® asociado
a las variables de estado del modelo. El inconveniente que presentan estos modelos es
que, siendo necesaria la estimacién (calibracién) diaria de la estructura temporal de los
tipos de interés, no estd garantizada la consistencia entre las diferentes estimaciones

obtenidas.

Ambos tipos de modelos difieren en sus objetivos. Los modelos endégenos deter-
minan el proceso estocdstico a seguir por las variables de estado con el propdsito de
determinar la estructura temporal de equilibrio, la cual sirve de base para realizar la
valoracién de activos derivados. Por otro lado, los modelos exdgenos intentan con-
seguir un ajuste perfecto a los tipos de interés observados y valoran activos derivados
con relacidn a la estructura temporal observada. Por tanto, existen dos metodologias
diferentes a la hora de analizar la estructura temporal de tipos de interés y, como con-
secuencia, tenemos dos tipos de férmulas de valoracién de derivados y dos alternativas

para establecer una determinada estrategia de cobertura.

2E] precio de mercado del riesgo indica el incremento en la rentabilidad esperada de un bono por
cada unidad adicional de riesgo. En contraste con los modelos exégenos, en los modelos enddgenos
siempre es necesaria la estimacién del precio de mercado del riesgo. Ello es debido a que la alta
correlacién existente entre los tipos de interés correspondientes a diferentes vencimientos imposibilita

la construccién de una cartera de cobertura similar a la presentada en Black and Scholes (1973).
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A continuacién, se describen las principales modelizaciones que se han utilizado en
la literatura previa. Comenzamos con los modelos enddgenos de la estructura tempo-
ral tanto en su version unifactorial como multifactorial. Tras comentar los modelos
endégenos que - ademds de suponer una evolucién continua en los tipos de interés -
permiten cambios discretos en los tipos de interés, presentamos los modelos exégenos

con los cuales finaliza esta seccidn.

—

1.2.1 Modelos Endégenos Unifactoriales

La mayoria de los modelos endégenos unifactoriales en tiempo continuo suponen que
I finica variable de estado relevante es el tipo de interés instantaneo, r. Estos modelos

parten de la ecuacién diferencial estocastica
dr = p(r)dt + o(r)dw

donde dr indica el cambio en el tipo de interés instanténeo, las funciones p(.) y o(.) son,
respectivamente, la deriva y la difusion del proceso estocdstico y dw es un movimiento
browniano. Segin esta modelizacién, tanto la media condicional como la varianza
condicional de los cambios en el tipo de interés instantdneo dependen del nivel de los
tipos de interés. Como ambas funciones dependen de una serie de parametros 9, la

anterior ecuacién puede reescribirse como

dr = u(r,0)dt + o(r,8)dw

Fsta ecuacién diferencial estocéstica incluye una gran variedad de modelos segin
las distintas especificaciones que se supongan para la deriva y la difusién del proceso.

Asi, tenemos los siguientes casos:
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Modelo Deriva y(r, 8) Difusién o(r,9)
Merton (1973) Qg Bo -

Black and Scholes (1973) T Bir

Cox (1975) T T B

Vasicek (1977) Qo +air Bo

Dothan (1978) 0 Bir

Brennan and Schwartz (1980) o + arr Brir

CIR (1980) 0 Bors

CIR (1985a, b) Qg + T Bar/T
Constantinides (1992) ao + a1r + ag/T —az  Polr — B1)
Chan et al (1992) . g + or Bar™

Duffie and Kan (1996) Qg+ oyr VBo + Bir
Ait-Sahalia (1996) og+agr +agr? + 8 B+ far + Bor”

Merton (1973) establece un modelo basado en un movimiento browniano aritmético,
suponiendo que la volatilidad condicional de los cambios en los tipos de interés es
constante. Dicho modelo es utilizado para modelizar el precio de bonos al descuento.
La desventaja de este modelo es que los tipos de interés no presentan reversion a la
media®

Black and Scholes (1973) es el trabajo pionero en valoracién de opciones sobre ac-
ciones. Estos autores modelizan el cambio en el tipo de interés mediante un movimiento

browniano geométrico. Bajo este supuesto, un argumento basado en una cobertura

dindmica permite obtener el precio de una opcién europea cuyo activo subyacente es

3Tal como indica Hull (1997), este rasgo de los tipos de interés tiene poderosos argumentos
econdmicos a favor: cuando los tipos de interés son altos, hay menos demanda por parte de los
prestatarios lo cual induce un descenso en el valor de dichos tipos de interés ocurriendo el caso con-

trario cuando los tipos de interés son bajos.
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una accién. Este modelo es un caso particular de Brennan and Schwartz (1980) y

engloba a Dothan (1978).

Cox (1975) postula un modelo de elasticidad de varianza constante, el cual engloba
como casos particulares a los modelos de Black and Scholes (1973), Dothan (1978) y
CIR. (1980).

Vasicek (1977) modeliza los tipos de interés segiin un proceso con reversién a la
media. Este autor demuestra que la ausencia de oportunidades de arbitraje implica
que el precio de mercado del riesgo es independiente del vencimiento del activo a
valorar. El modelo propuesto implica una distribucién normal para los tipos de interés
que, por tanto, pueden alcanzar valores negativos. Este hecho podria originar una
oportunidad de arbitraje pero la posibilidad de rentabilidad negativa en la potencial
inversién a realizar anula dicha oportunidad de arbitraje. Este modelo es empleado
para valorar bonos, opciones sobre bonos, futuros y opciones sobre futuros y, al igual
que Merton (1973), implica volatilidad condicional constante. Las principales ventajas
de este modelo son su simplicidad y su tratabilidad analitica pues permite la obtencién

de expresiones cerradas para el precio de diversos activos derivados.

Se han propuesto diferentes modelos que aseguran que los tipos de interés nunca

alcanzan valores negativos. Entre estos modelos tenemos trabajos como Dothan (1978),

Brennan and Schwartz (1980) y CIR (1980, 1983a, b).

Dothan (1978) presenta un modelo lognormal en el que los tipos de interés no pre-

sentan reversién a la media. Este modelo es utilizado para valorar bonos al descuento.

Brennan and Schwartz (1980) utilizan un modelo que refleja reversién a la media
para valorar bonos convertibles y opciones sobre bonos al descuento. Este modelo, al
igual que Black and Scholes (1973) y Dothan (1978), establece que la desviacién tipica

de los cambios en los tipos de interés es proporcional al nivel de dichos tipos de interés.
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El modelo de CIR (1980) establece una varianza muy sensible al nivel de los tipos
de interés v se aplica al estudio de activos de interés variable. Este modelo también es
empleado por Constantinides and Ingersoll (1984) para valorar bonos en el marco de

una economia con impuestos.

CIR (1985a) es el primer modelo de equilibrio general que surge en la literatura.
Los principales factores de este modelo son procesos productivos y las decisiones de
inversién y consumo de los agentes econdmicos. Trabajando con estos factores, se
determinan enddgenamente los precios de los activos y sus propiedades estocasticas.
Tras establecer una ecuacién diferencial que deben verificar los precios de los activos
en estudio, la solucién de dicha ecuacién permite obtener el precio de equilibrio de un

determinado activo en funcién de las variables reales presentes en la economia.

CIR (1985b) suponen que las preferencias de los inversores son logaritmicas y que
la evolucién de los tipos de interés viene determinada por un proceso en el que la
volatilidad condicional de los cambios del tipo de interés es proporcional al nivel de
dichos tipos de interés. Se extiende el modelo a un mundo con inflacién en el que el
nivel exégeno de precios no tiene, en términos reales, influencia sobre el equilibrio y,
por tanto, se da el supuesto de neutralidad monetaria. Este modelo es completamente
consistente, determina de modo exdgeno el precio de mercado del riesgo, es tratable
analiticamente v, al igual que Vasicek (1977) y Brennan and Schwartz (1980), presenta
reversién a la media. La principal desventaja de este modelo se deriva del supuesto de
agentes econémicos con una funcién de utilidad logaritmica. Como consecuencia de este
supuesto, se deduce que las decisiones sobre las inversiones futuras son independientes
de la riqueza actual de los agentes. Por tanto, esta miopfa en los agentes puede implicar

restricciones sobre los movimientos futuros de los tipos de interés.

Constantinides (1992) establece un proceso para los tipos de interés nominales en el
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que la deriva es una funcién no lineal del tipo de interés y en el que la volatilidad tiene
reversién a la media. Las ventajas de este modelo son que (1) se permite que el signo
de la prima de riesgo varfe en funcién de los estados de la naturaleza y/o en funcién del
bono considerado, (2) refleja las distintas formas que la curva de rentabilidades puede
presentar (3) permite obtener de forma cerrada el precio de bonos al descuento y de
opciones europeas sobre bonos y (4) puede estimarse y contrastarse sin necesidad de

hacer supuestos sobre la relacién entre las variables reales y el nivel de precios.

Chan et al (1992) trabajan con un proceso cuya deriva es lineal y cuya difusién
depende del nivel de los tipos de interés. Este proceso tiene como casos particula-
res algunos de los modelos més utilizados en la literatura (Black and Scholes (1973),
Vasicek (1977), Brennan and Schwartz (1980), CIR (19852, b)). Los resultados de la
estimacién realizada por estos autores sugieren que la volatilidad del proceso es muy

sensible al nivel de los tipos de interés.

Duffie and Kan (1996) proponen un modelo multifactorial en el que las rentabi-
lidades asociadas a unos bonos cupén cero con determinados vencimientos siguen un
proceso multivariante markoviano con volatilidad estocastica. Dicho modelo, conocido
como exponencial-afin, establece que estas rentabilidades son funciones afines de las
variables de estado. La versién unifactorial de este modelo refleja que los tipos de
interés presentan reversién a la media al tiempo que la volatilidad también tiende, a

largo plazo, a un nivel constante.

Ait-Sahalia (1996) propone un proceso con deriva y volatilidad no lineales que
engloba a la mayoria de los modelos anteriormente comentados. Este autor propone
una metodologia para contrastar este tipo de modelos (paramétricos) basada en la
comparacién de la densidad paramétricay de la densidad estimada mediante técnicas no

paramétricas. Sus resultados muestran la fuerte no-linealidad de la deriva del proceso
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y el incremento de la volatilidad que se produce cuando los tipos de interés toman

valores extremos.

En resumen, las ideas principales en relacién con los modelos enddgenos unifacto-

riales son:

1. Los modelos endégenos unifactoriales suponen que una variable de estado
es suficiente para explicar los movimientos de la estructura temporal de los

tipos de interés.
2. Esta variable de estado suele ser el tipo de interés instantaneo.
3. El tipo de interés instantdneo es modelizado segin un proceso de difusién.

4. El objetivo de los.modelos enddgenos (uni- y multifactoriales) es, tras esti-
mar los pardmetros del proceso de difusién, determinar la estructura tempo-

ral de equilibrio y, a partir de ella, realizar la valoracién de activos derivados.

5. Restricciones sobre los pardmetros de este proceso de difusién dan lugar
a distintos casos particulares que, en su mayoria, reflejan que los tipos de

interés tienden, a largo plazo, a un valor constante.

6. Considerando estos casos particulares, los modelos mas empleados son los
de Black and Scholes (1973), Vasicek (1977), Brennan and Schwartz (1980)
y CIR (1985a, b).

7. Las principales desventajas de este tipo de modelos (y de su versién multi-
factorial) es que se incluyen pardmetros no observables y que no se logra un

ajuste perfecto a los tipos de interés observados.
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1.2.2 Modelos Endégenos Multifactoriales

Este tipo de modelos supone la existencia de mas de una variable de estado en la
estructura temporal de los tipos de interés y surge con el objetivo de (a) evitar las
caracterfsticas poco realistas relacionadas con los modelos unifactoriales y (b) explicar

una mayor variedad de movimientos en la evolucién temporal de los tipos de interés.

Asi, Richard (1978) y CIR (1985b) emplean el tipo de interés (instantaneo) real
que se espera a corto plazo, R, y la tasa de inflacién (anticipada) instantanea a corto
plazo, 7, como factores. Brennan and Schwartz (1979) utilizan como variables de
estado el tipo de interés instantdneo y el tipo de interés a largo plazo. Andlogamente,
Schaefer and Schwartz (1984) consideran un modelo en el que las dos variables de
estado vienen dadas por el tiiJo de interés a largo plazo (asociado a un bono perpetuo)

v en el diferencial de tipos de interés (“spread”).

Longstaff and Schwartz (1992) desarrollan un modelo de equilibrio general en el
que las dos variables de estado que se consideran son el tipo de interés a corto plazo
y su volatilidad condicional. Este modelo permite reflejar el nivel y la volatilidad de
los tipos de interés observados. Andlogamente, Chen and Scott (1992) proponen un
modelo bifactorial en el que ambos factores siguen el proceso de CIR (1985b). La suma
de estos dos factores determina el tipo de interés instantdneo aunque el primer factor
explica la mayor parte de la variacién de los tipos de interés a corto plazo. Por otro
lado, el segundo factor se comporta como un paseo aleatorio y se relaciona con el tipo
de interés a largo plazo. En la versién bifactorial de Duffie and Kan (1996), ambos

factores corresponden a las rentabilidades de cualquier pareja de bonos al descuento.

Finalmente, Chen (1996) ha propuesto un modelo con tres factores: (1) el tipo de
interés a corto plazo actual, (2) la media a corto plazo de la anterior variable y (3) la

volatilidad actual del tipo de interés a corto plazo. Mediante este modelo, es posible
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explicar los movimientos presentes en el nivel, pendiente y curvatura de la estructura
temporal de los tipos de interés. Las variables de estado presentadas en este trabajo
se modelizan como procesos CIR y, bajo este supuesto, se deriva una férmula analitica

para el precio de diferentes activos derivados.

Las diferentes especificaciones de estos modelos aparecen resumidas en la siguiente

tabla:
Autor(es) Especificacién de las variables de estado
Richard (1978) dR = agrdt + opdw;

dr = o dt + o-dws
Brennan and Schwartz (197A9) dr = 8,dt + o1dwy + o2dwy

dl = 0ydt + o3dw; + oadws
Schaefer and Schwartz (1984)  ds = m(p — s)dt + ndwy

dl = (0% — ls)dt + o/1dws,
CIR (1985D) dR = &y (6, — R)dt + o1V Rdw,

dr = ko(By — )dt + o2/mdwo
Longstaff and Schwartz (1992) dz = (a — bz)dt + cy/zdw;

dy = (d — ey)dt + f/ydw;

Chen and Scott (1992) dy; = k1 (81 — y1)dt + o1/yrdun
dyy = ka(f2 — y2)dt + o2+/Y2dwo
Duffie and Kan (1996) dX; = (b + a1:.X1 + a12.X2)dt + o11v/an + P X + B2 Xzdw;
dXy = (by + ag X3 + 02250)dt + 023/02 + B Xa Baa Xodw:
Chen (1996) dr = k(6 — r)dt + /o /rdw
6 = v(8 — )dt + (VBdw,

do = p(@ — o)dt + n\/odws
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La siguiente tabla refleja la notacién empleada para las variables de estado utilizadas

en estos modelos:

Notacion Variables de estado

R Tipo de interés (instantaneo) real esperado

T Tasa de inflacién (anticipada) instantanea

r Tipo de interés instantaneo

l Tipo de interés a largo plazo

s Diferencial de tipos de interés

z,y Factores econémicos cuya suma es igual a la rentabilidad esperada
y;, i =1,2 Factores genéricos cuya suma es igual al tipo de interés instantaneo
X;,i=1,2 Rentabilidades de una pareja de bonos cupén-cero

6 Valor medio a corto plazo del tipo de interés instantaneo

o Volatilidad del tipo de interés instantaneo

Resumiendo, las caracteristicas més relevantes de los modelos endégenos multifac-

toriales son:

1. Este tipo de modelos supone que es necesario més de una variable de estado

para explicar los movimientos de la estructura temporal de los tipos de

interés. En general, se restringe a dos el nimero de factores utilizados.

2. El objetivo de este tipo de modelos es evitar ciertos inconvenientes de los mo-

delos unifactoriales e intentar explicar una mayor diversidad de movimientos

de la estructura temporal de los tipos de interés.

3. Las variables de estado empleadas suelen ser el tipo de interés instantdneo

y una segunda variable como la tasa de inflacién, el tipo de interés a largo

plazo o la volatilidad.



1.2. Modelos en Tiempo Continuo

24

4. La mayoria de estos modelos son una extensién multifactorial del modelo

presentado en CIR (1985a, b).

1.2.3 Modelos Endégenos con Saltos

Hasta ahora hemos comentado una serie de modelos que suponen que los tipos de
interés evolucionan a lo largo del tiempo de modo continuo. Sin embargo, pueden
darse diversas circunstancias que nos hacen dudar que éste sea un supuesto razonable.
Asf, shocks sobre la oferta y/o demanda de dinero o noticias politicas y econdémicas
pueden provocar saltos en la evolucién temporal de los tipos de interés. Esta posibilidad
es presentada, en el caso de acciones, en Merton (1976), el cual sugiere qﬁe el analisis
de estos saltos puede ayudar a estudiar la influencia de la nueva informacion que va

Jlegando a los mercados sobre la conducta de los precios.

Dentro de los trabajos que utilizan modelos unifactoriales con saltos podemos
destacar Ahn and Thompson (1988), Naik and Lee (1990), Das (1994a, b) y Das and
Foresi (1996).

Ahn and Tomphson (1988) extienden el modelo CIR permitiendo efectos discretos
en los movimientos diarios de los tipos de interés aunque dichos efectos no influyen

sobre el valor a largo plazo (el cual permanece constante) de los tipos de interés.

Naik and Lee (1990) analizan, mediante un modelo de equilibrio general y restric-
ciones sobre las preferencias de los agentes, la valoracion de opciones cuyo activo sub-
yacente es la cartera de mercado con rentabilidades discontinuas. La férmula obtenida
contiene como casos particulares las expuestas en Black and Scholes (1973) y Cox and
Ross (1976). Bajo los supuestos realizados, se comprueba que la presencia de saltos

imposibilita el uso de una cartera de cobertura dindmica autofinanciada tal como se rea-



1.2. Modelos en Tiempo Continuo

25

liza en Black and Scholes (1973) y se necesitan inversiones adicionales en los instantes

en que se producen dichos saltos.

Das (1994a) es el primer estudio empirico de un modelo de difusién con saltos
para los tipos de interés. Analizando datos semanales, el procedimiento de estimacion
presentado en este trabajo permite identificar los instantes en los que ocurren dichos
saltos. Ademds, este autor estima la frecuencia de llegada, tamafio y signo de estos

saltos asi como los parédmetros del proceso de difusién.

Das (1994b) analiza el papel del modelo de Vasicek (1977) extendido mediante la
‘nclusion de saltos en el mercado de bonos permitiendo que estos saltos sean estocasticos
v variables en el tiempo. Una de las ventajas de este modelo es que refleja la asimetria y
el exceso de curtosis presentes en los cambios en los tipos de interés més adecuadamente
que los procesos de difusién. Este autor analiza las actividades de la Reserva Federal
estadounidense como posible causa de los saltos presentes en los tipos de interés. Tras
presentar un método para localizar Jos saltos, se comprueba que dichos saltos suelen

ocurrir como reaccidn a estas actividades.

Das and Foresi (1996) presentan dos modelos que combinan cambios discretos en
el nivel de los tipos de interés con shocks que presentan reversién a la media. Ambos
modelos difieren en el modo en que los saltos afectan a la distribucién condicional
de los tipos de interés. En el primer modelo, los saltos afectan a los tipos de interés
pero no cambian el valor al que tiende dicha variable. Por otro lado, en el segundo
modelo, los saltos si cambian el valor a largo plazo al que tienden los tipos de interés.
Mientras el primer modelo se basa en un nico factor, en este segundo modelo los
tipos de interés dependen de dos factores: el primero representa las desviaciones de la
tendencia presente en esta variable y el segundo se debe a los saltos que cambian esta

tendencia.
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Otro ejemplo de modelo con dos factores y saltos se puede encontrar en Naik and
Lee (1995). Estos autores consideran un modelo donde tanto la media como la volati-
lidad de los tipos de interés saltan entre dos niveles fijos y, por tanto, se supone que
el tamafio de los saltos es fijo. Las dos variables de estado son (1) un indicador de
régimen, con cambios discretos, que puede tomar dos valores y que determina la media
y la volatilidad del tipo de interés a corto plazo y (2) la desviacién del tipo de interés a
corto con respecto al tipo de interés medio del régimen que se considera. La estimacion
se realiza mediante técnicas de mixima verosimilitud aplicadas a datos mensuales de
Letras del Tesoro. Los resultados obtenidos indican la superioridad del modelo pre-
sentado frente al modelo de Vasicek (1977) y frente a la versién uni- y bifactorial de
CIR (1985b). En concreto, se muestra que este modelo es mas adecuado a la hora de
modelizar el exceso de curtosis y la persistente volatilidad presentes en los cambios de

los tipos de interés.
Terminamos esta seccién dedicada a los modelos enddgenos con saltos indicando
que:
1. Este tipo de modelos surge con el objetivo de reflejar la posibilidad de cam-
bios discretos en los tipos de interés.
2. El tamaifio de los saltos puede ser fijo o estocastico.

3. La presencia de saltos puede afectar al valor a largo plazo al que tienden los

tipos de interés.
4. La existencia de saltos anula la posibilidad de una cobertura dinamica simi-

lar a la realizada en Black and Scholes (1973).

5. Una de las ventajas de este tipo de modelos es que permite reflejar ade-
cuadamente la asimetria y el exceso de curtosis presentes en los cambios en

los tipos de interés.
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1.2.4 Modelos Exégenos

Este tipo de modelos toma como dada la estructura temporal de los ‘tipos de interés,
la cual puede ser caracterizada mediante tres alternativas: bonos cupén-cero, tipos de

interés al contado y/o tipos de interés a plazo (forward).

Dentro de esta clase de modelos, Ho and Lee (1986) modeliza el precio de bonos
cupén-cero y Black, Derman, and Toy (1990), Black and Karasinski (1991) y Hull and
White (1990, 1993) trabajan con los tipos de interés al contado. Finalmente, Heath,
Jarrow, and Morton (1990, 1992) proponen un modelo basado en los tipos de interés

forward. La siguiente tabla incluye las diferentes especificaciones en las que se basan

estos modelos:

Autor(es) Especificacién del modelo

Ho and Lee (1986) dr = 0(t)dt + odwy

Black, Derman, and Toy (1990)  dlnr = [6(t) — 28 Inr] dt + o(t)dws

Black and Karasinski (1991) dlnr = ¢(t)[In p(t) — Inrldt + o(t)dwy

Hull and White (1990) dr = k(t)(0(t) — r)dt + o(t)r"dwy, 7 = 0,0.5

Heath, Jarrow, and Morton (1992) df = a(t)dt + o(t)dw,, f = tipo forward

Ho and Lee (1986) es el primer modelo que toma como dada la estructura temporal
de los tipos de interés. El modelo propuesto se enmarca en una economia en tiempo
discreto y tiene las siguientes caracteristicas: (1) se formula en base al proceso binomial
que siguen los precios de los bonos cupén-cero, (2) se basa en supuestos esténdar de los
mercados de capitales perfectos y (3) se caracteriza por dos pardmetros, que indican
probabilidad neutral al riesgo y diferencial entre dos funciones de perturbacién (que
reflejan la variabilidad de los tipos de interés), respectivamente. Bajo este modelo, la
curva de tipos de interés forward se mueve paralelamente en cada periodo. Este modelo

puede interpretarse como una extension del proceso binomial analizado en Cox, Ross,
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and Rubinstein (1979) y es utilizado para calcular el precio de una clase general de
derivados (la cual incluye futuros sobre tipos de interés y opciones sobre bonos) en un
cierto vértice del 4rbol binomial. Mediante recursién hacia atras, se obtiene el precio

inicial de estos activos derivados.

Las ventajas de este modelo se derivan de su enfoque practico pues enfatiza todos
los aspectos relacionados con su implementacién computacional. Ademas, se utiliza
toda la informacién de la estructura temporal para realizar la valoracién de activos
derivados. Por otro lado, sus desventajas son: (1) toda la estructura de volatilidad se
modeliza mediante un tnico parametro®, (2) no se incorpora reversién a la media en

los tipos de interés y (3) los tipos de interés pueden alcanzar valores negativos.

Black, Derman, and Toy" (1990) desarrollan un modelo que elimina alguno de los
inconvenientes de Ho and Lee (1986). Estos autores proponen un modelo unifactorial
(basado en el tipo de interés a corto plazo) que posibilita, mediante un drbol binomial,
el ajuste a los tipos de interés observados y a las volatilidades observadas de todas las
rentabilidades de bonos al descuento. En este modelo, el tipo de interés a corto plazo
sigue una distribucién lognormal lo cual implica que (1) este modelo no acepta tipos

de interés negativos y (2) es dificil obtener una solucién cerrada.

En la misma linea, Black and Karasinski (1991) también suponen que los tipos de
interés a corto plazo siguen una distribucién lognormal con reversién a la media. Este
modelo depende de tres “inputs”: el tipo de interés a largo plazo, el pardmetro de
reversién a la media y la volatilidad de los cambios locales del logaritmo de los tipos
de interés. Mediante estos valores y un arbol trinomial, se logra el ajuste a la curva
de rentabilidades observadas, a la volatilidad de dichas rentabilidades v a la curva de

caps.

4Fn relacién con esta cuestion, estos autores sugieren estimar la estructura temporal de volatilidades

mediante las volatilidades implicitas de los precios de derivados como caps y floors.
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Otro de los inconvenientes de Ho and Lee (1986) se deriva de la posibilidad de
tipos de interés negativos. Intentando solucionar este problema, Pedersen, Shiu, and
Thorlacius (1990) generalizan dicho modelo mediante un nimero mayor de pardmetros.
De este modo, se consigue una evolucién maés flexible de la funcién de descuento a
lo largo del 4rbol binomial. Este problema también es abordado en Ritchken and
Boenawan (1990). Estos autores prueban que se puede resolver este problema mediante
una modificacién del modelo original. En concreto, una restriccién sobre uno de los
pardmetros, (el que refleja el diferencial de los tipos de interés), es suficiente para evitar

que los tipos de interés alcancen valores negativos.

HW (1990) combina el enfoque de exogeneidad de la estructura temporal con la
especificacién de reversién a. la media. Estos autores extienden los modelos de Va-
sicek (1977) y CIR (1985a) mediante pardmetros variables en el tiempo y demuestran
que ambas extensiones son consistentes con los tipos de interés observados y con las

volatilidades observadas en dichos tipos de interés.

HW (1993) explican la rélacién existente entre los tres tipos de modelos exégenos
empleados habitualmente. Suponiendo que el tipo de interés sigue un proceso cuya
deriva es funcién del tiempo, se presenta un procedimiento numérico que utiliza un
rbol trinomial para estimar los pardmetros de este proceso de modo que el modelo
presentado sea consistente con los datos observados. La extension ée los modelos
enddgenos que se obtiene permitiendo que los pardmetros varien a lo largo del tiempo
permite mejorar el ajuste a la curva de rentabilidades observada y a la estructura
temporal de la volatilidad de los tipos de interés. La desventaja de este modelo es que,

excepto en el caso del modelo Vasicek extendido, no existe una expresién cerrada para

el precio de los activos derivados el cual debe obtenerse a partir de métodos numeéricos.

HJM (1990) estudian la aproximacién binomial al modelo en tiempo continuo que
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estos autores proponen en HIM (1992) para los tipos de interés forward. Esta aproxi-
macién facilita un método computacional que permite el analisis del comportamiento
empirico de dicho modelo y constituye una generalizacién del modelo de Ho and Lee
(1986). Considerando miultiples shocks aleatorios en el proceso que siguen los tipos de
interés forward, se establecen restricciones (necesarias y suficientes) sobre estos shocks

de modo que el proceso resultante no permita oportunidades de arbitraje.

Asi mismo, se estudia el limite en tiempo continuo del modelo en tiempo discreto
considerando un cierto proceso para los tipos de interés forward. En dicho limite se
realiza una reparametrizacién del modelo que facilita la estimacién de la volatilidad
pues sélo se necesitan datos histéricos. Esta situacién contrasta con el modelo original

de Ho and Lee (1986) en el que este pardmetro debe ser estimado implicitamente.

HIM (1992) de‘sa,rrollan un modelo multifactorial en tiempo continuo para los tipos
de interés forward que es consistente con la curva de tipos de interés observados y
con cualquier estructura de volatilidad especificada. Este trabajo analiza el limite en
tiempo continuo del modelo en tiempo discreto de Ho and Lee (1986) y generaliza este
modelo mediante la inclusién de mdltiples shocks (en forma de movimientos brownianos
independientes) que determinan las fluctuaciones de la curva de tipos de interés forward

a partir de los datos inicialmente observados.

A partir del proceso supuesto para los tipos de interés forward, se establecen los
procesos que deben seguir los tipos de interés al contado y los precios de los bonos. Se
restringe el proceso seguido por los tipos de interés forward de modo que se garantice
la existencia (y unicidad) de una medida de probabilidad equivalente de martingala.
Bajo dicha medida y utilizando argumentos de no-arbitraje, se demuestra que la deriva
del proceso depende exclusivamente de la funcién de volatilidad. Como consecuen-

cia, la evolucién estocastica de los tipos forward estd totalmente determinada por la
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especificacién que se haya supuesto para la volatilidad.

Esta medida de probabilidad puede utilizarse para realizar la valoracién de los ac-
tivos derivados. Dicha valoracién utiliza resultados de Harrison and Kreps (1979) y
Harrison and Pliska (1981) y se basa en (1) obtener el célculo del pago a recibir del
activo derivado, (2) evaluar la esperanza de dicho pago bajo la distribucién neutral
al riesgo y (3) descontar este pago esperado mediante los tipos forward instantaneos
factibles durante la vida de este activo. Sin embargo, salvo en algunos casos parti-
culares, la obtencién de una expresién cerrada para el precio de activos derivados es

extremadamente dificil.

El principal problema de este modelo es que, en general, no es markoviano (la
distribucién futura de los tipos de interés no sélo depende de los tipos de interés
observados). Como consecuencia, la aproximacién binomial que permite la valoracion
de activos derivados depende del camino seguido (path dependence) por los tipos de
interés desde el dia inicial y, puesto que se debe emplear toda la estructura temporal
en cada uno de estos caminos, la implementacién computacional es muy costosa. Sin
embargo, este modelo si es markoviano para algunos casos particulares de la funcién
de volatilidad como los modelos de volatilidad constante y volatilidad exponencial

decreciente, analizados en Ho and Lee (1986) y HW (1993), respectivamente.

En relacién con este punto, Ritchken and Sankarasubramanian (1995) han identifi-
cado un tipo de volatilidad dentro del modelo HJM que hace posible que dicho modelo
sea markoviano respecto a dos variables de estado. Esta estructura de volatilidades de
los tipos de interés forward no impone restricciones explicitas sobre la volatilidad del
tipo de interés al contado. Ambas volatilidades se relacionan mediante un conjunto
de pardmetros que se especifica exdgenamente y que puede ser tan parsimonioso como

se desee. Esta estructura de volatilidad permite expresar el precio de un bono, en el
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instante ¢, independientemente del precio de mercado del riesgo y en funcién de las dos
variables de estado empleadas: el tipo de interés al contado y un estadistico suficiente
que representa la varianza del tipo de interés a plazo acumulada hasta ese instante y

que es la variable que captura la path dependence de la estructura temporal.

Esta seccién finaliza con un resumen de las principales caracteristicas que presentan

los modelos ex6genos:

1. Este tipo de modelos toma como dada la estructura temporal de los tipos
de interés.

9. Fxisten tres alternativas de modelizacién segtn la variable que se tome como
punto de partida: precio de bonos cupén-cero, tipos de interés al contado

y/o tipos de interés forward.

3. El objetivo de estos modelos es intentar conseguir un ajuste perfecto a los
tipos de interés observados y, usando toda la informacién contenida en la
estructura temporal, valorar activos derivados con relacién a la estructura

temporal observada.

A Fn estos modelos no es necesario estimar o realizar supuestos sobre el precio

de mercado del riesgo asociado a las variables de estado del modelo.

5. El principal inconveniente de estos modelos es que, siendo necesaria la es-
timacién (calibracién) diaria de la estructura temporal de los tipos de in-
terés, no estd garantizada la consistencia entre las diferentes estimaciones

obtenidas.

6. En general, la obtencién de expresiones cerradas para el precio de los activos
derivados es compleja y es necesario recurrir al empleo de técnicas numeéricas.
Estas técnicas son complejas pues, en la mayorfa de los casos, estos modelos

no son markovianos.
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1.3 Valoracién de Activos Derivados

En esta seccién, se ofrece una panoramica de la literatura existente sobre una de las
aplicaciones més frecuentes de los modelos en tiempo continuo. En concreto, se co-
mentan diversos trabajos que se han centrado en la valoracién de activos derivados en

renta fija’.

Existe una serie de trabajos que se centran en la valoracién de opciones sobre tipos
de interds. Entre estos estudios, tenemos Jamshidian (1989), Turnbull and Milne (1991)

y Stapleton and Subrahmanyam (1993).

Jamshidian (1989) aplica el modelo de Vasicek (1977) para obtener una expresién
cerrada para el precio de opciones europeas sobre bonos al descuento y sobre bonos

cupon.

Turnbull and Milne (1991) desarrollan, dentro de un marco de equilibrio general,
un método de valoracién de opciones europeas tomando la estructura temporal como
dada. Suponiendo una tnica fuente de incertidumbre y una distribucién lognormal
para el precio de los bonos, la existencia de una medida equivalente de martingala
permite la obtencién de expresiones cerradas para el precio de opciones europeas sobre
diversos activos subyacentes: bonos, contratos a plazo y futuros sobre tipos de interés,

caps, euroddlares y tipos de cambio.

5Por tanto, no se presenta ningin resultado relacionado con la valoracién de opciones sobre acciones.
Los primeros trabajos que valoran opciones (europeas) sobre acciones son Black and Scholes (1973),
Cox, Ross, and Rubinstein (1979), Cox and Ross (1976). Whaley (1981, 1982), Geske and Johnson
(1984) y Barone-Adesi and Whaley (1987) valoran opciones americanas sobre acciones. Relajando
uno de los principales supuestos de Black and Scholes (1973), diversos trabajos como Hull and White
(1987), Wiggins (1987), Stein and Stein (1991), Heston (1993) y Ball and Roma (1994) se centran en
la valoracién de opciones suponiendo que la volatilidad del activo subyacente no es constante sino que

sigue un cierto proceso estocastico.
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Stapleton and Subrahmanyam (1993) valoran opciones sobre tipos de interés rela-
cionando estas opciones con opciones sobre bonos. Suponiendo que el descuento del
bono se distribuye segin un proceso binomial multiplicativo se obtiene una valoracién
(neutral al riesgo) para estas opciones. En el limite, el descuento del bono se distribuye
lognormalmente y las opciones sobre bonos se valoran mediante una transformacién de
la férmula presentada en Black and Scholes (1973). La férmula obtenida permite valo-

rar caps, floors y swaptions (opciones sobre swaps).

Algunos de los trabajos que valoran derivados en relacién con el modelo de CIR

(1985b) son HW (1990), Longstaff and Schwartz (1992) y Chen and Scott (1992).

HW (1990) muestran que la versién extendida del modelo Vasicek permite obtener
expresiones cerradas (similafes a las obtenidas en Jamshidian (1989)) para el precio
de honos y de opciones europeas sobre dichos bonos. En el modelo CIR extendido
que estos autores presentan, los precios de estos activos pueden determinarse de modo
numérico. La comparacién del modelo Vasicek extendido frente al modelo CIR original
y frente a dos modelos bifactoriales (extensiones de Vasicek y CIR, respectivamente)
muestra que los precios de opciones europeas y de caps obtenidos por estos modelos

son similares entre si.

Longstaff and Schwartz (1992) generalizan el enfoque de CIR (1985b) y desarrollan
un modelo con dos factores: el tipo de interés a corto plazo y la varianza condicional
de los cambios en dicho tipo de interés. En este trabajo se valoran bonos al descuento
y se obtiene una expresién cerrada para el precio de opciones sobre bonos al descuento.
Esta expresién depende explicitamente del nivel de la volatilidad de los tipos de interés

y su célculo requiere el empleo de integracion numérica bivariante.

Chen and Scott (1992) parten de la versién bifactorial de CIR (1985b) y obtienen

el precio de caps y opciones europeas sobre bonos, sobre futuros sobre bonos y so-
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futuros sobre euroddlares. Aunque la valoracién de estos activos requiere el calculo
de integrales multivariantes, este trabajo muestra que dicho cédlculo se puede reducir a

una integracién numérica univariante.

Finalmente, Ahn and Thompson (1988), Naik (1993), Naik and Lee (1990, 1995),
Das (1994b) y Das and Foresi (1996) son algunos de los trabajos que utilizan procesos
de difusién con saltos para valorar activos derivados. En general, estos estudios pro-
porcionan expresiones cerradas para el precio de bonos y opciones europeas pero no

permiten la obtencién de férmulas analiticas para el precio de opciones americanas.

Ahn and Tomphson (1988) parten del modelo de CIR (1985b) al cual afiaden saltos
de tamafio constante en los movimientos de los tipos de interés y, bajo este supuesto,

obtienen expresiones cerradas para el precio de bonos.

Naik and Lee (1990) establecen un modelo de equilibrio general en el qué los agentes
tienen aversién al riesgo relativa constante y en el que las rentabilidades de la cartera
de mercado son discontinuas. Bajo estos supuestos se obtienen expresiones cerradas
para el precio de opciones europeas sobre la cartera de mercado. En contraste a Merton
(1976), dicho precio incluye el precio del riesgo de saltos en el valor del activo subyacente
v el precio del riesgo de difusién®. Andlogamente a Cox, Ross, and Rubinstein (1979),
la expresién obtenida contiene, en el limite, como casos particulares las presentadas en

Black and Scholes (1973) y Cox and Ross (1976).

Naik (1993) suponen la existencia de saltos en la volatilidad de la rentabilidad del
activo subyacente de una opcién. Anélogamente a Naik and Lee (1990) y en contraste a

Black and Scholes (1973), una cartera formada por este activo subyacente y por bonos

61a razén es que Merton (1976) supone que los saltos en los precios del activo subyacente estan
incorrelacionados con los cambios en el precio de la cartera de mercado y, por tanto, no se valora el

precio del riesgo de los saltos
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sin riesgo no es vélida como cartera de cobertura. Suponiendo que el proceso que
sigue la volatilidad puede tomar dos valores y que el precio de la accién cambia discon-
tinuamente (y simultdneamente con la volatilidad), se determina el precio de activos
derivados de modo que no existan oportunidades de arbitraje. Mds adn, suponiendo
que el riesgo de cambios en la volatilidad es diversificable, se obtiene una expresion
cerrada para el precio de una opcion europea sobre acciones. La generalizaciéon a una

volatilidad con multiples valores es examinada numéricamente.

Naik and Lee (1995) obtienen expresiones analiticas de bonos y opciones sobre
bonos suponiendo un modelo bifactorial. El principal supuesto de dicho modelo es
la existencia de cambios discretos en la media y en la volatilidad del tipo de interés
instanténeo libre de riesgo. Los dos factores utilizados son un indicador de régimen y la

diferencia entre los tipos de interés y el tipo de interés medio del régimen considerado.

Das (1994b) analiza el papel del modelo de difusién con saltos, presentado en Das
(1994a), en la valoracién de bonos suponiendo que estos saltos son estocasticos y con

reversién a la media.

Das and Foresi (1996) presentan dos modelos en los que los tipos de interés pueden
presentar saltos. Mientras en el primer modelo, los saltos producen cambios puntuales
en los tipos de interés, los saltos presentes en el segundo modelo afectén al valor a largo
plazo al que tienden los tipos de interés. Bajo los supuestos de ambos modelos, estos
autores derivan expresiones cerradas para el precio de bonos al descuento. Mediante
dichas expresiones y el conocimiento de la distribucién de los tipos de interés se obtienen
expresiones implementables de modo numérico para obtener el precio de opciones sobre

bonos al descuento.

Resumimos a continuacién los principales rasgos relacionados con los diversos tra-

bajos que han utilizado los modelos en tiempo continuo para valorar activos derivados:



1.4. Evidencia Empirica de los Modelos en Tiempo Continuo

37

1. Las opciones sobre tipos de interés son més dificiles de valorar que las op-

ciones sobre acciones. Esta mayor complejidad se debe a

(a) El activo subyacente de estas opciones es la estructura temporal de
los tipos de interés que, a diferencia de las acciones, es funcién del
vencimiento.

(b) El tipo de interés no es un activo negociable en los mercados fi-
nancieros. Por tanto, como en el caso de volatilidad estocastica,

no se puede construir una cartera de cobertura de modo similar a

Black and Scholes (1973).

9. A pesar de esta complejidad, bajo ciertos supuestos, se pueden obtener
expresiones cerradas para el precio de caps, floorsy opciones europeas sobre
diversos activos subyacentes: bonos, contratos a plazo y futuros sobre tipos

de interés, caps y swaps.
3. La valoracién de opciones americanas requiere técnicas numéricas.

4. Los procesos de difusién con saltos proporcionan férmulas analiticas para
el precio de bonos y opciones europeas pero no permiten la obtencién de

expresiones cerradas para el precio de opciones americanas.

1.4 Evidencia Empirica de los Modelos en Tiempo Continuo

Una vez modelizada(s) la(s) variable(s) de estado que influyen sobre la estructura tem-
poral de los tipos de interés, una gran cantidad de articulos se han dedicado a analizar
el comportamiento empirico de los modelos en tiempo continuo. Dicho comportamiento
puede estudiarse directamente a partir del modelo propuesto o en funcién de las im-

plicaciones de este modelo sobre la valoracién de activos derivados. La importancia de
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este analisis radica en las diferentes consecuencias que cada modelo tiene sobre aspectos

tan importantes como la valoracién de activos derivados o las estrategias de cobertura.

En general, estos contrastes empiricos se realizan mediante un andlisis de series
temporales o con técnicas de seccién cruzada. Los contrastes basados en series tempo-
rales requieren una especificacién en tiempo discreto del proceso seguido por los tipos
de interés. Como el tipo de interés instantdneo no es observable, se suele utilizar una
“proxy” para implementar esta técnica. Este método permite la comparacién de mo-
delos anidados y, por tanto, indica la bondad del ajuste de los datos a los diferentes
procesos estocdsticos que se hayan supuesto para los tipos de interés. Sin embargo,
este método presenta problemas a la hora de identificar el precio de mercado del riesgo

y su implementacién practica requiere una gran cantidad de datos.

Por otro lado, los contrastes de seccién cruzada toman, para cada dia, los precios
de mercado de una serie de bonos con diferentes vencimientos y estiman los parametros
del modelo que producen el mejor ajuste de los precios tedricos a los observados. Estos
contrastes posibilitan la identificacién del precio de mercado del riesgo, necesitan menos
datos que el anélisis basado en series temporales y sirven para comparar diversos mo-
delos de valoracién de activos y, por construccién, los diferentes procesos estocasticos
sugeridos para los tipos de interés. Una de las desventajas de este método se relaciona
con la variabilidad en el tiempo de los pardmetros estimados. Aunque posteriormente
se analice la estabilidad de los pardmetros, la dindmica de los factores obtenidos puede

no concordar con el proceso estocéstico supuesto para dichos factores.

Las técnicas mas empleadas son las de méxima verosimilitud y el método generali-
zado de momentos de Hansen (1982) (GMM de aqui en adelante). La primera supone
una cierta distribucién de la variable en estudio y, a partir de la funcién de densidad

de la variable de estado, se obtienen los pardmetros més “verosimiles” de acuerdo con
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la distribucién supuesta de antemano. El segundo método no presupone ninguna dis-
tribucién a priori y los pardmetros son estimados mediante una serie de momentos que
se deducen a partir del modelo. Este método presenta dos ventajas: (1) no se requiere
normalidad en la distribucién de las variaciones en el tipo de interés siendo suficiente, a
nivel asintético, que dicha distribucién sea estacionaria y ergédica’ y (2) los estimadores
obtenidos y sus errores estandar son consistentes incluso cuando las perturbaciones del

modelo son condicionalmente heteroscedasticas o serialmente correladas.

Recientemente, diversos articulos proponen un enfoque alternativo a los métodos
anteriormente sefialados. Dicho enfoque se basa en la utilizacién de la representacion
del espacio de los estados del modelo de la estructura temporal donde la variable (o
variables) de estado se considera inobservable. Los parédmetros del modelo se estiman
mediante quasi-maxima verosimilitud empleando el filtro de Kalman para estimar las
variables inobservables y para calcular la funcién de verosimilitud. Tal como se indica
en Geyer and Pichler (1996), las principales ventajas de este método son: (1) se evitan
los problemas derivados de trabajar con “proxies” de los factores, (2) se puede obtener la
serie temporal de la variable de estado inobservable, (3) se pueden estimar directamente
los pardmetros del modelo econdmico, (4) no es necesario realizar supuestos sobre los

errores de valoracién y (5) los errores de medida son considerados explicitamente.

1.4.1 Evidencia Empirica de los Modelos Endégenos

Existen diversos trabajos que se centran en el analisis comparativo del comportamiento
empirico de diferentes modelos enddgenos. As{, tenemos estudios como Chan et al

(1992), Koedjik et al (1994) y Ait-Sahalia (1996) que realizan una comparacién entre

TEste rasgo permite tratar modelos como el de CIR (1985b) en el que se supone una distribucién

condicional proporcional a una x? no centrada.
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diversos modelos con el objetivo de determinar cuédl se aproxima més a los tipos de

interés observados.

Chan et al (1992) estiman y comparan una serie de modelos unifactoriales en tiempo
continuo que analizan la evolucién de los tipos de interés a corto plazo. Aunque se han
establecido muchos modelos teédricos para el proceso estocastico que sigue esta variable
de estado, éste es uno de los primeros trabajos que realiza, dentro de un marco comun,

una comparacién entre diferentes modelizaciones.

El problema abordado por estos autores consiste en la estimacién de los parametros
de la ecuacién diferencial estocastica que refleja la evolucién temporal del tipo de interés

a corto plazo

©dr = {a+ Br)dt + or’dw

Para estimar los pardmetros de esta ecuacién se emplea una especificacion en tiempo
discreto cuya ventaja es permitir que la varianza de los cambios de los tipos de interés
dependan directamente del nivel de dicho tipo de interés de un modo consistente con

la especificacién en tiempo continuo.

A continuacién, se estiman los pardmetros mediante el Método Generalizado de
Momentos. Utilizando datos correspondientes a Letras del Tesoro a un mes en U.S.A.

para el perfodo Junio 1964 - Diciembre 1989, los resultados obtenidos por estos autores

indican que:
1. Los tipos de interés presentan reversién a la media.

9 A la hora de modelizar correctamente la volatilidad, el parametro clave es
7. Asi, modelos que requieren que 7 < 1 modelizan peor la dindmica de los
tipos de interés a corto plazo que aquéllos que permiten 7 > 1. Estos autores

encuentran que el pardmetro 7 es igual a 1.5 y altamente significativo.
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3. Los modelos que mejor describen la dindmica temporal de los tipos de interés
son aquéllos en los que la varianza condicional del tipo de interés a corto
plazo depende del nivel de dicho tipo de interés. Asi, los modelos mas
usuales (Vasicek (1977), CIR (1985b)) proporcionan peores resultados que
modelos menos utilizados como el de Dothan (1978) o el de CIR (1980).

Koedjik et al (1994) presentan un modelo que engloba como casos particulares
los modelos estudiados por Chan et al (1992) y Longstaff and Schwartz (1992) al
tiempo que incorpora el efecto heteroscedastico reflejado por los modelos GARCH.
El modelo presentado y diversos casos particulares son estimados mediante técnicas
de quasi-maxima verosimilitud aplicadas a rentabilidades mensuales y semanales de
Letras del Tesoro de U.S.A. Lios resultados obtenidos reflejan la superioridad del modelo
presentado por estos autores frente a los distintos casos particulares. Para los datos
mensuales, el pardmetro que mide la sensibilidad de la volatilidad con respecto al nivel
de los tipos de interés, 7, es similar al obtenido en Chan et al (1992). Analizando los
datos semanales se comprueba la mayor importancia de los efectos GARCH. Con estos
datos, el valor obtenido para el pardmetro T no resulta significativamente diferente de

0.5 y se corrobora, por tanto, el modelo de CIR (1985b).

Ait-Sahalia (1996) desarrrolla una metodologfa para contrastar empiricamente di-
versos modelos paramétricos unifactoriales para el tipo de interés al contado. En con-
creto, este autor se centra en modelos markovianos y estrictamente estacionarios. El
proceso propuesto por este autor supone deriva y volatilidad no lineales. La idea basica
de este articulo es que, puesto que la densidad verdadera es desconocida, un estimador
no paramétrico convergerd a la densidad verdadera. Asi, el método propuesto se basa
en la comparacién de la densidad paramétrica frente a la densidad estimada mediante
técnicas no paramétricas. Los datos utilizados para la estimacién son diarios y se rela-

cionan con euroddlares a 7 dias. Sus resultados indican la superioridad del modelo
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propuesto frente a diversos casos particulares. Dicha superioridad se debe a que estos
casos particulares suponen un proceso con deriva lineal y volatilidad similar a la ana-
lizada en Chan et al (1992). Ademés, se comprueba que (1) la deriva es nula cuando
los tipos de interés toman valores intermedios (es decir, el tipo de interés se comporta
de modo similar a un paseo aleatorio y, por tanto, es dificil rechazar la existencia de
una rafz unitaria en esta variable), (2) la deriva no lineal hace que el tipo de interés
tienda répidamente hacia valores intermedios cuando alcanza valores més extremos (y,
por tanto, el proceso es globalmente estacionario) y (3) la funcion de difusién es menor

para valores intermedios de los tipos de interés y mayor para valores extremos.

Ademés de los trabajos que se centran en una comparacién entre diferentes modelos,
existe una gran cantidad de estudios que se centran en el analisis empirico de un modelo
en particular. La mayorfa de estos estudios se centran en el modelo de CIR (1985a, b).

Asi, distinguiendo segin la técnica empleada, tenemos los siguientes:

Regresiones de Seccién Cruzada Método Generalizado de Momentos

Brown and Dybvig (1986) Longstaff and Schwartz (1992)
Brown and Schaefer (1994) Heston (1992)

De Munnik and Schotman (1994) Gibbons and Ramaswamy (1993)
Maxima Verosimilitud Filtro de Kalman

Marsh and Rosenfeld (1983) Chen and Scott (1993b)

Sun (1992) Lund (1994)

Chen and Scott (1993a) Duan and Simonato (1995)
Pearson and Sun (1994) Geyer and Pichler (1996)

Brown and Dybvig (1986) es el primer andlisis empirico del modelo propuesto en
CIR (1985a). Estos autores analizan las implicaciones de seccién cruzada de dicho

modelo y estiman ciertas combinaciones de los pardmetros de este modelo pues no
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todos pueden ser identificados en la férmula de valoracion de bonos®. Para identificar
cualquiera de ellos, es necesario el uso de la densidad condicional de los tipos de interés,
la cual no depende del precio de mercado del riesgo. Suponiendo que los precios
observados se desvian de los precios teéricos (indicados por el modelo) en un término
de error con media cero, el método de estimacién emplea técnicas de seccién cruzada
basadas en regresiones no lineales y utiliza rentabilidades nominales mensuales del
Tesoro norteamericano para el periodo 1952-1983. Las principales conclusiones son
que el ajuste es muy débil y que el parametro de volatilidad y el valor a largo plazo
al que tienden los tipos de interés son muy inestables a lo largo del tiempo. Ademas,
se deduce que el modelo (1) sobreestima sistematicamente los tipos de interés a corto
plazo, (2) infravalora los titulos emitidos al descuento (quiza debido a efectos fiscales,
no considerados en este modelo) y (3) se ajusta mejor a las Letras del Tesoro que a

otro tipo de activos.

Brown and Schaefer (1994) abordan dos objetivos: (1) estimar la estructura tempo-
ral de los tipos de interés reales en Gran Bretana y describir sus propiedades empiricas
v (2) estudiar el comportamiento empirico del modelo CIR en relacién con estos datos.
Los datos empleados son precios diarios de bonos indexados para el periodo 1984-1989.
Aplicando técnicas de seccién cruzada, sus estimaciones muestran que (1) este modelo
se ajusta bien a la forma de la curva de rentabilidades, (2) el tipo de interés a largo plazo
es relativamente estable y (3) las estimaciones de la volatilidad de los tipos de interés
obtenidas mediante seccién cruzada se corresponden bien con las obtenidas mediante
series temporales. Sin embargo, estos resultados también indican que los pardmetros
del modelo en estudio estdn altamente correlados y son altamente inestables a lo largo

del periodo considerado.

8Por ejemplo, la velocidad de ajuste y el precio de mercado del riesgo siempre aparecen sumados.
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De Munnik and Schotman (1994) se centran en la estimacién de los modelos de
Vasicek (1977) y CIR (1985b) mediante andlisis de seccién cruzada aunque también
presenta un andlisis de series temporales para facilitar la comparacién con otros es-
tudios. Estos autores, al igual que Brown and Dybvig (1986), emplean técnicas de
regresién no lineal. Se emplean datos (con frecuencia semanal y mensual) correspon-
dientes a precios de bonos holandeses en el perfodo 1989-1990. Con datos semanales,
sus resultados indican que ambos modelos se comportan de modo similar mientras el
modelo Vasicek es ligeramente superior al modelo CIR cuando se analizan los datos
mensuales. En ambos casos, los pardmetros de volatilidad y de reversién a la media

(indistinguible de cero) son muy variables a lo largo del tiempo.

Marsh and Rosenfeld (1983) emplean un modelo general (que engloba el modelo
CIR) para analizar los cambios en los tipos de interés nominales. Estos autores trabajan
con dos conjuntos de datos correspondientes a Letras del Tesoro a una semana y un mes
para los perfodos Enero 1978 - Mayo 1982 y Marzo 1953 - Junio 1981, respectivamente.
Los resultados son obtenidos mediante maxima verosimilitud e indican que el modelo

lognormal es superior empiricamente al modelo CIR.

Sun (1992) desarrolla un modelo de equilibrio general para los tipos de interés reales
dentro de una economia en tiempo discreto. Este autor realiza la valoracion de bonos
(en términos reales y nominales) y demuestra que la férmula obtenida para el precio de
bonos (en términos reales) converge, para una cierta especificacién de los pardmetros, a
las obtenidas en CIR (1985b). Los pardmetros de este modelo son estimados mediante
técnicas de méxima verosimilitud aplicadas a una muestra de precios mensuales de
bonos para el perfodo Noviembre, 1971 - Diciembre, 1986. Sus resultados indican que
existe una correlacién significativa entre el nivel de precios y la tasa de crecimiento
del consumo, en contraste con el supuesto de neutralidad monetaria que subyace en el

modelo CIR.
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Chen and Scott (1993a) emplea la densidad condicional de las variables de estado
y dos conjuntos de rentabilidades de bonos para estimar las versiones uni-, bi- y tri-
factorial del modelo de CIR (1985b) para el tipo de interés nominal. Estos autores
derivan un sistema de ecuaciones que, combinando informacién de series temporales y
de seccién cruzada, les permite identificar todos los pardmetros del modelo. Aunque
se incluyen errores de medida, se supone que al menos uno de los precios de los bonos
(generalmente el de vencimiento igual a tres meses) es observado sin error. Las esti-
maciones de estos modelos indican que es necesario més de un factor para explicar los
cambios en la pendiente y en la curvatura de la curva de rentabilidades. El primer
factor refleja la mayor parte de la variacién en los tipos de interés a corto plazo y
presenta una fuerte rever'siénl a la media. El resto de factores se relaciona con los tipos
de interés a largo plazo y muestra una reversién muy lenta a la media. Estos resultados
también sugieren que el modelo bifactorial es el que mejor se ajusta a las rentabilidades
observadas. Estudiando el ajuste de estos modelos a la estructura temporal observada
en una serie de dias seleccionados, se comprueba que el modelo trifactorial se com-
porta ligeramente mejor que el bifactorial y que ambos modelos son muy superiores al
modelo unifactorial. El buen ajuste del modelo de tres factores a la curvatura de la
curva de rentabilidades se basa en un alto valor de la volatilidad que, sin embargo, no

es consistente con la variabilidad observada en la rentabilidad de los bonos.

Pearson and Sun (1994) formulan una funcién de verosimilitud que, utilizando
la densidad condicional de las variables de estado, permite estimar y contrastar un
modelo en el que se conozcan expresiones cerradas para el precio de los bonos. Estos
autores extienden el modelo CIR afiadiendo una constante a la tasa de inflacién y
a los tipos de interés reales. De este modo se relaja la restriccién de no-negatividad
impuesta por el modelo original y, por tanto, los tipos de interés reales pueden alcanzar

valores negativos. El modelo es estimado sustituyendo los dos factores por dos precios
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observados. Por tanto, este método no utiliza toda la informacién de seccién cruzada
pues sblo se emplean dos puntos de la estructura temporal. Empleando métodos de
méxima verosimilitud y tres grupos de precios mensuales de bonos a corto plazo, se
rechaza el modelo CIR en su especificacién original y en la versién extendida que se

sugiere en este estudio.

Longstaff and Schwartz (1992) estiman una versién bifactorial del modelo de CIR
(1985b) e interpretan ambos factores como el tipo de interés a corto plazo y la vola-
tilidad de los tipos de interés puesto que son funcién lineal de estas variables. Estos
autores estiman la volatilidad del tipo de interés a corto plazo mediante la metodologia
GARCH aplicada a rentabilidades nominales de Letras del Tesoro a un mes. Posterior-
mente, se utilizan rentabilidades de Letras del Tesoro de tres meses a cinco afios para
contrastar las restricciones de seccién cruzada impuestas por el modelo sobre la estruc-
tura temporal de los tipos de interés mediante el método GMM. Los resultados indican
que este modelo bifactorial captura el nivel y la volatilidad de la estructura temporal
v, al no rechazarse estas restricciones, refleja la estructura de seccién cruzada de los
cambios de las rentabilidades. Analizando el comportamiento de la versién unifactorial
de este modelo, se comprueba su mal comportamiento debido, principalmente, a su

incapacidad para reflejar los cambios en la volatilidad de los tipos de interés.

Empleando la versién multifactorial de CIR (1985b), Heston (1992) estudia el
ntmero de factores a utilizar para modelizar correctamente los tipos de interés, re-
flejar adecuadamente su evolucién temporal y analizar las interrelaciones existentes
entre los tipos de interés correspondientes a diferentes vencimientos. La técnica de
estimacién propuesta consta de tres etapas: andlisis de variables latentes para rentabi-
lidades de bonos, restricciones lineales y restricciones no lineales asociadas a un cierto
modelo de la estructura temporal. Empleando rentabilidades mensuales (obtenidas

mediante interpolacién) para el periodo 1970-1938, este autor no rechaza, en un primer
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momento, que los excesos de rentabilidades sigan un modelo unifactorial y se deduce,
por tanto, que las rentabilidades pueden seguir un modelo bifactorial. Sin embargo, el

contraste de las restricciones no lineales lleva a rechazar este modelo.

Gibbons and Ramaswamy (1993) incorporan el efecto de la inflacién esperada en
el modelo CIR con el objetivo de modelizar los tipos de interés reales. Estos autores
emplean la distribucién estacionaria del tipo de interés real para calcular las medias y
varianzas incondicionales de las rentabilidades reales de los bonos al descuento nomi-
nales. Al imponer el supuesto de neutralidad monetaria, se puede analizar el compor-
tamiento de este modelo sin necesidad de hacer supuestos sobre el proceso seguido por
el nivel de precios. Las desventajas de este enfoque son (1) no se utiliza la distribucién
condicional que es la que determina la evolucién temporal de los tipos de interés y
(2) este modelo sélo es aplicable a bonos al descuento. Se imponen diversas restric- |
ciones sobre los momentos de las rentabilidades reales de bonos nominales y se utiliza
el método GMM para contrastar la distribucién estacionaria del proceso seguido por
los tipos de interés. Los datos utilizados son mensuales, corresponden a bonos a corto
plazo y cubren el perfodo 1964 - 1989. La principal conclusién alcanzada por estos
autores es que el modelo CIR caracteriza razonablemente las rentabilidades reales de

bonos nominales cuando se consideran vencimientos iguales o inferiores a un ano.

Entre los trabajos que emplean la metodologia basada en la formulacién del espacio
de los estados del modelo de la estructura temporal, tenemos Chen and Scott (1993b),

Lund (1994), Duan and Simonato (1995) y Geyer and Pichler (1996).

Chen and Scott (1993b) contrastan la versién uni-, bi- y trifactorial del modelo de
CIR (1985b). Los parametros del modelo se estiman mediante el método de maxima
verosimilitud usando el filtro de Kalman para estimar las variables de estado inobser-

vables. Se utilizan los mismos datos que en Chen and Scott (1993a): rentabilidades
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mensuales de bonos al descuento para el perfodo 1960 - 1987 y precios semanales de
bonos desde Enero de 1980 a Diciembre de 1988. Los resultados son similares para
ambos conjuntos de datos e indican que el modelo unifactorial no se ajusta bien a las
rentabilidades correspondientes a los mayores vencimientos y que los modelos multi-
factoriales son necesarios para caracterizar la forma (variable en el tiempo) de la curva
de rentabilidades. En los modelos multifactoriales, al menos una de las variables de
estado presenta una lenta reversién a la media. Esta caracteristica permite explicar la
variacién de los tipos de interés a largo plazo. Con el objetivo de estudiar el ajuste de
estos modelos a los precios de bonos observados, se seleccionan una serie de dias del
periodo 1980 - 1992. Los resultados son andlogos a los obtenidos en Chen and Scott
(1993a): el modelo de tres f?,ctores se comporta ligeramente mejor que el bifactorial
y ambos son muy superiores al modelo unifactorial. Con el uso de tres factores, el
modelo consigue un buen ajuste al tipo de interés a corto plazo, al tipo de interés a

largo plazo v a la volatilidad de los tipos de interés.

Lund (1994) considera un modelo bifactorial gaussiano, extensién de Vasicek (1977),
en el que el valor a largo plazo de los tipos de interés sigue un proceso de difusién.
Debido al cardcter gaussiano de este modelo, se puede aplicar el filtro de Kalman
para calcular ezactamente la funcién de verosimilitud y estimar las variables de estado
inobservables. Se propone un algoritmo para maximizar la funcién de verosimilitud y
se aplica dicho algoritmo a una serie de rentabilidades estimadas a partir de precios de
bonos daneses. Estas rentabilidades son semanales y corresponden al periodo Enero,
1985 - Abril, 1993. La principal conclusién es que se rechaza dicho modelo debido a la

no normalidad, sesgo y autocorrelacién presentes en los residuos.

Duan and Simonato (1995) proponen un marco comin, basado en la representacion

en el espacio de los estados, para estimar los modelos exponencial-afines de la estructura
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temporal. Aplicando un resultado de Duffie and Kan (1996)°, se establece que la media
y varianza condicionales del proceso, sobre cualquier intervalo en tiempo discreto, deben
ser afines en las variables de estado y, entonces, se utiliza el filtro de Kalman para
obtener la estimacién mediante quasi-méxima verosimilitud. Se permiten errores de
medida en las rentabilidades observadas. El andlisis empirico utiliza rentabilidades
mensuales del Tesoro norteamericano correspondientes a cuatro vencimientos a corto
plazo durante el perfodo Julio, 1964 - Febrero, 1992. Dicho anaﬁliéis rechaza los tres
casos particulares del modelo afin que se analizan: Vasicek (1977), CIR (1985b) y el
modelo bifactorial de Chen and Scott (1992).

Geyer and Pichler (1996) formulan una representacién en el espacio de los estados de
la versién multifactorial de CIR (1985b) y estiman desde la versidn unifactorial hasta la
que utiliza cinco factores de dicho modelo. El método de estimacién empleado supone
que la densidad de transicién corresponde a una variable normal y, de modo similar
a Chen and Scott (1993b), se utiliza una versién modificada del filtro de Kalman
para reflejar la restriccién de no-negatividad que se impone sobre las variables de
estado. Los datos empleados corresponden a tipos de interés mensuales del Tesoro
norteamericano desde Enero de 1964 a Diciembre de 1993. Estimadas las diferentes
versiones del modelo CIR, el anlisis de los residuos detecta sesgos y autocorrelacién,
problemas que no desaparecen al incrementar el nimero de factores del modelo. Los
resultados de estimacién indican que el modelo multifactorial es suficientemente flexible
para capturar la forma de la estructura temporal pero no recoge adecuadamente la
dinamica de la estructura temporal observada. Una posible explicacién de este hecho

es que la mayor flexibilidad introducida por un modelo multifactorial es compensada

9Estos autores demuestran que los modelos afines de la estructura temporal de los tipos de interés
se obtienen si y sélo si la deriva y varianza del proceso de difusién que se ha supuesto para la(s)

variable de estado es afin en dicha(s) variable.
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por las restricciones derivadas de suponer que todos los factores siguen un proceso

CIR. lo cual implica que ningin factor puede tomar valores negativos. Dicho supuesto
; . p

puede ser adecuado en un modelo uni- o bifactorial pero puede ser demasiado restrictivo

cuando se considera un mayor nimero de factores.

Resumiendo, las principales caracteristicas relacionadas con el comportamiento

empirico de los modelos enddgenos son:

1. Los tipos de interés presentan reversién a la media. En muchos casos esta
reversién es muy lenta y, por tanto, es dificil rechazar la existencia de una

raiz unitaria en esta variable.

2. Las principales conclusiones de los estudios que realizan un analisis compa-

rativo de diferentes alternativas de modelizacion son:

(a) Dentro de los modelos que suponen deriva y difusién lineales, los
modelos que mejor describen la dindmica temporal de los tipos de
interés son aquéllos en los que la varianza condicional del tipo de
interés a corto plazo depende del nivel de dicho tipo de interés. Una
de las principales conclusiones es que la volatilidad condicional de
los tipos de interés es muy sensible al nivel de dichos tipos de interés.
Por tanto, los modelos que suponen una distribucién lognormal para
los tipos de interés presentan un mejor ajuste que los modelos Que

suponen que dicha distribucién es normal.

(b) En general, los modelos que trabajan con deriva y volatilidad no
lineales muestran un comportamiento empirico superior frente a di-
versos casos particulares que suponen un proceso con deriva lineal y
volatilidad con elasticidad constante, similar a la analizada en Chan

et al (1992).
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3. La mayorfa de los trabajos que se centran en el comportamiento empirico

de un modelo en particular analizan el modelo de CIR (1985a, b). Las

principales conclusiones de estos trabajos son:

(a)

(b)

El comportamiento empirico de este modelo, al menos en su version

unifactorial, es ciertamente débil.

Muchos de estos estudios obtienen estimaciones de los pardmetros

que son inestables a lo largo del periodo muestral considerado.

La versién bifactorial del modelo se ajusta mejor a los datos obser-
vados que el modelo unifactorial debido a su capacidad para explicar
los cambios en la pendiente de la curva de rentabilidades, caracteri-
zar la forma (variable en el tiempo) de esta curva y/o reflejar los

cambios en la volatilidad de los tipos de interés

Versiones con mas de dos factores no aportan grandes mejoras con
respecto a los resultados obtenidos con el modelo bifactorial. En
general, este tipo de modelos refleja adecuadamente la forma de
la estructura temporal pero no modeliza bien la dindmica de la

estructura temporal observada.

1.4.2 Evidencia Empirica de los Modelos Exégenos

La literatura relacionada con el andlisis empirico de los modelos exégenos es mucho

menor que la correspondiente a los modelos endégenos. Este hecho puede ser debido a

que, en la mayorfa de estos modelos, suele ser dificil la obtencién de expresiones cerradas

para el precio de los activos derivados y, por tanto, la. implementacién eficiente de un

estudio empirico puede presentar mayores dificultades. Dentro de los anélisis realizados
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tenemos trabajos como Flesaker (1993), Amin and Morton (1994), Backus, Foresi, and
Zin (1994), Moraleda and Vorst (1996) y Biihler et al (1997).

Flesaker (1993) estudia el comportamiento empirico de un caso particular del mo-
delo HIM, en concreto, la versién en tiempo continuo de Ho and Lee (1986). Dicho
modelo supone que la volatilidad es constante y permite la obtencién de expresiones
cerradas para el precio de futuros sobre tipos de interés y de opciones sobre estos fu-
turos. Este autor aplica el método GMM a una muestra de precios de cierre diarios
de estos derivados desde Marzo de 1985 a Julio de 1988. Sus resultados muestran que
dicho modelo (1) presenta ciertos sesgos de modo sistematico y (2) es incompatible con

la muestra en la mayoria de los subperiodos analizados.

Amin and Morton (1994) contrastan seis casos particulares de la versién unifac-
torial del modelo HIM que se obtienen mediante especificaciones concretas (uni o
biparamétricas) de la volatilidad. Estos modelos emplean precios de opciones y futuros
sobre euroddlares desde 1987 a 1992. La estructura temporal se determina mediante el
precio de los futuros y el precio de las opciones se utiliza para estimar los parametros de
la funcién de volatilidad de cada modelo. En todos los modelos, la volatilidad implicita
es estacionaria y presenta reversién a la media. Para comparar estos modelos, se uti-
lizan tres criterios: (1) la estabilidad de los pardmetros estimados, (2) el ajuste del
modelo a los precios observados y (3) la capacidad del modelo para generar beneficios
a partir de activos infravalorados. Los resultados obtenidos indican que los mode-
los biparamétricos se ajustan mejor a los precios observados aunque los pardmetros
estimados son muy inestables a lo largo del tiempo. Considerando estrategias de ne-
gociacién basadas en la compra (venta) de opciones infravaloradas (sobrevaloradas),
las ganancias obtenidas por estos modelos son inferiores a las correspondientes a los
modelos uniparamétricos cuyas estimaciones son mucho mas estables. La mayoria de

los modelos analizados indican una sobrevaloracién en las opciones de venta.
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Backus, Foresi, and Zin (1994) muestran que, mediante este tipo de modelos, la
valoracién de activos derivados puede conducir a oportunidades de arbitraje. Anali-
zando el modelo de Black, Derman and Toy (1990), se prueba que dicho modelo puede
sobrevalorar las opciones de compra sobre bonos a largo vencimiento cuando los tipos

de interés muestran reversién a la media.

Anélogamente a Amin and Morton (1994), Moraleda and Vorst (1996) analizan
varios casos particulares del modelo de HIM (1992): dos modelos unifactoriales (supo-
niendo volatilidad constante y exponencial decreciente, respectivamente) y un modelo
bifactorial. La estructura temporal de los tipos de interés es estimada mediante la
técnica de splines cibicos de McCulloch (1971, 1975). La estimacién de los pardmetros
de la funcién de volatilidad se realiza a partir de datos diarios correspondientes a tipos
de interés forward desde Agosto de 1994 hasta Febrero de 1995. Esta estimacion se
lleva a cabo mediante un anélisis de componentes principales y mediante una técnica

de minimizacién (Newton-Raphson).

Los tres modelos son comparados en funcién de (1) el porcentaje de variacién (ex-
plicada) de los movimientos de la estructura temporal de los tipos de interés y (2) el
ajuste a los precios observados de activos derivados. Ambos criterios indican que el
comportamiento del modelo bifactorial es mejor que el de los dos modelos unifacto-
riales. Analizando diversos subperiodos, se comprueba que los parécme:cros de los tres
modelos son, en general, muy estables aunque sensibles a los valores de la probabilidad
neutral al riesgo. Los pardmetros estimados se utilizan para valorar opciones ame-
ricanas cuyo activo subyacente es el futuro sobre el bono nocional a diez afios. Los
resultados muestran que los modelos unifactoriales sobrevaloran las opciones mientras
el modelo bifactorial se ajusta mejor a los precios de estas opciones. Sin embargo, dicho

modelo infravalora de modo sistematico el precio de las opciones de venta de més largo

vencimiento.
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Biihler et ol (1997) comparan empiricamente tres versiones del modelo de HW
(1987) (un modelo unifactorial similar al de Chan et al (1992) y dos modelos bifac-
toriales andlogos a los presentados en Schaefer and Schwartz (1984) y Longstaff and
Schwartz (1992), respectivamente) y cuatro casos particutares de HIM (1992): dos
modelos unifactoriales (con volatilidad constante y lineal en el tiempo al vencimiento,
respectivamente) y dos modelos bifactoriales (suponiendo volatilidades constantes y
proporcionales a los tipos de interés forward, respectivamente). El criterio de com-
paracion se basa en la valoracién realizada por cada uno de los modelos. Los datos em-
pleados son semanales y corresponden a warrants sobre bonos para el mercado aleman
y el perfodo 1990-1993. El precio de estas opciones se calcula tras estimar la estructura
temporal de tipos de interés y los parametros correspondientes a los procesos seguidos

por los factores y por las volatilidades.

Los resultados obtenidos indican que (1) las versiones unifactoriales de HJM (1992)
son superiores a los modelos bifactoriales del mismo tipo, (2) el modelo unifactorial de
HW (1987) presenta problemas en su calibracion y es claramente inferior a las versiones
bifactoriales de este modelo y (3) es posible identificar un conjunto formado por tres
modelos!? que es sistematicamente superior al resto de modelos analizados. Analizando
estos tres modelos, la versién unifactorial de HIM (1992) es la que mejor se ajusta a

la estructura temporal de tipos de interés y volatilidades.

Fn relacién con el comportamiento empirico de los modelos exbgenos, las principales

conclusiones son:

1. En ciertos casos, la valoracién de activos derivados mediante este tipo de

modelos puede conducir a oportunidades de arbitraje.

10Estos tres modelos son las dos versiones bifactoriales de HW (1987) y el modelo unifactorial de

HIM (1992) que supone volatilidad lineal.
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2. El modelo de Ho and Lee (1986) suele ser rechazado.

3. Analizando la versién unifactorial del modelo HJM, la comparacién entre

los modelos uni- y biparamétricos para la volatilidad permite concluir que
(a) Los modelos biparamétricos se ajustan mejor a los datos observados.
(b) Los modelos uniparamétricos proporcionan unas estimaciones de los

parémetros més estables a lo largo del tiempo y ganancias superiores

mediante estrategias de negociacién.

4. La comparacién entre el modelo unifactorial HJIM y su versién bifactorial
no proporciona resultados concluyentes sobre cual es el método con mejor

comportamiento empirico.

1.5 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una panoramica general de los diferentes estudios
que se han dedicado a analizar, mediante modelos en tiempo continuo, la estructura
temporal de los tipos de interés. Estos modelos se pueden clasificar en dos categorias:
modelos enddgenos, que suponen la existencia de una(s) variable(s) de estado que
influyen sobre la estructura temporal de los tipos de interés y modelos exdégenos que
toman como dada dicha estructura temporal. El objetivo de los modelos endégenos
es, partiendo del proceso estocdstico que siguen las variables de estado, determinar la
estructura temporal de equilibrio mientras los modelos exégenos intentan conseguir un

ajuste perfecto a los tipos de interés observados.

Las ventajas de los modelos enddgenos se relacionan con su tratabilidad analitica,
su implementacién practica y que, en general, permiten valorar activos derivados como

bonos y opciones europeas. Sus principales desventajas son que no tiene en cuenta
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la informacién contenida en los tipos de interés observados y que no consiguen un
buen ajuste a toda la estructura temporal observada. Mas atin, en algunos casos se
determina exégenamente el precio de mercado del riesgo por lo que se pueden producir

oportunidades de arbitraje.

Los modelos endégenos unifactoriales suelen emplear el tipo de interés instantdneo
que, en general, es modelizado mediante un proceso con reversién a la media. Estos
modelos son muy tratables analiticamente y/o su implementacién numérica es relati-
vamente facil. Sin embargo, estos modelos pueden no ser suficientes para explicar los
diferentes movimientos de la estructura temporal y, ademads, implican que las renta-
bhilidades de los bonos correspondientes a distintos vencimientos estan perfectamente

correladas.

Los modelos endégenos multifactoriales pueden solucionar los inconvenientes rela-
cionados con los modelos unifactoriales pero, sin embargo, ofrecen menos tratabilidad
analitica y/o mayores problemas computacionales. Estos modelos suelen utilizar el tipo

de interés instantdneo como una de sus variables de estado.

Relajando el supuesto de evolucién continua en el tiempo de los tipos de interés, la
existencia de saltos en el proceso ayuda a reflejar la posibilidad de cambios discretos en
los tipos de interés. Otra de las ventajas de este tipo de modelos es que permite refle-
jar adecuadamente caracteristicas empiricas como la asimetria y el exceso de curtosis
presentes en los cambios en los tipos de interés. Sin embargo, la existencia de saltos
imposibilita una cobertura dindmica en la linea de Black and Scholes (1973) y complica

la valoracién de activos derivados, especialmente en el caso de opciones americanas.

Respecto al comportamiento empirico de los modelos enddgenos, podemos indicar
que, dentro de los modelos con deriva y difusién lineales, el mejor comportamiento se

da cuando la varianza condicional del tipo de interés a corto plazo es muy sensible
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al nivel de dicho tipo de interés. Como consecuencia, los modelos que suponen una
distribucién lognormal en los tipos de interés presentan un mejor ajuste que los modelos
que suponen que dicha distribucién es normal. El problema de los modelos lognormales
es que no presentan ninguna tratabilidad analitica y es necesario recurrir a tecnicas
numéricas para valorar activos derivados. Por el contrario, los modelos gaussianos
son muy tratables analiticamente pero, en dichos modelos, los tipos de interés pueden

alcanzar valores negativos.

Por otro lado, los modelos exdgenos tienen en cuenta la informacion contenida en
los tipos de interés observados, consiguen un buen ajuste a la estructura temporal
observada y no necesitan realizar supuestos sobre el precio de mercado del riesgo. Por
otro lado, suele ser dificil obtener expresiones cerradas para el precio de los activos
derivados y, por tanto, la implementacién practica puede ser muy costosa. Ademas,
el empleo de técnicas numéricas puede ser complejo pues la mayoria de estos modelos
no son markovianos. Otro inconveniente de este tipo de modelos es que las diferentes
calibraciones, perfodo a periodo, de la estructura temporal pueden ser inconsistentes

entre si.

En relacién con el comportamiento empirico de estos modelos, los resultados no
son nada concluyentes. El modelo més analizado es el de HJM (1992). Analizando
la versién unifactorial de este modelo, la comparacién entre los modelos uni- y bi-
paramétricos para la volatilidad indica que, aunque los modelos biparamétricos se
ajustan mejor a los datos observados, los modelos uniparamétricos proporcionan unas
estimaciones de los pardmetros més estables y ganancias superiores mediante estrate-
gias de negociacién. Més aiin, no existe acuerdo sobre el nimero de factores que, de
modo més adecuado, sirve para ajustarse a los tipos de interés y precios de bonos

observados.
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Respecto a la valoracién de activos derivados en renta fija, la mayorfa de trabajos se
centran en bonos y opciones. En ciertos casos se han obtenido expresiones cerradas para
el precio de opciones europeas pero, en general, la valoracién de opciones americanas
requiere técnicas numéricas. Otro resultado importante es que la valoracién de opciones
sobre tipos de interés es més dificil que la de las opciones sobre acciones aunque, bajo
ciertos supuestos, se pueden obtener expresiones cerradas. Sin embargo, hasta la fecha,
ningin modelo de valoracién para este tipo de opciones ha obtenido un acuerdo similar

al existente en relacién con el modelo de Black and Scholes (1973).

La conclusién final de todo lo expuesto en este capitulo es que, aunque se han

propuesto muchos modelos en tiempo continuo de la estructura temporal de los t1pos
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delos enddgenos que son muy tratables analiticamente presentan un comportamlento
empirico inferior frente a otros modelos que, sin embargo, no proporcionan expresiones
cerradas para el precio de activos derivados. El principal problema relacionado con
los modelos exégenos es que pueden presentar problemas de consistencia temporal.
Aunque se han presentado diversas versiones que incorporan caracteristicas como la
reversién a la media o pardmetros variables en el tiempo, se deberfa intentar simpli-
ficar su estructura de modo que estos modelos sean markovianos y, por tanto, se facilite

su implementacién préactica.

A la vista de lo expuesto, el modelo “ideal” serfa aquél que, siendo sensibles a las
variaciones en el nivel de los tipos de interés, anule cualquier oportunidad de arbi-
traje y tenga la suficiente tratabilidad analitica. De este modo, dicho modelo tendria
consistencia interna, conseguiria un buen ajuste a la estructura temporal observada y

proporcionaria expresiones cerradas para el precio de los activos derivados.



Capitulo 2

Procesos de difusién con saltos y valoracién de

opciones

2.1 Introduccion

Este capitulo estudia, teniendo como marco de trabajo el mercado interbancario, la
modelizacién de la estructura temporal de los tipos de interés y la valoracién de opciones
sobre activos que dependen de dicho tipo de interés. Tradicionalmente, este anélisis se
basa en el empleo de modelos (con uno o mas factores) que suponen que los tipos de
interés evolucionan a lo largo del tiempo de modo continuo, (véase Duffie (1992), p.
129-139). Sin embargo, pueden darse diversas circunstancias que nos hacen dudar de

que éste sea un supuesto razonable.

As{, un caso interesante se presenta en relacion con los mercados nacionales inter-
bancarios los cuales estén sujetos a intervenciones exégenas de la correspondiente au-
toridad monetaria cuando ésta intenta controlar la oferta monetaria. En esta situacion,
estas intervenciones pueden inducir unos saltos en la evolucién temporal de los tipos

de interés observados. Esta idea es similar a la expuesta en Merton (1976), trabajo

99



2.1. Introduccién

que analiza la valoracién de opciones cuyo activo subyacente son acciones. Este autor
sugiere que el tener en cuenta estos saltos puede ser ttil para describir la influencia de
la nueva informacién que se va produciendo sobre la conducta de los precios. Por tanto,
partiendo de esta sugerencia, se puede deducir de qué modo el mercado percibe y asi-
rmila la informacién sobre la oferta monetaria que encierra una intervencion inesperada

de las autoridades monetarias.

Obviamente, pueden existir otras razones que provoquen saltos en la evolucion
temporal de los tipos de interés como, por ejemplo, shocks sobre la oferta y/o demanda
o noticias politicas y econémicas. Uno de nuestros objetivos es establecer un marco de
trabajo lo suficientemente general de modo que nos permita poder trabajar con todas
estas posibles influencias bajo un mismo enfoque. Asi, vamos a establecer un modelo
que pueda cubrir los diferentes efectos con que nos podemos encontrar en la préctica.
Nétese también que otra ventaja practica del uso de procesos de difusién en los que
superponemos saltos discretos es que permite reflejar una caracteristica empirica, las

“colas pesadas”, que suele presentar la distribucién del precio de los activos.

Este capitulo se organiza del siguiente modo. En la Seccién 2.2 se presenta y desa-
rrolla el marco tedrico que posibilitars la valoracién de diferentes activos que dependen
de los tipos de interés. La Seccién 2.3 explica el método econométrico empleado para
realizar la estimacién del proceso de difusién con saltos. La Seccién 2.4 describe los
rasgos basicos de los datos que se han empleado. El andlisis empirico se presenta en
la Seccién 2.5. La Seccién 2.6 analiza la relacién existente entre las intervenciones
de las autoridades monetarias v los saltos existentes en la evolucién temporal de los
tipos de interés. La Seccién 2.7 aborda el problema de la valoracién de bonos y op-
ciones. Finalmente, la Seccién 2.8 resume las conclusiones més importantes. Tras esta
seccién, se incluye un apéndice que contiene todas las tablas y representaciones graficas

relacionadas con este capitulo.
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2.2 Marco Tedrico

El marco de trabajo basico de este capitulo es un modelo con un tnico factor con el que
se intenta explicar la evolucién temporal de los tipos de interés, en la linea de trabajos
como Vasicek (1977) y CIR (1985a, b) entre otros. Nosotros generalizamos este tipo de
modelos, siguiendo las sugerencias de Das (1994a), autor que postula la inclusién de un
componente de saltos en el proceso que sigue la variable de estado. Dicha variable de
estado es el tipo de interés instantaneo sin riesgo y su evolucién a lo largo del tiempo

viene dada por el siguiente proceso de difusién con saltos:
dr = k(0 —r)dt +or’dz + J(p,~?)dr(h) (2.1)

donde, para el tipo de interés instantédneo sin riesgo r, k es el coeficiente de reversién a
Ja media,  es el valor a largo plazo de r, o es la desviacion tipica der, T es el coeficiente
de elasticidad, dz es un proceso esténdar Gauss-Wiener, J es la magnitud del salto en
r que sigue una distribucién Normal con media p y varianza v* y dw(h) es un proceso
de Poisson con pardmetro de intensidad constante h. Se supone que los componentes
de difusién y de salto del proceso que sigue el tipo de interés son independientes. La

reversién a la media (k > 0) garantiza que r tiene una distribucién estacionaria.

Dado el tipo de interés instanténeo r en el instante t, representamos por Plr,t,T] el
precio de un bono puro de descuento sin riesgo que vence en el instante T. Utilizando

el lema de I8, la tasa de rentabilidad instantdnea del bono es:
dP = (P.dr + 0.5P,,(dr)? + Pydt) (2.2)

donde los subindices denotan derivadas parciales. En mercados perfectos, la tasa de
rentabilidad instanténea esperada de cualquier activo se puede escribir como el tipo de
interéds instantdneo sin riesgo, r, més una prima al riesgo. Por tanto, todos los bonos

cupén-cero deben tener la misma rentabilidad ajustada por riesgo.
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Suponiendo que el precio de mercado por unidad de riesgo, (A(.)), para el bono es
una funcién genérica que puede depender de o, r y 7, pero no de T —t, y recordando
que los componentes de difusién y de salto en la ecuacion (2.1) son independientes,
la varianza de los cambios en r es simplemente la suma de las varianzas de ambos
componentes. Utilizando condiciones de no-arbitraje, se comprueba que la ecuacién

(diferencial en derivadas parciales) de valoracién viene dada por la expresion

0 = [k(@—r)=Xo,r,7)] P+ P+ 0.50%r*" P,,
—rP + hE[P(r+J)— P(r)] (2.3)

Fsta es la ecuacién fundamental para valorar cualquier bono cupén-cero suponiendo
que el precio de dicho bono depende dnicamente del tipo de interés instanténeo, r, y

del tiempo hasta el vencimiento, T-t. Con la condicién terminal,
P(r,T,T) =1 (2.4)

se obtiene (si existe) la solucién analitica de (2.3). Una técnica habitual es suponer

que el precio del bono viene dado por una funcién del tipo
P(r,t,T) = Alt,T)exp{—Bl[t,T]r} (2.5)
donde

A[t?T] = fA((I))a B[taT]:fB((I))

o (T - takaeagv T>h7 /"’7727)‘) (26)

ll

Si no es posible encontrar una solucién analitica se puede recurrir a procedimientos

numéricos para hallar una solucién aproximada de (2.3).

Solamente se han obtenido expresiones explicitas para A[t,T] y B[t,T] en algunos

casos particulares. Asi, Ahn and Thompson (1988) estudian el caso 7 = 0.5 suponiendo
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un componente de salto igual a 6dy donde ¢ es una constante negativa y la intensidad
de y es w7, es decir, la tasa de llegada de los saltos es proporcional al nivel de los tipos
de interés. Das (1994a), estudiando los casos 7 = 0.5y 7 = 0.0, parametriza tanto
el tamafio como el signo del salto. No conocemos publicaciones que hayan obtenido

expresiones para A[t,T] y B[t,T] para otros valores de 7.

E]l marco de valoracién presentado anteriormente puede aplicarse también a otros
activos cuyos pagos dependan de los tipos de interés como, por ejemplo, opciones
y futuros sobre bonos. Asf, podemos citar Ahn and Thompson (1988), Naik and Lee
(1990), Das (1994a) y Naik and Lee (1995) como trabajos tedricos que utilizan procesos
de difusién con saltos para estudiar la valoracién de activos indexados sobre tipos de
interds. En estos estudios se. obtienen modelos analiticos para los precios de bonos y
opciones pero ninguno de ellos permite la valoracién de opciones americanas, lo cual
es un grave inconveniente dado que la mayoria de los activos que dependen de los tipos

de interés son de este tipo.

Atin més, la valoracién de activos derivados de tipo americano suele requerir el em-
pleo de métodos numéricos, bien mediante 4rboles binomiales o bien mediante métodos
de diferencias finitas (véase Duffie (1992), Cap. 10). Recientemente, Amin (1993) pro-
porciona una aplicacién (mediante arboles binomiales) de estos métodos numéricos
para procesos de difusién con saltos mientras Das (1994b) utiliza el método de difer-
encias finitas. En este capitulo seguimos este dltimo enfoque empleando el Método de
Diferencias Finitas Totalmente Implicito (FIFD, de aqui en adelante) para realizar la

valoracién de opciones y bonos.

A continuacién, desarrollamos el procedimiento que nos permite resolver la ecuacién
(2.3) mediante dicho método. A la hora de aplicar este método, debemos especificar

cuidadosamente las condiciones terminales. Puesto que la variable de estado, r, toma
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valores en el intervalo [0,00), y €l proceso requiere retroceder en el tiempo sobre una
rejilla temporal discreta de la variable de estado, es dificil establecer dicha rejilla sobre

este soporte. Para paliar este problema, utilizamos el cambio de variable:

>0 (2.7)

La nueva variable de estado, y, toma valores en el intervalo (0,1] lo cual facilita
el establecimiento de la cota superior. Mediante este cambio de r a y se obtiene la

versién transformada de la ecuacién diferencial en derivadas parciales (2.3):
0 = Py ‘:0_2ﬁ2—27-y3—27-(1 _y)zr _ ﬂyz (k‘ (9 _ 118_ y) _ A())il
Y

1 1 —

+ [EP (%’3+J) —P(lgyy)}h (2.8)

que se puede escribir como

_ _(l-y 1-y _pllzy
0= P,A+PyB+P <ﬁy >P+[EP< 5 +J) P( 5 )}h (2.9)

donde

A = [02,62—27y3—27’(1 — ) — By (k' (0 _ L—_y) _ /\())]
By

B = [%azﬁ“’—%y‘*—”(l — y)”] (2.10)
El procedimiento para resolver la ecuacién (2.8) mediante el método FIFD se basa
en la utilizacién de una rejilla bidimensional donde tenemos la (nueva) variable de
estado (y) v el tiempo (¢) en los dos ejes de dicha rejilla . La variable 1 = 1,2,...N hace
referencia al eje donde tenemos la variable de estado mientras la variable j = 1,2,...T
indica el eje temporal en la rejilla siendo N y T el ndmero de puntos que tenemos en

cada eje.
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Denotamos el precio de un bono en la rejilla como Pi; y el valor de la variable
de estado como y; ;. La distancia entre nodos adyacentes en los €jes 2 y 7 se denotan
por m y q, respectivamente. Utilizando esta notacién, podemos escribir la ecuacién

diferencial (2.8) como una ecuacién en diferencias del siguiente modo:

0 = a|Perd = Pons]  [Pan =Py | g TRy = 2P 4 B
2m q 2
+ hi[f’-xProb[l_y”’jll_yi’jH_hP_, 1=y,
n=1 ! 5yn,j ﬁyi,j ! ﬂy 4
t = 1727"'7N7 j: 1,2,...,T (211)

Las condiciones terminales para obtener el precio de los bonos al vencimiento son

By

Reordenando la ecuacién (2.11), se obtiene

P (»1;31,1‘, T) =1 (2.12)

y v 1= g 1= vy
_ B = Pi10i + PijbiPioy o + b > [Pn,j x Prob { = I i ’]H (2.13)

q = Byn;  Buij
donde
N Bz‘]
4 = 29m  m?2
i 9B, 1-
b — _l_Jé___y_4
g m By
~A; | B
D = |—t — 2.14
G _7n+m4 (2.14)

Este sistema de N ecuaciones se resuelve recursivamente hacia atrés, partiendo de las
condiciones terminales para el precio del bono. El sistema de N x T ecuaciones dado

por la férmula (2.13) puede escribirse en forma matricial del siguiente modo:

Py = XPB

X = —qQ+Y) (2.15)
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donde Q es una matriz N X N que incluye las probabilidades de transicién entre los
nodos P;; y Pnj. Pjy1 es un vector N x 1. Y es una matriz tridiagonal donde cada

fila contiene los coeficientes a;, b; ¥ ¢;. La recursién hacia atrds se realiza calculando

la ecuacién (2.15) desde j = T'— 1 hasta j = 1.

En el caso de otros activos derivados (dependientes de los tipos de interés) que
dependan del precio de los bonos, se pueden imponer las correspondientes condiciones
terminales y se obtienen los precios de estos derivados a lo largo de la rejilla. Este
método permite obtener la mayorfa de las valoraciones que no dependan del camino

considerado.

2.3 Método Econométrico de Estimacion

El modelo utilizado para analizar la evolucién temporal de los tipos de interés es el

siguiente proceso de difusién con saltos:

dr = k(8 — r)dt + or"dz + J(p,+*)dn (R) (2.16)

Vamos a seguir varios pasos en el proceso de estimacién de este modelo. En una
primera etapa, se estima la parte de difusion pura del modelo, la cual se obtiene
haciendo A = 0 en la expresién (2.16). A continuacién, se estima tanto la localizacion
como el tamafio de los saltos mediante un estadistico del tipo Razén de Verosimilitudes.

Finalmente, se procede a la estimacién conjunta del proceso de difusién con saltos.

El componente de difusién pura es estimado mediante la aproximacién en tiempo
discreto utilizada por Chan et al (1992), la cual se basa en una versién iterativa del

Método Generalizado de Momentos (GMM, de aqui en adelante) de Hansen. La es-
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pecificacién econométrica es la siguiente:

ry—Trie1 = a+ bri_1 + & -
E(gg) = 0
E(&3) = o%?, ' (2.17)
por lo que, |
k=—b  f= —% (2.18)

Dado el vector de pardmetros Q@ = (a,,0,7) y los residuos &; en (2.17), sea el

vector de momentos f;(2) cuya expresién es

&

EtTe—1

£(Q) = (2.19)

2 2,27

(&7 — o®riZ )re-1 |

Bajo la hipétesis nula, si las restricciones dadas por la ecuacién (2.17) se cumplen,
entonces E[f,(Q)] = 0. Reemplazamos E[f,(Q)] por su andlogo muestral gr(82), em-

pleando T observaciones,

() = 13 2:20)
Entonces, el estimador GMM es:
Qo = argminJz(Q) (2.21)
donde
Jr(Q) = gr(Q2)'Vyr(Q) (2.22)

y V es una matriz de ponderaciones. Para evitar la (posible) presencia de auto-
correlacién y heterocedasticidad en los residuos, empleamos la matriz de varianzas-
covarianzas de Newey-West para el modelo GMM e iteramos hasta conseguir la con-

vergencia.
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Para contrastar las restricciones de sobreidentificacién del modelo utilizamos un
contraste chi-cuadrado. La cantidad TJz() sigue una distribucién x* con un nimero
de grados de libertad igual a la diferencia entre el nimero de condiciones de momentos

y el nimero de pardmetros estimados.

Empleando los valores estimados para los parametros de difusidn, se puede estimar
1a Jocalizacién de los saltos utilizando un enfoque que se basa en las ideas de Aase and
Guttorp (1987). Esencialmente, el procedimiento consiste en calcular y comparar dos
funciones objetivo para cada observacién: la primera se obtiene suponiendo que no hay
saltos en el instante considerado (modelo restringido) mientras la segunda se obtiene

suponiendo que sf existe salto en dicho instante (modelo sin restringir).

En nuestro caso, la funcién objetivo es la forma cuadratica Jr(Q). Por tanto, para

cada observacién se calcula el estadistico
R =T[J7() — Jr(1)] (2.23)

Este contraste se distribuye asintéticamente como una variable x* con un grado de
libertad, y puede interpretarse como la diferencia (normalizada) entre las funciones
objetivo restringida Jr(Qo) v sin restringir, J7(Q:). Asi, mediante este procedimiento,

~ se obtiene la localizacién, el tamafio y el signo de los saltos.

Por tanto, en cada instante, sabemos si ha ocurrido o no un salto, y, en caso de
que haya un salto, conocemos el tamaiio y el signo de dicho salto. De este modo, para
cada t, podemos escribir la esperanza y varianza condicionales del cambio en los tipos
de interés en funcién de lo que ha ocurrido en dicho instante. Mediante una variable
dicotémica, D;, i = 1,2,...,T, que toma el valor D; = 1 si existe salto en el instante

considerado y D; = 0 si no lo hay, obtenemos los momentos para la estimacién:

g = ri— 711 — (@+briog) — dD:
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E(e) = 0

B(e}) — o’rily—(dDy)*=0 ; (2.24)

donde empleamos como valor inicial los pardmetros estimados para €l proceso de di-

fusién pura.

2.4 Caracteristicas de los Datos

En esta seccién describimos las caracteristicas basicas de los datos de nuestra muestra.
Como variable indicativa del tipo de interés instantdneo sin riesgo se utiliza el tipo de
interés a un dfa (oferta) del-mercado Interbancario de Espafia’. Los datos han sido
obtenidos gracias al Departamento de Investigacién del Banco de Espafia y correspon-
den a valores anualizados. Los datos corresponden al periodo comprendido entre el 1 de
Enero de 1988 v el 10 de Marzo de 1994. Tenemos un total de 1534 observaciones. La
Figura 2.1 muestra la representacién gréfica del tipo a un dfa. Noténse los periddicos
“Jescensos” que presenta el tipo a un dia asi como el significativo crecimiento en la vo-
latilidad asociado con las turbulencias del Sistema Monetario Europeo. Es importante
destacar que la peseta fue devaluada tres veces entre Septiembre de 1992 y Mayo de

1993.

La Tabla I incluye los estadisticos descriptivos de los tipo de interés (r) y de los
cambios en dicho tipo de interés (dr). El tipo de interés medio incondicional es el 13%
y su desviacién tipica es de alrededor de 180 puntos bésicos. El exceso de curtosis en la
distribucién de los cambios de los tipos de interés indica la presencia de colas pesadas

en la distribucién de los tipos de interés.

L0 tipos de interés se calculan a partir de la media aritmética de todas las transacciones a un

plazo especificado en un cierto dia.
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Fl coeficiente de autocorrelacién de los tipos de interés (véase la Tabla IT) es cercano
a la unidad v decae lentamente. Los coeficientes de autocorrelacion de los cambios en
los tipos de interés son pequefios y negativos. Por tanto, nuestra muestra sugiere

evidencia de que el tipo de interés presenta reversién a la media.

2.5 Analisis Empirico

Esta seccién presenta los resultados obtenidos al realizar la estimacién del modelo
(2.16). En primer lugar, se estima el modelo de difusién pura, el cual incluye - como
casos particulares - ocho modelos (véase la Tabla III) que se derivan a partir de las
restricciones realizadas sobre los parametros a, by T en la ecuacién (2.17). Posterior-
mente, se obtiene la localizacién, el tamano y el signo de los saltos mediante los valores

estimados para los pardmetros de difusién pura.

251 Modelizacién del Proceso de Difusién Pura

La Tabla IV presenta los resultados de la estimacién que se obtienen para los procesos
de difusién pura. Se estima tanto el proceso de difusién sin restringir que se deriva a
partir de la ecuacién (2.16) como los ocho modelos restringidos (casos particulares del
anterior) que se obtienen a partir de las restricciones realizadas sobre los parametros

de este modelo.

Los contrastes x2 de bondad de ajuste indican que los modelos de Brennan and
Schwartz (1980), CIR (1985a) y Vasicek (1977) presentan los valores més pequefos
de la funcién objetivo que se pretendia minimizar. El menor valor corresponde al

modelo de Brennan and Schwartz (1980) (en el que se supone el valor més alto para el
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parémetro 7). Estos tres modelos tienen un valor x? inferior a 0.8 y en ellos se restringe

solamente un pardmetro, 7. Como no se restringe el valor de los pardmetros a and b,

todos estos modelos presentan reversién a la media.

Los modelos de Dothan (1978) y CIR (1980), (en los que los parametros a and b
son nulos), se ajustan peor a los datos pero ninguno puede rechazarse a un 90% de
nivel de confianza. Los modelos de Black and Scholes (1973) y de Merton (1973) tienen
valores x? superiores a 5 y pueden rechazarse al 90% de nivel de confianza. El modelo
de Cox (1975), en el que se anula el pardmetro a, puede rechazarse al 95% de nivel de

conflanza.

Notése que los modelos que implican reversién a la media tienen los valores x* maés
pequefios. Por otro lado, los modelos que suponen que los pardmetros a y/o b son
nulos - es decir, aquellos modelos que implican que los tipos de interés no revierten a

la media - tienen altos valores de x? y, por tanto, no son aceptables.

A partir de los pardmetros estimados en el modelo sin restringir, que son muy
similares a los obtenidos en el modelo de Brennan and Schwartz (1980), se deduce que
los pardmetros a y b son diferentes de cero y, por tanto, existe evidencia de reversién
a la media en los tipos de interés. Otra caracterfstica del modelo no restringido es que
el valor estimado para el pardmetro 7 es 0.96. Por tanto, la volatilidad condicional del
proceso es muy sensible al nivel de los tipos de interés. Dicha volatilidad es superior a
la que se supone en los modelos més empleados como el de Vasicek (1977) o el de CIR

(1985a).

Para obtener mas informacién sobre el comportamiento de los distintos modelos de
difusién pura, comparamos su poder predictivo (dentro de la muestra) con respecto al

nivel y a la volatilidad de los tipos de interés.

Primero, utilizamos el valor ajustado de la ecuacién (2.17) para hallar la serie
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temporal de los cambios condicionales esperados en los tipos de interés y de las varianzas

condicionales para el modelo sin restringir y para los ocho modelos restringidos.

A continuacién, calculamos los estadisticos R?, 7 = 1,2. Estos valores aparecen en
las dos dltimas columnas de la Tabla IV y muestran (para cada modelo) la proporcién
de la variacién total en los cambios de los tipos de interés ex-post y en el cuadrado de
los cambios de los tipos de interés que puede explicarse mediante los cambios condi-
cionales esperados en los tipos de interés y las medidas de volatilidad condicional,

respectivamente.

El valor R} es la medida que se relaciona con los cambios en los tipos de interés
observados. El modelo sin restringir y el modelo de Brennan and Schwartz (1980) son
los que tienen mayor poder éxplicativo y les siguen el modelo de CIR (1985a) y el de

Vasicek (1977). El resto de modelos no tiene poder explicativo.

En el caso del estadistico R2, que mide el grado de poder explicativo del modelo
con respecto a la volatilidad de los cambios en los tipos de interés, el valor mas alto
corresponde (otra vez) al modelo sin restringir y al modelo de Brennan and Schwartz

(1980), seguidos por los modelos de CIR, (1985a) y de Cox (1975).

Por tanto, estas dos medidas, que indican el poder predictivo de cada uno de los
modelos, ordenan los diferentes modelos de modo similar a la clasificacién que se obtenia
cuando se estimaban los pardmetros de los modelos de difusién pura. Dados estos
resultados, seleccionamos el proceso de Brennan and Schwartz (1980) como el modelo
més adecuado para reflejar la parte de difusién pura del tipo de interés del mercado

interbancario.
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2.5.2 Modelizacién de los Saltos

Una vez estimados los pardmetros de los modelos de difusién pura, utilizamos estos
resultados para averiguar la localizacién de los saltos. Tras la aplicacién del procedi-
miento econométrico que se ha descrito en la Seccién 2.3, encontramos 77 saltos en
nuestra muestra. En la Figura 2.2 se representa graficamente la serie temporal de los
tipos de interés junto con la localizacién de estos saltos. Los estadisticos descriptivos

de los saltos se incluyen en la Tabla V.

Fl tamafio medio del salto es de 7 puntos bésicos mientras la volatilidad de dichos
saltos (medida por su desviacion tipica) es de unos 140 puntos basicos. La frecuencia
de llegada de los saltos es del 5.02% y, por tanto, hay aproximadamente un salto por

mes.

La distribucién del tamafio de los saltos se muestra en las Figuras 2.3 y 2.4, Si
separamos los saltos segin su signo, hay 37 saltos positivos mientras los restantes 40
son negativos. Los saltos negativos tienen un valor medio de 100 puntos bésicos y la
media de los saltos positivos es de 120 puntos bésicos. La distribucién de los saltos

negativos tiene menos varianza que la distribucién de los saltos positivos.

Una vez que se han localizado los saltos, se puede incluir esta informacién en nuestro
modelo por medio de variables dicotémicas. Por tanto, pasamos a realizar la estimacion

de los modelos descritos en las ecuaciones (2.25)-(2.26) y (2.27)-(2.28).

El primero de estos modelos incluye una variable dicotémica que indica el instante

en el que se produce un salto:

ry— Ty = a + brt—l + th + &4
E(e) = 0, E(&)= 027"?1‘1 (2.25)
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donde

1 si hay salto en el instante t
D; = ] (2.26)

0 en otro caso

El segundo modelo incluye dos variables dicotémicas que reflejan los instantes en

los que se encuentran los saltos positivos y negativos:
ry—Ti—1 = @ + brt—l -+ d+D;I- + d_D; —+ (o
E(e)) = 0, E(e)= o’rlT, (2.27)

donde

Dt 1 st hay un salto positivo en el instante t
t =

o

en otro caso

1 si hay un salto negativo en el instante t
Dy = (2.28)
0 en otro caso

Los parédmetros estimados para los dos modelos Brennan-Schwartz con saltos se

incluyen en la Tabla VI.

Los coeficientes a y b son significativamente distintos de cero lo cual indica la pre-
sencia de reversién a la media en nuestra muestra, incluso después de tener en cuenta
los saltos. El coeficiente asociado a la variable dicotémica {(que refleja los instantes
donde se produce un salto) no es significativamente diferente de cero. Cuando dis-
tinguimos entre saltos positivos y negativos, los coeficientes asociados a las variables

dicotémicas si son estadisticamente significativos.

El ajuste del modelo con saltos es similar al del modelo sin saltos segin refleja
el valor del coeficiente R2. Sin embargo, cuando se incluyen las variables que dis-
tinguen entre saltos positivos y negativos, el grado de ajuste mejora substancialmente.
Por tanto, se concluye que, al tener en cuenta la presencia de un proceso con saltos,

diferenciando sus signos, el poder explicativo del modelo se incrementa.
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2.6 Intervenciones de las Autoridades Monetarias

Fn esta seccidn se investiga en qué medida las intervenciones de la Autoridad Mone-
taria (Banco de Espafia) son responsables de, al menos, parte de los saltos que se han
localizado en la evolucién de los tipos de interés. El Banco de Espafia (BE) utiliza un
tipo de interés “objetivo” (Tipo de Interveﬁcion, TI de aquf en adelante) en transac-
ciones de mercado abierto. Periédicamente, el BE realiza intervenciones en el mercado
interbancario, prestando o pidiendo prestado dinero al tipo de interés TI. Los datos
correspondientes al TT fueron obtenidos gracias al Departamento de Investigacién del

Banco de Espana.

El tipo de interés a corto plazo tiende a seguir al TI de modo bastante aproximado
tal como reflejan los resultados incluidos en la Tabla VIL En esta tabla se reflejan los
resultados de la regresién del tipo de interés a corto plazo sobre el tipo de intervencion.
Esta regresién esté corregida por autocorrelacién de primer orden (coeficiente ¢) y
ce realiza sobre el valor contempordneo y el retardado un perfodo del tipo de inter-
vencién. Los errores estandar robustos se calculan mediante el estimador de la matriz

de varianzas-covarianzas de Newey-West.

La regresién del tipo de interés a corto plazo sobre el TI (sin retardar) da resultados
altamente significativos. También el TT retardado un periodo es signiﬁcétivo. Con ello,
se refleja el hecho de que el BE establece el TI después de que comience la sesién en
ol mercado interbancario. Los resultados de la Tabla VII sugieren que el TI explica

alrededor del 50% de la variacién total del tipo de interés a corto.

Comparamos los instantes en que cambia el tipo de interés TI que establece el BE
con los momentos en que, segin el proceso de difusién con saltos, ocurre un salto. Si
ambos ocurren simultdneamente, suponemos que el salto es causado por la intervencién

del BE. Hay un total de 77 saltos en el tipo de interés mientras el tipo de intervencién
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del BE cambia en 160 dias. Los saltos y los cambios en el tipo de intervencién coinciden

en 22 ocaslones.

Los estadisticos descriptivos de los saltos y de los cambios ocurridos en el tipo de
intervencion en estos 22 dias se muestran en la Tabla VIIL El tamaifio medio del salto
es cercano a cero y la volatilidad de estos saltos, segin refleja su desviacién tipica, es
de unos 160 puntos béasicos. Por tanto, este conjunto de 22 saltos es méds volatil que el
conjunto total, formado por los 77 saltos que hemos detectado. Aligual que lo ocurrido
en el global de los saltos, los saltos de mayor tamano corresponden a los dltimos veinte

meses del periodo muestral con el que se ha trabajado.

En estos 22 dfas en que coinciden el salto y la intervencién del BE, hay 10 saltos
positivos y 12 negativos. Por tanto, en este conjunto restringido de saltos, la proporcion
de saltos positivos y negativos es similar a la que se ha encontrado en el total de saltos.
El tamafio medio, en este subconjunto de saltos, es superior al encontrado en la muestra
completa y, similarmente a lo que ocurria en el conjunto total de saltos, el valor medio
de los saltos positivos es mayor que el (valor absoluto de) valor medio de los saltos

negativos, siendo ambos superiores a 110 puntos basicos.

Construimos una ventana de 5 dias alrededor del instante en el que cambia el tipo |
de intervencién para comprobar si el mercado precede (o sigue) los movimientos del BE.
Es decir, si el cambio en el tipo de intervencién es posterior a un salto en el mercado,
esto se interpreta como anticipacién. Los resultados se representan graficamente en la

Figura 2.5.

En esta figura, el eje = representa el nimero de dias en que la intervencién del BE
precede al salto (un valor negativo indica el ntimero de dfas en que un salto precede a
un cambio en el tipo de intervencién). Los mayores picos de esta figura corresponden

al valor central (nimero de dias en que coinciden una intervencién del BE y un salto) y
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a los valores extremos (dfas en que una intervencién del BE y un salto estéan separados

por cinco dias). Otro rasgo interestante de esta, figura es su simetria. _

Como consecuencia, se puede sefialar que algunos, aunque no todos, saltos estan
relacionados con las intervenciones de la autoridad monetaria aunque quizas existen
otros factores (por ejemplo, shocks en los tipos de cambio) que deberfan tenerse en
cuenta si queremos explicar las causas que motivan la presencia de saltos en nuestra
muestra. En conclusién, parece que nuestro analisis indica que alrededor de una tercera
parte de los saltos coinciden con las intervenciones del BE. Sin embargo, no estd muy

claro si el mercado se anticipa o sigue de modo sistematico a los movimientos del BE.

2.7 Valoracién de Activos Derivados

Con propésitos de ilustracién, aplicamos el algoritmo que se ha descrito en la seccién
2.2 para valorar bonos con vencimientos de 3 meses y 1 afio asi como opciones a 3
meses sobre un bono al descuento a un afio. Los valores considerados para el tipo de

interés son r = 0.08, 0.09, 0.10, 0.11, 0.122.

Se valoran los bonos y las opciones, de compra y de venta, bajo los supuestos
de los modelos de difusién y de difusién con saltos. Valoramos opciones europeas y

americanas. Los pardmetros que se utilizan son los siguientes:

a =0.149, b —0.008, ¢ =0.0083, A(.) =0
p =0, v =1392, h =123, T

(2.29)

I
—

2Qe han realizado muchas otras simulaciones de valoracién de bonos y opciones. Asi, se han
valorado bonos con vencimiento de 1 a 10 afios y opciones a 3, 6 y 9 meses sobre bonos con distintos

vencimientos. Los detalles sobre estos resultados se encuentran a disposicién del lector.
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El precio de ejercicio es 0.95. Los parametros en (2.29) son los correspondientes al

modelo Brennan-Schwartz con saltos que se ha estimado para el tipo de interés.

La Tabla IX contiene los resultados que se han obtenido. Puesto que la valoracién
de opciones de compra europeas coincide con la. de opciones de compra americanas,

reflejamos ambos precios conjuntamente.

Hay varios resultados interesantes. El precio del bono a un afio es mayor bajo el
modelo de difusién con saltos. Este es el bien conocido efecto “asimétrico”, originado
por la asimetria de la funcién de valoracién de bonos. Esta caracteristica de precios
altos se incrementa con la duracién del bono. También, se incrementa el precio de
las opciones debido a que los saltos inducen “colas pesadas” en la distribucién de los

precios de los bonos. Este es’el efecto “valor tiempo”.

En el caso de las opciones de compra, ambos efectos, de asimetria y valor tiempo,
hacen que se incremente el precio de la opcion. Sin embargo, en el caso de las opciones
de venta, el efecto asimétrico reduce el valor de la opcién mientras el efecto “valor
tiempo” hace que este precio descienda. Como consecuencia, estas dos fuerzas hacen
que el valor de la opcién, bajo el modelo de difusién con saltos, esté indeterminado con

respecto al valor que se obtiene con el modelo de difusién pura.

2.8 Conclusiones

Este capitulo ha presentado un modelo de un tnico factor para la estructura temporal

de los tipos de interés del mercado interbancario cuando el tipo de interés instantaneo

sigue un proceso de difusién con saltos. El anélisis empirico que se ha realizado sugiere
! ;
que el modelo de difusién con saltos explica mejor la evolucién de los tipos de interés

que el modelo de difusién pura. Se han explorado algunas implicaciones econémicas
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de la actividad de saltos mediante un analisis de los cambios en el tipo de intervencion

los saltos se relacionan con las intervenciones de la autoridad monetaria.

Ademds, se han valorado activos que dependen de los tipos de interés (bonos y
opciones) tanto de tipo europeo como americano mediante un método que se basa en
diferencias finitas, el cual nos permite trabajar con las ecuaciones diferenciales en deri-
vadas parciales que surgen al partir de un modelo de difusién con saltos. La existencia
de saltos afecta en gran medida a la valoracién de bonos y de opciones de compra y se
comprueba que se produce una infravaloracién si no se tienen en cuenta los saltos. Sin

embargo, la valoracién de opciones de venta presenta ciertas indeterminaciones.
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Tabla I. Tipos de Interés: Estadisticos Descriptivos

Esta tabla incluye los estadisticos descriptivos del tipo de interés “overnight” del mercado interbancario
espafiol (r) y de la primera diferencia de dicho tipo de interés (dr). La media aritmética, desviacién
tipica, los coeficientes de asimetria y el exceso de curtosis se calculan desde Enero de 1988 hasta Marzo

de 1994. Los datos estdn en términos porcentuales.

Nimero de Media Desviacién Coeficiente de Exceso de

Variables observaciones Tipica Asimetria Curtosis
T 1534 13.003 1.8363 -0.424 -0.496
Ty — Ti_y 1533 -0.0035 0.3368 3.0023 98.507

Tabla II. Tipos de interés: estructura de Autocorrelacién

En esta tabla se incluyen los coeficientes de autocorrelacién de orden 7, denotados por p;, del tipo de
interés “overnight” del mercado interbancario espafiol (r) y de los cambios en dicho tipo de interés
(dr). Estos coeficientes se calculan desde Enero de 1938 hasta Marzo de 1994. N denota el niimero

de observaciones. Los datos estdn en términos porcentuales.

Variables N p1 Py P3 P4 Ps Pe
T 1534 0.981 0.965 0.954 0.945 0.936 0.929
re —r,_q 1533 -0.113 -0.114 -0.067 -0.009 -0.013 0.052

80
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Tabla III. Procesos de Difusién Pura

En esta tabla se incluyen los diferentes modelos de difusién pura que reflejan la dindmica de los tipos
de interés. Estos procesos se obtienen imponiendo restricciones sobre los pardmetros a, by T en el
sistema de ecuaciones

Py —7Ti_1 = a+bri_1 + & Ele] =0 E[ef] = _027'311

Modelo _ a
Merton (1973) — 0
Vasicek (1977) — —
CIR (19852) S
Dothan (1978) 0 0
Black and Scholes (1973) 0
Brennan and Schwartz (1980)
CIR (1980)

Cox (1975)

Sin restricciones — —

|
|

t—*Hr—l}-—\OOO*\
ot

o O
o
(&)

|
l
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Tabla IV. Parametros Estimados para los Modelos de Difusién

Esta tabla incluye los pardmetros estimados (con t-valores entre paréntesis) para los diferentes modelos
en tiempo continuo que reflejan la dindmica de los tipos de interés. Los valores obtenidos, mediante
el Método Generalizado de Momentos, para la funcién objetivo, con los p-valores en paréntesis y sus
grados de libertad, también se incluyen en esta tabla. El periodo muestral comienza en Enero de
1988 y termina en Marzo de 1994. Los estadisticos R]2 representan la proporcién de la variacion total
en los cambios de los tipos de interés (4 = 1) y de su volatilidad (j = 2) que es explicada por los
valores predichos por cada modelo. Los parametros son estimados mediante el Método Generalizado

de Momentos aplicado a la estimacién de la ecuacién (2.17)

Modelo a b o’
Merton (1973) ) 0.00119 0 0.06304 0
(0.181) (2.98)
Vasicek (1977) 0.1721 -0.0132  0.1113 0
(2.15)  (-215)  (3.5)
CIR (1985a) 0.1834 -0.0145 0.000001 0.5
(2.26)  (-2.28)  (5.6)
Dothan (1978) 0 0 0.000452 1
(6.43)
Black and Scholes (1973) 0 -0.00008  0.00044 1
(-0.18)  (5.8)

Brennan and Schwartz (1980) 0.1874  -0.0146  0.000657 1
(2.3) (-2.3) (3.72)

CIR (1980) 0 0 0.00957 1.5
(5.04)
Cox (1975) 0 -0.0001 0.0016 0.85
(-0.17) (0.09)  (0.73)
Sin restricciones 0.1874 -0.014  0.000911 0.96

(2.2) (-2.3) (3.4) (2.9)
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Tabla IV. Parametros Estimados para los Modelos de Difusién (cont.)

Esta tabla incluye los pardmetros estimados (con t-valores entre paréntesis) para los diferentes modelos
en tiempo continuo que reflejan la dindmica de los tipos de interés. Los valores obtenidos, mediante
el Método Generalizado de Momentos, para la funcién objetivo, con los p-valores en paréntesis y sus
grados de libertad, también se incluyen en esta tabla. El periodo muestral comienza en Enero de
1988 y termina en Marzo de 1994. Los estadisticos RJZ- representan la proporcién de la variacién total
en los cambios de los tipos de interés (j = 1) y de su volatilidad (j = 2) que es explicada por los

valores predichos por cada modelo. Los parametros son estimados mediante el Método Generalizado

de Momentos aplicado a la estimacién de la ecuacién (2.17)

Modelo x? L R?

Merton (1973) - 5.30 2 0
(0.0706)

Vasicek (1977) 0.7911 0
(0.3737)

CIR (1985a) 0.3161 0.0009
(0.5739)

Dothan (1978) 5.23 0.0006
(0.1557)

Black and Scholes (1973) 5.216 0.0007
(0.0736)

Brennan and Schwartz (1980) 0.0063 0.0014
(0.9342)

CIR (1980) 5.308 0.0006
(0.1506)

Cox (1975) 5213 0.0009
(0.0224)

Sin restricciones — 0.014
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Tabla V. Tamaiio de los Saltos: Estadisticos Descriptivos

Esta tabla incluye los estadisticos descriptivos de los saltos localizados en las series de tipos de interés
desde Enero de 1988 hasta Marzo de 1994. Se incluyen los estadisticos de las siguientes variables:
JUMP;, que denota €l tamafio de los saltos, JUMPPOS;, que incluye el tamafio de los saltos

positivos y JUM PN EG¢, que incluye el tamano de los saltos negativos.

Ntmero de  Media Desviacién Coeficiente de  Exceso de

Variables saltos Tipica Asimetria Curtosis
JUMP, 77 0.0737 1.39255 0.7515 3.90682
JUMPPOS; 37 1.2313  0.985046 3.4132 14.3367
JUMPNEG, 40 -1.0034  0.65999%4 -3.5990 16.5665

Tabla VI‘. Parametros Estimados para los Modelos de Difusién con Saltos

Esta tabla incluye los pardmetros estimados (con ¢-valores entre paréntesis) para los dos modelos de
difusién con saltos estimados para los tipos de interés del mercado interbancario espafiol. El perfodo
muestral abarca desde Enero de 1988 hasta Marzo de 1994. Los pardmetros son estimados mediante

el Método Generalizado de Momentos aplicado a las ecuaciones (2.25)-(2.26) y (2.27)-(2.28).

Modelo a b o? d dt d- R?
(2.25)-(2.26) 0.1490 -0.0082 0.0088 00113 — — 0.0064
(246) (-1.77) (-43.74) (0.28)

(2.27)-(2.28) 0.1248 -0.0070  0.0030 — 1.1533  -1.08  0.5441
(3.17)  (-2.33) (-46.27) (31.19)  (-29.84)
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Tabla VIIL El Tipo de Interés a Corto Plazo y el Tipo de Intervencién

Esta tabla incluye los resultados de la regresién que analiza la relacién entre el tipo de interés a corto
plazo y el tipo de intervencién del Banco de Espafia. El periodo muestral empieza en Enero de 1988 y
termina en Marzo de 1994. Los resultados de la regresién son corregidos de autocorrelacién de primer
orden (coeficiente ¢) y se utilizan el valor actual y el del dia anterior del tipo de intervencién. Los

errores estandar robustos se calculan utilizando el procedimientod de Newey-West.

Variables  Comstante TI(t) TI(t-1) ¢ R? Ajustado D-W/[-4pt]

Coeficiente -0.122 0.882 0.146  0.827 0.472 2.10
t-estad. -0.301 15.53  2.57  53.19

Tabla VIII. Coincidenciaentre los Saltos y las Intervenciones del Banco de
Espafia. Tamaifio de los Saltos: Estadisticos Descriptivos

Esta tabla incluye los estadisticos descriptivos de los saltos que ocurren simultidneamente con los
cambios en el tipo de intervencién. El periodo muestral comienza en Enero de 1988 y termina en
Marzo de 1994. Se incluyen los estadisticos de las siguientes variables: J UMPBS;, que denota el
tamafio de los saltos, JUM PPSBS;, que incluye el tamadio de los saltos positivos y JUMPNGBS:,

que incluye €l tamafio de los saltos negativos.

Nimero de Media Desviacién Coeficiente de Exceso de

Variables saltos Tipica Asimetria Curtosis
JUMPBS; 22 0.0111 1.6008 -0.4879 1.6869
JUMPPSBS; 10 1.3962 0.8150 1.4609 2.0053

JUMPNGBS; 12 -1.1431 1.0729 -2.9163 9.0796
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Tabla IX. Valoracién de Bonos y Opciones mediante el método FIFD

Esta tabla contiene el precio de bonos cupén-cero con vencimientos de 3 meses y 1 afio para diferentes
valores del tipo de interés a corto plazo. El valor nominal de estos bonos es igual a 1.0 y los valores
considerados para el tipo de interés son r = 0.08, 0.09, 0.10, 0.11, 0.12. Tenemos h = 12.3 saltos
por afio. Los saltos siguen una distribucién N(0,1.392). El resto de los pardmetros es a = 0.149,
b= —0.008, ¢ = 0.0088, A(.) = 0. Asimismo, se calcula el precio de una opcién a 3 meses sobre un
bono al descuento a un afio. El precio de ejercicio es igual a 0.95. Los precios son idénticos para

opciones de compra europeas y americanas.

Tipo de interés r _ 0.08 0.09 0.10 0.11 0.12
Procesos de Difusién
Bono (3 meses)- 0.9791 0.9779 0.9756 0.9748 0.9722
Bono (1 afio) 0.9295 0.9232 0.9176 0.9108 0.9042
Call (Europea) 0.0087 0.0051 0.0022 0.0011 0.0003
Put (Europea) 0.0021 0.0051 0.0087 0.0116 0.0131
Put (Americana) 0.0097 0.0176 0.0192 0.0271 0.0342
Procesos de Difusién con Saltos

Bono (3 meses)  0.9794 0.9782 0.9758 0.9749 0.9725
Bono (1 afio) 0.9297 0.9234 0.9177 0.9110 0.9046
Call (Europea) ~ 0.0091 0.0054 0.0026 0.0015 0.0008
Put (Europea) 0.0021 0.0051 0.0087 0.0116 0.0131
Put (Americana) 0.0097 0.0176 0.0190 0.0271 0.0340
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Tipo de interes Overnight del mercado interbancario 1988-1994
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Figura 2.1: Representacion grafica del tipo de interés “overnight” del mercado interbancario espailol.
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Indicador de saltos y tipos de interes 1988-1994
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Figura 2.2: Representacién grafica del tipo de interés “overnight” del mercado interbancario espaiiol

e indicador de saltos localizados en dicha variable.
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Magnitud del salto ' ’;.Magnitud del salto (En valor absoluto)
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Figura 2.3: Representacién gréafica del tamafio de los saltos localizados.
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Magnitud de los saltos
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Figura 2.4: Distribucién del tamafio de los saltos localizados.
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Relacion entre los saltos y las intervenciones del BS
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Figura 2.5: Representacién gréfica de la relacién entre los saltos localizados y las intervenciones del

Banco de Espaiia.




Capitulo 3

Un modelo de dos factores con reversion a la
media para la estructura temporal de los tipos de
interés

3.1 Introduccion

La estructura temporal de los tipos de interés para bonos al descuento libres de riesgo
ha sido un tema analizado en multitud de articulos. Como primera aproximacién a
este problema se han desarrollado modelos basados en un factor. Este tipo de modelos
supone que los movimientos de la curva de tipos de interés estén determinados por
una dnica variable de estado. Ceneralmente, esta variable de estado es el tipo de
interés instantneo libre de riesgo y suele modelizarse como un proceso de difusion.
Como ejemplos de este tipo de modelo tenemos Vasicek (1977), Dothan (1978) y CIR
(1985b). Una comparacién empirica del comportamiento de estos modelos puede verse

en Chan et al (1992).

Si trabajamos con este tipo de modelos, las rentabilidades instantdneas de una
serie de bonos que solamente difieren en su vencimientos estdn perfectamente correla-
cionados. Més atin, puesto que la variable de estado sigue un proceso de Markov, la

evolucién futura de los tipos de interés puede deducirse a partir del valor actual del

92
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tipo de interés instantineo. Aunque este tipo de modelos suele ser muy tratable desde
un punto de vista analitico, una variable de estado puede ser no ser suficiente para
modelizar correctamente la direccién de los cambios que la curva de tipos de interés

puede presentar en futuros periodos.

Otros trabajos estudian modelos basados en un dnico factor al cual afladen una
componente discreta como indicativa de saltos en la evolucién de los tipos de interés.
Asi, Ahn and Tomphson (1988) extienden el modelo CIR de modo que se permite la
presencia de efectos discretos en los movimientos diarios de los tipos de interés. A
continuacién, estos autores desarrollan un modelo que permite la valoracién de bonos.
Das (1994a) es el primer estudio empirico de un modelo de difusién con saltos para
los tipos de interés. El procedimiento de estimacién, empleando datos semanales, le
permite identificar los instantes en los que ocurren dichos saltos. Ademads, este autor
estima la frecuencia de llegada de estos saltos, su tamano y su signo asi como los
pardmetros del proceso de difusién. En un articulo posterior, Das (1994b) analiza el
papel de este modelo en el mercado de bonos permitiendo que la distribucién de saltos
estocasticos sea variable en el tiempo. Das and Foresi (1996) extienden el modelo de
Vasicek (1977) mediante la introduccién de saltos que afectan a los tipos de interés
aunque no cambian la tendencia de estos tipos de interés. Finalmente, en el capitulo
anterior, hemos establecido un modelo unifactorial con saltos que nos ha permitido
estudiar la evolucién temporal de los tipos de interés del mercado interbancario espafiol
asi como la valoracién de opciones sobre diversos activos derivados. Ademés, hemos
examinado cualitativamente la posible relacién entre las intervenciones de la Autoridad

Monetaria y los saltos en tipos de interés diarios.

Los modelos multifactoriales, que surgen como un intento de a) evitar las carac-
teristicas poco realistas relacionadas con los modelos de un unico factor y b) explicar

una mayor variedad de movimientos en la evolucién temporal de los tipos de interés,
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suponen la existencia de mds de una variable de estado en la estructura temporal de
los tipos de interés. Desde el punto de vista practico, se suele restringir el numero de
factores a un maximo de dos. Asi, por ejemplo, Richard (1978) y CIR (1985b) suponen
que el precio de los bonos depende del tipo de interés (instantdneo) real que se espera
a corto plazo, R, y de la tasa de inflacion (anticipada) instantanea a corto plazo, .
Brennan and Schwartz (1979) emplean el tipo de interés instantédneo y el tipo de interés
a largo plazo como variables de estado. Anélogamente, Schaefer and Schwartz (1984)
consideran un modelo que se basa en el tipo de interés a largo plazo (asociado a un
bono perpetuo) y en el diferencial de tipos de interés (spread), diferencia entre el tipo
de interés a largo plazo y el tipo de interés a corto plazo. HJM (1992) utilizan dos
factores (que no especifican) que influyen sobre los tipos de interés a plazo. Estos dos
factores pueden interpretarse como un factor de “largo plazo” (el cual afecta a todos
los vencimientos de igual modo), y como un diferencial entre un factor de “corto plazo”
v uno de “largo plazo” porque este segundo factor afecta mas a los tipos de interés a
corto plazo que a los tipos de interés a largo plazo. Finalmente, Longstaff and Schwartz
(1992) desarrollan un modelo en el que las dos variables de estado que se consideran
son el tipo de interés a corto plazo y su volatilidad. Ejemplos de modelos con dos
factores v saltos se pueden encontrar en Naik and Lee (1995) y Das and Foresi (1996).
Los primeros autores consideran cambios de régimen que influyen sobre la media de la
rentabilidad de los bonos y sobre la volatilidad de los cambios de dichas rentabilidades.
Las dos variables de estado son un indicador de régimen, con cambios discretos y la
desviacién del tipo de interés a corto con respecto al tipo de interés medio del régimen
que se considera. Por otro lado, Das and Foresi (1996) desarrollan un modelo en el que

los saltos cambian la tendencia central condicionada de los tipos de interés.

Recientemente, Chen (1996) ha propuesto un modelo con tres factores en el que

los tipos de interés (a corto plazo) futuros dependen de: 1) el tipo de interés (a corto
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plazo) actual, 2) la media a corto plazo de la anterior variable y 3) la volatilidad actual
del tipo de interés a corto plazo. Estas tres variables de estado son modelizadas como
procesos CIR y este autor deriva una férmula analitica para el precio de diversos activos
derivados. Aunque este tipo de modelos esté adn en una fase preliminar, los primeros

resultados parecen prometedores.

Este capitulo presenta un modelo de dos factores para el analisis y el estudio de la
estructura temporal de los tipos de interés. Como hemos indicado anteriormente, la
mayoria de los modelos unifactoriales utilizan el tipo de interés a corto plazo como la
Gnica variable de estado. Intentando una aproximacién mas realista, afladimos el tipo
de interés a largo plazo como la segunda variable de estado que utilizaremos en nuestro
modelo. Con ambos factores, podremos explicar no sélo los cambios en los tramos
corto v largo de la curva de tipos sino también los movimientos intermedios que pueden
darse en dicha curva utilizando la informacién que proporcionan los movimientos de
sus valores extremos. Por tanto, éstas serdn nuestras dos variables de estado. Brennan
and Schwartz (1979) también han utilizado estos dos factores. Estos autores suponen
que los tipo ‘de interés a largo y corto plazo siguen un proceso Gauss-Markov. Con
una base de datos canadiense, estiman los paramétros de los procesos estocasticos que

siguen los tipos de interés y valoran una muestra de bonos.

En la linea de Schaefer and Schwartz (1984), redefinimos nuestras variables de
estado y desarrollamos un modelo en el que suponemo que el precio de los bonos al
descuento libres de riesgo viene determinado por el tiempo al vencimiento y por dos
factores: el tipo de interés a largo plazo y el diferencial de tipos de interés (spread).
Como la evidencia empirica sugiere que los tipos de interés presentan reversién a la
media (los tipos de interés convergen a un valor a largo plazo), supondremos que cada
factor sigue un proceso Ornstein-Uhlenbeck. Mediante condiciones de no arbitraje,

derivamos una ecuacién general para valorar bonos y obtenemos una expresién analitica
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cerrada para el precio de bonos con diferentes vencimientos.

El desarrollo de este capitulo es como sigue. En la Seccién 3.2 se obtiene la ecuacion
bésica de valoracién que debe verificar el precio de los bonos al descuento para cualquier
vencimiento. En la Seccién 3.3 se calcula la expresién analftica cerrada que indica el
precio de un bono cualquiera que sea su vencimiento. Las implicaciones sobre las
propiedades de la estructura temporal de los tipos de interés se analizan en la Seccién
3.4 En la Seccién 3.5 se deriva una expresién cerrada para el precio de activos deriva-
dos. Aplicamos esta férmula para valorar opciones sobre bonos al descuento y opciones
sobre carteras de bonos al descuento. Ademés, se calcula el precio de otras opciones
més complejas. La Seccién 3.6 describe las caracteristicas béasicas de la aplicacién
empirica en la que comparamos las propiedades de nuestro modelo con las de un mo-
delo unifactorial. Finalmente, la Seccién 3.7 resume las principales conclusiones de
este capitulo. El apéndice final contiene todas las tablas y representaciones graficas

relacionadas con este capitulo.

3.2 La Ecuacién de Valoracion de Bonos

En esta seccién, se deriva la ecuacién diferencial en derivadas parciales que deben
verificar los precios de los bonos con cualquier vencimiento. Esta ecuacidén expresa
una relacién de equilibrio entre las rentabilidades esperadas de una serie de bonos que

difieren solamente en su vencimiento.

El principal supuesto que realizamos es que el precio, en el instante ¢, de un bono
al descuento libre de riesgo que paga $1 en el momento en que vence, T, depende
exclusivamente de los valores actuales de un conjunto de variables de estado (X)) y
del tiempo que resta hasta el vencimiento, 7 = T — . A partir de este supuesto,

nuestro primer problema se relaciona con la seleccién de las variables de estado que
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son relevantes para la determinacién del precio de los diferentes bonos.

Una posible alternativa serfa utilizar el tipo de interés (instantaneo) a corto plazo
y el tipo de interés a largo plazo como variables de estado. De este modo, podemos ex-
plicar los movimientos intermedios de la curva de tipos mediante sus valores extremos,
los correspondientes al mayor y al menor vencimiento. Aunque la mayoria de los es-
tudios emplean como variable de estado el tipo de interés a corto plazo, realizamos
una redefinicién de variables similar a la que realizan Schaefer and Schwartz (1984) y
elegimos como variables de estado el tipo de interés a largo plazo, que denotaremos
por L, y el diferencial de tipos de interés (spread), denotado por s, que es igual a la

diferencia entre el tipo de interés a corto plazo, r, y el tipo de interés a largo plazo.

Esta seleccién de variables de estado nos permite utilizar el supuesto de que ambas
variables son ortogonales. La evidencia empirica que apoya este supuesto se puede
consultar en Ayres and Barry (1980), Schaefer (1980) y Nelson and Schaefer (1983).
Ayres and Barry (1980) proponen que la correlacién entre los cambios de los tipos
a largo plazo y los cambios en el diferencial de tipos de interés es cercana a cero y
verifican empiricamente este supuesto utilizando datos de Salomon Brothers para el
perfodo comprendido entre Enero de 1956 y Agosto de 1978. Schaefer (1980) mues-
tra que esta idea es consistente con los valores estimados por Brennan and Schwartz
(1980). Finalmente, Nelson and Schaefer (1983) también han contrastado este supuesto
atilizando datos del CRSP Government Bond Tape durante el periodo 1930-1979. El
uso de variables ortogonales nos ayuda a simplificar el calculo de la solucion analitica

de la ecuacién fundamental que emplearemos para realizar la valoracién de bonos.

Una vez que hemos elegido las variables de estado, suponemos que su dinamica

a lo largo del tiempo viene dada por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
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estocasticas:

{ds = Bu(s, L)dt + (s, L)dwy ) (3.1)

dL = fa(s,L)dt + o2(s, L)dw,
donde ¢ denota tiempo y donde dw; y dws, son procesos .de Wiener con Eldw,] =
Eldw,] = 0, dw? = dwj = dt, y (gracias a la ortogonalidad existente entre estas
variables) E[dwidws] = 0. f1(.) ¥ B2(.) son Jas tasas de cambio instantaneas esperadas
en las variables de estado y o2(.) y 02(.) son las varianzas instantdneas de los cambios

en estas dos variables.

Por tanto. estas dos variables siguen un proceso conjuntamente markoviano. Este
?
supuesto implica que los valores esperados en el futuro de estas variables dependen

exclusivamente de los valores que tengan en la actualidad.

Sea P(s,L,t,T) = P(s,L,7) el precio, en el instante £, de un bono al descuento
libre de riesgo que paga $1 en el momento de su vencimiento, T' = ¢ + 7. El cambio
porcentual instantdneo en el precio de este bono viene dado por la siguiente ecuacién

diferencial estocastica:

dP(s,L,t,T
___.——P((: L, t, T)) = ,u(S, L, t, T)dt + 81(8, L, t, T)dwl + 32(37 L7 t> T)dw2 (32)

donde u(s, L,t,T) es la rentabilidad esperada del bono y donde si(s, L,t,T)y sa(s,L,t,T)
son las variaciones no esperadas en las rentabilidades de los bonos y que son debidas a

los cambios aleatorios de las variables de estado.

Aplicando el Lema de Itd y la ecuacién (3.1), se obtiene que

dP() = Pds+ PdL + Pt + %Pss(dsf + %PLL(dL)Q

= [PBO)+ P+ Pt 50200Pa 503()Pur ] dt
+  o1{.)Psdwy + o2(.) Prdw; (3.3)
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donde
Tgualando (3.2) y (3.3), se obtiene
WsLAT) = [P0+ P+ Pt 50R0Pa + 500P]  (3.)
5(s, L, T) = 01(.)%, sz(s,L,t,T):az(.)% (3.5)

Puesto que hay dos variables estocésticas que dirigen el precio de todos los bonos,
podemos construir una cartera de cobertura, formada por tres bonos con distintos
vencimientos, que carezca (instanténeamente) de riesgo. Por tanto, consideramos la
estrategia de inversidén que consiste en una cartera V formada por tres bonos al des-
cuento con vencimientos (argitrarios) Ty, Ty y T3. Las proporciones que invertimos en
cada bono son z1, 23 ¥ 23, respectivamente. Asi, la tasa de rentabilidad de esta cartera

viene dada por

dvi(s,L,t,T 5. dP(s,L,t,T;
S =N
V(S,Z,t,T) L "0 P(s,L,t,Ti)

=1

3 3 3
= Y zp(s, L, t,T;)dt + > zis1(s, Lymi)dwy + > zisy(s, L, t, Ti)dwy  (3.6)
=1

=1 i=1
Ahora, elegimos las proporciones invertidas en cada bono, z;, (3., z = 1) de modo
"
que la incertidumbre de la rentabilidad de esta cartera desaparezca, es decir, elegimos
estas proporciones de modo que los coeficientes de dw; en la ecuacién anterior sean

iguales a cero:

3 3
Zzisl(s,L,t,Ti) = ZZiSQ(S,L,t,Ti) =0 (37)

=1 =1
Suponiendo que no existen oportunidades de arbitraje, la rentabilidad esperada de
esta cartera debe coincidir con el tipo de interés instantaneo sin riesgo, es decir

3
> zp(s, L4, Ti) =r

=1
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o0, equivalentemente
3

Z(Zi”(saLat’Ti) - 7') =0

=1

(3.8)

Las ecuaciones (3.7) y (3.8) forman un sistema lineal homogéneo de tres ecuaciones
y tres incégnitas (las proporciones invertidas en cada bono). Este sistema tendrd una

solucién no nula si y sélo si la matriz

s1(s, L,t,T1) s1(s, L, t, T3) s1(s, L,t,T3)
C =1 ss,L,t,T1) s2(s, L, t,Ty) sa(s, L,t,T5) (3.9)
w(s, L,t, T) —r p(s,L,t,Ty) —r p(s, Lyt,Ta) —r |
es singular. Por tanto, se debe cumplir que las filas de esta matriz sean linealmente
dependientes. Los coeficientes de la relacion lineal que cumplen estas filas no dependen
del vencimiento porque hemos elegido arbitrariamente los vencimientos de los tres

bonos de esta cartera.

Como consecuencia, existe un vector A(s, L,t) = (M(s, L,t), Aa(s, L, 1)) indepen-

diente de 7 tal que

p(s, Lt, T —r = M(s, L t)si(s, L,t,T) + As(s, L, t)s2(s, L, 2, T) (3.10)

Hemos sustituido 7; por T debido a que habfamos elegido arbitrariamente los
vencimientos de los bonos que componen esta cartera. Por tanto, esta relacién de
equilibrio para la rentabilidad esperada del bono es vélida para todos los vencimientos.
La ecuacién (3.10) expresa la prima al riesgo instanténea (diferencia entre la rentabili-
dad esperada del bono y el tipo de interés sin riesgo) como suma de dos componentes
que se derivan de las dos fuentes de incertidumbre, esto es, de las dos variables de

estado.

Los coeficientes de esta combinacién lineal, A;(.) y Az(.), pueden interpretarse como

los precios de mercado del riesgo del diferencial de tipos de interés y del tipo de interés a



3.2. La Ecuacién de Valoracién de Bonos 101

largo plazo porque s1(s, L, t,T) y s2(s, L,t,T) son las desviaciones tipicas instantdneas
de las rentabilidades de los bonos derivadas de cambios no esperados en las variables

de estado.

Sustituyendo las expresiones de p(.), s1(.) y s2(.) dadas por (3.4) y (3.5) en (3.10),

se verifica que

P + Pubal) + 5070 Pas + 50300 Pus + P

=rP+ )\1(8, L,t)O’l(.)Ps + )\2(8, L, t)O'Q(.)PL (311)

Reordenando términos en esta ecuacién se obtiene la ecuacién diferencial en deri-
vadas parciales que deben cumplir, para. cualquier vencimiento, los precios de un bono
al descuento libre de riesgo:

%[U%(')Pss +03() Pee] + [Bu() = M(Jor ()15

+[Ba(.) = XD NP+ B —rP =0 (3.12)

Dado el proceso estocdstico (3.1) que hemos supuesto para las variables de estado,
(3.12) es la ecuacién fundamental para la valoracién de bonos al descuento libres de
riesgo que dependen solamente del diferencial de tipos de interés, s, el tipo de interés
a largo plazo, L, y del tiempo al vencimiento, 7. En esta ecuacién tenemos los precios
de mercado del riesgo, A;, porque nuestro modelo es vélido para el precio de todos los
bonos (independientemente de su vencimiento) y la tnica manera de relacionar estos

precios es mediante estos pardmetros exdgenos.

La solucién de la ecuacién (3.12), sujeta a la condicién terminal dada por el pago
que se recibe en el vencimiento, es decir, P(s,L,0) =1 Vs, L, nos permite valorar
bonos al descuento y, a partir de estos precios, podemos obtener la estructura temporal

de los tipos de interés. Hallaremos esta solucién en la proxima seccion.
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3.3 Valoracién de Bonos al Descuento

En esta seccién, se calcula la expresién analitica del precio de bonos al descuento libres
de riesgo a partir de la ecuacién fundamental de valoracién que hemos obtenido en
la seccién anterior. Una vez que hayamos obtenido dicha expresién, analizaremos sus

implicaciones sobre las propiedades de la estructura temporal de los tipos de interés.

Los coeficientes de la ecuacién de valoracién (3.12) son los precios de mercado
del riesgo de las variables de estado, Ai(.) y los parametros del proceso estocastico
markoviano (3.1) que hemos supuesto para el diferencial de tipos de interés y el tipo de
interés a largo plazo. Para hallar la solucién de esta ecuacion de valoracion, necesitamos
hacer algunos supuestos sobre los precios de mercado del riesgo y sobre la dinamica
de las variables de estado. Puesto que un precio del mercado del riesgo constante es
demasiado restrictivo en relacién con las preferencias de los inversores, establecemos el

siguiente supuesto:

Supuesto 1 El precio de mercado del riesgo de cada variable de estado es lineal en

dicha variable, es decir
M) =a+bs, M()=c+dl (3.13)

En relacién con la dindmica de las variables de estado, realizamos el siguiente

supuesto:

Supuesto 2 Cada una de las variables de estado sigue un proceso de difusion

ds = k(g — s)dt + ordwy
dL = kg([l,z - L)dt + O'dez

(3.14)
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Este proceso, conocido como proceso Ornstein-Uhlenbeck, ha sido utilizado ante-
riormente por Vasicek (1977). Este modelo presenta reversién a la media - una im-
portante caracteristica que suelen presentar los tipos de interés - y varianza constante.
Para cada variable de estado, el valor k; > 0 es el coeficiente de reversién a la media
que refleja la velocidad de ajuste de la variable hacia su valor a largo plazo (), o; es

la (constante) desviacién tipica de cada variable y dw; son procesos Gauss-Wiener.

La distribucién estacionaria de un proceso estocastico, si existe, se obtiene a partir
de una solucién independiente del tiempo de la ecuacién diferencial estocastica dada
por (3.14), es decir, s(t,w) = s(w), L(t,w) = L{w). Siguiendo Malliaris and Brock
(1988) (Seccién 2.9, p. 106-108), se demuestra la existencia (y se calcula la expresién)

de las distribuciones estacionarias de las variables de estado:

ofs) = % (3.15)
o(L) = Tg(—é)(’(ﬂ (3.16)

donde F(.) y f(.) son, respectivamente, las funciones de distribucién y de densidad de
una variable normal con media p1 y desviacién tipica o1/+/2k;. Anédlogamente, G(.) y
g(.) son, respectivamente, las funciones de distribucién y de densidad de una variable

normal con media u, y desviacién tipica o3/v/2k;.

Ademds, se puede probar (véase Vasicek (1977)) que la esperanza y varianza condi-
cional de los procesos {s(u),u > t} v {L(u),u > t}, dado el valor actual de cada

variable, son

Efs(w)] = m+(s(t)—pr)e ™, u>t

2
Vi[s(u)] = %cl:(l — el oy >t (3.17)

E[L(w)] = p+ (L(t) —po)e ™7, w2t
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2

ViL(w)] = _2%(1_6_%2(“_”)’ u>t (3.18)

respectivamente.

Puede comprobarse que, cuando k; tiende a infinito, la media condicional de la

variable de estado tiende a y; y su varianza se anula. Si k; tiende a cero, la media

condicional tiende al actual valor del factor mientras la varianza tiende a of(u — ).

Bajo los Supuestos 1 and 2, se puede reescribir la ecuacién (3.12) como

1
-2-[ofPss + o3 Prr) + (kg — aoy) — (k1 + bow)sPs
—|—[(k'2,u2 bl CO'2) —_ <]€2 + da'z)L]PL —|— Pt - (L —I" S)P = O (319)

o, equivalentemente
LoP 4 i — 9P+ 5o P+ aali - DPu+ P (L49)P =0 (3:20
sujeta a la condicién terminal
P(s,L,T,T)=1,Vs,L (3.21)

donde

= ki +boy, [(1=1(k —
{fh 1 01 1 (1#1 aGl)/ql (3.22>

g = kotdoy, fio = (kapo — co2)/ 42

Solucionando la ecuacién diferencial en derivadas parciales (3.20) se obtiene la si-

guiente proposicion:

Proposicién 1 El precio en el instante t de un bono al descuento que paga $1 en el

instante T, P(s,L,t,T) = P(s,L,T), viene dado por

P(s,L,7) = A(r)e Ble=0L (3.23)
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donde T =T —1y

A(r) = Ax(7) A7) -
T) = exp {—%BQ(T) + s*(B(r) — 7')}
r) = exp{—ZC¥r)+ L*(C(r) =)} (3.24)
B(r) = (1-¢")/qx
(7)

C(r) = (1-e%7)/q
con
q1 =ky +boy, s =ﬂ1—03/(2q3), fh = (klﬂl—fwl)/ch
@ =k +doy, L*=fia—03/(243), fo = (ka2 — co2) /g2 (3.25)
Demostracidn:

El método de separacién de variables nos permite escribir la solucién de la ecuacién

(3.20) sujeta a (3.21) como
P(s,L,t,T) = X(s,t,T)Z(L,t,T) (3.26)
donde X(s,t,T) es la solucién de la ecuacién
-;—Jszs + (i = 8) X, + Xy — X =0 (3.27)
sujeta a la condicién terminal |
X(s,T,T)=1, Vs (3.28)
y donde Z(L,t,T) soluciona la ecuacién

1 N
§G§ZLL + (]2(#2 — L)ZL + Zt - LZ =0 (329)

con la condicién terminal

Z(L,T,T)=1, VL (3.30)
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Para resolver la Ecuacién (3.27), establecemos una solucién del tipo
X(s,t,T) = X(s,7) = Ay(r)e B - (3.31)
donde 7 = T — t. Utilizando (3.31), se obtiene

X(-)
X0 = -|

—B(1)X(.), X.(.)=B*r)X()
A7)
Aq(7)

y, por tanto, la ecuacién (3.27) se convierte en

il

- B'(T)s} X() (3.32)

%U%BQ(T) — q1(jfn — 8)B(7) — [

Ay (r)
A]_(T)

donde, utilizando (3.28), las condiciones terminales vienen dadas por

- B'(T)s] —s=0 (3.33)

A(0) =1, B(0)=0 (3.34)

La ecuacién (3.33) es lineal en la variable s y, por tanto, se anula cuando los
correspondientes coeficientes se igualan a cero. Como consecuencia, esta ecuacion es

equivalente al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

aB(r)+B'(r)—-1=0 (3.35)
1 Al(7)

501232(7) —qiuB(r)— A,(7)

=0 (3.36)

sujeto a las condiciones terminales (3.34).

Primero resolvemos la ecuacién (3.35) con condicién terminal B(0) = 0. Incluyendo
esta solucién en (3.36), integrando esta ecuacién y utilizando la condicién A;(0) = 1,
se obtiene
1 —e™®7

i

Ai(T) = exp {—%BZ(T) + s*(B(r) — 7’)} (3.37)
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donde
s* = iy — 07 /(2¢3) _ (3.38)

Sustituyendo (3.37) en (3.31), se obtiene la expresién final de X(s,?, 7). De manera

totalmente anéloga, la solucién de la Equacién (3.29) viene dada por

Z(L,t,T) = Z(L,7) = Ay(r)e ¢L (3.39)
donde
Ay(r) = exp {—302(7’) + L*(C(7) — 7)}
1—e™%7
C(r) = T (3.40)
L* = iy — 02/(24) (3.41)

Por tanto, la expresién final de Z(L,t,T) se obtiene sustituyendo (3.40) en (3.39).
Incluyendo las expresiones finales de X(L,t,T) y Z(L,t,T) en (3.26), se obtiene la
expresién analitica del precio de los bonos al descuento libres de riesgo para cualquier

vencimiento.

|
Los dos términos de la ecuacién (3.37) verifican
B(r)>0,¥r >0, B(0) = 0, B(ec) = l/g
B(r) —7<0,¥7>0 (3.42)
A1) < 1,Vr >0, Aq(0) = 1, Aifco) = 0
v, andlogamente, los términoss Ay(7) y C(7) en (3.40) cumplen
C(r)>0,¥r >0, C0) = 0, Cloo) = 1/g
C(r)—7<0,Vr>0 (3.43)

AQ(T)<1,VT>0, AQ(O) = ]., AQ(OO) = 0
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El precio del bono al descuento, P(s, L, ), es funcién de las dos variables de estado,
sy L,y del tiempo que resta hasta el vencimiento de dicho bono, 7 = T —t. Este
precio depende de los pardmetros del proceso Ornstein-Uhlenbeck (k1, w1, 01, k2, o,

o5) asi como de los precios de mercado del riesgo asociado a las dos variables de estado.

Sustituyendo ¢ = T en (3.23), se comprueba ficilmente que se cumplen las condi-

ciones terminales para el precio del bono, P(s,L,0) = 1,Vs, L. Mas ain, utilizando

(3.42) y(3.43), se deduce que
P(0,0,7) = A(r) = Ay(T)Ay(7) <1, VT >0

El precio del bono también verifica caracteristicas muy realistas desde un punto de

vista econdémico:

lim P(s,L,7) =0, lim P(s,L,7)=0, lim P(s,L,7)=0

§—00

es decir, cuando cualquiera de las variables que influyen sobre el precio del bono (las
variables de estado o el tiempo hasta el vencimiento) tiende a infinito, el precio del

bono converge a Cero.

El precio del bono es decreciente y convexo en ambos factores. Para demostrar esta

propiedad, se comprueba que las derivadas parciales con respecto a s y L son negativas

P,(s,L,7)=—B(r)P(s,L,7) <0
Py(s,L,7)=—C(7)P(s,L,7) <0 (3.44)

y las segundas derivadas parciales verifican

P.(s,L,7) = B*r)P(s,L,7)>0
PLL(SvaT) = Cz(T)P(Sa L,T) > 0
Py(s,L,7) = B(r)C(r)P(s,L,7)>0 (3.45)
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El precio del bono decrece con el tiempo al vencimiento. Para ver esto, aplicamos

(3.23) y (3.24) para obtener

P (s,L,7) = [—A% — B'(1)s - CI(T)L] P(S,'L,T)

= 1—4—,1&)—— "(1)s M— "(r s, L, 7
- [£9 - pe 553 - o] pio 2.7

Para analizar el signo de estas derivadas, consideraremos sdlo las dos primeras

derivadas pues la demostracién es exactamente igual para AL(T)[Ax() y C'(7).

Utilizando (3.36) y (3.37) y reordenando términos, se obtiene

44(r) [ o}
2= _—qB(r)|s" + <0, Vr>0 3.46

mientras que, derivando en (3.37), se obtiene
B'(r)=¢%" >0, ¥Vr>0 (3.47)

Omitiendo las demostraciones para A4(7)/As(r) y C'(r) por ser totalmente analogas,

ya tenemos demostrado el resultado que mencionabamos anteriormente.

3.4 Implicaciones sobre la Estructura Temporal de los Tipos
de Interés

Una vez que hemos calculado la expresién analitica, para cualquier vencimiento, del
precio de un bono al descuento libre de riesgo, el siguiente paso que vamos a realizar

es la obtenci’on de la estructura temporal (v propiedades) de los tipos de interés.

El tipo de interés a plazo ( “forward”), denotado por f(s,L,t,T)= f(s,L,7),en el
instante ¢ hasta el instante futuro T’ =t + 7 viene dado por

f(s,L,7) = % = —-% =— jii:; + j{:g; — B'(r)s — C'(7)L (3.48)
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el cual, por (3.46) y (3.47), es siempre positivo.

Aplicando las ecuaciones (3.35), (3.36) y sus andlogas para la variable Z (.) y reor-

denando términos, se cumple que

(5, 0,7) = 7 —aq(s — i) B(r) — (L — i2)C(7)

~ S [EBn) + o3C) (3.49)

Utilizando (3.42) y (3.43) se puede comprobar que
f(s,L,0) = r(t), Vs, L
f(s,L,00) = s"+ L% Vs, L
es decir, la curva de tipos de interés a plazo comienza en el valor actual del tipo de

interés y el tipo de interés forward a un plazo muy largo es independiente del valor

actual de los dos factores.

Derivando (3.48) puede verse que, para un cierto vencimiento, el tipo forward es

funcién lineal y creciente de los dos factores:
fs(s,L,7)=B'(r) >0
fr(s,L,7)=C'(7) >0

Como puede comprobarse graficamente en la Figura 3.1, la curva de tipos a plazo
puede presentar muchas formas: creciente, decreciente o no-mondtona. Utilizando

(3.48) tenemos que
F(5,L,7) = [ (fn — 8) = a2B(P)B'(7) + [g2(fia — L) = 03C(1)IC(7)  (3:50)

La forma de esta curva depende de su valor incial. Asi, esta curva crece con el

vencimiento si
s < fip — (01/Q1)2
L < jig — (02/Q2)2
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decrece con el vencimiento si
8> [y
L > i
v es una curva no-mondtona en el resto de casos.
El sesgo de esta curva, denotado por bf (s, L, 7), viene dado por la diferencia entre
el tipo forward y €l nivel esperado para los tipos de interés en el momento 7', instante

en que el bono llega a su vencimiento, Ey[r(T)]. Aplicando (3.17), (3.18) y (3.49),

obtenemos que

bf() = f(s,L,T)—Et[r(T)]

= (- 1= ¢ (s )1 = ) = o)

4 (= D= )+ (L= )1 =) = 5030 (35

Se verifica que

bf(s,L,00) = (s*+ L") — (1 + p2)

Asi, el sesgo de la curva de tipos a plazo es negativo cuando

a+buy >0
c+dug 20,
este sesgo es positivo si
a+ by < —01/q
¢+ dpz < —032/q

y depende del vencimiento del bono en el resto de casos.

El rendimiento de un bono que vence en el instante ' = ¢ + 7, denotado por
Y(s,L,t,T)=Y(s,L,7),es la rentabilidad (compuesta de modo continuo) asociada a

dicho bono. Viene definido implicitamente como

P(s, L, T)ey(s’L’T)T =1
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o, equivalentemente

Y(s,L,7) =~ In(P(s, L,7)) ] (3.52)
que, en nuestro modelo, por (3.23), se convierte en
1 B
Y() = - n(A(r)) 4 (T)S-i- C(T)L
T T T
2 p2
ML L) )
4g; T T T
2 12
; 200, [1 _¢ 7)} iy (3.53)
dg, T T T

Para valores fijos de s y L, la forma de Y (s, L, 7) caracteriza la estructura temporal

de los tipos de interés (curva de tipos) en el instante ¢. Aplicando la regla de L’Hopital,

puede comprobarse que

tim 20 _ gy G0 (3.54)
7—=0 T 7—=0 T
lo cual implica
2 2
tim 220 iy 0 (3.55)
70 T 70 7

Incluyendo estos resultados en (3.53), se verifica que
lirr(lJY(s,L,'r) = s(t)+ L(t) = r(t)
es decir, la curva de rentabilidades comienza en el valor actual del tipo de interés al

contado.

Como B(7) y C(r) son funciones acotadas del vencimiento del bono (véanse (3.42)

y (3.43)), se cumple que

tim 20 _ gy B0

T—0O T T—00 T T—00 T T—+00 T

=0 (3.56)

y, por tanto, el rendimiento al vencimiento de un bono a largo plazo es

Y(s,L,00) ="+ L~
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un valor que es independiente del valor actual de los dos factores.

Dado un cierto vencimiento, el rendimiento de un bono es una funcién lineal y

creciente de los dos factores, s v L. Sus derivadas parciales con respecto a estos

factores son

Y.(s,L,7) = B(r) >0

¢(r)

T

Yi(s,L,7) = >0 (3.57)

Esta curva puede presentar diferentes formas. A partir de (3.52) puede verse que

(f(s, L,7)—Y(s,L,7)]

T

Vo(s,L,7) = (3.58)

La forma de esta curva depende de su valor inicial, (t). Si este valor es “suficientemente

pequefio”, la curva es creciente con el vencimiento. En otros casos, es decreciente o

no-monoétona.

El sesgo de la curva de tipos, denotado por by(s, L, 7), viene dado por la diferencia
entre el rendimiento del bono y el nivel de tipos de interés que se espera durante el
periodo hasta el vencimiento del bono, }ftT E,[r(v)]du. Integrando (3.17) y (3.18) se

obtiene qeu

1T 1—eh7 1—eF7
_/ Ey[r(u)]du = p1 + (s — ﬂl)T— +po + (L — po)—5— (3.59)
T Jt 1T ]C2T

!

Restando (3.59) de (3.53) se-obtiene que

by(s,L,7) = Y(s,L,7)~— %—/tT E.[r(u)ldu
T — e 07 — e~k

v [1 B le} + (L — po) [1 —e® 1 _k;kw]

qaT
ot BYr) | o} C*()

gy T 4g, T
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Puede comprobarse que el sesgo de la curva de tipos es positivo si

s < g < s* -
L <y, <L”
y sl
a+buy >0
c+dus >0

entonces se obtiene un sesgo negativo.

La prima instanténea al plazo, 7(s, L, t,T) = 7(s,L,7) se define como la diferencia
entre el rendimiento esperado del bono sobre el actual tipo al contado. Sustituyendo
la expresién (3.23) dada por la Proposicién (1) en (3.5) se obtiene la expresién de las

variaciones no esperadas en la rentabilidad del bono

51(37L7t7T) = Sl(saLaT) = _UIB(T)
so(s, L, t,T) = s3(s, L, 7) = —02C0(7)

Incluyendo estas expresiones en (3.10) se obtiene que la rentabilidad esperada del
bono, u(s,L,t,T) = p(s,L,7), es igual a

(s, L,7) =1 —o1(a+bs)B(7) — oac+ dL)C(T)

Por tanto, la prima instantdnea al plazo viene dada por

7(s,L,7) = —o1(a + bs)B(r) — oa(c + dL)C(7) (3.60)

Por tanto, la prima de plazo es proporcional a las variaciones no esperadas en la
rentabilidad del bono. Més aidn, estas variaciones no esperadas son proporcionales a
la desviacién tipica de los factores y son crecientes con respecto al tiempo hasta el

vencimiento del bono.
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Se comprueba facilmente que

w(s,L,0) = 0
oi(a+bs) oz(c+dL)

wlsLyoo) = = an @

Para un vencimiento dado, la prima de plazo es lineal en ambos factores. A partir

de (3.60) se verifica que

775(57L77—) = —'balB(T)
(s, L,7) = —doyC(T)
(s, L,7) = —o1(a + bs)B'(r) — oa(c + dL)C'(7)

Por tanto, la prima de plazo crece con el factor s(L) si b(d) < 0. Es una funcion
suavizada del tiempo hasta el vencimiento, 7, que crece (decrece) con el tiempo al

vencimiento 7 si los precios de mercado del riesgo son negativos (positivos).

3.5 FExpresién Analitica del Precio de Activos Derivados

La ecuacién de valoracién de bonos (3.20) nos permite la obtencién de expresiones ce-
rradas para el precio de diferentes activos derivados si sustituimos la condicién terminal
(3.21), que indicaba el pago al vencimiento del bono cupén-cero, por el pago terminal
de estos activos derivados. Asi, el precio en el instante ¢, U(s, L,t,T) = U(s, L, 7), de
un activo que paga una cantidad g(sr, L) en el instante de su vencimiento T, satisface
la siguiente ecuacién diferencial en derivadas parciales

1 1
é‘O’%Uss -+ ql(ﬂl — S)Us -+ §O'§ULL + q2(i,}/2 - L)UL + Ut e (L + S)U = O (361)
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sujeta a la condicién terminal’
U(s,L,T,T) = g(sz, L7) ] (3.62)

y, de este modo, podemos utilizar la solucién de esta ecuacién (para una funcién par-
ticular g(s, L)) para obtener los precios de diferentes actlvos demvados La solucién de
la ecuacién diferencial en derivadas parciales (3.61) con la condicién terminal (3.62)

viene dada por la siguiente proposicién:

Proposicién 2 Dada la evolucion temporal de los tipos de interés indicada en el
Supuesto 2, el precio en el instante t, U(s,L,t,T) = U(s,L,7), de un activo derivado

que paga una cantidad g(sr,Ly) en el instante de su vencimiento T es

U(s,L,t,T) = P(s, L,t, T)E[g(s', L')] o (3.63)
donde
s~ N(ms(s,t,T) — gy (t, T), 03 (8, T))
L/ ~ N(mg(s,t,T) — qry (t, T),v3(t, T)) (3.64)
con

mo(s,tyu) = e @t Is 4 (1 — e"fh(u—t)) fia
o (1 - ente=)’

qdsy (t7 U) =

243
2
Rtw) = b (1-e b))
’ 2q;
mp(L,t,u) = = om0 (u- t)L—l—( a2 (u= t)) i
03 (1 - em+=9)"
qrv (t,u) ¥
2
2(¢ - U_% 1 — e—2e2(2=?) 3.65
vp(tv) = 2q2< ¢ ) (3.65)

INétese que, si g = 1, se obtiene la expresién analitica para el precio de bonos al descuento que se
ha derivado en la Seccién 3.3.
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Demostracidn:

Sean §(t) y L(t) los “procesos neutrales al riesgo” definidos por

ds = @i —8)dt+oidwr
di = QQ(ﬂg — f/)dt + O'Qd’UJg

y sea Y(t,u) = [*(8(v) + L(v))dv.
Entonces, podemos aplicar Friedman (1975) (Seccién 6, Teorema 5.3, p. 148) para

obtener la solucién de (3.61)-(3.62). Esta solucién viene dada por?
U(s, L4, T) = Eyp [g(3(T), L(T))e™ 7] (3.66)
Denotando por p(s, L, t,u,s', I',Y) la probabilidad conjunta de la variable
X(u) = [3(u), L(w), Y (1, u)f

condicionada a §(¢) = s, L(t) = L, (3.66) es equivalente a

U(s,L,t,T) = /°° /°° °°g Ve ¥ p(s, L,t,T, s, I/, Y)dY ds'dL’
- ] / G(s, L,s', L', ¢, T)g(s', L')ds'dL’ (3.67)
donde
G(s, L, s, L' t,u) = /°° e p(s, L,t,u, s, L', Y)dY (3.68)

Aplicando Arnold (1974) (Corolario 8.2.4, p. 130) se obtiene

sw) = e mEI5() + / ¥ om0 g hyde + oydwy (2)]
t

F) = e2tDE#) + /ue_‘”(“—z)[qgﬂzdz+02dw2(z)]
3

2E, L1l = E[I5(t) = s, L(t) = L]. Similarmente para los términos de varianzas y covarianzas.
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Reordenando términos, obtenemos que

5(u) = e nIER) s8]+ i+ oy / Y e (om2) gy,
t

Lw) = e =C9[I(t) — L]+ iy + 0 / " e (=2 gy,
i .

y, por tanto, se verifica (véase Arnold (1974), Seccién 8.3, p. 134-136) que

ms(S,t,U) = ESYL’t[g(u)] — e“]l(u—-t)s + (1 — e—qu(u—t)) ﬁl
2
2(¢ = Vir:s = 1 (1 _ em2m(u-)
'Us( 7u> ’L,t[S(u)] qu ( e )
mL(L7t,u) = ES,L,t[z(u)] — 6_@27[, + (1 - e—ng-) ﬂz
2

. o
vi(tu) = VipslL(u)] = 2—;2 (1 - 6_292(“4))

Aplicando Arnold (1974) {(Teorema 8.2.12, p. 133) se verifica que la variable X (u)

sigue una distribucién normal trivariante. Un poco de dlgebra nos lleva a

_6—111(u—t)
Bupd¥(tw)] = {mw (s m)l———ql—}

q2
= ngy(s,t,u)+ny(L,t,u) (3.69)

. L1 —emnelul)
b st (2 - )

Intercambiando el orden de integracién y aplicando Davidson (1994) (Seccién 30.3,

p. 503-509) se obtiene que

VeralY(t,u)] = {2071% (46"‘“(“4) — 72D L 2 (u — ) — 3)]
o3 —g2(u—t) _ ~2q2(u—t)
+ |53 (46 7 —e + 2¢o(u — 1) — 3)
243
= v?Y(tau) + ’U%y(t,l&)

o3 (1 - e‘“(“‘t))2
2q%

o7 (1 — ents=9)’
243

gy (t,u) = Covsr[8(u),Y(t,u)] =

qu(t,u) = COVS,Lyt[z(U),Y(t,U)]—"'—
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y, por tanto, obtenemos la distribucién de la variable X:

N, V)
donde
mg 'U? 0 4qsy
E=| myg , V=10 o aqy
nsy + nry gy qry vy +viy
Por tanto, la probabilidad conjunta de X(u) condicionada a 3(t) = s, L(t) = L

viene dada por

, 1 1 e -1
p(s, L, t,u, s, L Y)L W {—E(A—f)v (X—é)}

Sustituyendo esta expresién en (3.68) se obtiene

] ' *° 1 - 1 Ve
Glos 1y 1 t0) = [ s Ve {-3(X VX - 9} dy

expresién que, tras un poco de algebra, nos lleva a

G(s,L,s,L',t,u) = exp {%vzy(t,u) — nsy(s,t,u)} f1(s")

x exp{Zudy(tw) = nov (Lt )| (L)

donde fi(.) es la funcién de densidad de una variable normal con media m; — q.v ¥
desviacién tipica v,. Similarmente, fo(.) corresponde a una distribucién normal con

media my, — qry y desviacién tipica vp.

Sustituyendo esta expresién en (3.67) se obtiene

U(s,L,t,u) / / exp{ v(t,u) —ny(s,t u)}fl(s')

x exp{QvLy(t w) — nLY(s,t,u)} F(INg(s', I)ds'dL (3.70)
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Sig=1yu=T,laecuacién (3.70) implica que

1
P(s,L,t,T) = exp{zoh(tT) ~norls b T)} -

1
X exp {iviy(t, T)—nry(L,t, T)} (3.71)

Sustituyendo (3.71) en (3.70) se obtiene la expresién final para el precio, en el

instante t, del correspondiente activo derivado.

A continuacién, podemos utilizar la expresién analitica dada por esta proposicion
junto con el correspondiente pago en el vencimiento, g(st, LT), para obtener los precios

de diferentes activos derivados. Veremos los siguientes ejemplos:

¢ Opcién europea sobre un bono cupon cero.

e Opcién europea sobre una cartera de bonos.

e Cap de tipos de interés.

e Floor de tipos de interés.

e Collar de tipos de interés.

e Permuta (swap) de tipos de interés.

e Opcién sobre un swap de tipos de interés (swaption).
e Opcidén compuesta.

e Opcién a la medida ( “as you like it” option).

¢ Opcién binaria.

(a) Una opcién europea de compra sobre un bono cupdn-cero es un contrato
en el que el vendedor de dicha opcién garantiza al comprador el derecho (aunque no la

obligacién) a comprar un activo subyacente (en este caso, un bono cupén-cero) en un
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instante predeterminado fijo (fecha de expiracién o vencimiento de la opcién). Sea K
el precio de ejercicio ( “strike price”) de esta opcién, es decir, el precio a que se compra
el bono cupén-cero. Si se ejerce la opcién en el instante en que expira, T, el poseedor
de esta opcién pagard una cantidad K y recibird un bono al-descuento que vence en el

instante 1) > 1.

La ecuacién (3.63) para el caso particular
g(s, LY = P(s, L, T, T)

implica que el precio, en el instante ¢, del bono al descuento que recibird el poseedor

de la opcién viene dado por
P(s,L,t,Ty) = P(s,L,t,T.)E[P(s', L', T¢, Ty)]

Si definimos
P =P, LT, Ty)
entonces, se cumple que

. P(s,L,t,Ty)

Aplicando (3.71), se tiene que
~ 1
B = exp {5 (T,T) + b (T D)
X eXp{—[?’Lsy(Sl, I, Tb) + nLY(LI; T, Tb)]}

Como .y (8, T, Ty) v nry (L', Te,Tp)] son lineales en s’ y L' (véase la ecuacién
(3.69)), entonces P es la exponencial de una combinacién lineal de dos variables nor-
males (véase la ecuacién (3.64)) y, por tanto, P sigue una distribucién lognormal. Mas

atin, el valor de los coeficientes de esta combinacién lineal implica que

o2 = Var[ln(P)]

p
[ 1 _ e“ll (Tb—'Tc

) 2 _ o—2(Te—T.
Q1

) 2
} U%(ta T,)
q2
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El precio en el instante ¢, C(s, L,t, T K, Ty), de esta opcién de compra se deduce

de la ecuacién (3.63) con la condicién terminal

g(s, 1) = C(s,L,T., To; K, T;) = max{P(s, L, T,, Tp) — K,0} (3.73)

En este momento, exigimos que P(O,OY,’TC,TI,) > K. En caso contrario, como
el precio del bono es decreciente en ambas variables de estado, se cumpliria que
P(s,L,T.,T;) < K para todos los valores de s y L y, por tanto, la opcién nunca

se ejerceria.

Sustituyendo (3.73) en (3.63), tenemos que
O(s, L,t, T K, Tp) = P(s, L,t, T.)E[ Z] (3.74)

donde

7 = max{P — K,0} = (P — K)Ijx,00)(P)

e I(.) es la funcién indicatriz definida como

0 if z<K
I[K,oo)(x) = i
1 if 2> K
Entonces
E[Z) = /k “(P — K)f(P)dP (3.75)

Para calcular esta esperanza, definimos la nueva variable

o(P) = E[In(P)] — In(P)

op

Si aplicamos la relacién

In(E[P]) = E[In(P)] + -;—vun(i?)]
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tenemos que (3.75) se convierte en

E[Z) = E[P)®(h + 05) — K®(h) (3.76)

donde ®(.) denota la funcién de distribucién de una variable normal tipificada y

E[ln(P)] — In(K)

9p

h=v(K) =

Sustituyendo (3.72) y (3.76) en 3.74), se obtiene que la expresién final de la opcién

de compra es

C(s, L,t, T K, Ty) = P(s,L,t, Ty)®(h + 05) — K P(s, L, ¢, T.)®(h) (3.77)

Existe una gran similitud entre esta formula y la expresién deducida por Black-
Scholes para el precio de una opcién. En ambas férmulas, tenemos una variable aleato-
ria, P, que indica el precio del activo subyacente que se recibe cuando la opcidn expira y
que sigue una distribucién lognormal. El factor de descuento P(s, L,t,T,) es el analogo

de e7"Te7Y) y o2, ]a varianza del logaritmo de P, es el equivalente a o*(T, —t).

Los precios de las opciones europeas de venta ( “put”) se obtienen por la paridad

“call-put”, es decir

call — put = P(s, L,t,Ty) — KP(s,L,t,T,) (3.78)

(b) Podemos extender la ecuacién (3.77) para obtener el precio de una opcién
europea de compra sobre una cartera de bonos al descuento. Sean K y 7,
el precio de ejercicio y el momento de vencimiento de esta opcidn, respectivamente.
La cartera estd compuesta por N bonos al descuento e invertimos una proporcion o,

i =1,...,N en cada bono con instante de vencimiento T5.
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Sea C,(s,L,t, T K, T{) el precio, en el instante ¢, de la opcion sobre esta cartera
de bonos. Anéalogamente al precio de la opcién sobre bonos al descuento, se obtiene

que

Culs, L,t, To; K, T) = P(s, L, t, Te) E[max{0, P — K}] (3.79)

donde
P,=% oP(s, I, T, T) (3.80)

y donde 7 es tal que T, < Ty.

Las ecuaciones (3.72) y (3.80) implican que

D P(S,L,t, sz)
ElP) => cim——m _
Fol = 2B 0,1 (3.81)
Sean 3y L tales que
K = E aiP(g,L,TC,Tbi) = E alf{z (382)

Aplicando que el precio del bono es decreciente en ambos factores, s y L, se sigue

que

max{ B, — K,0}] = . asmax{P(s', L', T, T;) — Ki,0} (3.83)

Sustituyendo esta igualdad en (3.79), un poco de 4lgebra nos lleva a

Culs, L1, T K, T)Y) = Cals, L, 8, T K, T (3.84)

Por tanto, hemos probado que esta opcién de compra sobre una cartera de N bonos
es equivalente a una cartera de opciones con los apropiados precios de ejercicio, K;.
Més atn, esta expresién que hemos obtenido nos permite valorar cualquier opcién
sobre bonos con cupén puesto que este tipo de bonos puede interpretarse como un caso
particular de la cartera de bonos que hemos considerado hasta ahora. Este argumento

también es valido para opciones de venta sobre una cartera de bonos al descuento.
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(c) Un cap de tipos de interés establece un valor méximo sobre el pago de
los intereses que se pagan en un préstamo a interés variable. Asi, como se muestra
en la Figura 3.2, un cap garantiza que - en cualquier instante - el tipo de interés
correspondiente a un préstamo, serd el menor de dos valores: el actual tipo de interés
y un cierto valor, conocido como el ¢ipo de interés cap. Por tanto, este instrumento

financiero nos protege frente a la subida del tipo de interés por encima del tipo de

interés cap.

Suponemos que los intereses son pagados en los instantes 1, 2,...,n desde el comienzo
de la vida del cap. Sean R.y By (k = 1,2,...,n) el tipo de interés cap y el actual tipo de
interés en cada instante de pago, respectivamente. Sea §M el principal del préstamo.

Entonces, en el instante k + 1, el emisor del cap debe pagar la cantidad
M max{R;, — R.,0}

Este pago es equivalente, en el instante k, a

M
1+ Ry

y esta expresién, reordenando términoss, se convierte en

1+ R,
maX{M - mM’O}

max{R; — R.,0}

Por tanto, esta expresién corresponde al pago de una opcién de venta (llamada
caplet) que vence en el instante k y cuyo activo subyacente es un bono que vence en
el instante % + 1. El valor nominal del bono es (1 + R;)M y el precio de ejercicio es
M. Puesto que un cap es una sucesién de este tipo de opciones, este activo derivado
se puede interpretar como una cartera de opciones europeas de venta sobre bonos al

descuento.

(d) Un floor de tipos de interés puede definirse de modo andlogo al cap. Asi, un

floor establece un limite inferior sobre el tipo de interés a pagar (véase la Figura 3.2).
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Como consecuencia, este derivado protege contra una bajada en los tipos de interés
maés allé de un cierto nivel (tipo de interés floor). De modo similar a los caps, un floor
se puede interpretar como una cartera de opciones europeas de compra sobre bonos al

descuento. Si el tipo de interés floor es Ry, entonces

1+ Ry }
M-M i
max{1+Rk ,0 (3.85)

es la condicidn terminal correspondiente a cada instante de pago.

(e) Un collar de tipos de interés es simplemete una posicién larga en un cap y
una posicién corta en un floor donde ambos derivados tienen los mismos instantes de
pago. Por tanto, el precio del collar es la. diferencia entre el precio de ambos activos

derivados.

(f) Un swap es un acuerdo privado entre dos compaflias, A y B, para intercambiar
un flujo de capitales en el futuro de acuerdo con una férmula predeterminada. El tipo
de permuta més comun es el swap de tipos de interés en el que B acuerda hacerle a
A una serie de pagos periédicos como intereses (a un tipo de interés fijo) correspon-
dientes a una cantidad (llamada principal de la operacién) $M durante una serie de
afios. Al mismo tiempo, B recibir intereses (a tipo de interés variable) correspon-
dientes al mismo principal y durante el mismo nimero de afios. Los principales no se
intercambian. Asi, un swap transforma un préstamo a interés fijo en un préstamo a
interés variable o viceversa. Generalmente, las dos compaiias utilizan un intermediario
financiero para acordar las caracteristicas de la permuta de tipos de interés que desean

realizar.

Podemos suponer, exclusivamente con el objetivo de calcular el precio del swap, que,
al final de esta permuta, ambas compafiias proceden al intercambio de los principales

$M. Por tanto, el swap es un acuerdo en el que (1) la compaiifa B ha prestado
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al intermediario financiero una cantidad $M a un tipo de interes variable y (2) el
intermediario financiero ha prestado a la compaififa B la cantidad $M a un tipo de
interés fijo. Es decir, la entidad financiera ha vendido - a tipo de interés variable - a
B un bono con valor nominal $M y ha comprado - a tipo de interés fijo - un bono
con el mismo valor nominal. Por tanto, esta permuta se puede interpretar como un
acuerdo para intercambiar un bono a tipo de interés fijo por un bono a tipo de interés
variable. Como consecuencia, el precio del swap es la diferencia entre el precio de estos
dos bonos. Asi, suponiendo que la institucidn financiera recibe pagos a interés fijo y
hace pagos a interés variable, y denotando por P, y P, los precios de los bonos a tipo

de interés fijo y variable, respectivamente, el precio del swap viene dado por
V,=Ph —P

De modo anélogo, si la institucién financiera paga a tipo de interés fijo y recibe a tipo

de interés variable, el precio del swap seria

Vi=Fh—h

(g) Una swaption es una opcién cuyo activo subyacente es un swap de tipos de
interés. Asi, este activo da a su poseedor el derecho a participar en una permuta de
tipos de interés mediante un precio de ejercicio K en el instante T < T,, instante en
que vence dicha permuta. Dicho de otro modo, una swaption se puede interpretar como
una opcién a intercambiar un bono a tipo de interés fijo por un bono a tipo de interés
variable. Sea V (s, L,t,T,) el precio en el instante ? del swap. El precio de la opcién de

compra puede obtenerse utilizando la condicién
g(s, L) = max{V(s,L,T,T,) — K,0}

en la férmula (3.73). Un argumento similar es valido para las opciones sobre swaps de

venta.
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(h) Una opcién compuesta es una opcién sobre una opcién. Por tanto, tiene dos
precios y dos fechas de ejercicio, T1 < T,. Tenemos cuatro posibles combinaciones:
opcién de compra sobre opcién de compra, opcién de compra sobre opcion de venta,
opcién de venta sobre opcién de compra ¥ opcién de venta sobre opcién de venta. El
poseedor de las dos primeras tiene el derecho a realizar una compra mientras las dos

{iltimas otorgan el derecho a realizar una venta-

Si consideramos una opcién de compra sobre una opcion de compra, en el instante
Ty, el poseedor de esta opcién compuesta tiene el derecho a comprar la opcién subya-
cente de compra al primer precio de ejercicio, K,. Esta segunda opcién de compra le
da derecho a comprar, en el instante Ty, un bono que vence en el instante T3 para lo

cual debe pagar un segundo precio de ejercicio, K.

Se ejerce esta opcién compuesta en el instante Ty si el precio - en esa fecha - de la
opcién subyacente, C(s, L, Ty, Ty; K,,Ts), es mayor que el primer precio de ejercicio.

Por tanto, el pago terminal en Ty de la opcion compuesta es

g(sty, L) = max{C(s, L, T, Ts; K, T5) — K4,0}

(i) Una opcién a la medida ( “as you like it” option) es una opcién en la que su
poseedor, en el instante Ty, puede elegir entre una o cién de compra o de venta. Asi
g P p )

el valor en este instante de esta opcién es
max{C, P}
donde C' y P son los precios de las opciones (de compra o de venta) entre las que puede

elegir, respectivamente.

Suponemos que ambas opciones son europeas, tienen el mismo precio de ejercicio,

K,y que ambas vencen en el instante T5. El activo subyacente de estas opciones es un
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bono que vence en el instante T5. Mediante la paridad call-put (3.78), se obtiene que

max{C,P} = max{C,C+ KP(s,L,T1,T2) — P(s, L, Ty, T3)}
= C + maX{KP(s,L,Tl,Tg) - P(S, L, Tl.,Tg),O}

Por tanto, esta opcién es una combinacién de (1) una opcidn de compra con precio de
ejercicio K y vencimiento en T3 y (2) una opcién de venta con precio de ejercicio igual
a KP(s,L,Ty,T,) y vencimiento en T,. Por tanto, este tipo de opcién puede valorarse

utilizando las férmulas obtenidas para opciones sobre bonos al descuento.

Si las opciones subyacentes (entre las que se puede elegir) difieren en el precio de
ejercicio y/o en el tiempo de vencimiento, este tipo de opcidn es similar a una opcion

compuesta, previamente analizada y valorada.

(j) Una opcién binaria es una opcion con pagos discontinuos. Centrandonos en
opciones de compra, dos ejemplos de este tipo de opciones son (1) cash or nothing call

y (2) asset or nothing call.

Una “cash or nothing call” paga una cantidad fija predeterminada, @, si la opcién
estd “en dinero” en el vencimiento y no paga nada en cualquier otro caso. Es decir,
este tipo de opcién no paga nada si el precio P del bono subyacente es inferior al precio
de ejercicio K y paga una cantidad fija @ si el precio del bono es superior al precio de
ejercicio de la opcién. Sean T, y T; las fechas de vencimiento de la opcién de compra y
del bono subyacente, respectivamente. El pago terminal de esta opcién viene dado por

Q
P ¢y 4y
PG LT, T — K max{P(s, L, T.,Tp) — K,0}

Una “asset or nothing call” no paga nada si el precio del bono P es inferior al precio

de ejercicio K y paga una cantidad igual al precio del bono si éste es superior al precio
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de ejercicio. Por tanto, su pago terminal viene dado por

P(5> La Tca Tb)
P(s,L,T.,T;) — K

max{P(s,L,T.,Ty) — K, 0}

donde T y T}, son las fechas en que vencen la opcién de compra y el bono subyacente,

respectivamente,

Muchos otros tipos de opciones pueden ser valoradas mediante un enfoque similar al
expuesto. De modo andlogo al que hemos visto previamente, también podemos valorar
opciones americanas. Este tipo de opciones puede ejercerse en cualquier momento
hasta la fecha de vencimiento en contraste con las opciones europeas que sélo pueden ser
ejercidas en la fecha de vencimiento. Consideramos una opcién de compra americana
con precio de ejercicio igual a K y que vence en el instante Tt. Suponemos que el activo
subyacente de esta opcién es un bono que paga continuamente dividiendos a una tasa
a(t) v que vence en el instante T > T¢. Denotando como P(s, L,t,T;) el precio en el
instante ¢ del bono subyacente, el precio en el instante ¢, V(s, L, t,T¢; K, Ty), de esta

opcién americana se deriva de la ecuacién (3.63) con las condiciones terminales

Vis,L,T.,T; K, T,) = max{ P(s, LT, T,) — K,0} (3.86)
( 1511 BV(S’ Lt,T.KT,) = P(s,L,t,Ty) — K (3.87)
) OV(s,L,t,T; K, Ty)
lim
(sL)=B  0P(s,L,t, T;)

= -1 (3.88)

»
donde B es la regién de ejercicio, que representa el conjunto de los precios de bonos por
encima de los cuales es éptimo ejercer la opcién americana. Las condiciciones (3.87) y

(3.88) son llamadas “value matching” y “supper contact”, respectivamente.
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3.6 Aplicacién Empirica

En esta seccién se describen las caracterisitcas bésicas de la aplicaci?ﬁn empirica que
hemos llevado a cabo. El diferencial de tipos de interés (spread) y el tipo de interés a.
largo plazo son las variables de estado de nuestro modelo de dos factores. El tipo de
interés instantaneo sin riesgo y el tipo de interés a largo plazo son aproximados por los

tipos de interés a 1 dia y 10 afios, respectivamente.

Nuestros datos son diarios, corresponden a tipos de interés y precios de bonos
cupén-cero y fueron obtenidos gracias al Servicio de Estudios del Banco de Espafia®.
Los datos para los precios de los bonos cupén-cero comprenden desde el 2 de Enero
de 1991 hasta el 29 de Diciembre de 1995. Consideramos diez vencimientos: 1, 7y
15 dfas, 1, 3y 6 meses y 1, 3, 5 y 10 afios. Los tipos de interés estan expresados
en valores anualizados (compuestos continuamente) y comprenden el mismo periodo

muestral, habiendo un total de 1230 observaciones.

Los gréficos del diferencial de tipos de interés y de los tipos de interés asi como su
primera diferencia se incluyen en las Figuras 3.3y 3.4. Las dos series de tipos de interés
crecen en los periodos Marzo-Octubre de 1992 y desde Junio de 1994 hasta Marzo de
1995 v decrecen en el primer semestre de 1991, en el perfodo Junio-Diciembre de 1993
(donde alcanzan su valor minimo, cercano al 7%) v en el segundo semestre de 1995.
Los tipos de interés a corto plazo superan el 10% hasta Octubre de 1993 mientras los
tipos de interés a largo plazo superan este nivel en todo el periodo muestral excepto

desde Junio de 1993 hasta Junio de 1994.

Centrandonos en la primera diferencia de las variables, la mayoria de los cambios

en los tipos de interés a corto plazo son inferiores a 100 puntos bésicos. Los mayores

3Véase Nuiiez (1995) para més detalles sobre estos datos y el método de estimacién utilizados para
su construccidn.
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cambios en esta variable (alrededor de un 4%) corresponden a la segunda semana de
Mayo de 1993. Por otro lado, los cambios en los tipos de interés a largo plazo son mucho
més suaves. Estos cambios se dan en un intervalo mucho maés estrecho y nunca superan
los 80 puntos bésicos. Por tanto, los cambios en el diferencial de tipos de interés son
similares a los cambios en los tipos de interés a corto plazo. Asi, el diferencial no
suele variar méas de un 1% excepto en la segunda semana de Mayo de 1993 cuando

observamos los maximos cambios en esta variable, cercanos al 4%.

Las tablas I-IIT incluyen los estadisticos descriptivos y la estructura de correlacién
v de autocorrelacién para todas las variables de estado. En concreto, la Tabla I incluye
la media aritmética, la varianza, los valores extremos y los coeficientes de asimetria
y de exceso de curtosis de las variables de estado. Estas caracteristicas numéricas
relacionadas con la localizacién, dispersién y forma se calculan para nuestros datos
durante todo el perfodo muestral. El coeficiente de autocorrelacién de primer orden,

denotado por p;, también se incluye en esta tabla.

Para los dos tipos de interés, la media incondicional es superior al 10%. El tipo de
interés a corto plazo es més volatil y se mueve a lo largo de un intervalo de valores maés
amplio que el tipo de interés a largo plazo. Por otro lado, el diferencial de tipos de
interés tiene un valor medio muy cercano a cero y toma valores entre —4% v 8%. Los
tipos de interés a corto plazo alcanzan sus valores maximo (18.21%) y minimo (6.53%)
el 13 de Mayo de 1993 y el 7 de Junio de 1994, respectivamente. Anélogamente, los
valores extremos de los tipos de interés a largo plazo (13.28% y 7.58%) se dan el 6 de
Febrero de 1991 y el 1 de Febrero de 1994, respectivamente.

La matriz de correlaciones muestra la escasa correlacién que existe entre el spread
v el tipo de interés a largo plazo. Los coeficientes de autocorrelacién de orden j de

las variables de estado se incluyen en la Tabla III. Estos coeficientes son cercanos a
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la unidad y decaen muy lentamente. Por tanto, la principal caracteristica de nuestros

datos es el alto grado de correlacién serial que presentan todas las series.

Los rasgos més destacados en relacién con la primera diferencia de los datos origi-
nales se reflejan en las Tablas IV-VI. Se observa que los cambios medios en los tipos de
interés son negativos pero bastante cercanos-a cero. Por tanto, se deduce que, en este
perfodo muestral, ha habido un pequefio descenso - en media - en los tipos de interés.
Como este valor medio decrece con el vencimiento del tipo de interés, deducimos que
los tipos de interés a largo plazo descienden menos que los tipos de interés a corto

plazo. Como consecuencia, el valor medio de los cambios en el spread es negativo.

Los cambios en los tipos de interés a largo plazo estan menos dispersos que los
cambios en los tipos de interés a corto plazo. Estos datos muestran un gran coeficiente
de curtosis (indicativo de colas pesadas en la distribucién de las variables) aunque este

coeficiente decrece con el vencimiento.

La Tabla V incluye los coeficientes de correlacién entre las variables que reflejan
los cambios de las variables de estado. Esta tabla muestra la pequefia correlacién
que existe entre los cambios del spread y los cambios de los tipos de interés a largo
plazo y, por tanto, sugiere que nuestro supuesto tedrico sobre las variables de estado

se corrobora empiricamente.

La Tabla VI muestra la estacionariedad de los cambios de las variables de estado.
Los coeficientes de autocorrelacién de la primera diferencia de los datos decae mas
répidamente (en comparacién con las variables en niveles) y son practicamente nu-
los para retardos suficientemente grandes. Como el coeficiente de autocorrelacién de
primer orden, pi, es negativo en todas las variables, deducimos que el spread y los tipos

de interés muestran evidencia de reversién a la media.

A continuacién, presentamos el comportamiento empirico del modelo de dos factores
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en comparacién con un modelo de un factor que supone que la tinica variable de estado
relevante es el tipo de interés a corto plazo. Andlogamente a lo realizado para las

variables de estado del modelo de dos factores, realizamos los siguientes supuestos:

Supuesto 3 El precio de mercado del riesgo del tipo de interés a corto plazo es lineal

en esta variable, es decir

Aa() = e+ fr (3.89)

Supuesto 4 FEl tipo de interés a corto plazo sigue un proceso Ornstein-Uhlenbeck

dr = k3(ps — r)dt + o3dws (3.90)

El parédmetro ks refleja la velocidad de ajuste del tipo de interés a corto plazo hacia
su valor medio a largo plazo, us, o3 es la (constante) desviacién tipica de esta variable

de estado y dws es un proceso Gauss-Wiener.

Utilizando este modelo de un tnico factor, la expresién analitica del precio de un

bono al descuento libre de riesgo viene dada por

P(s,L,t,T) = P(s,L,7) = As(r)e P (3.91)
donde
As(r) = exp{~Z D7) +r(D(r) —7)} (3.92)
D(r) = (1—-e%7)/gs
con '
g3 = ks + fos, "=z — 032,/(2q§), fis = (ksps — €03)/qs (3.93)

Cada variable de estado del modelo de dos factores, s y L, asi como el tipo de
interés a corto plazo, r, sigue un proceso Ornstein-Uhlenbeck (véanse las ecuaciones

(3.14) y (3.90)). Los parametros de difusién de estos procesos (ki, pi, 04,7 = 1,2,3)
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se estiman mediante minimos cuadrados ordinarios. La especificacién econométrica en

tiempo discreto es

84— 841 = @y + D181 + €5, €5 ~ I]D(0,0'f)
Lt e Lt—l = a9 + bth_1 + €tL, €tL ~ IID(0,0’%)

Py — T4y = az + bgrey + €5, €5 ~ IID(0,03) (3.94)
con
Cov(es,el) = Cov(ef,ef) = Cov(el,ef) =0
por lo que
ky = —by, = ——%ll
ko = —bs, ly = ——Z—z
ks = —bs, %:—%

Los resultados de la estimacién que se obtienen para el periodo completo 1991-1995
se incluyen en la Tabla VII y muestran cémo los pardmetros b; de la especificacion
en tiempo discreto son diferentes de cero. Por tanto, los parametros de difusién ;
son también significamente distintos de cero y, como consecuencia, existe evidencia de
reversién a la media en los tipos de interés asi como en el diferencial de tipos de interés.
Los dos tipos de interés tienden a un valor cercano al 10%. El spread tiende a un valor
medio cercano a cero v es la variable de estado con mayor velocidad de reversién a la

media.

Una vez que hemos estimado los pardmetros de difusién de los procesos Vasicek
que siguen las tres variables de estado (el spread y el tipo de interés a largo plazo en el
modelo de dos factores v el tipo de interés a corto plazo en el modelo de un factor), se
pueden utilizar los valores de estos parametros de estos pardametros (k;, i, 05,0 = 1,2, 3)

para obtener los restantes pardmetros de las ecuaciones (3.23) v (3.91).
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Asi, siguiendo Das (1994a), utilizamos las especificaciones

P = P(q1,42,8%, L*|k1, ko, pi1, pt2, 01,0258, L, 7) + € (3.95)
P = P(q3, T*Ik3,/vt370-3; TJT) +€

donde P es el precio obserado en el instante ¢ del bono al descuento, FP(.) es la expresién
cerrada obtenida para el precio del bono en cada modelo (véanse las ecuaciones (3.23)

y (3.91)) y € es un término de error.

Empleamos un panel de datos consistente en una serie temporal de curvas de tipos
que contiene una seccién cruzada de precios de bonos cupén-cero para estimar los
parédmetros (g;,7 = 1,2,3,s%, L*,7*) de la ecuacién (3.95) en cada uno de los dias del
periodo 1991-1995. Asi, tenemos una matriz de datos con 1230 filas y 10 columnas.
La fila ¢ contiene los (diez) precios de bonos cupén-cero de que disponemos en el dia 2.
Cada columna incluye los precios de bonos que corresponden a un cierto vencimiento:
la primera columa contiene los precios diarios de los bonos a 1 dia, la segunda columna
contiene los precios diarios de los bonos a 7 difas, ..., y la dltima columna incluye los

precios diarios de los bonos que vencen dentro de diez afios.

Estimamos la ecuacién no lineal (3.95) para cada dia del periodo 1991-1995. Esta
estimacién, aplicada a la primera ecuacidn, proporciona los pardmetros del modelo de
dos factores (es decir, ¢1,q2, 8" v L*) mientras que la estimacién de la segunda ecuacién
os proporciona los pardmetros del modelo de un factor, es decir, g3 y r*. Los resultados
de la estimacién diaria de los pardmetros de ambos modelos se incluyen en la Tabla
VIII. Esta tabla muestra la media de los valores estimados que se han obtenido para

todo el perfodo muestral y refleja que todos los pardmetros son altamente significativos.

Llegados a este punto, podemos utilizar los valores estimados de los pardmetros del

sistema de ecuaciones (3.95) junto con las ecuaciones (3.25) y (3.93) y los Supuestos 1

y 3 para obtener explicitamente los precios (diarios) de mercado del riesgo relacionado
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con cada una de las variables de estado. Un resumen de estos valores se incluye en
la Tabla IX. El Panel A de esta tabla incluye la media de los precios de mercado del
riesgo para el periodo completo 1991-1995 y el Panel B incluye la media de estos precios

cuando dividimos el periodo total en anos.

Para el periodo completo, se puede observar que los precios de mercado del riesgo
de las tres variables de estado son positivos y significativamente diferentes de cero. El
valor medio més alto corresponde al tipo de interés a largo plazo mientras el minimo

valor medio es el correspondiente al diferencial de tipos de interés.

Dividiendo este perfodo por afios, los pardmetros también son significativamente
diferentes de cero. Operando con el modelo de un factor, el valor medio del precio
de mercado es positivo en los tres primeros afios alcanzandose los méximos valores
en 1993. El precio medio de mercado del riesgo del diferencial de tipos de interés es
también negativo en los dos tltimos afios del periodo considerado. Por otro lado, el
precio de mercado del riesgo de los tipos de interés a largo palzo tiene un valor (medio)
positivo en 1993 (donde alcanza su méximo) y en 1993 siendo negativo en los restantes
anos.

También podemos utilizar los valores obtenidos en la estimacién del sistema de
ecuaciones (3.95) junto con los valores estimados para los pardmetros de difusién para
analizar las propiedades (dentro y fuera de la muestra) del modelo de dos factores en

comparacién con el modelo unifactorial.

Asf, utilizamos ambos modelos para estimar los datos en el periodo 1991-1994 y
para predecir estos datos en el afio 1995. Cada dfa del periodo 1991-1994, los datos
estimados se obtienen mediante la inclusién de los pardmetros (diarios) estimados y de
los parametros de difusién estimados en el sistema de ecuaciones (3.95). Para generar

predicciones k-pasos hacia adelante para los precios diarios de los bonos, en ambos
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modelos, tomamos los coeficientes estimados en el dfa t. Estos valores estimados se
utilizan para generar las predicciones correspondientes al dia ¢ + k. Este procedimiento

se contintia a lo largo del periodo de prediccién hasta el dltimo dia de 1995.

Después de obtener los valores estimados (dentro de la muestra) y predichos (fuera
de la muestra), calculamos los errores de valoracion (dentro y fuera de la muestra) de
ambos modelos para realizar la comparacién entre ellos. Asi, definimos, para el dia t,

el error, e;, y el error porcentual, PE;, como

et:Pt_Pt

P, - P
P,

donde F; y P, son, respectivamente, el precio observado y estimado, en el dia ¢ del

PEt—'——

bono al descuento con un cierto vencimiento.

Los errores de valoracién, en términos absolutos y porcentuales, para ambos mo-
delos, en el perfodo completo de estimacién estan incluidos en las Figuras 3.5 y 3.6.
Considerando los vencimientos inferiores a un mes, se puede ver - en ambos modelos -
un gran error de valoracién en la segunda semana, de Mayo de 1993. Este error coincide
con un brusco cambio (mencionado anteriormente) en los tipos de interés a corto plazo
y en el spread. Este gran error también aparece en los vencimientos restantes cuando

utilizamos el modelo de dos factores.

El modelo de un factor, para vencimientos de 3 meses a 3 afios, sobreestima el pre-
cio de los bonos entre 1991 v 1992, periodo donde los tipos de interés a corto superan
ol 10%. En estos vencimientos, los mayores errores positivos, que indican infravalo-
racién, se dan en el primer semestre de 1994, periodo en el que los tipos de interés a
corto plazo fueron inferiores al 8%. Para el mayor vencimiento, 10 afios, el modelo de

un factor refleja el resultado opuesto: infravaloracién en 1991-1992 y sobrevaloracién
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desde Enero de 1993 hasta Junio de 1994. Finalmente, la contemplacién de estas dos
representaciones gréficas no sugiere que los errores del modelo de dos factores sigan un

patrén de modo sistemético.

Denotando por N el nimero de dias del perfodo (o subperiodo) que se ha consi-
derado, calculamos cinco medidas diferentes relacionadas con los errores de valoracién

para comparar los resultados de ambos modelos:

1. Error Medio (ME). Esta medida da igual peso a los errores de cada dfa. Silos
errores son sumados, los valores positivos pueden cancelarse con los valores negativos
y el error medio puede ser pequenio, aunque los errores diarios sean de gran tamaifio.

Esta medida se define como

ME LS 1NP P
—N;@-N;(t_ t)

=]

9. Error Absoluto Medio (MAE). Esta medida es también conocida como
desviacién absoluta media. Al igual que el error medio, también pondera igual a todos
los errores diarios aunque ahora los valores positivos y negativos no se cancelan. Su
expresién es

1 X 1 X R
MAE = — = _SN'|p-P
N;letl N;l t t|

3 Raiz Cuadrada del Error Cuadritico Medio (RMSE). Es una de las
medidas de ajuste mas empleadas. Esta medida supone que la funcién de pérdida es

cuadratica y su definicién es

RMSE = J L f}(et)z = \] i3 i(Pt — By
N N

=1 =1

4. Error Absoluto Medio Porcentual (MAPE) Esta medida es similar al error

absoluto medio pero pondera cada error mediante el precio del bono observado en el
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dfa. Esta medida viene dada por
1N
MAPE = ﬁz |PE,]

t=1

5 Raiz Cuadrada del Error Cuadréatico Medio Porcentual (RMSPE). Es
similar a la rajz cuadrada del error cuadrético medio con la diferencia de que los errores

diarios son ponderados mediante el precio del bono observado en el dia de estimacién.

Su expresion es

1 N
RMSPE = | — S (PE,)?
Nt:l

Estas medidas, utilizando ambos modelos, se calculan para los periodos de esti-
macién y de prediccién asi .como para diferentes subperfodos. Estos resultados se

incluyen en las Tablas X-XII y en las Tablas XIII-X VI, respectivamente.

Asi, los resultados para el periodo completo de estimacién (1991-1994) se incluyen
en la Tabla X. En este periodo, el modelo de un factor sobreestima, los precios de los
bonos con vencimiento inferior a 6 meses asi como el precio de los bonos a 10 anos.
Por otro lado, el modelo de dos factores infravalora los bonos que vencen antes de un

afio asi como los bonos a 10 aios.

Puede verse que ambos modelos ajustan muy bien los datos. Aunque las medidas
relacionadas con los errores de valoracién crecen con el tiempo hasta el vencimiento,
el error absoluto medio porcentual (MAPE) del modelo de uno y dos factores nunca

sobrepasa el 1.6% y el 0.3%, respectivamente.

Los estadisticos MAE v MAPE indican que los valores estimados con el modelo de
dos factores se ajustan més a los datos que los estimados con el modelo de un factor.
Asi, los valores estimados con el modelo de dos factores reducen los estadisticos corres-

pondientes al modelo de un factor en mas de la mitad si consideramos los bonos que
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vencen antes de un afio mientras que esta mejora se eleva a mas del 80% si examinamos

los bonos a 3 y 10 afos.

Esta tabla también refleja que, utilizando un criterio basado en el cuadrado de los
errores (RMSE o RMSPE), el modelo de dos factores genéra unos valores estimados
mucho mas cercanos a los datos, especialmente en bonos a 3 y 10 anos. Solamente en
el caso de bonos a 1 y 3 meses, el modelo de un factor se comporta ligeramente mejor

que el modelo de dos factores.

La Tabla XI incluye las medidas relacionadas con los errores de estimacién corres-
pondientes al afio 1992. El modelo de un factor produce una ligera sobrevaloracién en
todos los vencimientos, excepto en los bonos a 10 afios. Como en el periodo 1991-1994,
el modelo de dos factores sobreestima ligeramente los precios de los bonos que vencen

antes de seis meses.

Todos los estadisticos muestran la superioridad en el ajuste del modelo de dos fac-
tores con respecto al modelo de un factor. Puede verse que, en todos los vencimientos
excepto 5 afios, las medidas de los errores del modelo de un factor triplican las co-
rrespondientes al modelo de dos factores. Como en el periodo total de estimacién, las
mayores mejoras en el ajuste de los datos se encuentran en los bonos a 3 y 10 anos
donde los estadisticos del modelo de dos factores son menos del 20% de los obtenidos

con el modelo de un factor.

Para concluir con los resultados de la estimacién, finalizamos con la Tabla XII que
contiene las medidas de los errores para cada semestre* del periodo 1991-1994 cuando

nos centramos en bonos a 10 anos.

Para estos bonos, basados en el estadistico MAPE, se puede ver que el modelo de

un factor se comporta bastante bien en el perfodo 1991-1992 mientras que su ajuste

40tros subperiodos fueron analizados y las conclusiones no cambian cualitativamente.
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empeora desde Junio de 1993 hasta Junio de 1994. Por otro lado, el modelo de dos
factores se muestra superior en todos los semestres del perfodo de estimacion, ajusta
especialmente bien en el primer semestre de 1992 y en el segundo de 1994 y su su-
perioridad sobre el modelo de un factor es especialmente notable en los tres dltimos

semestres.

Fl poder predictivo de ambos modelos es analizado mediante predicciones uno y
cinco pasos adelante de los precios diarios de los bonos, durante el afio 1995, para cada

vencimiento. Los estadisticos correspondientes se muestran en las Tablas XIIT-XVI.

Las Tablas XIII-XIV incluyen los resultados para las predicciones un paso adelante
mientras las dos tltimas tablas contienen las predicciones cinco pasos hacia delante.
Asi, la Tabla XIII muestra que el comportamiento predictivo de ambos modelos es
razonablemente bueno aunque empeora con el tiempo al vencimiento. Ambos modelos
se comportan de modo similar en los vencimientos més cortos pero, a medida que se
incrementa el vencimiento del bono, el modelo dé dos factores predice mejor que el
modelo de un factor. Asi, todas las medidas de los errores se reducen més de un 20%

cuando consideramos bonos que vencen después de tres anos.

La Tabla XIV se centra em bonos a 10 aflos y detalla las predicciones realizadas en
cada mes de 1995. El modelo de un factor se comporta mejor en el segundo semestre
de este afio siendo el estadistico MAPE siempre inferior al 1%. Anélogamente, el
estadistico MAPE correspondiente al modelo de dos factores suele ser cercano al 0.5%.
El comportamiento de este modelo es especialmente bueno en el primer cuatrimestre

de 1995 cuando se reducen los errores del modelo de un factor en més de un 40%.

Las dos dltimas tablas muestran los resultados que se han obtenido, en ambos
modelos, cuando se predice cinco pasos hacia adelante. Similarmente a la Tabla XIII,

la Tabla XV incluye las predicciones para todos los precios de los bonos en el ano 1995.
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El poder predictivo es ligeramente inferior al correspondiente a las predicciones
anteriores y esta capacidad predictiva decae con el tiempo hasta el vencimiento. En
ambos modelos, los errores de prediccién, en términos porcentuales, son inferiores al
1% en todos los vencimientos excepto en los bonos a 10 afios. Como antes, ambos
modelos se comportan similarmente en los vencimientos inferiores a tres meses. La
superioridad del modelo de dos factores es més débil que en las predicciones anteriores
pero ain se consigue una mejora (10%) en la prediccién de los precios de los bonos a

10 anos.

Finalmente, la Tabla XVI incluye los resultados de prediccién, dividiendo el afio
1995 en trimestres, para bonos a 6 meses y a 10 afios. En los bonos a 6 meses,
el estadistico MAPE es inferior al 0.11% en todos los subperiodos. Ambos modelos
predicen mejor en el segundo semestre de 1995. El modelo de dos factores mejora
la capacidad predictiva del modelo de un factor en, al menos, un 10% en todos los
trimestres. Si consideramos bonos a 10 afios, el estadistico MAPE toma valores entre
el 1% v el 2.5%. Una vez mds, el modelo de dos factores predice mejor y reduce los
estadisticos MAE y MAPE en un 20% en el primer trimestre de este ano. En los

restantes trimestres, la mejora de prediccién nunca supera el 11%.

3.7 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado un modelo de dos factores para la estructura tem-

poral de los tipos de interés. El principal supuesto que hemos realizado es que el precio

B AL

de los bonos al descuento libres de riesgo es funcién de dos variables de estado y del

tiempo al vencimiento. Estas variables de estado son el tipo de interés a largo plazo y
el diferencial de tipos de interés (spread), que es igual a la diferencia entre el tipo de

interés (instanténeo) a corto plazo sin riesgo y el tipo de interés a largo plazo.
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Suponiendo que ambos factores siguen un proceso Ornstein-Uhlenbeck, hemos ha-
llado una ecuacién general de valoracién de bonos que debe cumplir el precio de todos
los bonos al descuento libres de riesgo. Una vez obtenida la expresién analitica para el
precio de bonos cupén-cero con cualquier vencimiento, hemos examinado las implica-

ciones de esta expresién para la estructura temporal de los tipos de interés.

También hemos calculado una expresién cerrada que permite la valoracion de activos
derivados. Esta férmula ha sido aplicada para valorar opciones europeas sobre bonos al
descuento. Hemos mostrado la similitud entre esta expresién y la derivada por Black-
Scholes. Més atin, hemos extendido esta férmula a la valoracién de opciones sobre
carteras de bonos al descuento. Como consecuencia, podemos valorar cualquier opcién
europea. sobre bonos con cupon. También hemos ilustrado el empleo de esta férmula

para valorar analiticamente otros tipos de opciones més complejas.

Finalmente, hemos presentado el comportamiento empirico de este modelo en com-
paracién con un modelo de un factor que supone que la inica variable de estado rele-
vante es el tipo de interés a corto plazo. Los pardmetros de difusién han sido estimados
mediante minimos cuadrados ordinarios y los resultados sugieren evidencia de reversion
a la media en los tipos de interés asi como en el diferencial de tipos de interés. Los
restantes paradmetros se han estimado mediante un procedimiento de seccién cruzada
que nos permite identificar los precios de mercado del riesgo relacionados con cada
una de las variables de estado. Para el perfodo muestral completo, hemos mostrado
que los precios de mercado del riesgo de las tres variables de estado son positivos y

significativamente diferentes de cero.

Ha sido evaluada la capacidad de ambos modelos para estimar y predecir precios
de bonos, siendo 1991-1994 y 1995 los periodos de estimacién y prediccién, respecti-

vamente. Aunque ambos modelos ajustan los datos muy bien, los estadisticos de los
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errores indican que los valores estimados mediante el modelo de dos factores reducen
los errores del modelo de un factor en més de un 50% para todos los bonos. Mas aun,
las mayores mejoras en el ajuste se encuentran en los bonos a 3 y 10 afios en los que

todos los estadisticos del modelo de un factor se reducen en més de un 75%.

El poder predictivo de ambos modelos ha sido analizado mediante las predicciones
(uno y cinco pasos hacia adelante) de los precios diarios de los bonos durante el afio
1995, para cada vencimiento. Aunque la capacidad predictiva de ambos modelos es
razonablemente buena, los estadisticos muestran que las predicciones un paso hacia
adelante del modelo de dos factores se acercan més a los precios observados de los
bonos que las predicciones obtenidas con el modelo de un factor. Ambos modelos se
comportan de modo similar en los vencimientos més cortos pero, considerando bonos
con mayor vencimiento, todas las medidas de los errores se reducen en més de un 20%

cuando consideramos el modelo de dos factores.

La calidad de las predicciones cinco pasos hacia delante es inferior a la obtenida
con las anteriores predicciones a un paso aunque ambos modelos atin predicen bastante
bien. Las predicciones empeoran con el tiempo al vencimiento pero sus errores, en
términos porcentuales, son inferiores al 1% en la mayoria de los vencimientos. Aunque
la superioridad del modelo de dos factores sobre el modelo de un factor es mas débil
que en las predicciones anteriores, ain se obtiene una mejora del 10% 'pa,ra los bonos

de més largo vencimiento.

Por tanto, independientemente de los estadisticos que usemos, de los subperiodos

que analizemos o de los vencimientos que consideremos, la evidencia empirica sugiere

N e,

que el modelo de dos factores es més adecuado (tanto para estimar como para predecir)

i IR P
s TR st o oo
I b

qué—a modelo de un factor.

o e
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Tabla I. Estadisticos Descriptivos de las Variables de Estado

Esta tabla incluye los estadisticos descriptivos de las variables de estado. La media aritmética,
desviacién tipica, los valores extremos y los coeficientes de asimetria y el exceso de curtosis se calculan
desde Enero de 1991 hasta Diciembre de 1995. Los datos estdn en términos porcentuales. N denota

el nimero de observaciones

Variable Spread  Tipo de Interés a1/p Tipo de Interés a c/p
N 1230 1230 1230

Media 0.09257 10.4467 10.5393
Desviacién tipica  1.96963 1.0884 2.1808
Minimo -4.078 7.5794 6.5306
Maximo 7.433 13.2838 18.2134

Coef. de asimetria -0.27139 -0.5503 0.16944
Exceso de curtosis -0.59905 0.39954 -0.84618

p1 (0.9842 0.9919 0.9861

Tabla II. Matriz de Correlaciones de las Variables de Estado
Esta tabla incluye los coeficientes de correlacién entre las variables de estado. Estos coeficientes se

calculan desde Enero de 1991 hasta Diciembre de 1995, Los datos estan en términos porcentuales.

Variable Spread Tipo de Interés a l/p Tipo de Interés a c /p
Spread 1.0000

Tipo de Interés a l/p -0.0718 1.0000

Tipo de Interés a ¢/p  0.8673 0.4342 1.0000
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Tabla IIL. Estructura de Autocorrelacién de las Variables de Estado

En esta tabla se incluyen los coeficientes de autocorrelacién de orden j, denotados por p;, de las

variables de estado. Estos coeficientes se calculan desde Enero de 1991 hasta Diciembre de 1995. Los

datos estan en términos porcentuales.

Spread Tipo de Interés a l/p Tipo de Interés a c/p

o 0.9842 0.9919 0.9861
ps 0.9758 0.9854 0.9786
oz 0.9718 0.9780 0.9745
ps 0.9667 0.9718 0.9693
ps  0.9625 0.9655 0.9647
ps  0.9590 0.9591 0.9608
pr 0.9534 0.9531 0.0554
ps  0.9481 0.9468 0.9501
pg  0.9439 0.9420 0.9457
po 0.9403 0.9361 0.9416
pr 0.9376 0.9304 0.9380
pra 0.9329 0.9247 0.9333
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Tabla IV. Estadisticos Descriptivos de los Cambios en las Variables de Es-

tado

Esta tabla incluye los estadisticos descriptivos de los cambios producidos en las variables de estado. La

media aritmética, desviacién tipica, los valores extremos y los coeficientes de asimetria y de curtosis

se calculan desde Enero de 1991 hasta Diciembre de 1995. Los datos originales estdn en términos

porcentuales. N denota el niimero de observaciones

Variable Spread  Tipo de Interés a 1/p Tipo de Interés a c/p
N 1229 1229 1229

Media -0.00165 -0.00284 -0.00449
Desviacién tipica  0.34792 0.11608 0.3453
Minimo -4.0344 -0.7715 : -4.0929
Méximo 3.3687 0.8188 3.417

Coef. de asimetria -0.4659 -0.12488 -0.45456
Exceso de curtosis  25.0356 8.70715 27.553

01 -0.2393 -0.1508 -0.2565

Tabla V. Matriz de Correlaciones de los Cambios de las Variables de Estado

Esta tabla incluye los coeficientes de correlacién entre los cambios de las variables de estado. Estos

coeficientes se calculan desde Enero de 1991 hasta Diciembre de 1995. Los datos originales estan en

términos porcentuales.

Variable Spread Tipo de Interés a 1/p Tipo de Interés a c/p
Spread 1.0000

Tipo de Interés a l/p -0.1891 1.0000

Tipo de Interés a c/p  0.9439 0.1456 1.0000
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Tabla VI. Estructura de Autocorrelacién de los Cambios de las Variables

de Estado

En esta tabla se incluyen los coeficientes de autocorrelacién de orden j, denotados por pg;, de los

cambios de las variables de estado. Estos coeficientes se calculan desde-Enero de 1991 hasta Diciembre

de 1995. Los datos originales estdn en términos porcentuales.

Spread Tipo de Interés a 1/p Tipo de Interés a c/p

o -0.2393 -0.1508 -0.2565
pp  -0.1435 0.0356 -0.1415
ps  0.0396 -0.0699 0.0451
ps -0.0312 -0.0099 -0.0289
ps  -0.0261 0.0353 -0.0259
ps  0.0693 -0.0577 0.0590
pr  -0.0093 0.0920 -0.0030
ps  -0.0374 -0.1064 -0.0281
ps  -0.0157 0.0769 -0.0157
pro -0.0283 -0.0488 -0.0183
pn  0.0625 -0.0010 0.0478
pra 0.0497 0.0616 0.0460
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Tabla VII. Estimacién de los Pardmetros de Difusién :

Esta tabla incluye los valores estimados para los pardmetros (con t-valores entre paréntesis) de los
procesos Vasicek que siguen cada una de las variables de estado. El periodo muestral abarca desde
Enero de 1991 hasta Diciembre de 1995. Los pardmetros son estimados por el método de minimos
cuadrados ordinarios aplicado a las siguientes ecuaciones

8§t — S1—1 = 41 4 b181—1 +€i, ef~IZD(0,a%)
Li—Ly_y = ag+balyy +eF, e ~ IID(0,03)
Py —ry_1 = ag +bari_1 + €}, & ~ IID(0,0%)

- Cov(es,ef) = Cov(e},€f) = Cov(el,ef) =0
Variable a b k I o?
Spread —92.08 x 10™* -0.01544 0.01544 -0.01347 0.3467
(-0.0210) (-3.0756) (3.0756) (-0.021)
Tipo de Interés a l/p 0.0732 -0.00728  0.00728 10.05747 0.1159
(2.2968) (-2.3988) (2.3988) (20.881)
Tipo de Interés a c¢/p 0.13086 -0.01284 0.01284 10.19102 0.3443

(2.6980) (-2.8498) (2.8498) (13.155)
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Tabla VIIL Media de los Pardmetros Estimados en las Regresiones de
Seccién Cruzada

Esta tabla contiene los resultados de la estimacién, para cada dia del periodo_1991-1995, de los
parametros (g;,¢ = 1,2,3,5", L", 7*) en la expresién analitica, para ambos modelos, del precio de los

bonos
P(s,L,t,T)=P(s,L,7) = A(T)e—B(T)S—Cg-r)L

donde
A(r) = Al(T)Ag(;r)_
M) = ep{-FB) + (B - 1)}
halr) = exp {500 +L(C() = 1)}
B(T) = (]__e'"‘IlT)/ql
c(r) = (1—e"%7)/qs
y P(s,L,t,T)=P(s,L,7) = As(r)e—p(f)r
donde ' 2
() = exp{-Z D) +r(D(r) - )}
D(r) = (1—-e%7)/gs

Los nimeros en paréntesis representan la media de los ¢-valores de las regresiones de seccién cruzada.

Los nimeros en corchetes representan la desviacién tipica de las series temporales de los pardmetros

estimados.
Modelo de Un Factor Modelo de Dos Factores
g3 r* ol 92 EN L
1.8803  6.7638 0.4984  0.3909 -12.5420 0.0708
(47.32) (583.88) (65.24) (52.02) (—39198) (61.59)
[5.5197] [10.8496] [0.9849] [0.6812] [27.7878] [30.2253]
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Tabla IX. Media de los Precios de Mercado del Riesgo

Esta tabla contiene los resultados de la estimacién, para cada dia del perfodo 1991-1995, de los precios
de mercado del riesgo (Ai,¢ = 1,2,3) relacionados con cada variable de estado. Los niémeros en
paréntesis representan la media de los ¢-valores de estos valores estimados. Los ntimeros en corchetes

representan la desviacién tipica de las series temporales de los precios de mercado del riesgo estimados.

Panel A: Periodo 1991-1995

Modelo de Un Factor Modelo de Dos Factores

Xs (Tipo de Interés a c/p) A1 (Spread) )y (Tipo de Interés a 1/p)
3.5178 0.2386 4.8419
(34.54) (5.09) (15.22)

[13.1444] [12.2793] [41.8299]

Panel B: Periodo 1991-1995, ano a afno

1991 1992 1993 1994 1995
Az _ 2.4644 0.9249 20.3565  -0.3997 -5.8946
(Tipo de interés (73.75)  (75.95) (72.67)  (-11.00) (-38.70)
a corto plazo) [5.9616]  [1.7058]  [15.5313] [13.0031] [3.2618]
M 3.1513 1.8632 2.6534 -0.7678 -5.7401
(Diferencial de  (46.88)  (34.10)  (1.19) (-2.07)  (-54.31)
tipos de interés) [10.1866] [5.6779] [13.3915] [18.0933] [7.5040]
Ao -8.4789 -6.9682 37.8514  -1.7900 2.8856
(Tipo de interés (-49.31)  (-30.41) (30.75)  (-29.76)  (1.75)
a largo plazo) [32.8720] [15.2471] [59.6728]  [44.0095] [20.7386]
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Tabla X. Medidas de los Errores de Estimacién. 1991-1994

Esta tabla contiene las medidas relacionadas con los errores de estimacidén de losﬁmodelos de uno y
dos factores para el periodo 1991-1994. Consideramos bonos cupén cero con valor nominal igual a $1
y vencimientos desde 1 dia hasta 10 afios. Hemos calculado cinco medidas: el error medio (ME), el
error absoluto medio (MAE), la rafz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto

medio porcentual (MAPE) y la rafz cuadrada del error cuadratico medio porcentual (RMSPE).

Modelo de Un Factor

Vencimiento  ME MAE RMSE MAPE  RMSPE
1 dia -0.000000 0.000000 0.000000 0.000012 0.000020
7 dias -0.000002 0.000002 0.000005 0.000228 0.000463
15 dias -0.000005 0.000007 0.000016 0.000753 0.001570
1 mes -0.000017 0.000028 0.000052 0.002849 0.005281
3 meses -0.000078 0.000165 0.000256 0.016969 0.026337
6 meses 20.000116 0.000424 0.000742 0.044640 0.073232
1 afio 0.000106  0.001154 0.001969 0.127859 0.219042
3 afios 0.001170 0.003030 0.004746 0.402362 0.632349
5 anos 0.000208  0.002157 0.003050 0.358169 0.508367
10 afios 20.003633 0.006202 0.010055 1.587365 2.506414
Modelo de Dos Factores
Vencimiento ME MAE RMSE MAPE RMSPE
1 dia -0.000000 0.000000 0.000000 0.000010 0.000016
7 dias -0.000000 0.000001 0.000004 0.000106 0.000421
15 dias 0.000000  0.000003 0.000015 0.000321 0.001519
1 mes 0.000003  0.000012 0.000053 0.001239 0.005413
3 meses 0.000034 0.000074 0.000273 0.007631 0.028254
6 meses 0.000109  0.000200 0.000712 0.021114 0.075686
1 afio 0.000241  0.000480 0.001457 0.053265 0.162536
3 anos -0.000081 0.000517 0.001156 0.070541 0.159114
5 afios _0.000481 0.001547 0.002887 0.256526 0.467754

10 anos 0.000157  0.000606 0.001535 0.167148 0.432554
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Tabla XI. Medidas de los Errores de Estimacién. 1992

Esta tabla contiene las medidas relacionadas con los errores de estimacion de los modelos de uno
y dos factores para el afio 1992. Consideramos bonos cupén cero con valor nominal igual a 81 y
vencimientos desde 1 dia hasta 10 afios. Hemos calculado cinco medidas: el error medio (ME), el error
absoluto medio (MAE), la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto medio

porcentual (MAPE) y la raiz cuadrada del error cuadratico medio porcentual (RMSPE).

Modelo de Un Factor

Vencimiento ME MAE RMSE MAPE RMSPE
1 dia -0.000000 0.000000 0.000000 0.000002 0.000003
7 dias -0.000001 0.000001 0.000001 0.000077 0.000149
15 dias -0.000003 0.000003 0.000006 0.000313 0.000640
1 mes -0.000014 0.000015 0.000030 0.001481 0.003054
3 meses -0.000114 0.000121 0.000246 0.012435 0.025345
6 meses -0.000382 0.000407 0.000818 0.043320 0.087150
1 afio 0.001071 0.001137 0.002253 0.129028 0.256560
3 afios _0.001963 0.001995 0.004337 0.293732 0.644732
5 afios -0.000032 0.001308 0.002251 0.238129 0.421463
10 afios 0.001693  0.001890 0.004296 0.600565 1.396797
Modelo de Dos Factores
Vencimiento ME MAE RMSE MAPE  RMSPE
1 dia 0.000000  0.000000 0.000000 0.000003 0.000005
7 dias 0.000000  0.000000 0.000001 0.000035 0.0000638
15 dias 0.000000  0.000001 0.000002 0.000124 0.000230
1 mes 0.000001  0.000005 0.000009 0.000533 0.000940
3 meses 0.000005  0.000037 0.000062 0.003838 0.006357
6 meses 0.000002  0.000109 0.000188 0.011595 0.019969
1 afio -0.000042 0.000305 0.000510 0.034493 0.057827 |
3 afios ~0.000081 0.000349 0.000500 0.050313 0.072872
5 anos 0.000208 0.001013 0.001542 0.181938 0.281741

10 anos -0.000061 0.000341 0.000605 0.103375 0.187527
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Tabla XII. Medidas de los Errores de Estimacién. Bonos a 10 anos

Esta tabla contiene las medidas relacionadas con los errores de estimacién de los modelos de uno y dos
factores para cada semestre del periodo 1991-1994. Consideramos bonos cupén cero con valor nominal
igual a $1 y que vencen a los 10 afios. Hemos calculado cinco medidas: el error medio (ME), el error
absoluto medio (MAE), la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto medio

porcentual (MAPE) y la raiz cuadrada del error cuadrdtico medio porcentual (RMSPE).

Modelo de Un Factor
Periodo ME MAE RMSE MAPE  RMSPE
1991:1  0.000248 0.001060 0.002724 0.337539 0.852722
1991:IT  0.000076 0.000794 0.001811 0.232777 0.529352
1992:1  -0.000053 0.000313 0.000522 0.087562 0.148913
1992:11  0.003498  0.003521 0.006103 1.130811 1.986138
1993:1  -0.004414 0.004420 0.007783 1.246517 2.1916387
1993:11  -0.018630 0.018630 0.018928 4.503009 4.590118
1994:1  -0.014238 0.015052 0.017290 3.511278 4.022404
1994:11  0.005308 0.005308 0.005577 1.537958 1.621560
Modelo de Dos Factores
Periodo ME MAE RMSE MAPE  RMSPE
1991:1  -0.000107 0.000380 0.000814 0.119866 0.253813
1991:11 0.000388 0.000718 0.001193 0.209669 0.348161
1992:1 -0.000023 0.000261 0.000420 0.071953 0.115901
1992:I11  -0.000099 0.000425 0.000750 0.135853 0.240062
1993:1  -0.000184 0.001061 0.003271 0.309411 0.963612
1993:IT 0.000468 0.000765 0.001397 0.186202 0.341814
1994:1  0.000892 0.001025 0.001746 0.245455 0.414290
1994:I11  -0.000123 0.000181 0.000385 0.050999 0.107501
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Tabla XIII. Predicciones un paso adelante. 1995

Esta tabla contiene las medidas relacionadas con los errores de prediccién un paso adelante de los
modelos de uno y dos factores para el ano 1995. Consideramos bonos cupén cero con valor nominal
igual a $1 y vencimientos de 1 dfa a 10 afios. Hemos calqulado cinco medidas: el error medio (ME), el
error absoluto medio (MAE), la rafz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto

medio porcentual (MAPE) y la raiz cuadrada del error cuadratico medio porcentual (RMSPE).

Modelo de Un Factor

Vencimiento ME MAE RMSE MAPE RMSPE
1 dia 0.000000  0.000002 0.000004 0.000241 0.000353
7 dias 0.000001  0.000016 0.000024 0.001648 0.002410
15 dias 0.000003  0.000032 0.000047 0.003246 0.004740
1 mes 0.000011  0.000068 0.000098 0.006831 0.009912
3 meses 0.000074 0.000188 0.000264 0.019189 0.026946
6 meses 0.000213  0.000345 0.000472 0.036095 0.049372
1 aflo 0.000423  0.000592 0.000782 0.065144 0.086047
3 afios -0.000827 0.001647 0.002221 0.225719 0.306270
5 afios 0.001998 0.002710 0.003500 0.467543 0.609406
10 afios 0.002731  0.003469 0.004322 1.035002 1.300559
Modelo de Dos Factores
Vencimiento ME MAE RMSE MAPE  RMSPE
1 dia 0.000000  0.000002 0.000004 0.000241 0.000353
7 dias 0.000000 0.000016 0.000024 0.001648 0.002410
15 dias 0.000000  0.000032 0.000047 0.003242 0.004738
1 mes -0.000001 0.000067 0.000098 0.006781 0.009874
3 meses -0.000016 0.000180 0.000255 0.018363 0.026064
6 meses -0.000065 0.000321 0.000436 0.033589 0.045608
1 afio -0.000209 0.000580 0.000767 0.063822 0.084462
3 aflos -0.000239 0.001320 0.001790 0.180321 0.245460
5 afios 0.000961  0.002096 0.002760 0.357493 0.473140

10 anos 0.000177 0.002174 0.002889 0.641176 0.857203
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Tabla XIV. Predicciones un paso adelante. Bonos a 10 anos

Fsta tabla contiene las medidas relacionadas con los errores de prediccién un paso adelante de los

modelos de uno y dos factores para cada mes del afio 1995. Consideramos bonos cupén cero con valor

nominal igual a $1 y que vencen a los 10 afios. Hemos calculado cinco- medidas: el error medio (ME),

el error absoluto medio (MAE), la rafz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto

medio porcentual (MAPE) y la raiz cuadrada del error cuadratico medio porcentual (RMSPE).

Modelo de Un Factor

Periodo ~ ME MAE RMSE MAPE  RMSPE
1995:1 0.006637 0.006637 0.007043 2.037704 2.161546
1995:11 0.005492 0.005492 0.005802 1.651017 1.743038
1995111  0.003847 0.004455 0.005099 1.426704 1.632764
1995:IV  0.003368 0.003585 0.003896 1.131093 1.228890
1995:V 0.003515 0.004376 0.005721 1.296065 1.683145
1995:VI  0.002111 0.003443 0.004240 1.028990 1.263961
1995:VII  0.002515 0.003142 0.004035 0.924951 1.189217
1995:VIII 0.001255 0.002028 0.002312 0.579070 0.660393
1995:IX  0.000804 0.002788 0.003323 0.788667 0.941235
1995:X 0.000756 0.001676 0.002115 0.475194 0.599417
1995:XI  0.001623 0.002134 0.002423 0.585739 0.664042
1995:XII  0.000989 0.001852 0.002329 0.482712 0.608311
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Tabla XIV (cont.). Predicciones un paso adelante. Bonos a 10 anos

Esta tabla contiene las medidas relacionadas con los errores de prediccién un paso adelante de los
modelos de uno y dos factores para cada mes del afio 1995. Consideramos bonos cupén cero con valor
nominal igual a $1 y que vencen a los 10 afos. Hemos calculado cinco'medidas: el error medio (ME),
el error absoluto medio (MAE), la rafz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto

medio porcentual (MAPE) y la rafz cuadrada del error cuadratico medio porcentual (RMSPE).

Modelo de Dos Factores
Periodo  ME MAE RMSE MAPE RMSPE
1995:1 -0.000097 0.001703 0.002181 0.524966 0.673928
1995:11 .0.000148 0.001449 0.001841 0.436042 0.554446
1995:-111  -0.000615 0.002752 0.003596 0.885325 1.156787
1995:1V 0.000267 0.001483 0.001907 0.468220 0.603750
1995:V 0.000543  0.003592 0.004614 1.061447 1.351137
1995:V1 -0.000863 0.002836 0.003771 0.850663 1.135221
1995:-VII  0.000135  0.002498 0.003163 0.735885 0.934982
1995:-VIII 0.000309 0.001714 0.001953 0.489602 0.558105
1995:IX  0.000550  0.002790 0.003398 0.790182 0.963648
1995:X 0.000321  0.001597 0.002033 0.453225 0.576933
1995:X1 0.000914  0.001732 0.002053 0.475627 0.563572
1995-X1I  0.001045 0.001725 0.002163 0.448974 0.564103
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Tabla XV. Predicciones cinco pasos adelante. 1995

Esta tabla contiene las medidas relacionadas con los errores de prediccién cinco pasos adelante de los

modelos de uno y dos factores para el afio 1995. Consideramos bonos cupén cero con valor nominal

igual a $1 y vencimientos desde 1 dia a 10 afi

os. Hemos calculado cinco medidas: el error medio (ME),

el error absoluto medio (MAE), la rafz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto

medio porcentual (MAPE) y la raiz cuadrada del error cuadrético medio porcentual (RMSPE).

Modelo de Un Factor

Vencimiento ME MAE RMSE MAPE RMSPE
1 dia 0.000000  0.000004 0.000006 0.000425 0.000599
7 dias 0.000001  0.000029 0.000041 0.002912 0.004107
15 dias 0.000003  0.000057 0.000081 0.005764 0.008117
1 mes 0.000013  0.000121 0.000170 0.012228 0.017145
3 meses 0.000089  0.000338 0.000469 0.034582 0.047975
6 meses 0.000265 0.000638 0.000871 0.066794 0.091163
1 aflo 0.000588  0.001208 0.001623 0.132807 0.178643
3 anos -0.000178 0.003421 0.004461 0.467336 0.613071
5 afios -0.001071 0.004838 0.006269 0.829320 1.085631
10 afios 0.003801  0.006263 0.007752 1.843197 2.291128
Modelo de Dos Factores
Vencimiento ME MAE RMSE MAPE  RMSPE
1 dia 0.000000  0.000004 0.000006 0.000425 0.000600
7 dias 0.000000  0.000029 0.000041 0.002909 0.004112
15 dias 0.000001  0.000057 0.000081 0.005751 0.008135
1 mes 0.000001  0.000120 0.000171 0.012137 0.017204
3 meses -0.000003 0.000327 0.000469 0.033434 0.047936
6 meses -0.000017 0.000590 0.000857 0.061792 0.089773
1 aflo 0.000052 0.001140 0.001600 0.125428 0.176266
3 aflos 0.000457  0.003296 0.004247 0.449916 0.582409
5 anos 0.001967 0.004852 0.006077 0.826338 1.039909
10 anos 0.001142  0.005498 0.006991 1.617977 2.074195
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Tabla XVI. Predicciones cinco pasos adelante. Bonos a 6 meses y 10 anos

Esta tabla contiene las medidas relacionadas con los errores de prediccién cinco pasos adelante de

ambos modelos para cada trimestre del afio 1995. Consideramos bonos cupén cero con valor nominal

igual a $1 y que vencen a 6 meses y a 10 afios. Hemos calculado cinco-medidas: el error medio (ME),

el error absoluto medio (MAE), la rafz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto

medio porcentual (MAPE) y la rafz cuadrada del error cuadratico medio porcentual (RMSPE).

Panel A: Bonos a 6 meses
Periodo  ME MAE RMSE MAPE  RMSPE
Modelo de Un Factor ,
1995:1  0.000076 0.001038 0.001306 0.108704 0.136850
1995:11  0.000313  0.000619 0.000765 0.064922 0.080179
1995:111 0.000281  0.000406 0.000557 0.042469 0.058307
1995:1V  0.000397  0.000489 0.000651 0.051043 0.067861
Modelo de Dos Factores

1995:1  -0.000281 0.000992 0.001336 0.103954 0.140094
1995:I1  -0.000056 0.000543 0.000718 0.056939 0.075213
1995:I11 0.000016  0.000382 0.000508 0.039963 0.053153
1995:IV  0.000262  0.000442 0.000608 0.046100 0.063438
Panel B: Bonos a 10 afios

Periodo  ME MAE RMSE MAPE  RMSPE

Modelo de Un Factor
1995:1  0.003895  0.006470 0.007815 2.004213 2.424683
1995:11  0.004386  0.007751 0.009623 2.337035 2.877908
1995:II1 0.002966  0.005815 0.007382 1.665991 2.1148438
1995:IV  0.004015  0.005018 0.005661 1.364009 1.531478
Modelo de Dos Factores

1995:1  -0.001815 0.005149 0.006909 1.612713 2.194463
1995:11  0.001280 0.006844 0.008548 2.063493 2.555043
1995:111 0.001610 0.005236 0.006751 1.498283 1.928249
1995:IV  0.003603  0.004780 0.005391 1.300279 1.460397
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Figura 3.1: Curva de tipo de interés a plazo

El tipo de interés a plazo f(s,L,t,T) = f(s,L,7) en el instante ¢ para el perfodo futuro T' =t +7
viene dado por

F(s1L7) = = as(s — )B(r) = ol — )C(r) = 3 [0 B7(7) + o3C°(7)]

Los pardmetros empleados corresponden al 2 de Enero de 1991: ¢; = 1.3456, j; = 4.5924,
o1 = 0.3467, g = 0.744, j1o = 7.9259, 02 = 0.1159. Los valores de los dos factores, s y L, de
izquierda a derecha y de arriba a abajo, vienen dados por los vectores (2,8), (2,10), (3,10) y (4,10),

respectivamente
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Tipo de interes cap Tipo de interes floor
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Figura 3.2: Tipo de interés efectivo para el prestatario con capsy floors.

Esta figura muestra el tipo de interés variable (linea continua), el tipo de interés cap y/o floor

(linea punteada), y el tipo de interés efectivo para el prestatario (linea discontinua).
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Diferencial 10 a/s / 1-dia 1991-1995
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Figura 3.3: Representacién grifica de las variables de estado.
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Figura 3.4: Representacién grafica de la primera diferencia de las variables de estado.
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Capitulo 4

Gestién del riesgo de tipos de interés bajo un
modelo bifactorial de la estructura temporal de los
tipos de interés

4.1 Introduccion

Los mercados de renta fija han experimentado, desde hace dos décadas, un gran au-
mento en la volatilidad de los productos que en ellos se negocian®. Este hecho ha
llevado a los académicos y, en general, a los participantes en estos mercados a desa-
rrollar e implementar herramientas y técnicas que ayuden a gestionar el riesgo ( “risk
management”) derivado de los tipos de interés. En general, el valor de una cartera
de bonos se ve afectado por muchos factores: el nivel y la volatilidad de los tipos de
interés, cambios en la forma de la curva de rentabilidades, probabilida,d de quiebra y
cambios en la liquidez. En particular, vamos a considerar activos libres de riesgo y con
mercados liquidos y profundos. Nos centraremos en dos tipos de riesgo que dependen

de los cambios que experimenta la curva de rentabilidades:

o Riesgo de mercado ( “risk market”). Es el riesgo derivado de cambios de nivel
en todos los tipos de interés. Por tanto, este riesgo esté asociado a cambios

paralelos (cambios similares en magnitud en todos los vencimientos) de la curva

1Este hecho aparece ilustrado en Nelson and Schaefer (1983) y Smithson and Smith (1995).

169
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de rentabilidades.
o Riesgo de la curva de rentabilidades ( “yield curve risk”). Es el riesgo derivado
de cambios no paralelos, variaciones en la forma de la curva de rentabilidades.

Este riesgo se compone de dos partes:

— Cambios en la pendiente: La variacién en los tipos de interés a corto plazo es
distinta en magnitud al cambio experimentado por los tipos de interés a largo
plazo. La pendiente de la curva de rentabilidades desciende (aumenta) si
los tipos de interés a corto plazo varfan més (menos) que los tipos de interés

corrrespondientes a mayores vencimientos.

— Cambios en la curvatura: Las variaciones en los extremos de la curva de
rentabilidades son similares entre si y diferentes en direccién a las que ex-

perimentan los tipos de interés a vencimiento intermedio.

La solucién clasica para gestionar el riesgo de mercado se basa en el uso de la
duracién con el objetivo de inmunizar la correspondiente cartera de bonos. La duracién
es una medida de la sensibilidad del valor de un activo ante cambios en los tipos de
interés. Por tanto, mediante la duracién se establece una relacién entre la variabilidad

de los tipos de interés y la variabilidad de las rentabilidades de una serie de bonos.

Mediante la inmunizacién se construye y gestiona una cartera de bonos de modo
que dicha cartera cumpla un objetivo predeterminado: replicar un determinado indice,

asegurar una serie de pagos futuros? o conseguir una cierta rentabilidad.

En general, la estrategia a seguir para inmunizar una cartera de bonos es igualar
la duracién de dicha cartera con la duracién del activo que se desea replicar. Una

caracteristica a considerar en relacién con el empleo de la duracion es que esta medida

2Este es el objetivo con el que la inmunizacién fue establecida y desarrollada inicialmente por
Redington (1952).
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supone que las rentabilidades de los distintos activos varfan en la misma direccién y
magnitud asumiendo, por tanto, que los cambios en la curva de rentabilidades son
paralelos y de pequefia magnitud relativa (véase Macaulay (1938)). Por tanto, la
duracién estima el cambio en el precio de los bonos ante cambios paralelos pequenos
en la curva de rentabilidades y puede ser una herramienta adecuada para gestionar el
riesgo de mercado. De hecho, diversos estudios como Fisher and Weil (1971), Bierwag
et al (1981), Bierwag et al (1983a) y Brennan and Schwartz (1983) muestran la utilidad
.de esta medida a la hora de reducir dicho riesgo. Més atn, Bierwag and Khang (1979)
muestran que, cuando la inica fuente de incertidumbre en la curva de rentabilidades se
debe a un shock aditivo, es posible inmunizar una cartera de bonos-cupén mediante el
empleo de la duracién. Trabfmjos como Ingersoll (1983), Nelson and Schaefer (1983) v
Brennan and Schwartz (1983) muestran la superioridad de la duracién frente a técnicas

mas sofisticadas.

Los resultados obtenidos con la duracién pueden mejorarse mediante el empleo de la
convexidad. Como la duracién puede interpretarse como una aproximacién de primer
orden al cambio en el precio de un bono, sélo es vélida ante pequefios cambios en la
curva de rentabilidades y, en general, infraestima la ganancia o pérdida esperada ante
un cambio en los tipos de interés. Por otro lado, la convexidad se puede ver como
un elemento de segundo orden, menos importante que la duracién pero cuyo efecto,
cuando se produce un cambio suficientemente grande en los tipos de interés, puede ser
importante. Por tanto, la convexidad puede corregir la estimacién, obtenida mediante
la duracién, del cambio en el precio de los bonos cuando se producen grandes cambios

en los tipos de interés.
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La posibilidad de movimientos no paralelos® en la curva de rentabilidades limita
el uso de la duracién. Estas limitaciones son ilustradas en articulos como Ingersoll
et al (1978), CIR (1979), Hilliard and Jordan (1992) y D’Eclessia and Zenios (1994)
que reflejan cémo los resultados obtenidos mediante la duracién son inferiores a los

obtenidos mediante diversos métodos alternativos.

Diversas medidas de duracién relacionadas con los movimientos no paralelos de
la curva de rentabilidades han sido propuestas y contrastadas en diferentes articulos.
Asi, en Bierwag et al (1983b) se evalian una serie de procesos estocésticos aditivos y
multiplicativos y sus duraciones. Garbade (1985) se centra en la inmunizacién frente a
cambios en la pendiente de la curva de rentabilidades. Gultekin and Rogalski (1984),
Elton et al (1988) y Elton et al (1990) desarrollan y contrastan empiricamente medidas
de duracién basadas en modelos multifactoriales. Klaffky et al (1992) propone dos me-
didas de duracién ( “reshaping durations”) para reflejar los cambios en los extremos de
la curva de rentabilidades. Ho (1992) propone unas duraciones ( “key rate durations”)
basadas en los cambios de los tipos de interds a unos ciertos vencimientos. Reitano
(1992, 1996) trabaja con cambios no paralelos y desarrolla unos vectores de duracién
( “directional durations”) que indican la direccién de estos cambios. Finalmente, Ibafiez
(1997) propone una nueva estrategia de inmunizacién basada en una medida de dis-
persién lineal y prueba que cualquier medida de dispersién es una medida del riesgo de
inmunizacién. Asf mismo, este autor calcula las carteras mazimin en modelos donde

la inmunizacién no es posible y en modelos de cobertura de dos periodos.

El principal problema relacionado con esta serie de medidas es que no se derivan
a partir de un modelo de la estructura temporal de los tipos de interés sino que se

especifican de modo arbitrario. A este respecto podemos sefialar como excepciones los

3Evidencia empirica de estos movimientos aparece en Jones (1991), Litterman and Scheinkman
(1991), Zhang (1993) y Knez et al (1994).
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trabajos de Ingersoll et al (1978), CIR (1979) y Chen (1996) que desarrollan medidas de
duracién basadas en el modelo de CIR (1985b). Recientemente, Wu (}996) presenta y
contrasta empiricamente unas medidas de duracién basadas en los modelos de Vasicek

(1977) y CIR (1985b).

El objetivo de este capitulo es definir y aplicar medidas de duracién basadas en el
modelo de dos factores (tipo de interés a largo plazo y el diferencial de tipos de interés
(spread)) que ha sido presentado en el capitulo anterior. De este modo podemos analizar
el comportamiento de una cartera de bonos ante diferentes cambios en la curva de
rentabilidades. Por tanto, podemos solucionar el problema derivado de las limitaciones

de la duracién convencional a la hora de tratar con cambios no paralelos en dicha curva.

Las limitaciones de la duracién convencional son ilustradas mediante un ejemplo
numérico que aparece incluido en el apéndice final. En dicho ejemplo, se presentan dos
carteras de bonos con la misma duracién modificada. Estas dos carteras difieren en su
rentabilidad y en su convexidad. En ausencia de cambios en la curva de rentabilidades,
parece claro que la mejor estrategia serfa comprar la cartera de mayor rentabilidad y
vender la cartera de menor rentabilidad. Sin embargo, la diferencia entre la convexidad
de ambas carteras sugiere la posibilidad de realizar otras alternativas de inversién si se
dan ciertos cambios en la curva de tipos de interés. En el apéndice se comprueba que,
a pesar de tener la misma duracion modificada, el comportamiento relativo (medido
por la diferencia entre sus rentabilidades) de estas dos carteras depende de la magni-
tud v del tipo de cambio que se produzca en la, curva de rentabilidades. Por tanto,
la principal conclusién de este ejemplo es que medidas habitualmente empleadas como
la rentabilidad, duracién o convexidad de una cartera no informan sobre el compor-
tamiento de dicha cartera ante cambios en la curva de rentabilidades. De hecho, la
rentabilidad final conseguida por una cartera depende de la magnitud y del tipo de

cambio que se produce en los tipos de interés.
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En la linea de Chen (1996), generalizaremos la medida de duracién convencional
y obtendremos unas medidas de “duracién generalizada” que reflejardn los cambios
ocurridos en los dos factores de nuestro modelo. Una vez obtenidas estas medidas,
estudiaremos su aplicacién al célculo de los correspondientes ratios de cobertura que
nos permitirdn inmunizar una cartera de bonos mediante el uso de opciones sobre
bonos. Asf mismo, analizaremos la utilidad de estas medidas para gestionar el riesgo
derivado de tipos de interés cuando se producen cambios (paralelos y /o en la pendiente)

en la curva de rentabilidades.

El desarrollo de este capitulo es como sigue. En la Seccién 4.2 se generalizan las
medidas de duracién y convexidad convencionales mediante el empleo del modelo de
dos factores presentado en el anterior capitulo. Los ratios de cobertura (utilizables para
inmunizar una cartera de bonos) se calculan en la Seccién 4.3. En la Seccién 4.4 se
aborda, en general, el problema de la cobertura de riesgos. La Seccién 4.5 particulariza
este problema para el caso particular del riesgo derivado de cambios en la pendiente
de 1a curva de rentabilidades. En la Seccién 4.6 se presenta un ejemplo numeérico que
muestra de qué modo las medidas propuestas solucionan las limitaciones relacionadas
con el empleo de la duracién convencional. Finalmente, la Seccién 4.7 resume las
principales conclusiones de este capitulo. En el apéndice final, se ilustra mediante un
ejemplo numérico las limitaciones de la duracién convencional. Los resultados asociados
a este ejemplo se incluyen en las Tablas I-VI. Asi mismo, las Tablas VII-XII de este
apéndice reflejan los resultados obtenidos con la propuesta de solucién que se presenta

en este capitulo.
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4.2 Duracién y Convexidad Generalizadas

En esta seccién, vamos a generalizar los conceptos de duracion y convexidad teniendo
en cuenta el modelo de dos factores de la estructura temporal de los tipos de interés
presentado en el capitulo anterior. De este modo, podremos medir el riesgo derivado
de los tipos de interés con respecto a dos factores estocdsticos y, por tanto, reflejar las
consecuencias de los cambios de los tipos de interés sobre la rentabilidad de un bono o

de una cartera de bonos.

Recordamos brevemente los conceptos de duracién y convexidad de un bono cupdn-
cero. Macaulay (1938) establece la duracién de un bono-cup6n como media ponderada

de los cupones pagados por dicho bono:

. CFR/(1+y)

P e

t=1 P
donde CF, es el cupén pagado por el bono en el perfodo ¢, (t = 1,2,...,n), y es la ren-
tabilidad correspondiente a este periodo y P es el precio de dicho bono. Dividiendo la

anterior expresién por el nimero de pagos anuales, obtenemos la duracién de Macaulay

en aflos.

La duracién de Macaulay da una medida de la volatilidad del precio del bono pues

se cumple

Cambio (aproximado) porcentual en el precio del bono =

- (_—1 j_ y) % Duracién de Macaulay x Cambio en la rentabilidad

igualdad que se puede reescribir como

Cambio (aproximado) porcentual en el precio del bono =

—  Duracién modificada x Cambio en la rentabilidad
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Asi, la duracién modificada indica el cambio porcentual en el precio de bono ante
un determinado cambio en la rentabilidad de dicho bono. Por ejemplo, el precio de
un bono cuya duracién modificada es igual a D cambia aproximadamente un D% si su

rentabilidad varia cien puntos basicos.

La convexidad de un bono-cupén, utilizada para complementar la estimacién que

hace la duracién sobre el cambio en el precio del bono ante cambios en su rentabilidad,

se define como
n CFt/(l +y)
>t + )= yp

t=1

Para obtener la convexidad en afios se d1v1de esta expresién entre el cuadrado del

ndmero de pagos anuales.

Sea P(s,L,t,T) = P(s,L,7) el precio, en el instante #, de un bono cupén-cero libre
de riesgo que paga $1 en el momento de su vencimiento, T = ¢ + 7. Este precio viene

dado por la expresion
P(s,L,t,T) = P(t,T) = - @ (04T) (4.1)

donde Y(s,L,t,T) = Y{(s,L,7), es la rentabilidad (compuesta de modo continuo)

asociada a dicho bono.

Aplicando el lema de Itd, el cambio instantdneo en el precio de este bono viene

dado por la siguiente ecuacién diferencial estocéstica:

: 1 1
dP() = Pst + PLdL + Ptdt + §Pss(d8)2 + -Q‘PLL(dL)2 (4:2)
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Utilizando la expresién de estas derivadas parciales y la dindmica de las variables
de estado (véase el supuesto 2 realizado en el capitulo anterior), la ecuacién (4.2) puede

reescribirse como

1 1
dP(t,T) = [Psk'l(/.Ll — 5) -+ PLkz(ﬂz — L) + P-g + §PSSO'% + EPLL(Tg]dt

8Y (+,T) oY (t,T)

5, 1wt o7

— (T -t)P@,T) [ azde}

oY (t,T)
oL

— ()t — (T - t)P(t,T) {@/lagﬂaldwl +

O'Qd'LUQ} (4.3)

A continuacién, consideramos un bono cupén que paga n cupones ¢; en los instantes
t;, 1 =1,2,...,n. Este bono tiene un valor nominal igual a $1 y vence en el instante
T =t,. Este bono se puede considerar como una cartera de n bonos cupén-cero: n—1
bonos cupén-cero que vencen en los instantes ;, i =1,...,n— 1y cuyo valor nominal
esiguala ¢, ¢ =1,..,n—1lyun bono cupén-cero que vence en el instante T =1, con

un valor nominal igual a 1 + c,, suma del valor nominal del bono-cupén y del tltimo

cupén pagado por este bono.

Sea P*(s,L,t,T) = P*(t,T) el precio, en el instante ¢, de este bono-cupén. Entonces

n

P*(t,T)=)_c:P(t,t)

1=1
Utilizando la expresién (4.3), se deduce que

PT) = Yo (up(.)dt—(ti—t)P(t,ti) Maldw1+wazdw2])
paet Js oL
= > cipp(.)dt — > ailti - t)P(t,ti)Q%i’—tilaldwl
=1 7=1
= S elti— P, ti)a—y%t—")@dw

=1

Por tanto, el cambio porcentual instanténeo en el precio de este bono-cupén viene
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dado por la expresion

P, Ty 1 & )
P, T) P*(t,T);Q"p( )t
_ P*(;T)écz(tz t)P(tt)aYg’t)aldwl
1 & Y(t,t)
- P*(t,T);Cz(tl ) (tt) oL 2dws

que se puede reescribir como

dP*(t,T) n
- c,()dt — Dsoydw, — Dpoad
P*(t,T) P*(t,T) ;C lup( ) o1aw 1,02dWws
donde
3 aY (t,4)
s = i t —t t t;
b “(¢,T ;C ) s
1 - oY (1, t;
DL = ch t tz)_%

z—l

Los pardmetros D, y Dy, representan las medidas de “duracion generalizada” que
miden la sensibilidad de la rentabilidad del bono en relacién con cambios en los factores

sy L. Esta “duracién generalizada” es diferente de la duracién convencional en dos

aspectos:

e Hay dos medidas de duracién, una para cada factor. En el caso de la duracién
convencional, sélo existe una medida de duracién, la cual mide la sensibilidad de

la rentabilidad del bono ante cambios en un tnico factor.

e Hay un factor adicional

oY (t,t;)  OY(t,t)
ds ' oL '’

t=1,2,...,n

que mide la sensibilidad de la rentabilidad al vencimiento ante cambios en cada

uno de los factores.
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Ahora, ya estamos en condiciones de definir las medidas de “duracién generalizada”:

Definicién (Duracién generalizada) Las “duraciones generalizadas” Dy y Dy,
de un bono que paga n cupones ¢; en los instantes t;, i =1,2,...,n con respecto a los

factores s y L vienen dadas por las expresiones

R T U VY (2, t)
D, = P T ?sljcz(tz DP(t, 1) =

- LOY(4,1)
L=y ziﬂ cilt = )Pt 1) =

donde P(t,t;) es el precio, en el instante t, de un bono cupdn-cero que vence en el

instante t; (véase la Proposicion 1 del capitulo anterior)

Para el caso particular de un bono cupén-cero, tenemos
Px(t,T) = P(t,T), Ci =C = Cp-1= 0, Cp = 1

Por tanto, las “duraciones generalizadas” D y Dr de un bono cupén-cero con respecto

a los factores s y L vienen dadas por

1 oy (t,T) Y (t,T)
_ 1 oy, Ty .. 0Y(T)
D, = 0 T)(T—t)P(t,T)————aL = (T —t)=%7— (4.4)

Sustituyendo la ecuacién (3.57) en (4.4), obtenemos que la expresién final para
las medidas de “duracién generalizada” correspondientes a un bono cupdn-cero con

respecto a los factores s y L vienen dadas por

D, = B(t,T) = B(7) (4.5)
Dy = C(t,T)=C(7) (4.6)
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Por tanto, B(7) y C(r) son medidas indicativas de la exposicién de un bono cupén-
cero al riesgo derivado de los cambios en los tipos de interés. Asi, B(7), la duracion con
respecto al diferencial de tipos de interés, indica la sensibilidad de un bono cupén-cero
ante cambios en dicho diferencial. Por tanto, es una medida indicativa de la influencia
de los cambios en la pendiente de la curva de rentabilidades sobre el precio de dicho
bono. Analogamente, C(7), la duracién con respecto al tipo de interés a largo plazo,
refleja la influencia de cambios paralelos en la curva de rentabilidades sobre el precio

de este bono cupdn-cero.

Por tanto, ambas medidas de “duracién generalizada” pueden ser utiles para ges-
tionar el riesgo de tipos de interés derivado de cambios en el nivel y en la pendiente de
la curva de rentabilidades. Una vez cuantificado el comportamiento de la cartera de
bonos ante dichos cambios, estas medidas pueden ser una herramienta adecuada para
la gestién de carteras. Asi, los inversores que quieran inmunizar sus carteras frente a
estos cambios deberfan gestionar la cartera de modo que sus medidas de “duracion ge-
neralizada” coincidan con las del activo a replicar. Si se tienen expectativas sobre una
bajada (subida) de los tipos de interés, se debe cambiar la composicién de la cartera
de modo que aumente (descienda) su “duracién generalizada’. Anélogamente para el

caso de un aumento o descenso (previsto) del diferencial de tipos de interés.

Una herramienta que puede complementar los resultados obtenidos con la duracion
es la convexidad. La convexidad corrige las estimaciones (obtenidas mediante la du-
racién) de los cambios en el precio de los bonos cuando se producen grandes variaciones
en los tipos de interés. Generalizamos a continuacién la medida de la convexidad con
el objetivo de tener en cuenta las variaciones que puedan experimentar los dos factores

de nuestro modelo.
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Definicién (Convexidad generalizada) Las “convezidades generalizadas” 05 y
§; de un bono que paga n cupones ¢; en los instantes t;, ¢ = 1,2,..,n con respecto a

los factores s y L vienen dadas por las expresiones

_ 1 i . Y (t,t;)
b = P*(t,T)ch(tz_t)P(t’tz) ds?

=1
B 1 L. LY (4, t)
é;, = P*(t,T)Ecz(tz t)P(t,t;) I

donde P(t,t;) es el precio, en el instante t, de un bono cupdn-cero que vence en el

instante t; (véase la Proposicion 1 del capitulo anterior)

Por tanto, las “convexidades generalizadas” 6 y ér, de un bono cupdn-ceroc con

respecto a los factores s y L vienen dadas por

1 9P, T) 2
68 P(t7 T) 832 - B (t7T) - B (T)
_ 1 0*Pt,T) i _
& = o —ap =T =00 (4.7)

4.3 Ratios de Cobertura

Una alternativa al uso de la duracién como herramienta para realizar la cobertura de
riesgos es el uso de opciones sobre bonos. Puesto que Ja duracién es una medida de la
sensibilidad de un valor presente ante un cambio en los tipos de interés, la duracién
no es solo aplicable a los bonos sino que también puede extenderse al caso de las
opciones. De este modo, es posible definir medidas de la sensibilidad de diferentes
activos derivados con respecto a los diversos factores y, a continuacion, formular la

correspondiente estrategia de cobertura.

Consideremos una opcién europea de compra sobre un bono cupon-cero. Sea K el

precio de ejercicio de esta opcién. Si se ejerce la opcién en el instante en que expira,
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T., el poseedor de esta opcién pagard una cantidad K y recibird un bono al descuento

que vence en el instante Ty > T..

El precio en el instante t, C(s, L, ¢, T;; K, Ty), de esta opcién de compra (véase la

seccién 3.5 del capitulo anterior) viene dado por
C(s,L,t, Ty K, Ty) = P(t,T,)®(h + 03) — KP(¢,Tc)2(h) (4.8)

donde P(t,T;) es el precio, en el instante ¢, de un bono cupén-cero que vence en el
instante T} (véase la Proposicién 1 del capitulo anterior), donde ®(.) denota la funcién

de distribucién de una variable normal tipificada y donde

_ In(P(t,T) ~n(KP(t,T)) 1
9 P

0p

h

Derivando en la ecuacién (4.8), se obtiene que la duracién generalizada de la opcién
de compra ante cambios en el diferencial de tipos de interés (medida indicativa de la

variacién en el precio de la opcidn ante cambios en dicho factor) viene dada por

ac(.)
ds

= P,(t,T))®(h+ 05) + P(t, Ty)®.(h + 03)

— KPy(t,T.)8(h) — KP(t,1.)®.(h)

— _B(t,Ty)P(,Ty)0(h + 05) + P(t,Ty)®s(h + 05)

+ KB(t,T,)P(t,T.)®(h) — KP(t,T.)®s(h) (4.9)

Aplicando la regla de la cadena, se obtiene

o (htop) = GUEBILT - fh o) LI -
‘I)s(h) — f(h)B(t,Tc)(;B(t,Tb)

Por tanto, la ecuacién (4.9) se puede reescribir como

ac(.)
ds

B(t,T,) — B(t,T})

Op

— —B(t,Ty)P(t,Ty)0(h +o3) + P(t,Ty) f(h + 03)
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B(t,T.) — B(t,Tp)

95

= s,y - B [P 1y D re, ) (L2 - e

+ KB(t,T.)P(t,T.)0(h) — KP(t,T.)f(h)

14

- B(t,Tb)C(t,TC; I{, Tb) . (4.10)

Anéalogamente, la duracién generalizada de la opci6én de compra ante cambios en el

tipo de interés a largo plazo viene dada por

8%’*) = [C(t,T.) - C(t,T)] [P(t,Tb)M _KP(T) (f((fh) _ @(h))}

p
— C(t,Ty)C(t, T K, Ty)

El conocimiento de las medidas de “duracién generalizada” de la opcién nos per-
mitiré obtener el ratio de cobertura correspondiente a esta opcién. Partimos de la
siguiente relacién? existente entre las duraciones generalizadas de la opcién y del ac-

tivo subyacente (un bono cupén-cero en este caso):

Duracién gener. de la opcién = Elasticidad de la opcién

% Duracién gener. del bono (4.11)

donde
. . P(t, Tb) GC(t, Tc; I&’, Tb)
d =
Elasticidad de la opcién CGTLK,T)  0P(LTy)

(4.12)

La elasticidad de la opcién es el producto de dos términos. El primer término es
el cociente entre los precios del bono (activo subyacente) y de la opcidn e indica el
apalancamiento de dicha opcién. El segundo término indica la influencia de un cambio
en el precio del activo subyacente sobre el precio de la opcién e indica el ratio de

cobertura. Por tanto, utilizando las ecuaciones (4.5), (4.11) y (4.12), se deduce que

4yéase Fabozzi (1993), Cap. 15.
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dicho ratio de cobertura (“delta de la opcién”) es igual a

A_0C0)_ 1 CHT KT
h 88 B(t,Tb) P(t,Tb) B

donde 8C(.)/0s viene dada por la ecuacién (4.10).

4.4 El Problema de la Cobertura

En general, el problema de la cobertura se relaciona con la elaboracién de una estrate-
gia de negociacién (compra o venta) a partir de una serie de activos con el objetivo
de replicar el valor de un activo-objetivo. En particular, este objetivo puede ser la
obtencién de un conjunto de flujos de caja de modo que se puedan realizar una serie
de pagos futuros (problema ‘conocido como “asset/liability management”). Una vez
construida la estrategia “replicante” del activo-objetivo, la cobertura ({rente al riesgo
de tipos de interés) de este activo-objetivo se lleva a cabo mediante la venta de esta
estrategia. En otras palabras, la cobertura de una posicion requiere la construccién

sintética de la posicién contraria.

Sea T(s, L,t) el precio, en el instante ?, del activo-objetivo a cubrir. Este precio
viene dado como solucién de la ecuacién diferencial en derivadas parciales con la ade-
cuada condicién terminal que indica el pago que realiza dicho activo en el instante en el
que vence (véase la seccién 3.5, dedicada a valoracién de activos derivados, del capitulo

anterior).

Realizamos los siguientes supuestos:

e Existen dos activos, Uy y U,, cuyos valores de mercado, en el instante ¢, vienen

dados por
U1 = Ul(S,L,t)
U2 = Ug(S,L,t)
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o El precio del activo-objetivo y de estos dos activos es diferenciable al menos una
vez.

e Las variaciones del precio de estos activos ante cambios en los dos factores de

nuestro modelo son linealmente independientes:

Uls U2s
Ui Usr

£0

En estas condiciones, formamos una cartera de cobertura mediante una unidad del
activo-objetivo, z; unidades del activo U; y =, unidades del activo Us. El valor de

mercado, en el instante #, de esta cartera viene dado por

V(s,L,t) = T(s, L, t) + z:Ui(s, L,t) + z2Us(s, L, t)

Esta cartera es de cobertura perfecta ante cambios en los dos factores s y L si su
valor de mercado no cambia ante variaciones en dichos factores. Por tanto, se ha de
verificar

V(s,L,t) 9V (s,L,t)

s oL =0

lo cual nos lleva al sistema de ecuaciones

T.(s, L, t) + 21U1s(s, L,t) + z2Uss(s, L, t) = 0
TL(S, L,t) + iL'lUlL(S,L,t) + .’I)QUQL(S, L,t) = O

que puede reescribirse como

$1Uls(37L7t) + 372U2s(37L7t) = _TS(S?Lat)
$1U1L($, L,t) + SCQUQL(S, L,t) = —TL(S,L,t)

Este sistema de ecuaciones, gracias al dltimo de los supuestos realizados anterior-
mente, tiene una dnica solucién (z1(s, L,t),z5(s, L,t)) que indica las unidades de los

activos Uy(.) y Us(.) que debemos incluir en la cartera de cobertura para realizar la
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cobertura del activo-objetivo. Esta solucién viene dada por la regla de Cramer aplicada

al anterior sistema de ecuaciones:

~To(-) Uasl(.) Uss(.) _Ts(')
. ~Tp(.) Uarl.) = U() —Tz(.)
o mo [0 w0
Urr(.) Uar() Ur(.) Uar(.)

donde T,(.) y Ti(.) son las medidas de “duracién generalizada” del activo-objetivo,
Us(.) v Uss(.) son las medidas de “duracién generalizada” del activo Ut y Uss(.) v

Usr(.) son las medidas de “duracién generalizada” del activo Us.

«

4.5 Cobertura Frente al Riesgo de Tipos de Interés

En esta seccion, utilizaremos las medidas de “duracién generalizada” definidas pre-
viamente para realizar una cobertura frente a un tipo especifico de riesgo, el riesgo

derivado de “cambios no paralelos” en la curva de rentabilidades.

Suponemos un inversor que debe pagar una cantidad $M en el instante m. En el
instante actual, o, la riqueza del inversor es igual al valor presente - obtenido mediante
la curva de rentabilidades presente en el instante o, ¥ (s0, Loy to,t) = Y (to,t) - de la
cantidad $M que debe pagar en el futuro.

El objetivo del inversor es utilizar su riqueza actual para adquirir una cartera de n

bonos. Los bonos disponibles en el momento actual tienen las siguientes caracteristicas:

o Precio de los bonos: Py(.), Pa(.)s s Pu(.)
e Vencimiento de los bonos: T, 7%,...,T"

e Flujo de cupones de los bonos: ¢i(t),t < T, i=1,2,...,n
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El valor, en el instante m, de cada uno de los bonos es

Vi(so, Lo) = /tT a1 (t) exp{ =Y (m,t)(t — m)}dt + exp{=Y (m, T*)(T* — m)}

0

Va(so, Lo) = /T2 co(t) exp{—=Y (m,t){t —m)}dt + exp{—Y(m, T°}(T? — m)}

to

Vilso, Lo) = /Tn ca(t) exp{=Y(m,t)(t — m)}dt + exp{—Y (m, T")(T" — m)}

to

Sean zy, Z,.., T, las proporciones de la cartera que invertimos en cada bono.

Entonces, el valor, en el instante m, de la cartera de n bonos es
n
Vo(so, Lo) = vaﬂ/;'(soa Lo)

= Z T; {/ (t) exp{ =Y (m, t)(t — m)}dt + exp{ =Y (m, THT* —m)}

La cartera de bonos toma este valor siempre que la estructura temporal de tipos
de interés presente en el instante #; no experimente cambios en el intervalo [to,m].
Supongamos que se produce un cambio en la curva de rentabilidades y que dicho
cambio se produce instanténeamente después de haber adquirido esta cartera de bonos.
La nueva estructura temporal de tipos de interés viene dada por Y'(3, L, to,t) = Y(to, t).
Considerando esta nueva curva de rentabilidades, el valor - en el instante m - del 2-ésimo

bono viene dado por
Vi3, L) = /tT ei(t) expl{~Y (m, £)(t — m)}dt + exp{~Y (m, T)(T* - m)}  (4.13)
y, por tanto, el valor de mercado, en el instante m, de esta cartera de bonos es
D) = Yavid)

= sz / (t) exp{—¥ (m, £)(t — m)}dt + exp{~Y (m, T*)(T" — m)}
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Este nuevo valor de mercado debe ser suficiente para hacer frente al pago de la
cantidad 8M en el instante m. El objetivo de la cobertura a realizar es asegurar que
el menor valor que puede tomar esta cartera (en funcién de los valores de 8 y f)) sea

igual o superior a $M.

Por tanto, la “cartera de inmunizacién”, dada por las proporciones z* = (z%, 2%, .., Th),
debe conseguir que el valor 6ptimo de

min 3. «}Vi(3, L)

8L =1
i
S P = exp{=Y (to,m)(m — to)} M
=1
sea igual a $M. La restriccién de este problema es la restriccion presupuestaria a la

que se enfrenta el nversor: el precio de adquisicién de la “cartera de inmunizacién”

debe ser igual a la riqueza de la que dispone dicho inversor en el instante Zo.

*

Por tanto, la “cartera de inmunizacion” &* = (23,25, ...,x}) es la solucién del pro-

bhlema

max {man”c Vi3, L)}

SL =1
Z.'viPi = exp{—Y (to,m)(m — to)} M
1=1
Utilizando las ecuaciones (4.1) y (4.13) asi como la expresién del precio de un

bono cupén-cero obtenida en el capitulo anterior, podemos concluir que la “cartera de

inmunizacién” z* = (27, :v§, ,z%) es la solucién del problema

max {mmsz f (t) exp{In(A(t — m)) — B(t — m)3 — C(t — m)L}dt

x>0 3L P

+ thexp{ln( (T" —m)) = B(T" —m)3 — C(T —m)L}

=1

s.a Zn:xiPi = exp{—Y (to, m)(m — to)} M

=1
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4.6 Una Propuesta de Solucién de las Limitaciones de la
Duracién Convencional

En esta seccidn se ilustra numéricamente de qué modo las medidas de “duracién ge-
neralizadas” D, y Dy, pueden solucionar las limitaciones de la duracién convencional.
En el ejemplo que se muestra en esta seccién se presentan dos carteras con las mismas
“duraciones generalizadas” respecto al spread y al tipo de interés a largo plazo. Ambas
carteras difieren en su rentabilidad y en su convexidad. A continuacién veremos que,
al coincidir estas dos “duraciones generalizadas”, el comportamiento relativo de ambas
carteras no depende de la magnitud ni del tipo de cambio que se produzca en la curva

de rentahilidades.

n

La cartera 1 se compone de los bonos A, By Cy la cartera 2 estd formada exclusi-
vamente por el bono D. Las caracteristicas de estos bonos, cuyo valor nominal es igual

a 100 y que realizan un pago semestral de cupones, vienen dadas por la siguiente tabla:

Bono A B C D
Cupén (%) 55 10 12 9
Vencimiento (afios) 5 15 20 10
Rentabilidad (%) 5.5 10 12 9

Duracién respecto a s (D,) 0.5085 0.5499 0.6344 0.5346
Duracién respecto a L (Dz)  0.8714 0.9342 1.0750 0.9123
Convexidad respecto a s (6,) 0.3686 0.3924 0.4519 0.3826
Convexidad respecto a L (§;) 1.1002 1.1644 1.3354 1.1439

Las proporciones de los bonos A, B ¥ C que forman la cartera 1 se eligen de modo
que las “duraciones generalizadas” D, y Dy, (ante un cambio de cien puntos basicos en
la rentabilidad) y el precio de mercado de ambas carteras coincida. De este modo se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
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Dt 4+ 2gDP + 2D = DP
zaDf +2pDB + 2cDf = D? (4.14)
x4+ g+ 2C =1
donde z;, j = A, B,C, son las proporciones que invertimos en cada bono y donde D!,
i =s,L, j = A,B,C, representa la “duracién generalizada” del bono j respecto al

factor 7. Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos que las proporciones de

los bonos A, B y C son 59.930%, 11.203% y 28.866%, respectivamente.

A partir de estos datos, podemos calcular las “convexidades genefalizadas” y la
rentabilidad de ambas carteras. Para el calculo de los valores correspondientes a la
cartera 1, utilizamos la media ponderada (donde las ponderaciones vienen dadas por la
proporcién de la cartera invertida en cada bono) de la convexidad y de la rentabilidad

de los bonos que la forman. Los resultados obtenidos son los siguientes:

Cartera 1 Cartera 2
Duracién respecto a s (Ds) 0.5346 0.5346
Duracién respecto a L (D)  0.9123 0.9123
Duracién respecto a r (D;) 2.8476 3.1155
Convexidad respecto a s (6;)  0.3848 0.3826 .
Convexidad respecto a L (6r) 1.1451 1.1439
Rentabilidad (%) 7.5272 9

Estos resultados muestran que ambas carteras tienen las mismas “duraciones ge-
neralizadas” respecto al spread y al tipo de interés a largo plazo pero la “duracion
generalizada” respecto al tipo de interés a corto plazo de la cartera 2 es superior a la
de la cartera 1. Asf mismo, la rentabilidad de la cartera 2 es superior a la obtenida

para la cartera 1. Por otro lado, las “convexidades generalizadas” de la cartera 2 son
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ligeramente inferiores a las de la cartera 1. La diferencia entre la rentabilidad de las dos
carteras sugiere que la mejor estrategia a seguir consistirfa en la compra de la cartera 2
y en la venta de la cartera 1. De este modo se obtendria una mejora en la rentabilidad
de 147.2 puntos basicos. Sin embargo, las mayores “convexidades generalizadas” de la
cartera 1 sugieren que esta cartera generaria rentabilidades superiores (en comparacion

con la cartera 2) si se produjeran ciertos movimientos de la curva de rentabilidades.

A continuacién supondremos que se produce un cambio en la curva de rentabili-
dades inmediatamente después de la adquisicién de la cartera y calcularemos el com-
portamiento .ré_lativo, medido por la diferencia entre 15_5 rentabilidades obtenidas en un
determinado horizonte de inversién (seis meses), de las dos carteras. Més concreta-

mente, analizaremos tres tipes de cambios en la curva de rentabilidades:

e Cambio paralelo: los tipos de interés a diferentes vencimientos se mueven en la
misma magnitud y direccién.
o Cambio en la pendiente: los tipos de interés a diferentes vencimientos se mueven

en la misma direccién v distinta magnitud. Consideramos dos alternativas:

— Los tipos de interés a corto plazo se mueven més que los tipos de interés a
Jargo plazo. En este caso, disminuye la pendiente de la curva de rentabili-

dades.

— Los tipos de interés a corto plazo se mueven menos que los tipos de interés

a largo plazo. En este caso, aumenta la pendiente de la curva de rentabili-

dades.

Como resultado de nuestra inversién, obtendremos un determinado valor acumulado
para cada cartera al final del horizonte de inversién. Este valor acumulado es igual a
la suma de los cupones recibidos, de los intereses generados por dichos cupones y del

?

precio de mercado de los bonos que componen cada cartera. El cambio en los tipos de
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interds tiene dos efectos sobre este valor acumulado y, por tanto, sobre la rentabilidad
obtenida con cada cartera. El primer efecto de dicho cambio se relaciona con los
intereses generados por los cupones y nos referiremos a €l como “riesgo de reinversion”.
El segundo efecto se relaciona con el precio de mercado del beno y representa un “riesgo
de precio”.

Si los tipos de interés suben, los cupones recibidos generan unos intereses superiores
pero el precio de mercado del bono desciende. La situacién inversa ocurre si los tipos
de interés bajan. Por tanto, el valor final que se obtiene con cada cartera - en relacién
con el valor que se obtendrfa si no hubiera cambios en los tipos de interés - dependera

de la variacién de los tipos de interés y del efecto combinado de ambos riesgos.

En nuestro caso, el horizonte de inversién es igual a seis meses. Por tanto, no
necesitamos realizar ningtin supuesto sobre la tasa de reinversién de los cupones puesto
que cada bono es vendido al final del horizonte de inversién, instante en el que recibimos

el pago del primer y inico cupdn, el cual no genera intereses.

La Tabla VII muestra el valor acumulado obtenido a los seis meses y la rentabilidad
(en términos anuales) que se obtiene con cada uno de los tres bonos que componen la
cartera 1 cuando se produce un cambio paralelo en la curva de rentabilidades. La
primera columna de esta tabla indica la cuantia, igual para los tres bonos, en que
han cambiado los tipos de interés. En este caso, el valor acumulado es igual al precio
de mercado del bono més el cupén recibido. El valor de este cupén, pagado por los
bonos A, By C, es igual a 2.75, 5 y 6, respectivamente. Se puede observar como, a
medida que los tipos de interés van subiendo, la rentabilidad final obtenida por el bono
va descendiendo. Los valores més extremos se obtienen para el bono C pues es el que
tiene mayor vencimiento mientras que el Bono A, debido a ser el de menor vencimiento,

presenta el menor rango de rentabilidades.
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VIII refleja el valor acumulado y la rentabilidad que se obtiene con cada una

as. El valor acumulado de la cartera 1 es la media ponderada de los valores

(véase la tabla anterior) obtenidos con los dos bonos que la componen. La

1mna, anadlogamente a la Tabla VII, muestra el cambio producido en la curva

dades. La tltima columna refleja la diferencia entre las rentabilidades de las

s. Més concretamente, esta diferencia se ha calculado como “rentabilidad

ra 27 menos «rentabilidad de la cartera 1”. Por tanto, un valor negativo

ndica que la cartera 1 proporciona una rentabilidad superior (inferior) a la

ategia a seguir con estas carteras depende del tipo de variacién que se pro-

a curva de rentabilidades. Tal como indica la Gltima columna de esta tabla,

1 seré preferible a la cartera 9 si los tipos de interés suben. Por otro lado,

- la cartera 2 ofrece una rentabilidad superior & la generada por la cartera 1

s tipos de interés bajan.

esultado es consecuencia de un hecho sefialado anteriormente: la “dyracion

.da” respecto al tipo de interés a corto plazo de la cartera 1 es inferior a la co-

ente a la cartera 2. Por tanto, una subida (bajada) en los tipos de interés hace

r (subir) en mayor cuantia el valor acumulado correspondiente a esta cartera

aracién con el descenso (aumento) que experimenta el valor acumulado de la

.. Por tanto, esta cartera presenta un mejor (peor) comportamiento respecto

tera 2. Otra consecuencia de esta diferencia de “Juraciones generalizadas’

, al tipo de interés a corto plazo es que la rentabilidad adicional obtenida en

so crece monoétonamente con respecto a la magnitud del cambio de los tipos

és: a medida que aumenta la variacién de los tipos de interés, dicha variacion

\a mayor influencia sobre la rentabilidad final conseguida por cada cartera.
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rentabilidades, la dltima columna de esta tabla indica que los resultados son analogos a
los obtenidos en el caso del cambio paralelo: la cartera 1 es preferible a la cartera 2 si los
tipos de interés suben y se produée el resultado contrario si los tipos de interés bajan.
Como en el anterior cambio que hemos analizado, este comportamiento se debe a la
menor “duracién generalizada” respecto al tipo de interés a corto plazo que presenta la
cartera 1 en comparacién con la cartera 2. Una subida en los tipos de interés perjudica
mis a la cartera 2 mientras que un descenso en los tipos de interés beneficia més a la
cartera 1. Anslogamente al anterior cambio, la diferencia de “duraciones generalizadas”
respecto al tipo de interés a corto plazo implica que la rentabilidad adicional obtenida
por cada cartera es mondtona respecto al tamafio de la variacién que experimentan los

tipos de interés.

“

El segundo cambio no paralelo que consideramos representa un aumento en la pen-
diente de 1a curva de rentabilidades. El cambio en el tipo de interés correspondiente al
menor (mayor) vencimiento es igual al cambio en el tipo de interés correspondiente al
bono D menos (mds) 100 puntos basicos mientras que el cambio en el tipo de interés
a 15 afios (bono B) es igual al cambio en el tipo de interés correspondiente al bono
D més 50 puntos bésicos. Los resultados obtenidos para los tres bonos que componen
la cartera 1 se incluyen en la Tabla XI mientras la Tabla XII contiene los resultados

obtenidos para las dos carteras.

La Tabla XI muestra los cambios producidos en el valor acumulado y en la renta-
bilidad obtenida con cada uno de los bonos. Andlogamente a la tabla IX, la primera
columna indica el cambio producido en los tipos de interés a 10 afios, el vencimiento
del bono D. Los resultados obtenidos son los mismos que los obtenidos con los dos
cambios que hemos considerado anteriormente: una subida en los tipos de interés hace
que descienda la rentabilidad final obtenida por bono y las rentabilidades mas extremas

se obtienen para el bono de mayor vencimiento.
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En la Tabla XII se incluyen el valor acumulado y la rentabilidad final obtenida en
cada cartera. Nuevamente, la tiltima columna de esta tabla indica que los resultados
son analogos a los obtenidos en los dos cambios anteriores: la cartera 2 es preferible
a la cartera 1 si los tipos de interés bajan y se produce el resultado contrario si los
tipos de interés suben. Una vez mds, este hecho es consecuencia de la menor duracién
generalizada respecto al tipo de interés a corto plazo que presenta la cartera 1. Asi
mismo, la rentabilidad adicional obtenida por la cartera. correspondiente se incrementa

a medida que consideramos mayores cambios en los tipos de interés.

Por tanto, la principal conclusién que podemos extraer de este ejemplo es que,
habiendo analizado tres posibles cambios en la curva de rentabilidades, las medidas
de “duracién generalizadas” sirven como indicativo del comportamiento futuro de una
cartera ante cambios en la curva de rentabilidades. Hemos comprobado que, indepen-
dientemente de la magnitud y del tipo de cambio que se produce en los tipos de interés,
la cartera 1 siempre proporciona una rentabilidad superior (inferior) a la de la cartera
2 si los tipos de interés suben (bajan). Asi mismo, hemos mostrado que la rentabilidad
adicional obtenida en cada caso es mondtona respecto a la magnitud del cambio que
se ha producido en la curva de rentabilidades. Estas dos caracteristicas se deben a la
menor “duracién generalizada” respecto al tipo de interés a corto plazo que presenta
la cartera 1: si los tipos de interés suben, el valor acumulado obtenido por esta cartera
desciende en menor cuantia que el correspondiente a la cartera 2 y, por tanto, se obtiene

una mayor rentabilidad. El caso contrario ocurre si los tipos de interés bajan.

Este ejemplo ilustra un hecho que tiene importantes implicaciones practicas para
la gestién de carteras de renta fija: dada una determinada cartera siempre se puede
construir una segunda cartera de modo que las “duraciones generalizadas” respecto al
spread y al tipo de interés a largo plazo de ambas carteras coincidan. Esta igualdad

asegura que el comportamiento relativo de ambas carteras es independiente del tipo (y
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magnitud) de cambio futuro que se produzca en la curva de rentabilidades. Es decir,
haya un cambio en el nivel y/o en la pendiente de la curva de rentabilidades, la cartera
con menor (mayor) “duracién generalizada” respecto al tipo de interés a corto plazo
siempre ser4 preferible cuando los tipos de interés suban (bajen). Por tanto, si se tienen
expectativas sobre una subida (bajada) de los tipos de interés, se debe elegir la cartera
de menor (mayor) “duracién generalizada” respecto al tipo de interés a corto plazo. A
medida que estas expectativas vayan cambiando, se puede proceder a una alteracién

en la eleccién entre las carteras disponibles y/o en la composicion de dichas carteras.

4.7 Conclusiones

-

El riesgo de tipos de interés se relaciona con los cambios que puede presentar la curva
de rentabilidades. Asf, tenemos el riesgo de mercado ( “market risk”) que se deriva
de cambios paralelos en dicha curva mientras que el riesgo de curva de rentabilidades
(“yield curve risk”) se debe a cambios en la pendiente y/o en la curvatura de esta
curva. l\’Iiéntras la solucién clésica para gestionar el riesgo de mercado se basa en el
uso de la duracién, la solucién para resolver los problemas asociados al segundo tipo

de riesgo no es tan clara.

Con el propésito de gestionar este tipo de riesgo, este capitulo ha presentado y
aplicado unas nuevas medidas de “duracién generalizada”. Dichas medidas se basan
en el modelo bifactorial para la estructura temporal de los tipos de interés que ha
sido presentado y analizado en el anterior capitulo. Utilizando este modelo, se han
generalizado las medidas de duracién y convexidad convencionales y se han obtenido

unas medidas de duracién y convexidad “generalizadas”.

Posteriormente, esta medida de “duracién generalizada” ha sido utilizada para el

céleulo de los ratios de cobertura. Dichos ratios nos permiten inmunizar una cartera
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de bonos mediante el empleo de opciones sobre bonos. A continuacién se ha abordado,
de modo general, el problema de la cobertura. As{ mismo, se ha descrito el modo
de utilizar estas medidas para gestionar el riesgo derivado de los tipos de interés ante

cambios (paralelos y/o en la pendiente) en la curva de rentabilidades.

Finalmente, se ha presentado un ejemplo numérico que ilustra el modo en que las
medidas definidas en este capitulo pueden, efectivamente, paliar las limitaciones aso-
ciadas a técnicas convencionales previamente empleadas en la literatura. El problema
asociado a la duracién tradicional es que esta medida sélo informa adecuadamente so-
bre el comportamiento futuro de una cartera ante cambios en la curva de rentabilidades

si dichos cambios son paralelos y “suficientemente pequetios”.

El ejemplo presentado se basa en dos carteras que tienen las mismas “duraciones
generalizadas” respecto al spread y al tipo de interés a largo plazo. Analizando tres
posibles cambios en la curva de rentabilidades (un cambio paralelo y dos tipos de cam-
bios de pendiente), se comprueba que las nuevas medidas de “duracién generalizadas”
«f informan de modo adecuado sobre el comportamiento futuro de una cartera ante
estos tipos de cambios en la curva de rentabilidades. Asi, hemos mostrado que, in-
dependientemente de la magnitud y del tipo de cambio que se produce en los tipos
de interés, la cartera con menor “duracién generalizada” respecto al tipo de interés
a corto plazo siempre proporciona una rentabilidad superior (inferior) si los tipos de
interés suben (bajan). La rentabilidad adicional que se obtiene es monétona respecto
a la magnitud del cambio que se ha producido en la curva de rentabilidades. En otras
palabras, si los tipos de interés suben, el valor acumulado obtenido por la cartera que
presenta menor “duracién generalizada” respecto al tipo de interés a corto plazo de-
sciende en menor cuantia que el correspondiente a la cartera 2 y, por tanto, se obtiene

una mayor rentabilidad.
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Como consecuencia, estas nuevas medidas de “duracién generalizada” pueden ser
una herramienta 1itil para la gestién de carteras de renta fija: independientemente del
tipo de cambio (y de la magnitud de dicho cambio) que experimenten los tipos de
interés, las caracteristicas relevantes para determinar el comportamiento futuro de una
cartera de renta fija son la “duracién generalizada” respecto al tipo de interés a corto
plazo y las expectativas sobre subidas o bajadas de los tipos de interés. Asi, entre
dos carteras alternativas en las que coinciden las medidas de “duracion generalizada”
respecto al spread y al tipo de interés a Jargo plazo, la cartera con menor {(mayor)
“duracién generalizada” respecto al tipo de interés a corto plazo siempre serd preferible
cuando los tipos de interés suban (bajen). Por tanto, en funcién de las expectativas

et st A S A

sobre el movimiento futuro (subida o bajada) de los tipos de interés, se debe elegir la

cartera correspondiente (con menor o mayor “duracion generalizadaf_’mMl;g§pw§g,fgg»,@,lﬂ_t;i,,pgA,,_.m.w.w.‘,._.‘,,.,
de interés a corto plazo)
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Apéndice: Limitaciones de la Duracién
Convencional "

En este apéndice final ilustramos numéricamente las limitaciones que presenta el uso
de la duracién como medida informativa sobre los cambios que se producen en el valor
de un hono (o de una cartera de bonos) ante cambios en la curva de rentabilidades. Asi
mismo, este apéndice contiene los resultados obtenidos con la propuesta de solucién

que se ha presentado en este capitulo.

En el ejemplo que se muestra en este apéndice, se presentan dos carteras de bonos
con la misma duracién modificada. Estas dos carteras difieren en su rentabilidad y en
su convexidad. A priori, la mejor estrategia parece ser comprar la cartera de mayor
rentabilidad y vender la cartera de menor rentabilidad. Sin embargo, la diferente conve-
<idad de ambas carteras sugiere la posibilidad de realizar otras alternativas de inversion
si se dan ciertos cambios en la curva de tipos de interés. A continuacién veremos que,
a pesar de tener la misma duracién modificada, el comportamiento relativo de estas
dos carteras depende de la magnitud y del tipo de cambio que se produzca en la curva

de rentabilidades.

Sean dos carteras de bonos: la cartera 1 se compone de los bonos Ay B y la cartera
9 est4 formada exclusivamente por el bono C. Estos tres bonos tienen un valor nominal
igual a 100, realizan un pago semestral de cupones y sus caracterfsticas vienen dadas

por la siguiente tabla:

200
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Bono Cupdén Vencimiento Rentabilidad Duracién — Convexidad

(%) (afios) (%) modificada -
A 7 ) 7 4.1583 20.9592
B 9.75 20 9.75 8.7284 120.7668
C 9 10 9 : 6.5039 56.3576

Las proporciones de los bonos A y B que forman la cartera 1 se eligen de modo que
la duracién modificada (ante un cambio de cien puntos bésicos en la rentabilidad) y el
precio de mercado de ambas carteras coincida. De modo anélogo a (4.14), se obtiene
el sistema

:L’ADf1 -{-CCBDF Dg

i

‘| x4+ 2B =1
donde z;, j = A, B, son las proporciones que invertimos en cada bono y donde DI, j =
A, B, representa la duracién generalizada del bono j respecto al tipo de interés a corto
plazo. Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos que las proporciones de los
bonos A v B son 48.674% y 51.326%, respectivamente. Mediante estas ponderaciones,
obtenemos la duracién modificada, convexidad y rentabilidad de ambas carteras. Los

resultados obtenidos son los siguientes:

Duracion Convexidad Rentabilidad

Modificada (%)
Cartera 1 6.5039 72.1864 3.4114
Cartera 2 6.5039 56.3576 9

Estos resultados muestran que la rentabilidad (convexidad) de la cartera 2 es su-
perior (inferior) a la correspondiente a la cartera 1 y sugieren que la cartera 1 puede
generar rentabilidades superiores (en comparacién con la cartera 2) si se produjeran

ciertos movimientos de la curva de rentabilidades.
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A continuacién supondremos que se produce un cambio en la curva de rentabilidades
v calcularemos el comportamiento relativo de ambas carteras. Andlogamente a la
seccién 4.6, supondremos que (1) este cambio se produce inmediatamente después de
la adquisicién de la cartera, (2) existen tres posibles cambios: un cambio paralelo y dos

posibles cambios en la pendiente, (3) el horizonte de inversién es igual a sels meses,

La Tabla I muestra el valor acumulado obtenido al final del horizonte de inversién
v la rentabilidad (en términos anuales) que se obtiene con cada uno de los tres bonos
cuando se produce un cambio paralelo en la curva de rentabilidades. La primera
columna de esta tabla indica la cuantia, igual para los tres bonos, en que han cambiado
los tipos de interés. Se puede observar como, a medida que los tipos de interés van
subiendo, la rentabilidad final obtenida por el bono va descendiendo. Los valores més
extremos se obtienen para el bono B pues es el que tiene mayor vencimiento mientras
que el Bono A, ciebido a ser el de menor vencimiento, presenta el menor rango de

rentabilidades.

La tabla II refleja los resultados obtenidos con ambas carteras. El valor acumulado
de la cartera 1 es la media ponderada de los valores acumulados obtenidos con los dos
bonos que la componen. La primera columna, analogamente a la Tabla I, muestra el
cambio producido en la curva de rentabilidades. La dltima columna refleja la diferen-
cia entre las rentabilidades de las dos carteras (“rentabilidad de la cartera 2” menos

“rentabilidad de la cartera 17).

Tal como indica la tltima columna de esta tabla, la cartera 1 sera preferible a la
cartera 2 si los tipos de interés varfan mas de 200 puntos bésicos. La rentabilidad
adicional obtenida con la cartera 1 crece monétonamente con respecto a la magnitud
del cambio de los tipos de interés. El mejor comportamiento de la cartera 1 ante

grandes variaciones en los tipos de interés se debe a su mayor convexidad.
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Por otro lado, vemos que la cartera 2 ofrece una rentabilidad superior a la gene-

rada por la cartera 1 cuando los tipos de interés cambian en una cuantia inferior a

200 puntos bésicos. En esta situacion, nos encontramos ante un cambio paralelo “su-
ficientemente pequefio” en los tipos de interés. Al ser éste el supuesto bésico en el
que se basa la duracién convencional, se obtiene el resultado intuitivamente esperado:
entre dos carteras con la misma duracion, es preferible la cartera que ofrece una mayor

rentabilidad en ausencia de cambios en los tipos de interés.

A continuacién, analizamos las consecuencias de un cambio en la pendiente de la
curva de rentabilidades. Mas concretamente, en la primera alternativa que analizamos,
se supone que el cambio en el tipo de interés correspondiente al vencimiento del bono A
es igual al cambio en el tipo de interés correspondiente al vencimiento intermedio (bono
C) mas 25 puntos basicos mientras que el cambio en el tipo de interés correspondiente
al mayor vencimiento (bono B) es igual al cambio en el tipo de interés a 10 aflos menos
25 puntos bésicos. Por tanto, este cambio representa un aplanamiento (descenso en la
pendiente) en la curva de rentabilidades. Los resultados obtenidos para los tres bonos

y las dos carteras se incluyen en las Tablas III-IV.

La primera columna de la Tabla 111 indica el cambio producido en los tipos de
interés a 10 afios, el vencimiento intermedio que estamos considerando. Analogamente
a lo sucedido con el cambio paralelo, una subida en los tipos de interés produce un
descenso en la rentabilidad final obtenida por el bono y las rentabilidades mds extremas

se obtienen para el bono de mayor vencimiento.

De modo similar a la Tabla II, la tabla IV contiene los resultados obtenidos para
ambas carteras. La tltima columna de esta tabla refleja la, diferencia entre las ren-
tabilidades finales conseguidas por ambas carteras. Como todos los valores incluidos

en esta columna son negativos, se deduce que, independientemente de la magnitud
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del cambio de los tipos de interés, la cartera 1 siempre es superior a la cartera 2. La
rentabilidad adicional conseguida por la cartera 1 depende de la magnitud del cambio
en los tipos de interés. Las mayores mejoras de rentabilidad se consiguen cuando los

tipos de interés experimentan grandes descensos.

El segundo cambio no paralelo que consideramos representa un aumento en la pen-
Jiente de la curva de rentabilidades. El cambio en el tipo de interés correspondiente al
menor vencimiento (bono A) es igual al cambio en el tipo de interés correspondiente
al vencimiento intermedio menos 25 puntos basicos mientras que el cambio en el tipo
de interés correspondiente al bono B es igual al cambio en el tipo de interés correspon-
diente al bono C mds 25 puntos basicos. Los resultados obtenidos para los tres bonos

y para las dos carteras estan. contenidos en las Tablas V-VL

La Tabla V muestra los cambios producidos en el valor acumulado y en la renta-
bilidad obtenida con cada uno de los bonos. Los resultados obtenidos son los mismos
que los obtenidos en los casos anteriores: una subida en los tipos de interés hace que
descienda la rentabilidad final obtenida por cada uno de los bonos v las rentabilidades

mis extremas se obtienen para el bono de mayor vencimiento.

En la Tabla VI se incluyen el valor acumulado vy la rentabilidad final obtenida en
cada cartera. La diferencia entre estas rentabilidades indica que la cartera 1 es superior
s la cartera 2 si los tipos de interés suben mas de 300 puntos bésicos o bajan mas de
350 puntos basicos. Para cambios menores en los tipos de interés, la cartera 2 genera

una rentabilidad superior a la de la cartera 1.
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Tabla I. Comportamiento relativo de tres bonos ante un cambio paralelo en
la curva de rentabilidades B

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado del bono méas el cupén recibido) v la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por tres bonos ante un cambio paralelo (los tipos de
interés a diferentes vencimientos cambian en la misma magnitud, indicada en la primera columna)
en la curva de rentabilidades. El valor nominal de cada bono es igual a 100. La cuantia del cupén

(pagado semestralmente) es igual a 3.5, 4.875 y 4.5, respectivamente. El vencimiento de los tres bonos

es igual a 5, 20 y 10 afios, respectivamente. El horizonte de inversién considerado es igual a seis meses.

Bono A Bono B Bono C
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Valor Rentab.
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%)  acum. (%)
5 86.495 -27.008 73.089 -53.820  78.661 -42.677
4.5 88.028 -23.943  75.452 -49.095 80.802 -38.395
4 89.595 -20.808  77.959 -44.080  83.030 -33.938
3.5 91.198 -17.602 80.624 -38.751  85.349 -29.301
3 02.838 -14.323 83.458 -33.083 87.762 -24.474
2.5 94.515 -10.969 86.475 -27.048  90.275 -19.448
2 96.231 -7.537  89.690 -20.619  92.892 -14.215
1.5 97.986 -4.027  93.119 -13.761  95.617 -8.764
1 99.782 -0.435  96.780 -6.439  98.457 -3.085
0.5 101.619 3.239 100.691 1.383 101.416 2.832
0 103.5 7 104.875 9.75 104.5 9
-0.5 105.424  10.848 109.353  18.706 107.714  15.429
-1 107.393  14.786 114.152  28.304 111.066  22.133
-1.5 109.408  18.816 119.298  38.597 114.562  29.125
-2 111.470  22.941 124.822  49.645 118.209  36.419
-2.5 113.582  27.164 130.758  61.516 122.014  44.029
-3 115.743  31.486 137.140  74.280 125985  51.971
-3.5 117.955  35.911 144.009  88.019 130.130  60.261
-4 1920.221  40.442 151.409 102.818 134.457  68.915
-4.5 192.540  45.080 159.387 118.774 138.976  77.933

-9 124.915  49.830 167.996 135.992 143.696  87.392
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Tabla II. Comportamiento relativo de dos carteras ante un cambio paralelo
en la curva de rentabilidades ~

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado de la cartera més cupones recibidos) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por dos carteras ante un cambio paralelo (los tipos de
interés a diferentes vencimientos cambian en la misma magnitud, indicada en la primera columna) en
Ja curva de rentabilidades. La cartera 1 incluye los bonos A y B en proporciones 48.674% y 51.326%,

respectivamente. La cartera 2 estd compuesta por el bono C. El horizonte de inversién considerado es

igual a seis meses.

Cartera 1 Cartera 2
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Diferencia
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%) (%)
5 79.615 -40.769  78.661 -42.677 -1.908
4.5 81.573 -36.853  80.802 -38.395 -1.541
4 83.623 -32.753  83.030 -33.938 -1.185
3.5 85.771 -28.457  85.349  -29.301 -0.843
3 88.023 -23.952  87.762 -24.474 -0.522
2.5 00.388 -19.222  90.275 -19.448 -0.226
2 92.874 -14.251  92.892 -14.215 0.036
1.5 95.488 -9.023  95.617 -8.764 0.258
1 08.241 -3.517  98.457 -3.085 0.431
0.5 101.143 2.286 101.416 2.832 0.545
0 104.205 8.411 104.5 9 "0.588
-0.5 107.440 14.881 107.714 15.429 0.547
-1 110.862 21.724 111.066 22.133 0.409
-1.5 114.484  28.969 114.562  29.125 0.156
-2 118.323 36.647 118.209 36.419 -0.228
-2.5 122.397 44.795 122.014 44.029 -0.765
-3 126.725 53.451 125.985 51.971 -1.479
-3.9 131.328 62.656 130.130 60.261 -2.395
-4 136.228 72.457 134.457 68.915 -3.542
-4.5 141.452 82.904 138.976 77.953 -4.951

-5 147.026  94.053 143.696  87.392 -6.661




Apéndice: Limitaciones de la Duracion Convencional 207

Tabla ITI. Comportamiento relativo de tres bonos ante un descenso en la
pendiente de la curva de rentabilidades

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado del bono mas el cupén recibido) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por tres bonos ante un descenso en la pendiente de la
curva de rentabilidades. El valor nominal de cada bono es igual a 100. La cuantia del cupén (pagado
semestralmente) es igual a 3.5, 4.875 y 4.5, respectivamente. El vencimiento de los tres bonos es igual
a 5, 20 y 10 afios, respectivamente. Fl horizonte de inversién considerado es igual a seis meses. La
primera columna indica el cambio en los tipos de interés a 10 afios. Ademas se verifica

Cambio en el tipo de interés a 5 (20) afios = Cambio en el tipo de interés a 10 afios + (—) 0.25%

Bono A -Bono B Bono C

Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Valor Rentab.
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%)  acum. (%)

5 85742 -28.515 74.253 -51.492  78.661 -42.677
4.5 87257 -25.484  T76.687 -46.625 80.802 -38.395
4 88.807 -22.384 79.271 -41.456  83.030 -33.938
3.5 90.392 -19.214  82.019 -35.961  85.349 -29.301
3 92.013 -15.972 84.943 -30.113  87.762 -24.474
2.5 93.672 -12.655 88.057 -23.885 90.275 -19.448
2 95.368  -9.263  91.377 -17.245 92.892 -14.215
1.5 97.103 5.792  94.919  -10.160  95.617 -8.764
1 98.879 -2.241  98.703 -2.593  98.457 -3.08%
0.5 100.695 1.391 102.747 5.495 101.416 2.832
0 102.554 5.108 107.075  14.151 104.5 9
-0.5 104.456 8012 111.711  23.422 107.714 15429
-1 106.402  12.805 116.680  33.360 111.066  22.133
-1.9 108.394  16.789 122.011  44.022 114.562  29.125
-2 110.433  20.867 127.736  55.473 118.209  36.419
-2.5 112.520  25.040 133.890  67.781 122.014  44.029
-3 114.656  29.312 140.511  81.023 125.985  51.971
-3.5 116.843  33.686 147.640  95.280 130.130  60.261
-4 119.081  38.163 155.323 110.646 134.457  68.915
-4.5 121.373 42747 163.609 127.219 138.976  77.953

193.720  47.441 172.555 145.110 143.696  87.392

|
(&2
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Tabla IV. Comportamiento relativo de dos carteras ante un descenso en la
pendiente de la curva de rentabilidades

Fsta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado de la cartera més cupones recibidos) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por dos carteras ante un descenso en la pendiente de la
curva de rentabilidades. La cartera 1 incluye los bonos A y B en proporciones 48.674% v 51.326%,
respectivamente. La cartera 2 estd compuesta por el bono C. El horizonte de inversién considerado es
igual a seis meses. La primera columna indica el cambio en los tipos de interés a 10 aflos. Ademaés se
verifica

Cambio en €l tipo de interés a 5 (20) afios = Cambio en el tipo de interés a 10 afios + (—) 0.25%

Cartera 1 Cartera 2
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Diferencia
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%) (%)
5 79.845 -40.308  78.661 -42.677 -2.369
4.5 81.832 -36.335 80.802 -38.395 -2.059
4 83.913 -32.173  83.030 -33.938 -1.765
3.5 86.094 -27.810 85.349 -29.301 -1.491
3 88.384 -23.230 87.762 -24.474 -1.243
2.5 90.790 -18.419  90.275 -19.448 -1.029
2 93.319 -13.360 92.892 -14.215 -0.855
1.5 95.982 -8.034  95.617 -8.764 -0.729
1 98.788 -2.422  98.457 -3.085 -0.663
0.5 101.749 3.498 101.416 2.832 -0.665
0 104.875 9.75 104.5 9 -0.750
-0.5 108.179  16.359 107.714  15.429 -0.930
-1 111.677  23.355 111.066  22.133 -1.221
-1.5 115.383 30.767 114.562 29.125 -1.641
-2 119.314  38.629 118.209  36.419 -2.209
-2.5 123.489  46.978 122.014  44.029 -2.948
-3 127.926  55.853 125.985  51.971 -3.882
-3.5 132.650  65.300 130.130  60.261 -5.039
-4 137.682  75.365 134.457  68.9153 -6.450
-4.5 143.051  86.103 138.976  77.953 -8.150

-3 148.785  97.570 143.696  87.392 -10.178
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Tabla V. Comportamiento relativo de tres bonos ante un aumento en la
pendiente de la curva de rentabilidades

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado del bono més el cupén recibido) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por tres bonos ante un aumento en la pendiente de la
curva de tipos de interés. El valor nominal de cada bono es igual a 100. La cuantia del cupén (pagado
semestralmente) es igual a 3.5, 4.875 y 4.5, respectivamente. El vencimiento de los tres bonos es igual
a 5, 20 y 10 afios, respectivamente. Fl horizonte de inversién considerado es igual a seis meses. La
primera columna indica el cambio en los tipos de interés a 10 afios. Ademas se verifica

Cambio en el tipo de interés a 5 (20) afios = Cambio en el tipo de interés a 10 afios + (—) 0.25%

Bono A Bono B Bono C
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Valor Rentab.
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%)  acum. (%)
5 87.957 -25.484  71.960 -56.079  78.661 -42.677
4.5 88.807 -22.384  T74.253 -51.492  80.802 -38.395
4 00.392 -19.214  76.687 -46.625  83.030 -33.938
3.5 02.013 -15.972  79.271 -41.436 85.349  -29.301
3 93.672 -12.655 82.019 -35.961  87.762 -24.474
2.5 95.368 -9.263  84.943 -30.113 90.275 -19.448
2 97.103 5792  88.057 -23.885  92.802 -14.215
1.5 98.879 9241 91.377 -17.245  95.617 -8.764
1 100.695 1.391  94.919 -10.160  98.457 -3.085
0.5 102.554 5.108  98.703 -2.593 101.416 2.832
0 104.456 8.912 102.747 5.495 104.5 9
-0.5 106.402 12.805 107.075 14.151 107.714 15.429
-1 108.394 16.789 111.711 23.422 111.066- 22.133
-1.5 110.433 20.867 116.680 33.360 114.562 29.125
-2 112.520 25.040 122.011 44.022 118.209 36.419
-2.5 114.656 29.312 127.736 55.473 122.014 44.029
-3 116.843 33.686 133.890 67.781 125.985 51.971
-3.5 119.081  38.163 140.511  81.023 130.130  60.261
-4 191.373  42.747 147.640  95.280 134.457  68.915
-4.5 123.720 47.441 155.323 110.646 138.976 77.953

-5 196.123  52.247 163.609 127.219 143.696  87.392
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Tabla VI. Comportamiento relativo de dos carteras ante un aumento en la
pendiente de la curva de rentabilidades

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado de la cartera més cupgnes recibidos) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por dos carteras ante un aumento en la pendiente de la
curva de rentabilidades. La cartera 1 incluye los bonos Ay B en proporciones 48.674% y 51.326%,
respectivamente. La cartera 2 estd compuesta por el bono C. El horizonte de inversién considerado es
igual a seis meses. La primera columna indica el cambio en los tipos de interés a 10 afios. Ademds se
verifica

Cambio en €l tipo de interés a 5 (20) afios = Cambio en el tipo de interés a 10 afios + (—) 0.25%

Cartera 1 Cartera 2
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Diferencia
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%) (%)
5 70.406 -41.187  78.661 -42.677 -1.490
4.5 81.337 -37.324 80.802 -38.395 -1.070
4 83.358 -33.283 83.030 -33.938 -0.654
3.5 85.473 -29.052  85.349 -29.301 -0.248
3 87.691 -24.617 87.762 -24.474 0.143
2.5 00.017 -19.964  90.275 -19.448 0.516
2 02.460 -15.078  92.892 -14.215 0.863
1.5 05.028  -9.942 95.617  -8.764 1.178
1 97.731 -4.537  98.457 -3.085 1.452
0.5 100.577 1.155 101.416 2.832 1.676
0 103.579 7.159 104.5 9 1.840
-0.5 106.748 13.496 107.714 15.429 1.933
-1 110.096 20.193 111.066 22.133 1.940
-1.5 113.639 27.279 114.562 29.125 1.846
-2 117.391 34.783 118.209 36.419 1.636
-2.5 121.370 42,740 122.014 44,029 1.289
-3 125.593 51.186 125.985 51.971 0.785
-3.5 130.080 60.161 130.130  60.261 0.099
-4 134.855 69.710 134.457 68.915 -0.795
-4.5 139.940 79.881 138.976 77.953 -1.928

-5 145.363  90.727 143.696  87.392 -3.335
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Tabla VIL. Comportamiento relativo de los tres bonos de la cartera 1 ante
un cambio paralelo en la curva de rentabilidades ~
Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado del bono més el cupén recibido) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por tres bonos ante un: cambio paralelo (los tipos de
interés a diferentes vencimientos cambian en la misma magnitud, indicada en la primera columna)
en la curva de rentabilidades. El valor nominal de cada bono es igual a 100. La cuantia del cupén

(pagado semestralmente) es igual a 2.75, 5 y 6, respectivamente. El vencimiento de los tres bonos es

igual a 5, 15 y 20 afios, respectivamente. El horizonte de inversién considerado es igual a seis meses.

Bono A Bono B Bono C
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Valor Rentab.
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%)  acum. (%)
H 85.176 -29.646  75.759  -48.480 77.809 -44.381
4.5 $6.757 -26.485  78.042 -43.915  79.966 -40.067
4 88.374 -23.250 80.444 -39.110 82.242  -35.5314
3.5 90.029 -19.940 82.974 -34.051 84.648 -30.703
3 91.722 -16.554  85.638 -28.722 87.191 -25.616
2.5 93.455 -13.088  88.447 -23.105  89.833 -20.233
2 95.229 9.541 91.409 -17.181  92.735 -14.529
1.5 97.044 -5.911  94.534 -10.931 95.758 -8.482
1 98.901 -2.196  97.833 -4.333  98.967 -2.064
0.5 100.803 1.606 101.317 2.635 102.376 4.752
0 102.75 5.9 105 10 106 12
-0.5 104.742 9.485 108.892 17.785 109.856 19.713
-1 106.782  13.565 113.010  26.021 113.964 27.928
-1.5 108.871  17.743 117.369  34.738 118.343 36.687
-2 111.010 22.020 121.983 43.967 123.017 46.034
-2.5 113.200 26.401 126.872 53.744 128.008 56.016
-3 115.443 30.887 132.053 64.107 133.344 66.688
-3.5 117.740 35.481 137.547 75.095 139.054 78.108
-4 120.093 40.186 143.376 86.753 145.168 90.337
-4.5 192.502  45.005 149.563  99.127 151.723 103.447

-5 124.971  49.942 156.133 112.267 158.756 117.512
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Tabla VIII. Comportamiento relativo de dos carteras ante un cambio para-

lelo en la curva de rentabilidades

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado de la cartera méas cupones recibidos) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por dos carteras ante un cambio paralelo (los tipos de
interés a diferentes vencimientos cambian en la misma magnitud, indicada en la primera columna) en
la curva de rentabilidades. La cartera 1 incluye los bonos A, By C en proporciones 59.930%, 11.203%
y 28.866%, respectivamente. La cartera 9 esté4 compuesta por el bono C. El horizonte de inversién

considerado es igual a seis meses.

Cartera 1 Cartera 2
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Diferencia
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%) (%)
5 81.632 -36.734  78.661 -42.677 -5.943
4.5 83.480 -33.038 80.802 -38.395 -5.356
4 85.398 -29.202  83.030 -33.938 -4.736
3.5 87.300 -25.219  85.349 -29.301 -4.081
3 80.459 -21.081 87.762 -24.474 -3.392
2.5 91.609 -16.780  90.275 -19.448 -2.668
2 03.847 -12.305 92.892 -14.215 -1.909
1.5 96.175 -7.648  95.617 -8.764 -1.115
1 98.600 -2.798  98.457 -3.085 -0.287
0.9 101.128 2.256 101.416 2.832 0.576
0 103.763 7.527 104.5 9 "1.472
-0.5 106.513  13.027 107.714  15.429 2.402
-1 109.385  18.770 111.066  22.133 3.363
-1.5 112.385  24.771 114.562  29.125 4.354
-2 115.523  31.046 118.209  36.419 5.373
-2.5 118.806  37.612 122.014  44.029 6.417
-3 192.243  44.487 125.985  51.971 7.483
-3.5 195.846  51.692 130.130  60.261 8.568
-4 199.623  59.247 134.457  68.915 9.668
-4.5 133.588  67.176 138.976  77.933 10.776

-5 137.751  75.503 143.696  87.392 11.888
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Tabla IX. Comportamiento relativo de los tres bonos de la cartera 1 ante
un descenso en la pendiente de la curva de rentabilidades

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado del bono mas el cupén recibido) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por los tres bonos de la cartera 1 ante un descenso en la
pendiente de la curva de rentabilidades. El valor nominal de cada bono es igual a 100. La cuantia
del cupén (pagado semestralmente) es igual a 2.75, 5y 6, respectivamente. El vencimiento de los tres
bonos es igual a 5, 15y 20 afios, respectivamente. Fl horizonte de inversién considerado es igual a
seis meses. La primera columna indica el cambio en los tipos de interés a 10 afios. Ademas se verifica

Cambio en el tipo de interés a 5 (15) (20) afios = Cambioen el tipo de interés a 10 afios +1%(—0.5%){—1%)

Bono A Bono B Bono C

Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Valor Rentab.

tipos de interés ~ acum. (%)  acum. (%)  acum. (%)

82.121 -35.757 78.042 -43.915 82.242 -35.514
83.631 -32.737 80.444 -39.110  84.648 -30.703
85.176 -29.646  82.974 -34.051 87.191 -25.616
86.757 -26.485  85.638  -28.722 89.883 -20.233
98.374 -23.250  88.447 -23.105 92.735 -14.529
90.029 -19.940 91.409 -17.181 95.758 -8.482
91.722 -16.554 94.534 -10.931 98.967  -2.064
93.455 -13.088  97.833 -4.333  102.376 4.752
95.229 -9.541 101.317 2.635 106 12
97.044  -5.911 105 10 109.856  19.713
98.901 9196 108.892  17.785 113.964  27.928

ot
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-0.5 100.803 1.606 113.010  26.021 118.343 36.687
-1 102.75 55 117.369  34.738 123.017 46.034
-1.5 104.742 9.485 121.983  43.967 128.008 56.016
-2 106.782  13.565 126.872  53.744 133.344  66.638
-2.5 108.871  17.743 132.053  64.107 139.054°  78.108
-3 111.010  22.020 137.547  75.095 145.168  90.337
-3.9 113.200  26.401 143.376  86.753 151.723 103.447
-4 115.443  30.887 149.563  99.127 158.756  117.512
-4.5 117.740  35.481 156.133 112.267 166.308 132.616

-5 120.093  40.186 163.113 126.227 174.424 148.849
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Tabla X. Comportamiento relativo de dos carteras ante un descenso en la
pendiente de la curva de rentabilidades

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado de la cartera més cupones recibidos) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por dos carteras ante un descenso en la pendiente de la
curva de rentabilidades. La cartera 1 incluye los bonos A, By Cen proporciones 59.930%, 11.203%
y 28.866%, respectivamente. La cartera 9 esté compuesta por el bono C. El horizonte de inversién
considerado es igual a seis meses. La primera columna indica el cambio en los tipos de interés a 10
afios. Ademas se verifica

Cambio en el tipo de interés a 5 (15) (20) afios = Cambio en el tipo de interés a 10 afios +1%(—0.5%)(—1%)

Cartera 1 Cartera 2

Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Diferencia
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%) (%)
5 80.957 -38.085  78.661 -42.677 -4.592
4.5 82.895 -34.349  80.802 -38.395 -4.045

84.766  -30.466  83.030 -33.938 -3.471
3.5 . 86.784 -26.430  85.349  -29.301 -2.870
3 | 88.884 -22.931 87.762 -24.474 -2.242
2.5 91.069 -17.860  90.275 -19.443 -1.588
2 93.346 -13.307 92.892 -14.215 -0.907
1.5 95.718 -8.562  95.617 -8.764 -0.201
1 98.193 -3.612  98.457 -3.085 0.527
0.5 100.776 1.552 101.416 2.832 1.279
0 103.473 6.946 104.5 9 2.053
-0.5 106.292  12.584 107.714  15.429 2.844
-1 109.240  18.481 111.066  22.133 3.652
-1.5 112.326  24.652 114.562  29.123 4.473
-2 115.557 31.115 118.209  36.419 5.304
-2.5 118.944  37.889 122.014  44.029 6.139
-3 122.497  44.995 125.985  51.971 6.975
-3.5 196.927  52.454 130.130  60.261 7.806
-4 130.145  60.290 134.457  68.915 8.624
-4.5 134.964  68.528 138.976  77.933 9.424

-5 138.598  77.197 143.696  87.392 10.194
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Tabla XI. Comportamiento relativo de los tres bonos de la cartera 1 ante
un aumento en la pendiente de la curva de rentabilidades

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado del bono més el cupén recibido) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por los tres bonos de la cartera 1 ante un aumento en la
pendiente de la curva de rentabilidades. El valor nominal de cada bono es igual a 100. La cuantia
del cupén (pagado semestralmente) es igual 2 2.75,5 y 6, respectivamente. El vencimiento de los tres
bonos es igual a 5, 15 y 20 afios, respectivamente. El horizonte de inversién considerado es igual a
seis meses. La primera columna indica el cambio en los tipos de interés a 10 afios. Ademdés se verifica

Cambio en el tipo de interés a 5 (15) (20) aflos = Cambio en el tipo de interés a 10 anos —1%(+0.5%)(+1%)

Bono A Bono B Bono D
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Valor Rentab.
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%)  acum. (%)
5 88.374 -23.2350  73.589  -52.821 73.823 -52.353
4.5 00.029 -19.940  75.759 48,480  75.764  -48.471
4 91.722 -16.554  78.042 43.915 77.809 -44.381
3.5 93.455 -13.088 80.444 -39.110 79.966 -40.067
3 95.229 . -9.541 82.974 -34.051 82.242 -35.514
2.5 97.044 5911  85.638 -28.722 84.648 -30.703
2 938.901 2196  88.447 -23.105  87.191 -25.616
1.5 100.803 1.606  91.409 -17.181 89.883 -20.233
1 102.75 5.5 94534 -10.931  92.735 -14.529
0.5 104.742 9.485  97.833 4333  95.758  -8.482
0 106.782  13.565 101.317 2.635  98.967 -2.064
-0.5 108.871  17.743 105 10 102.376 4.752
-1 111.010  22.020 108.892  17.785 106 - 12
-1.5 113.200  26.401 113.010  26.021 109.856  19.713
-2 115.443  30.887 117.369  34.738 113.964  27.928
-2.5 117.740  35.481 121.983  43.967 118.343  36.687
-3 120.093  40.186 126.872  53.744 123.017  46.034
-3.5 199.502  45.005 132.053  64.107 128.008  56.016
-4 124.971 49.942 137.547 75.095 133.344 66.688
-4.5 — __ 143.376  $6.753 139.054  78.108

-5 — __ 149563  99.127 145.168  90.337
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Tabla XII. Comportamiento relativo de dos carteras ante un aumento en la
pendiente de la curva de rentabilidades

Esta tabla contiene el valor acumulado (precio de mercado de la cartera mas cupones recibidos) y la
rentabilidad (en términos anuales) obtenida por dos carteras ante un aumento en la pendiente de la
curva de rentabilidades. La cartera 1 incluye los bonos A, By Cen proporciones 59.930%, 11.203%
y 28.866%, respectivamente. La cartera 2 estd compuesta por el bono C. El horizonte de inversién

considerado es igual a seis meses. La primera columna indica el cambio en los tipos de interés a 10
afios. Ademds se verifica

Cambio en el tipo de interés a5 (15) (20) afos = Cambio en el tipo de interés a 10 anos —1%(+0.5%)(+1%)

Cartera 1 Cartera 2
Cambio en los Valor Rentab. Valor Rentab. Diferencia
tipos de interés  acum. (%)  acum. (%) (%)
) 82.476 -35.047  78.661 -42.677 -7.630
4.5 84312 -31.375 80.802 -38.395 -7.019
4 36.215 -27.569  83.030 -33.938 -6.369
3.5 88,188 -23.622  85.349 -29.301 -5.678
3 ) 00.236 -19.526  87.762 -24.474 -4.947
2.5 92.363 -15.273  90.275 -19.448 -4.174
2 04.572 -10.855  92.892 -14.215 -3.359
1.5 96.868 -6.263  95.617 -8.764 -2.500
1 99.256 J1.487  98.457 -3.085 -1.598
0.5 101.741 3.483 101.416 2.832 -0.651
0 104.329 8.659 104.5 9 0.340
-0.5 107.026 14.052 107.714 15.429 1.377
-1 109.837  19.675 111.066  22.133 2.458
-1.5 112.771 95.542 114.562 29.125 3.583
-2 115.833 31.667 118.209 36.419 4.752
-2.5 119.032  38.065 122.014  44.029 5.963
-3 192.377  44.755 125.985  51.971 7.216
-3.9 125.876 51.753 130.130 60.261 8.507
-4 199.539  59.079 134.457  68.915 9.835
-4.5 — — 138976  77.953 —

-5 — — 143.696  87.392 —
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