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Capitulo 1

Motivacion

La cuestién que se trata de resolver en este proyecto presenta importantes aplicaciones
practicas, especialmente en el campo de la biomedicina puesto que el sistema vascular de
un organismo seguird estas leyes fisicas. La bioingenieria es una ciencia pluridisciplinar
que intenta aunar la capacidad de andlisis cuantitativo propia de las ingenierias a un
campo tan importante en la sociedad como es la medicina. Por esto, cualquier ingeniero,
sea cual sea su especialidad, puede encontrar una manera de aprovechar su formacién
con el fin de incrementar el conocimiento que se tiene en las ciencias sanitarias.

El problema que con este trabajo de fin de grado se pretende analizar ya fue estudiado
por J. R. Womersley (1954) [1]. Ya desde sus origenes, este estudio muestra su cardcter
multidisciplinar al reunir a un matematico, Womersley, frente a un problema de mecanica
de fluidos que finalmente seré publicado en una revista de medicina como es el Journal of
Physiology. La motivacién que tuvo para publicar su articulo, que comparte directamente
con este trabajo, surge de los trabajos realizados por Mc Donald (1952)[2]. En ellos se
expone la existencia de un desfase entre el gradiente de presion y el caudal similar al
que ocurre entre voltaje y corriente en circuitos eléctricos.

En este proyecto se pretende estudiar del flujo pulsatil en tubos de seccién circular
cuya aplicacién préactica serd una mejor comprensién del flujo sanguineo en arterias.
Este estudio se divide en dos grandes bloques: una aproximacion tedrica y una practica
experimental. La aproximacién tedrica se subdivide entre la solucién analitica de las
ecuaciones del problema y una solucién numérica, mediante simulaciones en Matlab, de
la que se pretende demostrar su validez para simular, no sélo el flujo que se estudia
en este trabajo, sino otros mds complejos que sean similares a los de la sangre en las
arterias.

A lo largo del trabajo se muestran multiples figuras que reflejan los resultados obtenidos
mediante los diversos métodos explicados en el mismo. Estos resultados, salvo que se
indique lo contrario, han sido obtenidos utilizando Wo = 5,4830 donde Wo es el llama-
do ntimero de Womersley; un nimero adimensional con una importancia critica en la

7



0.02

a
®

001}

-0.01

Pressure gradienc (P), mm Hglem
Y
S L - o~

Flow (Q). ml./sec

!

E
!

@

-0.02

Figura 1.1: Relacién entre el caudal (Q) y el gradiente de presién (P). Izquierda: Arteria
femoral de un perro. Cortesia de Womersley[1]. Derecha: Utilizados a lo largo del presente
trabajo.

caracterizacién de estos flujos. En particular, este valor es préximo al que caracteriza
a la arteria carétida de un ser humano, por tanto, estaremos trabajando en condicio-
nes que se dan en la naturaleza, lo cual prueba la practicidad de los experimentos. El
motivo para la eleccién de este niimero es que es el que se ha obtenido en el montaje
experimental, su calculo se detalla mas adelante en el proyecto.

En la Figura 1.1 se muestran dos gréaficas que contienen dos curvas cada una. En ambos,
una de las curvas representa el gradiente de presion mientras que la otra representa el
caudal. En cada una de ellas se aprecia el claro desfase del que se habla en pérrafos
anteriores. En la Figura 1.2 se representa el desfase entre las dos curvas conforme se va
aumentando el nimero de Womersley.

Como se puede apreciar, los gradientes de presion reales tienen una forma mas compleja
de la que se estd simulando en este trabajo. Sin embargo, por motivos que se detallan a
lo largo de este proyecto, es conveniente realizar estos cdlculos con gradientes de presién
sencillos para validar nuestros modelos mediante comparacién de resultados (se espera
entonces obtener resultados redundantes a lo largo de las diferentes secciones del tra-
bajo). Al final de todos estos estudios, se podrd pasar a la aplicacién practica de la
simulacién numérica. Aunque no estd detallado en este trabajo, la simulacién de gra-
dientes complejos podra ser realizada mediante una sencilla descomposicién en series de
Fourier del gradiente a estudiar y la ejecucién del cédigo de integracién numérica. Por
tanto, este trabajo aporta una herramienta de simulacién del perfil de velocidades que
aparecera en un conducto vascular de un organismo conocido el gradiente de presiones
que provoca el flujo sanguineo.
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Figura 1.2: Desfase entre P y Q frente a los distinos valores de Wo

La metodologia para la adquisiciéon de datos experimentales consistira en el montaje de
un sistema de toma de datos mediante técnicas PIV que se describird detalladamente
a lo largo de este trabajo. Esta parte tal vez resulte de especial interés académico por
ser la parte méas relacionada con la rama de la electrénica pese a que, como ya se
indicé anteriormente, el problema tiene un caricter fuertemente multidisciplinar.



10



Capitulo 2

Trabajo tedrico realizado

2.1. Planteamiento de las ecuaciones del problema

Se desea estudiar el perfil de velocidades caracteristico que aparecerd en el interior de
una arteria ante un flujo pulsatil periédico inducido por el efecto del bombeo del corazén.
Partiremos de la suposiciéon de que el gradiente de presiones serd conocido y periédico,
por lo que la solucién también lo serd. Como simplificacién, consideraremos la arteria
como un conducto rigido e infinitamente largo. Esto quiere decir que nos centraremos en
los flujos que aparecen en zonas donde las arterias mantienen una seccién mas o menos
constante y que estén alejadas de bifurcaciones.

En la Figura 2.1 puede observarse un dibujo esquematizado del problema a resolver. Por
su simetria, utilizaremos un sistema de coordenadas cilindricas como referencia donde r
sera la coordenada radial y x la coordenada axial, donde el uso de la coordenada azimutal
es prescindible ya que no hallaremos ningin cambio en esa componente (9()/060 = 0).
De aqui en adelante consideraremos el gradiente de presién en x (P, = —9P/0x) como el
unico distinto de cero que ademas puede ser expresado en la forma P, = Af(wt). Ademas,
la suposicién de tubo infinitamente largo aportara la ecuacién (0v/0zx = 0).

P,

Figura 2.1: Dibujo esquematico del problema

11



Por dltimo, estableceremos las condiciones de contorno del problema. En primer lugar,
impondremos la condicién de no deslizamiento en la pared. La segunda condicién viene
dada por la simetria del problema ya que este factor nos permitird imponer de manera
inequivoca que el perfil de velocidades sera simétrico con respecto al eje del cilindro y
derivable en ese punto al tratarse del movimiento de un fluido. Con esto, comenzaremos
a resolver el problema partiendo desde la ecuacién de la continuidad para hallar la
velocidad en la componente r que, por intuicién, esperaremos que sea nula.

LO(rur) | 1Ovs | Ovy
r or r 00 ox

=0 r=R:v,=0 (2.1)

Resolviendo (2.1):
v =0 (2.2)

Como puede verse, la solucién que obtenemos confirma nuestras suposiciones a priori
sobre el problema. A continuacion, podremos pasar a plantear la ecuacién de la cantidad
de movimiento particularizada para la coordenada x.

dvs | s _ 10 (.00 22
P(f;) + BT + B+ ax)_Pl+M[;W(TTI;") o+
0 v\ [r=0:%==0
— =P, — 2.3
P ot L p ror < 87“) r=R:v,=0 (23)

Antes de continuar con la resolucién de las ecuaciones del problema, resulta convieniente
expresarlas de manera adimensional. Las nuevas definiciones de cada variable se muestran
junto a la nueva forma que tendra la ecuacién sin olvidarnos también de adimensionar
correctamente las condiciones de contorno. También descompondremos el término para
las presiones en una amplitud A y una funcién periodica f. Para adimensionar la velo-
cidad utilizaremos un término u,. del que no se propondra, de momento, una expresion
basada en las magnitudes del sistema. Dejar un término libre es una préactica habitual a
la hora de realizar analisis dimensional, la verdadera razon para esto es que, a priori, no
se tiene una idea de qué orden de magnitud ha de ser u. para que u sea de orden unidad
(ya que desconocemos por completo vy).

r Vg
f—ﬁ ;o T=wt u—u—c
3, c 0 (.0 =0: =9
poucs = AL i («58“) S0 (2.4)
T N ER206\"0¢) ¢=1:u=

Gradiente de presién

Term. no estacionario Term. viscoso

Llegados a este punto nos encontramos con una ecuacién donde aparecen 3 términos con
significados fisicos bien diferenciados. El término a la izquierda suele ser denominado

12



como no estacionario. El primer término a la derecha es el gradiente de presién que
impondra el movimiento en el torrente sanguineo. El iltimo término de la derecha es
el considerado viscoso. Resulta de interés realizar una comparacién entre dos términos
para asi poder determinar cudl es el predominante. Ya que el gradiente de presién es el
origen del movimiento, el otro término relevante podra ser el término no estacionario o el
viscoso. Dividiremos (2.4) entre (pu./R?) , donde aparecerd un pardmetro adimensional
que determinara la solucién para cualquier problema de este tipo.

pwucR? du _ AR? 10 (¢du
e O ,uucf+ £ 0E (585)

Este parametro es conocido como nimero de Womersley (Wo2 = # = MTRQ) como
reconocimiento a su aportacién en este problema. Como puede deducirse analizando su
definicion, Wo serd una medida de cémo se adapta el perfil de velocidades a los cambios
en la presion. Entonces, para grandes valores de Wo, el perfil estard dominado por los
términos no estacionarios, observando cémo el perfil entero sigue la evolucién marcada
por la presién apareciendo un perfil de velocidades uniforme. Para valores pequenios de
Wo, la viscosidad serd el factor predominante haciendo que el perfil se asemeje cada vez

mas a uno parabdlico.

Como puede observarse, ha aparecido un término 42 multiplicando a la funcién que

aporta la periodicidad del gradiente de presién (A es tan sélo la amplitud de la onda). En
andlisis dimensional siempre se esperan resultados con érdenes de magnitud cercanos a
la unidad (algo como decenas o fraccién de unidad es valido, pero la aparicién de valores
en torno al millar o la milésima suele ir relacionado con errores). Si volvemos atras unas
lineas, recordamos que dejamos un término de velocidad libre. La forma correcta de
adimensionarlo serd por tanto, u. = ATRQ ya que de esta manera el término relativo a la
presién serd de orden unidad. Finalmente, se obtiene la ecuacién (2.5) que es la que ha
de integrarse de manera analitica o numérica, tarea a la que dedicaremos las siguientes

2 secciones.
Wo2a—“ =f+ 28 (€0u> (2.5)

2.2. Solucién analitica

Para solucionar (2.5 de manera analitica, vamos a desacoplar la velocidad en dos compo-
nentes, una que cargara con la dependencia en posicién @ (§) y otra con la dependencia
en el tiempo ¢ (7). Esta tltima es la que anadird el cardcter periédico de la solucién.
Replanteando el problema a resolver se tiene:

2o0u 10 (. 0u g:o:%g:o
Worgr =100+ ¢ (5%) {gzl:u:o (2:6)



u(&r)=u()g(r) (2.7)

Con estas dos ecuaciones se puede llegar a:
Wotu(€)g'(r) = f(7) + g(7) ¢ (&Y

Ahora, por conveniencia, definiremos:

Entonces:

Wo2iu(€)ie'™ = ie' + ie”%(fﬂ’)’ — Wotu(é) =1+ %(fﬂ’)’

Consiguiendo de esta manera eliminar el tiempo de la ecuacién. Ahora tan sélo queda
despejar u(§) para quedarnos con una ecuacién diferencial ordinaria:

(cu') —Wotu+£=0 (2.8)

La ecuacién (2.8) tiene como solucién:

o= 1 <1+I°((lf+;)w"5>)

Wo? Io((l\;;> Wo)

Retomando la ecuacién (2.7), es facil llegar a que la solucién analitica viene dada por
la ecuacién (2.9) y que se corresponde con la expuesta en el articulo de Womersley

[1].

(L B
u = Re o2 _1+IO((1\\/%)I/I/0> e (2.9)

Donde Iy hace referencia a la funcién de Bessel de primera especie y Re a la parte
real del nimero complejo expresado entre corchetes. La ecuacién (2.9) estd lista para ser
implementada en Matlab y desde alli ver su evoluciéon temporal. Cabe recordar que, pese
a que esta expresién sea la solucion exacta del problema, se ha llegado a ella mediante
la imposicién de la existencia de un tnico arménico en la forma de onda del gradiente
de presion. Esta imposicion reduce la utilidad de la solucién en cuanto a su uso practico.
Sin embargo, constituye una pieza clave en el desarrollo tedrico del trabajo ya que es
la referencia exacta frente a la que podremos estimar los errores que se produzcan a lo
largo de este trabajo. En la Figura 2.2 se muestran los perfiles de velocidad que adquiere
el fluido para 6 instantes de tiempo distintos.
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Figura 2.2: Evolucién temporal de los perfiles de velocidades correspondientes a las

simulacién analitica. La grafica de arriba se adjunta para ilustrar en qué tiempos han
sido representados los perfiles.
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Figura 2.3: Malla para la discretizacion del sistema.

2.3.  Solucién numérica

La integracién numérica de la ecuacién (2.5) ha sido realizada mediante un cédigo de
Matlab. No obstante, previos a la programacién, son necesarios ciertos pasos algebraicos
intermedios que reduzcan la ecuacién en derivadas parciales 2.5 a una ecuacién diferencial
ordinaria. La forma de la que se hizo esto fue mediante aproximacién por diferencias
finitas lo cual requiere una discretizacion del sistema tal y como la que se representa en
la Figura 2.3. Esta malla consiste en n nodos, configurable en el software, uniformemente
repartidos para cada cual se calcula su velocidad; formando en su conjunto, el perfil
de velocidades buscado. En la nomenclatura establecida, el nodo wvirtual i = n + 1
corresponde a la pared (¢ = 1), mientras que el nodo ¢ = 1 corresponde al eje de
simetria del tubo (£ = 0).

2.3.1.  Aproximacién por diferencias finitas

El método de las diferencias finitas consiste, dicho de una forma breve, en aproximar
cada derivada a un cociente de cantidades finitas en lugar de infinitesimales. Esta apro-
ximacién supone una gran reduccién de la complejidad de los problemas aunque, en
contrapartida, se pierde exactitud en la solucién y por tanto se hace necesario una es-
timacién del error cometido. Por este motivo, para que la aproximacion arroje unos
resultados aceptables, se han de realizar una cantidad de operaciones inmensa, labor
que por un lado resultaria tediosa para un ser humano, pero de extrema sencillez para
los ordenadores de hoy en dia.

Para llegar a una aproximacién de la derivada emplearemos el desarrollo de Taylor para
una funcién, f;; en un punto siguiente, f;11 y en un punto anterior, f;_1; siendo h la
separacion entre puntos:

/ " ()
fir=fi+ fh+ Lon?  Lomd 4

! 4 3
fir=fi—Tin+ L —Lond 4

Tomando las expansiones hasta el término de primer orden, se puede encontrar una
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expresioén para la primera derivada de la funcion:
fia—fi 2
fi= o +0 (h )

Para la aproximaciéon de la segunda derivada podemos expandir hasta los términos de
tercer orden llegando a la expresion:
n_ fivi—2fitfi_y 4
fi - h2 . + O(h )
Estas dos expresiones tienen comun el uso de informacién del punto inmediatamente
anterior e inmediatamente siguiente. En un caso especial de nuestro problema que se
estudiard mas adelante, se hara necesaria una aproximacién para la primera derivada
que no haga uso del punto anterior. Siguiendo el mismo procedimiento (desarrollo de
Taylor y un poco de algebra para despejar la incégnita) se consigue la expresion:
1 =3fitdfiv1—fivo 2
fi= oh +0 (h?)

2

En nuestro problema, estamos interesados en aproximar aquellos términos que deriven
con respecto a la coordenada espacial €. Entonces, paticularizando las 2 expresiones
anteriores obtenemos (2.10) y (2.11):

ou| U1 — Ui 2
Pul w1 uio — 2u 4
e . = TGE + 0 [(A9)?] (2.11)

De esta manera, la ecuacién (2.5) para un punto i de la malla puede ser reducida a la
expresion (2.12):

Wo? %UZ = f+ Ajui—1 + Biu; + Ciuiq (2.12)
T
R 1 _ 1 =2 R 1 1
Ai=Ger — e Bi=@er Ci= @er T aaes

Entonces, el cambio en la velocidad de cada punto dependerd linealmente de su velocidad
y la de sus vecinos pero el problema ha quedado reducido a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. En la siguiente seccién se hablard de céomo se ha solucionado
este sistema.

2.3.2.  Implementacién del cédigo

A primera vista, la ecuacién (2.12) parece preparada para ser directamente transcrita
a Matlab para su integracién. Desafortunadamente, existen 2 nodos problemédticos que
hay que tener en cuenta antes de proceder.

El nodo i = 1 haria uso, segin (2.12) de la velocidad del nodo anterior a el. Obviamente,
por la definicién de la malla que se di6 representada en la Figura 2.3, no existe ningin
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nodo 0 del que se pueda usar su velocidad. La solucién, como ya se adelantd en la seccién
anterior, pasa por el uso de la expresion descentrada en diferencias finitas. Esto es:

u = —3ui+4uip1—uit2
2(A¢)

Si ahora tomamos la condicién de contorno v} = 0, se llega a:

L

4 1
Uy = —U2 — =U 2.13
1= guz ~ U3 (2.13)
El segundo nodo que en un principio plantearia problemas es i = 2 ya que hace uso de
la velocidad en el nodo 7 = 1. Afortunadamente, este problema ya ha quedado resuelto
en el punto anterior con lo que, llegados a este punto, tenemos un sistema cerrado que
puede ser resuelto mediante ordenador.

Existen diversas formas de pasar este sistema a cédigo de ordenador de las que depen-
derd el tiempo de cémputo de la solucién. La solucién més rapida que se encontré fue
mediante una programacién vectorial del sistema, es decir, que calcula todos los coeficien-
tes (A, By C) en una sola linea de c6digo. Sin embargo, se observé que implementando
una solucién que construyese una matriz tri-diagonal como (2.14), era tan sélo un poco
més lenta que la version vectorial pero ofrece a cambio una gran flexibilidad en el sentido
de imponer futuras condiciones en los perfiles de velocidades. Estas condiciones podrian
ser relativas, por ejemplo, al modelado de la cercania a una bifurcacion de las arterias o
de un cambio brusco de la seccién de la misma.

By+3A; Cy—34; 0 0 0 Uy
A3 Bg C3 0 0 us
O 0 A4 By 04 0 Uq
W02£ = f+ : : . . . 0 : (2.14)
0 0 0 A1 Bpo1 Cha Un—1
0 0 0 0 A, B, Un

En la Figura 2.4 superponen los perfiles analitico y numérico para demostrar que no
existen diferencias significativas entre ambas.
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Figura 2.4: Evolucién temporal de los perfiles de velocidades correspondientes a las simu-

laciones numérica y analitica. La gréafica de arriba se adjunta para ilustrar en qué tiempos
han sido representados los perfiles. Nota: En esta figura y en todas las demas de aqui en
adelante, para una mejor lectura de las graficas se han representado tan sélo algunos de
los puntos de la solucién numérica ya que, de representarlos todos, se superpondrian los
cuadrados sin dejar ver la solucién analitica.
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Capitulo 3

Montaje del experimento

Una vez hemos planteado y mencionado como se resuelve el problema de una manera
tedrica, es el momento de proceder a realizar un montaje experimental para corrobo-
rar la validez del trabajo previo. Esta comprobaciéon nos servird como garantia para el
posterior simulado tedrico de otros flujos sin tener que reproducirlos en el laboratorio
donde, en algunas ocasiones, no podria ser recreado por limitaciones en el equipamien-
to. Hablaremos ahora del experimento en particular que ha sido llevado a cabo en el
laboratorio.

En primer lugar, hubo que hacer una serie de toma de decisiones ya que fue necesaria la
adquisicién de nuevo material. Ademas, contdbamos con equipamiento ya existente en
el laboratorio por lo que hubimos de tener en cuenta las caracteristicas de este tltimo
para la eleccién del que seria nuevo. En todo momento, el objetivo fue el de dimensionar
el experimento para conseguir un nimero de Womersley cuyo valor sea caracteristico de
alguna arteria o vena del cuerpo (ver Tabla 3.1).

Conducto sanguineo Wo
Aorta Ascendente 13.2
Aorta Descendente 11.5
Aorta Abdominal 8
Arteria Femoral 3.5
Arteria Carétida 4.4
Arteriolas 0.04
Capilares 0.005
Venulas 0.035
Vena Cava Inferior 8.8

Arteria Pulmonar Principal 15

Tabla 3.1: Valores tipicos de Womersley para diferentes conductos sanguineos. Cortesia
de Biomechanics: Circulation, Fung [2]
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Una vez se vio el rango de valores que se queria alcanzar, fue el momento de recopilar
datos de interés para asi poder fijar un valor en concreto. Estos datos relevantes venian
dados por el equipamiento ya existente en el laboratorio y que, por tanto, ya estaban fija-
dos. Entre ese equipamiento entraba la bomba pulsétil y el sistema de toma de medidas
al cual dedicaremos la siguiente seccién.

Sobre la bomba pulsétil, hubo que centrarse en el caudal maximo de pico que es capaz
de dar ya que es el factor limitante del caudal que se podré reproducir en el laboratorio.
En los experimentos, se usé la bomba CompuFlow 1000 de Shelley Medical Imaging
Technologies, especialmente disefiada para la reproduccién de flujos sanguineos en ex-
perimentos. Su caudal maximo es de 35mL/s aunque a esos valores el motor patina,
por tanto se eligieron valores menores a ese maximo. Ademads, como razén anadida para
trabajar a caudales menores, veremos cémo un caudal lento beneficiara a la bondad de
nuestro sistema de toma de imagenes. Esta bomba estd preparada para simular flujos
complejos como los que realmente aparecen en nuestras arterias, sin embargo, se pro-
gramé un flujo sinusoidal ya que el objetivo del experimento es verificar la validez de los
modelos tedricos, de entre los cuales el analitico fue obtenido bajo la hipdtesis de que el
flujo seguiria un perfil sinusoidal. En cuanto al modelo numérico, se podria reproducir
con €l un flujo mas complejo aunque para ello seria necesario la descomposicién en series
de Fourier del mismo.

En lo relativo al tubo, se eligié uno de vidrio con didmetro interior de 8mm (similar al de
la arteria cardtida) por donde circulard el fluido que imita a la sangre. Este tubo cumple
con la hipétesis de rigidez del conducto que fue supuesta para los calculos tedricos.
Adems4s, la hipdtesis de conducto infinitamente largo también se satisface ya que su
longitud es de 30cm, suficientemente grande como para que exista una regién donde esta
ultima hipdtesis se cumple. No obstante, existen métodos para calcular la longitud que
deberia tener el tubo para satisfacer esta condicién, sin embargo, no se han realizado
estos calculos ya que se alejaban del propdsito del trabajo.

Para finalizar con los elementos que componen el modelo a analizar, haremos mencién
del fluido con el que se ha trabajado. La intencién de este fluido es la de simular las
caracteristicas propias de la sangre cuando circula por el organismo, es decir, cuando ésta
se encuentra a una temperatura aproximada de 37°C. Siguiendo las propias indicaciones
que encontramos en la documentacién de la bomba, una simple mezcla de 40-60 % en
volumen de glicerina y agua basté para conseguir un fluido con densidad y viscosidad
similar a la sangre. Para comprobar la viscosidad del mismo se utilizé un viscosimetro
de Ostwald, como resultado de las medidas se obtuvo v = 3,344 x 10~%m?/s. Ver datos
experimentales en la siguiente seccién.

A fin de verificar la correcta eleccién de los elementos del experimento, se hizo un célculo
del nimero de Womersley que gobierna el experimento. Ademas, es de vital importancia
conocer este numero ya que lo usaremos como variable de entrada para los modelos
tedricos (numérico y analitico) para poder realizar la comparacién final entre los modelos
tedricos y los resultados experimentales.
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Figura 3.1: Viscosimetro de Ostwald. Disponible en: http://www.effe-ci.com/inglese/
eprod4.htm

Los datos necesarios para el calculo del niimero de Womersley del experimento que hemos
llevado a cabo son:

f=1Hz »w=2rrad/s; v=3344%x10"%m?/s; R=4mm

Wo? =« _ Wo = 54830

3.1. Medida de la viscosidad con un viscosimetro de Ostwald

El viscosimetro de Ostwald (ver Figura 3.1) sirve, como su propio nombre indica, pa-
ra calcular la viscosidad de un fluido. En nuestro experimento resulta importante el
conocimiento de este parametro del BMF (del inglés Blood Mimicking Fluid) ya que
aparece en la definicién del namero de Womersley y, por tanto, afecta significativamente
al comportamiento del sistema. Este tipo de utensilios de medida requiere de una previa
calibracién que consiste en el cdlculo de una constante de proporcionalidad que relaciona
el coeficiente de viscosidad cinematico v con el tiempo que tarda en vaciarse uno de los

bulbos.
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3.1.1. Calibracién del viscosimetro de Ostwald

Datos:

pr,0 =1 g/mL  vy,0(@21,5°C) = 0,979 x 1076 m?/s

Medida Tiempo (s)
1 15.69
2 15.96
3 15.90
4 15.87
) 15.81
6
7
t

15.94
15.88
15.86+0.09

Tabla 3.2: Medida de tiempos para el agua.

Con estos datos se puede calcular la constante de calibracion del viscosimetro, c:
v=ct—c=Y—c=617x10"% m?/s?

3.1.2. Calculo del cociente de viscosidad cinematico (y dindmico) del BMF

Datos:
p=107g/mL c=6,17x10"8 m?/s?

Medida  Tiempo (s)
1 53.97
2 54.00
3 54.22
4 54.06
) 54.37
6
7
t

54.31
54.34
04.18 £0.17

Tabla 3.3: Medida de tiempos para el BMF.

Con estos datos se puede calcular el coeficiente de viscosidad del BMF:

v=ct—v=23344 x 107 m?/s;u = pv — pu = 3,57 kg/m s
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Capitulo 4

Montaje del sistema de toma de
medidas

4.1. Introduccién a las técnicas de velocimetria basadas en particu-
las

La mayoria de fluidos que nos rodean son transparentes. Esto implica que su movimiento
no puede ser apreciado a simple vista y que por tanto necesitaremos un marcador que
haga visible su movimiento. Con este objetivo, existe una amplia familia de técnicas que
se basan en la presencia de particulas en el fluido, que no sélo siguen fielmente su flujo,
sino que ademas existen en una cantidad suficiente que satisfacen ambas resoluciones,
espacial y temporal, deseadas. Mediante sistemas digitales de imagen y un posterior pro-
cesado por software se puede estimar la velocidad de cada particula de forma instantanea
obteniendo un campo de velocidades. Dentro de esta familia se incluye la técnica PIV
(particle image velocimetry) que serd la empleada en nuestro experimento y explicare-
mos mas adelante. A continuaciéon haremos un breve repaso a los factores criticos de
cualquiera de estas técnicas de seguimiento de particulas.

En primer lugar, las particulas deberan tener buenas propiedades para la dispersién de
la luz ya que de esa manera aumentaremos la calidad de la senal, que consistird en la
incidencia de un plano laser que corte al fluido en la direccién en la que se produce el
movimiento de interés. Un mayor tamaio de particula facilita su seguimiento y también
consigue unas mejores propiedades de dispersién por lo que serd necesario encontrar
un problema de optimizacién a la hora de escoger el tipo de particulas que se usaran.
Planteando dicho problema, se puede llegar a demostrar que el tamano adecuado para
las particulas en liquidos estard en el rango de didmetros (5um < dp < 100um) [3].

Para la elecciéon del material de la particula habra que tener en cuenta ciertas conside-
raciones como el peligro o toxicidad de las mismas ante una posible inhalaciéon por parte
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del usuario. También serd de interés que las particulas no danen al resto de equipos
experimentales, asi como la posibilidad de que las particulas se evaporen transcurrido
un intervalo de tiempo para asi evitar la acumulacién de particulas en la instalacién o
en sus interfaces épticas.

La dispersion de la luz ocurre en el llamado régimen de Mie, que se produce cuando
el didmetro de la particula (dp) es mayor que el de la longitud de onda de la luz que
la iluminard (\). En este régimen la luz se dispersa principalmente en la direccién que
llevaba, una fraccién significativa es reflejada en direccién opuesta y tan sélo una pequena
parte de la misma se dispersa en perpendicular (a 90° con respecto a la direccién con
la que incidi6). En la Figura 4.1 se muestra un patrén tipico del pardmetro Mie que
estd relacionado con la amplitud de la dispersion.

1Sl
1074

10723
10713

100_

Figura 4.1: Diagrama de dispersion para un parametro de Mie igual a 10. Linea continua:
polarizacién perpendicular. Linea discontinua: polarizacion paralela. Extraido de Tropea
et al. [3].

Una vez escogido el tipo de particulas que se usaran en el experimento tan solo queda
determinar qué cantidad de ellas usaremos. Esta tltima decisién es generalmente la mas
dificil de todas en experimentos PIV ya que una correcta concentracién de particulas
incrementara enormemente el éxito del mismo. Por esto el proceso general en experi-
mentos donde el fluido estd en un circuito cerrado y que por tanto las particulas no
escaparan, es el de la adicién paulatina de particulas hasta que el investigador considere
que se ha alcanzado la resolucién adecuada. La ausencia de datos técnicos que puedan
orientar sobre qué cantidad serd la adecuada hace que esta parte resulte complicada y
que la experiencia del investigador resulte clave.

4.2. Velocimetria por imagenes de particulas (PIV)

Como ya mencionamos en el apartado anterior, las técnicas PIV tienen como objetivo
el hacer visible el movimiento de fluidos que, a priori, no puede ser averiguado debido
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a que son transparentes. Esto motivé el uso de particulas que cumplen una serie de
caracteristicas ya discutidas. En esta seccién procederemos al detallado de las partes en
las que consta un sistema PIV asi como los principios en los que se basa para la obtencién

de resultados.

Light Source
CCD Camera
Seeded Flow
T .
x| T — Interrogation
area
¢ T Flow Vector

Figura  4.2: Vista general de un  sistema  PIV.  Disponible en:
http://www.ajnr.org/content/24/4/604/F2.expansion.html

El esquema de la Figura 4.2 describe cualitativamente el principio de funcionamiento de
cualquier sistema PIV. Estos sistemas se basan en la medida de los desplazamientos de
las particulas en suspension en el fluido que se producen durante un corto y determinado
periodo de tiempo. Como se puede observar, las particulas son iluminadas por una po-
tente fuente de luz pulsada, lo que generalmente se consigue mediante el empleo de dos
laseres que funcionan alternativamente. Ademds existe otra aproximacién para obtener
el mismo efecto pulsado de las imagenes y que es la que se empled en el experimento. Esta
segunda posibilidad consiste en el uso de un laser continuo cuya luz dispersada serd cap-
tada mediante una camara de alta velocidad. El resultado final de ambas soluciones es el
mismo, una serie de fotogramas en los que aparece un determinado ntimero de particulas
cuya posicién cambia de una a otra (ver Figura 4.3). Para la correcta toma de imégenes,
serd necesario entonces una buena iluminacion de la regién de estudio.

El primer criterio que ha de satisfacer esta iluminacién estd relacionado con la duracién
de los pulsos (en el caso de usar los dos ldseres pulsados) o el tiempo de exposicién del
equipo de adquisiciéon de imagenes. Consideraremos vélido aquellos tiempos durante los
cuales se produzcan desplazamientos significativamente mas pequenos que el tamano de
la particula. 9t <« SAT/[. En una primera aproximacién, haremos una inspeccién cualitativa
para su corroboracién. La forma de hacer esto resulta simple en ejecucion pero efectiva

en la practica y consiste en un simple vistazo a la forma que tienen las particulas en
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Figura 4.3: Imégenes tomadas por la caAmara para tiempos distintos. Los puntos blancos
son las particulas presentes en el fluido al ser iluminadas por el ldser. Nota: Las lineas
rectas corresponden a reflejos del tubo.

cada imagen. La Figura 4.4 muestra una regién ampliada de la imagen en la parte
izquierda de la Figura 4.3 en la cual las formas de las particulas que aparezcan han de
ser redondas. Lo que se esta buscando con este criterio es, hablando de manera coloquial,
que la imagen no salga movida (que equivaldria a una forma ovalada de las particulas
en la imagen).

Figura 4.4: Regién ampliada de la Figura 4.3 que muestra la forma redonda de la imagen
de cada particula, significando por tanto que la toma de imagenes esté siendo realizada
con un correcto tiempo de exposicién

Por otro lado, el haz de luz que iluminard las particulas serd un plano de muy poco
espesor de manera que, mediante el correcto enfoque de la camara, captaremos el movi-
miento en 2D despreciando aquella componente que vaya en direccién perpendicular al
plano (paralelo a la cdmara, por tanto). Aunque existen métodos para medir el campo
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de velocidades en 3D mediante el uso de visién estereoscépica (con dos cdmaras), po-
demos reducir nuestro estudio a un problema en 2D ya que, como se vio en la seccién
tedrica del trabajo, tan sélo hay dos direcciones relevantes en el movimiento, la radial y
la longitudinal.

Por 1ltimo, tendremos que asegurar que la intensidad de la senal es suficientemente
grande como para que la luz dispersada por las particulas pueda ser captada por la
camara. Volviendo a la figura 4.1, podemos asegurar que tan solo una pequeiia fraccion
de la energia que emite el laser serd reflejada hacia la camara.

Por este motivo, el dispositivo de iluminacién tipico para PIV es el laser de estado sélido
de doble pulso Nd:YAG el cual tiene una potencia suficiente para que las particulas
puedan ser captadas por la caAmara. La parte negativa de estos laseres es que cuentan
con una frecuencia de repeticién de entre 10 y 50 Hz con lo que solo seran apropiados
para sistemas con flujos lentos (v < 0,2m/s). En la actualidad, los ldseres Nd:YLF son
capaces de trabajar con frecuencias de entre 1 y 5 kHz aunque en contrapartida, la
duracion de los pulsos es mayor.

Sin embargo, en nuestro experimento no optaremos por utilizar laseres pulsados sino
que emplearemos una camara CCD de alta velocidad capaz de grabar a 500 fps con un
tiempo de exposiciéon 0t = 1997us. Pese a que el tiempo de exposicién es elevado, tal y
como se mostré previamente con la Figura 4.4, los resultados son aceptables.

A la luz de estos resultados, el experimento cumple con las condiciones antes descritas lo
b

que permite garantizar su validez. No obstante, estas condiciones no contemplan ningtin

parametro de diseno del montaje los cuales se proceden a discutir a continuacion.

4.3. Diseno del montaje

Dedicaremos esta seccién a la discusiéon de los pardmetros de diseno del montaje del
experimento. Estos ajustes no estan relacionados con la validez de los resultados sino
con la forma practica de la que se obtendran. Nuestra preocupacién ahora irda destinada
entonces a la correcta colocacién de los distintos elementos de los que se compone el
sistema PIV.

Comenzando con el laser, el haz de seccién circular que este emite ha de ser manipulado
Opticamente para conseguir un plano suficientemente fino como para que pueda asumirse
que la regién iluminada es de 2D. Aunque existen diversas configuraciones basadas en
lentes cilindricas y esféricas, nos centraremos en aquella mostrada esquematicamente en
la Figura 4.5 por ser la utilizada en nuestro experimento. En ella se representan una
lente plano-concava de distancia focal fi = 10mm que servira para abrir el haz laser de
didmetro d = 0,74mm y longitud de onda A = 530nm en la direccién horizontal con un
angulo 26p. Después, una lente esférica de distancia focal variable 200 < fo < 500 mm
que estd separada una distancia [ de la primera, hard converger los rayos laser con
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un angulo 6,, de manera que obtengamos un espesor en el plano vertical que varia
con la distancia hasta su grosor minimo,w (del inglés waist). Este espesor minimo lo
encontraremos situado a la distancia fo de la segunda lente a lo largo de una region
caracterizada por la longitud de Rayleigh Ra. Adem4s, esta segunda lente, dependiendo
de su ubicacién, hard diverger (o converger) los rayos en el plano horizontal con un
angulo 0y;,, de manera que se obtendra un plano de ancho H que dependera linealmente
de la distancia a la lente a la que realicen las medidas. Esta distancia, sera igual a fo
con el fin de medir en la regién de minimo espesor del plano.

Las ecuaciones que caracterizan este sistema [5], teniendo en cuenta que tan (6) ~ 6 si
0 < 1son:

~ _d d(f2—1) d

Op ~ 55 buiv = Srp tuw g

22 _dl _ dfs

w = 5, D=4 H="
Ra = 3—;"

Notese que en el caso I = fa, 04, = 0 y por lo tanto se obtiene un plano laser de ancho
uniforme.

El efecto de 64;, no serd significativo en nuestro experimento por ser el didmetro del
tubo pequenio y estar ubicado a una distancia corta de la segunda lente. Sin embargo, en
experimentos en los que el elemanto a iluminar este lejos o sean de mayor tamano, esta
divergencia debera ser tratada con cuidado a fin de obtener una regién de iluminacién
cuya seccién no sea demasiado grande (porque se perderia potencia luminica) y cuya
geometria sea aproximadamente rectangular; lo que implica que 4;, ~ 0

Desafortunadamente, la segunda lente consiste en un sistema cerrado de dos lentes del
que no disponemos informacién necesaria para averiguar con qué distancia focal estamos
trabajando y tampoco cual es la distancia equivalente entre lente-sistema [, por lo que
sblo podremos dar una estimacion de los valores de fs y [. Estos 2 valores fueron ajus-
tados manualmente en el laboratorio hasta conseguir el espesor que, a nuestra vista, era
minimo. Este espesor aparece a la distancia focal, la cual estimamos en fo ~ 400 mm.
Para la distancia entre lentes, utilizamos el tamano del dispositivo (lente cilindica +
lentes esféricas) | &~ 30mm. Con estos datos se obtiene:

0p =~ 37 mrad
Opw =~ 34 mrad
0y =~ 1,8 mrad
w o~ 183 um
D = 30mm
H = 27mm
Ra =~ 198 mm

30



Figura 4.5: Esquema del sistema 6ptico realizado para la obtencién del plano laser

Para dar por finalizado la parte relativa al equipamiento de PIV y antes de dar paso
al procesado digital de las imagenes, mencionaremos la posible existencia de aberra-
ciones en las imagenes. Entre las posibles aberraciones que podemos encontrar, la que
mayor distorsién puede causar y por tanto la que mas nos preocupard corregir, es el
astigmatismo; producido por el salto de indice refractivo entre los medios por los que se
propagara la luz en nuestro experimento (aire, vidrio y BMF) ademés de la distorsién
generada por la superficie curva de la tuberia. La medida recomendada para estos casos
y que hemos tomado en nuestro experimento consiste en la inmersion del tubo en una
caja prismatica transparente llena de agua, cuyo indice de refraccion es parecido al del
BMF que circula por el interior de la tuberia.

4.4, Procesado digital de las imagenes

Una vez tomadas las imagenes, éstas son procesadas digitalmente por un ordenador.
En la actualidad existe una amplia variedad de rutinas dedicadas al andlisis de iméage-
nes PIV que pueden ser ejecutados por un ordenador de sobremesa comtn, sin grandes
especificaciones técnicas. Los andlisis que estos programas realizan suelen estar basa-
dos en la correlacién espacial de una imagen con la anterior la cual requiere que las
imagenes sean estadisticamente homogéneas. Esto se traduce de manera practica en 3
condiciones:

1. Las particulas han de estar distribuidas de manera uniforme.

2. La iluminacién de la imagen ha de ser uniforme.
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3. La iluminacion del fondo ha de ser uniforme.

La primera de estas condiciones se consigue mediante la adicién de la cantidad adecuada
de particulas y su correcta disolucion en el fluido. Por otro lado, consideraremos que
la intensidad del plano ldser no decae mientras se atraviesa el tubo por tratarse de un
recorrido de tan solo 8mm. Por tltimo, hemos conseguido una imagen de fondo uniforme
utilizando una cartulina de color negro en el fondo del contenedor donde ird inmerso en
agua el tubo de vidrio.

Como ya se menciond antes, el analisis realizado por el ordenador para medir los despla-
zamientos recorridos por las particulas se basa en la correlacion cruzada de dos imagenes.
El resultado de esta operacién es el emparejamiento mas probable de las particulas en
dos imagenes distintas. Lo cual quiere decir que el desplazamiento sera el vector trazado
desde el origen de coordenadas hasta el punto donde la correlaciéon se haga maxima.
Alrededor de este pico se extiende una zona de perfil parabdlico o exponencial mediante
la cual puede hacerse una estimacién subpixel. Esto quiere decir que podremos afinar
los resultados con una resolucién inferior a la unidad ya que, dado que una particula no
cae exclusivamente en un pixel, esta “ilumina” parcialmente los pixeles de su alrededor.
Por tanto, si por ejemplo se observa que el nivel de gris es superior a la derecha que a
la izquierda del pico, se puede deducir que la particula estaba ligeramente desplazada
hacia la derecha. De una manera cuantitativa y basandose en la relacién entre los niveles
de gris encontrados alrededor del pico, es posible dar un valor que indique hacia dénde
estaba desplazada la particula y como de desplazada estaba hacia el siguiente pixel (si
estaba en su mayoria en el pixel central o si por el contrario ya estaba a medio camino
entre el central y un vecino). Ademdas de las estimaciones subpixel, los sistemas PIV
permiten un amplio abanico de posibilidades en cuanto a filtrados espaciales y formas
complejas de calcular la correlacién, dirigido hacia la eliminacién de ruido basandose
en trabajo estadistico. En la actualidad, existe toda una familia de algoritmos para la
estimacién de estos desplazamientos, cada una con sus ventajas e inconvenientes. En
este trabajo no se realizarda un repaso de todos estos algoritmos ya que se aleja de los
objetivos propuestos. Sin embargo, cabe destacar una serie de reglas de diseno que tienen
en comun (salvo casos en los que, por la manera en la que se diseni6 el algoritmo, evitan
la restriccién impuesta por alguna de las normas).

Estos algorimos trabajan sobre las llamadas ventanas de interrogacion, es decir regiones
de la imagen con las cual se opera para hacer el cdlculo del desplazamiento. Dicho de
otra manera, una misma imagen se subdivide en trozos mas pequenos, las ventanas de
interrogacioén, los cuales se correlacionan con su correspondiente pareja en la otra imagen.
De esta manera, con una misma pareja de imagenes se realizan multiples correlaciones
por tanto se consigue un campo denso de desplazamientos, es decir, un campo con una
distribucién uniforme y abundante de ”flechas” (desplazamientos) las cuales son producto
de la correlacién entre dos ventanas de interrogacion de una imagen y su posterior.
Entonces, para dos imagenes distintas el programa ha de iterar varias veces su rutina
de correlacion hasta recorrer todas las ventanas de interrogacion de las mismas. Como
medida adicional, los algoritmos permiten la superposiciéon de ventanas de interrogacién
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con lo cual se consigue una mayor densidad en el campo de desplazamientos, de una
forma mucho maés exacta de lo que podrian dar otros métodos como por ejemplo la
interpolacién. No obstante hay un punto en el que, aunque se superpongan maés las
ventanas, el método pierde su eficacia. Esto significa que practicamente todos los pixeles
de una venta y otra son los mismos por lo que la informacién que puede ser extraida (los
desplazamientos) de la nueva ventana va a ser igual a la de la anterior. El punto a partir
del cual se estima que la superposicién deja de ser relevante y empieza a dar resultados
redundantes es el 50 % segun la estimacion de Willert y Gharib[4].

Ademsds, todas las ventanas de interrogacién ha de satisfacer estas 3 condiciones para
que sean validas [3] y [4]:

1. La zona de interrogacién ha de contener al menos 10 pares de particulas.

2. El desplazamiento de estas particulas ha de ser menor que un tercio del tamano
de la ventana de interrogacion.

3. Las variaciones locales de los desplazamientos han de ser menores que el didmetro
de las particulas. Es decir, dentro de una misma ventana, los desplazamientos
han de ser (aproximadamente) uniformes; que no existan grandes cambios entre el
desplazamiento que tuvo una particula y su vecina.

En la Figura 4.6 se muestran representados de manera tridimensional y vista superior,
los valores que toma la correlaciéon de dos pares de ventanas de interrogacién distintos.
En las graficas se aprecian los resultados tipicos de este tipo de operacién donde aparece
un claro pico cerca del centro y algo de ruido de fondo por el resto de la imagen. Merece
la pena recordar que la distancia al centro es el desplazamiento de las particulas de esa
ventana por lo que no se espera que este pico aparezca alejado del centro que, de hacerlo,
seria considerado error y se procederia a su descarte y posterior interpolacién.

A continuacién, en la Figura 4.7 se presenta de manera esquematizada el funcionamiento
de un algoritmo general para el cdlculo de desplazamientos. Para nuestro trabajo en
particular se ha empleado el programa de cédigo abierto PIVlab. La razon por la que se
trabaja en el dominio de la frecuencia y no del espacio es el esfuerzo computacional que
se requiere. Mientras que en el dominio del espacio realizar la convoluciéon de dos senales
requiere de muchos recursos (calculos de integrales), en el dominio de la frecuencia esta
se transforma en sumas y multiplicaciones. Esta propiedad de la convoluciéon puede ser
explotada por los ordenadores gracias a la transformada (y antitransformada) répida de
Fourier, referidas normalmente como FFT y FFT~!. Los pasos que sigue un algoritmo
son:

1. Seleccién de la region de interrogacion en ambas imagenes. Recordando, estas son
con las que se trabajara y se hara la correlacion.

2. Paso al dominio de la frecuencia mediante la transformada rapida de Fourier:

N
X (k)= Zm(j)wj(\],fl)(kfl) donde wy = e k¥
j=1
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10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

Figura 4.6: Correlacion de dos pares de ventanas de interrogacion distintos. Arriba: Vista
3D de los valores de la correlacién. Abajo: Vista superior de cada grafica. Relacién senal
a ruido (valor de pico/media) de cada correlacién: 49.0 (izquierda), 44.9 (derecha)
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3. Correlacién cruzada de ambas ventanas de interrogacién. Gracias a que estamos
en el dominio de la frecuencia esta operacién se simplifica resultando:
/
' (u,v) = F(u,v) * G(u,v)

4. Paso al dominio del espacio mediante la antitransformada rapida de Fourier:

N
z(j) = Z X(k:)w;,(ﬁl)(kfl) donde wy = e ™%
k=1

5. Finalmente, se busca el pico en el mapa de correlaciones resultante y se calcu-
la el desplazamiento. En esta etapa es donde se podrian aplicar métodos para
una resolucién subpixel y de validacién de resultados deshechando valores que, es-
tadisticamente, sean descartables como ruido. En el caso de descartar algin dato,
se procederia a una etapa de interpolado para reemplazarlo.

Seleccion de region Paso al dominio
de interrogacion  de la frecuencia

Imagen 1

(to) 0 | fm,n) F(u,v) Correlacion Vuelta al dominio Deteccion de pico

R > FFT > cruzada del espacio en la correlacion
! '(m,n
O (Uv) = <D(u,vg FFT'1(p( ; ;) /

Imagen 2 F(u,v)*G(u,v)

totAt

(to+At) O g(m,n); FFT G(u,v) .

Figura 4.7: Diagrama de bloques de un algoritmo PIV.

4.5. Post-procesado de los resultados

Debido a problemas de ruido, los resultados que se obtienen desde PIV distan de ser
ideales. Por ello, se hace necesario un tratamiento a posteriori de los mismos antes
de considerarlos como resultados finales, aptos para la extraccién de conclusiones y
comparacién con los tedricos. Se han tomado dos medidas para el suavizado del impacto
del ruido en los resultados.

La primera de ellas ha consistido en el promediado de los resultados haciendo uso de
la disponibilidad de obtener varios perfiles de velocidades con la comparacién de dos
imégenes. Esto quiere decir que en un mismo par de imagenes PIVlab no nos da un
tnico perfil sino todos los que encuentra a lo largo del tubo (ver Figura 4.8). Gracias
a esto, podemos elegir la seccién de tubo que, a simple vista, nos parezca tener menos
ruido o artefactos y hacer un promedio de los perfiles de velocidades calculados en esa
region.

La segunda medida sigue con el razonamiento de la primera sélo que ahora el promediado
no serd realizado dentro del campo de desplazamientos entre un par de imagenes. En
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Figura 4.8: Arriba: Dibujo descriptivo de los resultados de un algoritmo PIV. Abajo:
Imagen durante la ejecucién de PIVlab.
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este caso, realizard lo que se conoce por phase averaging que consiste en un “promediado
de los promedios”que se encuentren en la misma fase. Esto se basa en el hecho de
que los resultados han de repetirse cada cierto periodo T, que ademés es conocido por
corresponderse con la frecuencia con la que bombeamos el fluido (f = 1Hz). Con este
dato y conociendo el nimero de campos de desplazamientos que corresponden con un
mismo ciclo (250), se puede realizar entonces de manera sencilla el promediado de dichos
desplazamientos obteniendo tras la ejecucién un solo ciclo. En la Figura 4.9 se muestran
los resultados para dos tiempos determinados antes y después del post-procesado. Como
puede observarse, el promediado de los perfiles da un resultado aproximado de lo que
estd ocurriendo, sin embargo, hay irregularidades que persisten en el promediado. Los
resultados conseguidos por phase averaging no distan mucho de los obtenidos tan sélo
con la media de los perfiles en un mismo tiempo. Esto se debe a que, por limitaciones
de la memoria de la cdmara, sélo se tomaron imagenes para tres ciclos completos. No
obstante se decidié implementar esta medida para el suavizado del ruido para el caso de
que se consiguiesen datos para un mayor nimero de ciclos.
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Figura 4.9: Efecto de suavizado de ruido. Arriba: Representacién de todos los perfiles
obtenidos por PIVlab para los frames 60 y 160. Medio: Promediado de los perfiles para
los frames 60 y 160. Abajo: Promediado en fase de los perfiles que aparecen en los frames
con la misma fase que 60 y 160, respectivamente. Estos seran: 60, 310 y 560 para el grafico
de la izquierda y 160, 410 y 660 para el grafico de la derecha.
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Capitulo 5

Resultados

En esta seccién se hard un repaso de los resultados que se han obtenido del laboratorio
y se compararan con aquellos de las simulaciones en Matlab. Como ya se ha discutido
en secciones anteriores, se espera que los resultados experimentales corroboren los que
ya se calcularon de manera numérica y analitica. Para realizar la comparacién, se re-
dimensionaran los resultados ya que se daban como adimensionales en las soluciones
tedricas y en unidades propias de imégenes (pixeles, fps, etc.), los resultados obtenidos
utilizando PIVlab.

5.1. Dimensionado de los resultados tedricos

Para dimensionar los valores tedricos es necesario recordar las identidades que se usaron
para la adimensionalizacién. Estas eran:

AR?

521 ;o T=wt u="2 P U= ——
R

Ue I

En particular, estamos interesados en redimensionar las variables referentes a la posicién
y a la velocidad. Es facil deducir que en el caso de querer hablar de posiciones, simple-
mente multiplicaremos & por el radio R del tubo (4mm en nuestro experimento). Sin
embargo, este procedimiento no resulta inmediato para la velocidad v, ya que descono-
cemos la amplitud del gradiente de presion A, necesario para el cdlculo de ..

Este valor de A puede ser calculado de manera exacta mediante la resolucién de la
ecuacién del caudal 5.1 ya que éste es un dato conocido por ser impuesto por la bomba

(ImL/s).

B AR? orAR? R 2rAR* [1

Q:27T/ r wdr = il /rudr: il /ﬁudg (5.1)
0 2 H 0 H 0
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Figura 5.1: Izquierda: Representacién grafica de la recta obtenida al enfrentar el caudal
Q@ y la amplitud del gradiente de presiéon A. Derecha: Evolucién temporal del caudal
obtenido para A = 172,53 N/m3

La integracién analitica de esta expresién puede resultar tediosa e incluso imposible
de realizar en los casos reales donde no se conoce la expresién que sigue u. Por este
motivo, se ha realizado una integracién numérica mediante el método de los trapecios
del problema en la que se buscaré aquel valor de A que provocaria un caudal Q = 1mL/s
tomando como datos los del experimento del laboratorio (Wo = 5,4830, R = 4 mm). En
la Figura 5.1, se muestran enfrentados el valor del caudal pico para cada valor de la
amplitud del gradiente de presién. Como puede observarse, el caudal sigue una relacion
lineal con la presién. La ecuacién que relaciona al caudal con la amplitud del gradiente
de presion es entonces @ = 0,005796A con @) expresado en mL/s y A expresado en
N/m?. En particular, para un caudal Q = 1 mL/s estd ligado un gradiente de presién
A =17253 N/m?

5.2. Dimensionado de los resultados experimentales

El software PIVIlab da la opcién al usuario de dar unidades fisicas a los resultados. Sin
embargo, se ha decidido conservar los resultados en unidades épticas y realizar el cambio
de unidades posteriormente. Las variables del sistema que se desean redimensionar son
la de la posicién radial y la de la velocidad en direccién longitudinal del tubo. Es decir
E=ryu— vg.

El procedimiento que se ha seguido para dimensionar las magnitudes de distancia ha
sido el establecimiento de una regla de proporcionalidad entre los pixeles que mide la
zona de interés seleccinada (que coincide con el didmetro interior del tubo) y su tamano
real, que es conocido e igual a 8 mm. De las imédgenes se obtiene ¢;ny = 308 pz (que
es el tamano de la regién de interés seleccionada) con lo que ya tendremos un factor de
conversion para las distancias K, = 38,5 pz/mm.
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Imagen 1 Imagen 2 Imagen 3 Imagen 4 Imagen 5

Imagen I I I I |

Base temporal

para el calculode |———

las velocidades

Tiempo transcurrido |
entre dos calculos ' '

Tiempo (en s) I | | | |
0 1/500 2/500 3/500 4/500

Figura 5.2: Escala temporal que refleja los instantes en los que se toman las imagenes,
la base de tiempos con la cual se ha de convertir las unidades de tiempo de los perfiles
obtenidos y la base de tiempos que se ha de usar para obtener los instantes en los cuales
se produce cada perfil.

Por otro lado ha de dimensionarse el tiempo para asi poder saber en qué instante de
tiempo se esta produciendo cada perfil de velocidades y ademéds conocer el valor de estas
velocidades en unidades fisicas. A primera vista podria parecer que este factor de con-
versién que tenemos que encontrar es unico para traducir el segundo al que nos estamos
refiriendo y las velocidades que estan apareciendo. No obstante, trazando una sencilla
escala de tiempos como la de la Figura 5.2 vemos cémo esto no es cierto en nuestro
caso. Como puede apreciarse, el tiempo que transcurre para el calculo de los desplaza-
mientos (es decir, entre la imagen 1 y 2) es distinto del que transcurre entre un perfil
de desplazamientos y otro (que serd el doble pues se podria decir que se corresponden
temporalmente con imagen 1y 3).

Para hayar un factor K, que permita dimensionar las velocidades es necesario establecer
una conversién de frames a segundos. Esto tltimo viene dado por la frecuencia de disparo
de la camara, la cual se fij6 en 500 disparos por segundo por lo que K,; = 500 s .
Finalmente, K, = % — K, = 16,223 mm/ (pz s). La Figura 5.3 muestra los mismos
resultados que la Figura 4.9 expresados esta vez en unidades fisicas.

5.2.1. Ajuste de los resultados experimentales

Una practica comin dentro del tratamiento de los resultados experimentales es su ajuste
a una curva de manera que se pueda obtener una expresion analitica con unos parametros
tales que los puntos de esta tltima funcién, pasen por las cercanias de los puntos hallados
experimentalmente. En este apartado se va a mostrar cémo resulta el ajuste a una
parabola de los puntos cercanos a la pared.

Comenzamos definiendo una nueva base de coordenadas més apropiada para este trabajo
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L.

Figura 5.4: Malla para la discretizacion del sistema.

(ver Figura 5.4. Como se pretende trabajar con puntos cercanos a la pared, resulta
natural poner el origen en la propia pared del tubo. Esta nueva coordenada ha sido
llamada 7 y se relaciona con £ mediante la expresion n =1 — £.

Por otro lado, recuperamos la solucién analitica del problema dada por la ecuacién (2.9)
expresada de una forma mas breve:

u= o (1- )

7€) = 1o (S22 wot)

La forma de aproximar los datos a una curva consiste en la minimizaciéon de una funcién
de error, el método que se ha usado es el de minimos cuadrados. Este método toma
como funcién a minimizar la suma de los cuadrados de las diferencias entre el valor
real de cada punto y los de la funcién ajustada. Ya que los valores reales son datos
obtenidos experimentalmente, necesitamos definir la funcién de ajuste antes de ejecutar
un método iterativo que ofrece Matlab para encontrar minimos dentro de una funcién
determinada.

La funcién a la que ajustaremos puede ser obtenida expandiendo en series de Taylor la
funcién f la cual expresaremos en términos de 1 ya que el interés se centra en los puntos
cercanos a la pared, es decir n = 0 lo que facilita los calculos frente a la expresién en las
coordenadas originales (resultaria £ = 1).

f(n) = f(n=0)+nf'(n="0)+37°f"(n=0)
Ahora, si nos fijamos, f(n = 0) = (§ = 1), si ademds sustituimos en la expansién de
Taylor anterior n — (1 — &) podemos llegar a esta expresién:
ur s (FE=1D0-8+301-¢f"(€=1))

Por tanto, se ha conseguido una pardbola que se aproxima a u, teniendo dos pardme-
tros de ajuste que llamaremos ¢y y co que irdn cambiado a lo largo del tiempo para ir
ajustandose a las diferentes siluetas que adopta el perfil de velocidades:

U~ 01(1 — f) + 62(1 — {)2

2

Entonces, la funciéon a minimizar, err, serd:

err? = (u; — ug)?
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Donde u; hace referencia a cada dato obtenido experimentalmente y u, al valor de la
funcién aproximada uen ese punto. Tras la ejecucién de un cédigo en Matlab implemen-
tado para la bisqueda de ¢; v ¢2 que minimicen err?, se puede representar cémo queda
el ajuste frente a los datos reales tal y como refleja la Figura 5.5.

Gracias a este ajuste se puede realizar una estimacién de la tensién mecdnica (7') en la
pared. Ya que tan sélo la componente de la velocidad en la direccién axial es distinta de
cero e igual a 4 el esfuerzo cortante (adimensional) en la pared seréd (ver resultados en
la Figura 5.6):

o1

—/ _

=— = € (5.2)
DE |,

Nota: Si se quisiese por algiin motivo re-dimensionar fisicamente este esfuerzo, tan sélo

habria que multiplicar los resultados por “—EC — AR

Como se ha podido apreciar en las graficas que muestran el ajuste, la curva resultante se
asemejaba a una recta (mas que a una parabola). Esto deja entrever que debe existir una
relacion entre ¢; y co que, en un principio, se dejaron como parametros independientes
del ajuste. En la Figura 5.7 se puede intuir cierta correlacién entre ¢ y ¢o lo que confirma
nuestra sospecha de que el perfil de velocidades, depende de un sélo parametro.

5.3. Comparativa de resultados y comentarios

Una vez se han convertido los resultados a unidades fisicas, es posible su comparacion y
andlisis. Como ya se ha mencionado anteriormente, el objetivo principal de este trabajo
es el de corroborar de manera experimental los modelos tedricos derivados a partir de
las ecuaciones de Navier-Stokes y ciertas simplificaciones que pueden ser asumidas para
la reduccién de la complejidad del problema. Por tanto, este ultimo apartado estard de-
dicado a la representacion de graficas comparativas y comentarios acerca de lo que en
ellas se observa.

Para comenzar, en la Figura 5.8, se muestran los 3 perfiles de velocidades que se han
obtenido (integracién numérica, solucién analitica y métodos experimentales) para 6
momentos distintos con los que se pretende dar una nocién de la evolucién de los mismos.
La periodicidad del sistema queda demostrada al observar los mismos perfiles una vez ha
transcurrido un ciclo. Puesto que la frecuencia que se impuso fue de 1 Hz, transcurrido 1
segundo, los resultados se repiten con la salvedad de los hallados por métodos numéricos.
Esto 1ltimo no se trata de un error en la solucién sino que es una consecuencia derivada
del método de integracién. En concreto, lo que se ve es que el sistema numérico parte
desde una condicién inicial arbitraria de reposo. Esto supone la aparicién de un régimen
de transicién en el que el sistema numérico va acercandose hacia la soluciéon exacta
(analitica). Debido a que sélo disponemos de 3 ciclos de resultados experimentales, no
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Figura 5.5: Curva ajustada frente a valores reales de cada punto. La gréfica de arriba se
adjunta para ilustrar en qué tiempos han sido representados los perfiles.
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podemos representar todo el estado transitorio de la solucién numérica aunque si que se
puede apreciar de manera cualitativa cémo el perfil obtenido numéricamente (cuadrados)
se aproxima a aquel obtenido analiticamente (linea gris). De mayor relevancia es la
comparacién del perfil obtenido de los datos experimentales (azul) con el exacto (gris).
A simple vista se ve una clara diferencia entre uno y otro, sobre todo en la region
intermedia entre el centro y las paredes. Tanto las velocidades del centro como las de las
paredes guardan bastante similitud con los valores que se obtienen de la teoria y ademas,
observando su evolucién temporal, los resultados muestran un claro comportamiento
periédico.

Mas adelante en esta seccién se hard un breve repaso de las causas de estas discordancias
pero antes nos centraremos en la informacién que puede ser extraida de la evolucién
temporal de los caudales. En la Figura 5.9 aparecen de nuevo las soluciones numérica
(cuadrados), analitica (gris) y experimental (azul) pero esta vez lo que se encuentra
representado es el caudal que cada una estd imponiendo como resultado de la integracién
de las velocidades mediante la ecuacién (5.1). En esta figura se aprecia con claridad
el efecto que tiene el error que se produce entre los perfiles de velocidades, siendo el
perfil obtenido en el laboratorio (azul) poco méas de la mitad del valor de pico que se
esparaba obtener (gris). Sin embargo, esto no afecta a la periodicidad, ya que ambas
senales oscilan con la misma frecuencia. También cabe destacar la evolucién que sigue la
solucién numérica (cuadrados) que al principio se encuentra claramente desviada de la
solucién analitica pero que en tan solo 3 ciclos ya practicamente ha alcanzado el régimen
estacionario dictado por dicha solucién exacta.

Tras estos resultados finales, es el momento de discutir las causas que han propiciado el
error en las medidas experimentales. Las principales fuentes de error derivan principal-
mente del sistema de toma de datos, siendo especialmente propenso a errores aquellos
factores que incumben al sistema éptico del ldser y la actuacién no deseada del tubo
como lente.

En cuanto al laser, los problemas pueden venir se resumen en la Figura 5.10. Enumeréndo-
los:

1. Mal posicionamiento vertical del laser. Este error es casi con certeza el que mayor
impacto ha tenido sobre los resultados ya que en el laboratorio no se disponia de
unos buenos elementos de posicionamiento para la altura a la que ubicar el ldser.
El efecto resultante es que se corta al tubo por un plano distinto al central, con lo
que realmente nunca se llega apreciar el centro del tubo y aparecerian unas bandas
no iluminadas desde el tltimo punto iluminado por el laser hasta la pared del tubo.

2. Orientacion errénea del ldser. Este error se produce cuando el laser no se encuentra
apuntando perpendicularmente al tubo. El efecto resultante, es que en la imagen
captada por la camara, apareceran puntos del plano superpuestos. Ademas, si la
desviacidn es lo suficientemente grande, aparecerdan zonas sin iluminar del tubo, que
provocaran la aparicion de bandas similares a las descritas en el punto anterior. Por
las mismas razones que el punto 1, se espera que juntos hayan sido las principales
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Figura 5.8: Perfiles de velocidades numérico, analitico y real para distintos tiempos.
Nota: Los resultados fueron sincronizados en fase utilizando como referencia el méximo
en los caudales de las 3 curvas.
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Figura 5.10: Posibles errores que pueden surgir derivados de un mal posicionamiento del
laser o incorrecta orientaciéon del mismo.

fuentes de error de nuestros datos.

Diferencias en el espesor del plano laser. El efecto de este error es la captacién por
parte de la caAmara de més particulas en la zona donde el plano es més ancho que
en la zona donde es mas estrecho. Ademads, cerca de las paredes, se superpondran
particulas quietas (pegadas a la pared) sobre otras que estén en un plano més
intermedio del tubo y que, por tanto, se estén moviendo. La aparicién de este error
vendria provocada por una mala eleccidon en el sistema de lentes con el que se
consigue el plano laser a partir del haz circular que emite. Gracias a los cédlculos
que se han realizado para el montaje del sistema 6ptico, se puede descartar este
fenémeno como el causante de los errores que se aprecian en la figura.

Dejando de lado al laser, el tubo puede ser fuente de errores por si mismo. Esto es debido
a que, como no podria ser de otra manera, estd realizado con un material transparente,
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concretamente de vidrio. Por ser un material que deja pasar la luz y que posee una forma
curvada, éste actuara como una lente. Para evitar parcialmente este efecto, se llend la
cubeta donde va alojado el tubo con agua y asi suavizar el salto de indice de refraccion
que experimentarian los rayos de luz. Pese a esta medida, puede que se siga produciendo
el efecto conocido como “ojo de pez”’lo que significaria que, en un mismo cuadrante del
sensor CCD de la camara, se estan recogiendo los rayos provinientes de distintos planos
del tubo.

En la Figura 5.11 se indican, dentro de una misma regién, 2 particulas en movimiento
(flechas verdes) y 2 que estdn quietas (rojas). Estas particulas quietas son las que han
causado el error en el computo del caudal experimental. La principal razén por la que
aparecen particulas inmoéviles en las imagenes es que, debido a una combinacién de los
errores citados anteriormente, se estan iluminando particulas pegadas a la pared pero
que corresponden a otro plano distinto al que se estd estudiandon, en definitiva, que
no deberian aparecer en la imagen. Esto explica por qué el mayor error se produce en
una zona entre el centro y la pared ya que, en el caso de estar cerca del centro, las
paredes en otros planos estan muy alejadas del plano laser por lo que no son ilumina-
das mientras que en el caso de estar cerca de las paredes, lo esperado serd que todas
las particulas se encuentren quietas o con una velocidad muy baja. Con todo esto, se
puede dar por finalizada la comparativa de resultados y proceder a la siguiente seccién
donde se resumird todo lo expuesto a lo largo de este trabajo y se dara por concluido al
mismo.

5.3.1. Resultados cuando se ajusta el caudal tedrico al experimental

En esta seccién vamos a dar los resultados que se producen cuando el caudal tedrico,
en lugar de ajustarse a 1lmL/s como se estipulé en bomba, se ajusta al caudal que se
estd obteniendo experimentalmente. Estudiamos esta posibilidad ya que otra hipdtesis
para el error es que, por motivos relacionados con los tubos que conectan el tubo de
vidrio con la bomba, el caudal que ésta estd imponiendo no es igual a 1mL/s como se
pretendia. Estimamos que la flexibilidad de estos tubos conectores asi como su longitud,
puede estar causando ese caudal inferior al esperado.

Queremos averiguar como se ajustan los perfiles tedricos a los experimentales en el caso
de que el caudal que obtenemos de los datos experimentales sea el que efectivamente
estd saliendo de la bomba. La forma de hacer esto es sencilla, tan sélo consiste en un
re-calculo de la amplitud del gradiente de presién teniendo como dato que el caudal
pico experimental es de (aproximadamente) 0.56mL/s. Previamente vimos que @ =
0,005796 A por tanto, para los resultados que se van a mostrar aqui, A = 96,62. Con
esto, se puede representar la Figura 5.12. Sorprendentemente, la regién intermedia que
presentaba el mayor error en los resultados presentados anteriormente ahora se ajusta
de una manera bastante precisa. En contrapartida, hemos perdido ajuste al maximo de
velocidad que presentaban los perfiles en el centro.
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Figura 5.11: Imagenes tomadas en tiempos distintos para una misma regién donde se
aprecian particulas moviéndose (flechas verdes) y quietas (flechas rojas) que provocan el
error de las medidas experimentales.
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Figura 5.12: Perfiles de velocidades numérico, analitico y real para distintos tiempos.
La grafica de arriba se adjunta para ilustrar en qué tiempos han sido representados los
perfiles. Nota: Los resultados fueron sincronizados en fase utilizando como referencia el
méaximo en los caudales de las 3 curvas.



Capitulo 6

Conclusidn

Para dar un ultimo repaso a todo el trabajo que se ha realizado, seguiremos el orden con
el que éste ha sido detallado.

En primer lugar, se establecieron los objetivos del proyecto, los cuales se centraban en
la repeticién de los estudios efectuados por J. R. Womersley y que fueron publicados
en el ano 1954. Este articulo tenfa como objetivo la explicacién cientifica de por qué se
producen, en arterias grandes, unos flujos reversos en la circulacién de la sangre. Ademas,
también se vi6 que se producia un retraso en fase entre el gradiente de presién y el caudal,
similar al de la corriente y voltaje en circuitos. El objetivo fue entonces el de corroborar
la aparicion del flujo reverso mediante técnicas experimentales contando con un trabajo
tedrico previo de las soluciones descritas por Womersley.

La reproduccion del experimento requirié de ciertas decisiones en la compra de material
que ademés debian estar condicionadas al equipamiento ya existente en el laboratorio. El
criterio para esta adquisicién fue el de establecer un experimiento tal que, en su conjunto,
reprodujese un nuimero de Womersley que pueda ser factible en el interior de una arteria.
No obstante, el objetivo no fue el de reproducir el flujo arterial de una manera exacta ya
que eso requeriria de un gradiente de presiones complejo. Como en cualquier caso éste
ultimo puede ser expresado en términos de soluciones sinusoidales, es conveniente hayar
la solucién analitica del problema cuando este gradiente tan sélo contiene un término
sinusoidal; haciendo la labor més sencilla pero igualmente valida.

Sin embargo, resultaba de interés reproducir este tipo de flujo ya que el contar con una
solucion exacta del problema abre la opcién de poder comprobar el correcto comporta-
miento de la solucién numérica (mediante la cual si que se pueden reproducir gradientes
de presién con formas complejas) ademds de hacer una estimacién del error que hemos
obtenido en los datos obtenidos desde el laboratorio.

Desafortunadamente, como se ha podido ver, los datos del laboratorio no fueron todo lo
bueno que nos hubiese gustado debido a errores de precision en el montaje del laboratorio.
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Una mayor precisiéon en las medidas no fue posible por falta de la misma en los elementos
de posicionamiento, en especial aquellos donde el laser iba montado.

Pese a que los resultados son mejorables, en ellos si que se puede apreciar el compor-
tamiento periédico del sistema y cémo, en el centro del tubo sobre todo, los perfiles de
velocidades tedricos y empiricos guardan una innegable relaciéon. Por otro lado, el flujo
reverso no ha podido ser captado con detalle debido a que los errores aparecen en la
zona donde se produce.

Como colofén, y desde un punto de vista personal, quisiera acabar este trabajo haciendo
hincapié en la gran formacién académica que he recibido durante la realizacién del mismo.
No sélo he podido repasar diversas asignaturas que he cursado a lo largo de la carrera,
las cuales pertenecen a multiples campos de la ingenieria, sino que he ampliado todo
ese conocimiento adquirido adema&s de ganar una valiosa experiencia investigadora que
serd de gran utilidad en mi futuro.
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