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I. INTRODUCCION

Desde que, a mediados del presente siglo, el concepto de juego fue
introducido por el matematico J. von Newman y el economista O. Mor-
genstern en su libro «Theory of games and economic behaviour»’, un gran
numero de investigadores ha centrado sus esfuerzos en estudiar las pro-
piedades de los distintos tipos de juegos. La mayor parte de esta investi-
gacion ha sido aplicada a juegos en los que las pérdidas o ganancias son
unidimensionales, representando normalmente costos. Sin embargo, en
la realidad la eleccién de una alternativa suele implicar pérdidas o ga-
nancias simultdneas en mds de un atributo: piénsese que no sélo el coste,
sino atributos tales como el riesgo, el tiempo, la calidad, etc., determinan
la bondad de una decisién. Resulta claro, por tanto, que el estudio de
juegos con objetivos multiples permite la construccién de modelos mds
ajustados a la realidad.

La Programacién Multiobjetivo, dedicada al estudio de programas ma-
temadticos con varias funciones objetivo, ha conocido un desarrollo es-
pectacular en los Gltimos veinte afios. De la amplia bibliografia al respec-
to, hemos creido conveniente destacar las referencias’**"® en donde se ex-
ponen con detalle las diferentes técnicas que permiten encontrar y carac-
terizar los diferentes tipos de 6ptimos. Desgraciadamente el desarrollo
de la Teoria de Juegos Multiobjetivo ha sido bastante mds limitado, y ni
siquiera se dispone en el momento actual de una definicién de éptimo
universalmente aceptada. Destacamos, en esta materia, las referencias
bibliograficas?+3+8,

Motivados por las razones que acabamos de exponer, en el presente
articulo pretendemos profundizar en el estudio de los Juegos Multiobje-
tivo en su versién mds importante: los Juegos Bipersonales de suma cero.
Dividiremos nuestra exposicion en dos partes: en la primera comentamos
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sucintamente las definiciones y propiedades de los Juegos Escalares Bi-
personales de suma cero, haciendo especial hincapié en el concepto de
punto de silla. En la segunda parte, proponemos y discutimos varias de-
finiciones alternativas de 6ptimo de un juego multiobjetivo bipersonal
y de suma cero; posteriormente, generalizamos al caso multiobjetivo la
nocién de punto de silla y estudiamos las relaciones entre los distintos
tipos de éptimos y de puntos de silla; finalmente, establecemos un resul-
tado que permite obtener optimos de un juego multiobjetivo a partir de
los 6ptimos de ciertos juegos escalares asociados a él.

II. JUEGOS ESCALARES BIPERSONALES DE SUMA CERO

La Teoria de Juegos se ocupa de resolver los problemas de optimiza-
ci6n en los que intervienen varios decisores, cuyos intereses estdn en prin-
cipio enfrentados. De entre todos los tipos de juegos posibles, sin duda
los mas simples y mejor conocidos son los JUEGOS BIPERSONALES
DE SUMA CERO, caracterizados por las dos hipétesis siguientes:

a) Existen dos jugadores A y B; el jugador A realiza su eleccion den-
tro del conjunto X, y el jugador B dentro del conjunto\..
b) Existe una funcién

U: X xA-R

que representa la pérdida del jugador A y la ganancia del juga-
dor B cuando ambos realizan la eleccién (X,\) e X X AL

Obsérvese que las pérdidas de un jugador coinciden con las ganan-
cias del otro, razén por la que el juego es llamado «de suma cero». Ob-
viamente, pueden estar medidas en unidades monetarias o de cualquier
otro tipo de bien.

El primer problema planteado por este tipo de juegos radica en la de-
finicion de eleccién 6ptima para los jugadores A y B, asumiendo una ac-
tuacién precavida por parte de ambos jugadores, convendremos que toda
eleccién que minimiza la maxima pérdida del jugador A es un 6ptimo
para A, y que toda eleccién que maximiza la minima ganancia del juga-
dor B es un éptimo para B. Los criterios anteriores son conocidos respec-
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tivamente como criterios de MINIMAX y de MAXIMIN, y dan lugar
a las siguientes definiciones:

— XX es un OPTIMO PARA EL JUGADOR A si es solucion del
programa

Min (Sup { U (X)) : A eA))
X ¢ X

— M€ A es un OPTIMO PARA EL JUGADOR B si es solucién del
programa

Max (Inf { UX,N: X eX })
AeA

Un concepto que ha demostrado ser sumamente 1til en la Teoria de
Juegos Bipersonales de Suma Cero es el de Punto de Silla. Se dice que
(X4 A) € X XA es un PUNTO DE SILLA cuando se verifica que

UX, N S UX, A) SUX ), VXeX, VAeA

Es posible demostrar que, si (X, \,) € X~ X A es un punto de silla,
entonces X, es Optimo para el jugador A y A\, es Optimo para el juga-
dor B (verificindose ademds la coincidencia entre la pérdida 6ptima de
A y la ganancia 6ptima de B). La existencia de un punto de silla en un
juego constituye, pues, una condicién suficiente para la existencia de 6p-
timos del juego para ambos jugadores.

Cuando en un juego existe un punto de silla, se dice que el juego estd
TOTALMENTE DETERMINADO; existen varios tipos de juegos total-
mente determinados, pero quizas los mds importantes y conocidos de to-
dos ellos son los JUEGOS RECTANGULARES (véase !).

En el siguiente apartado discutiremos varias formas posibles de gene-
ralizar los conceptos que acabamos de exponer al caso de juegos con va-
rios objetivos. (Para simplificar dificultades técnicas se toma la hipétesis
de que todos los supremos utilizados son alcanzables).
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II1. GENERALIZACION AL CASO DE MULTIPLES OBJETIVOS

Supongamos de nuevo un juego en el que dos jugadores A y B reali-
zan sus elecciones en los conjuntos X y /A respectivamente. Si existen p
funciones

Upo Ut X x A5 R

representando las pérdidas del jugador A y las ganancias del jugador B
en cada uno de p posibles objetivos cuando ambos realizan la eleccién
(X, N ¢ X x A\, estaremos ante un JUEGO MULTIOBJETIVO BI-
PERSONAL DE SUMA CERO. Obsérvese que la ganancia de cada ju-
gador respecto a cada uno de los objetivos coincide con la pérdida del
otro. Obsérvese, también, que tomando p=1 obtenemos los Juegos Bi-
personales de Suma Cero estudiado en el apartado anterior.
Estudiaremos a continuacién varias posibles definiciones de éptimo
en este tipo de juego, que respondan en la medida de lo posible a crite-
rios de actuacién «precavidos» por parte de los jugadores.
Considerando en primer lugar las decisiones del jugador A, comen-
zaremos definiendo una eleccién X, ¢ X' como dptima, cuando la elec-
cién de cualquier otro punto X, ¢ X podria implicar, para ciertas elec-
ciones \, e /A del jugador B, pérdidas simultdneas en todos los objetivos.
Formalmente: X, ¢ X' es OPTIMO PARA EL JUGADOR A si,

Vx, e X I\ e A tal que U, (X,,\,) = U(Xo, Ny VN eA,V,=1.p.

En lo sucesivo utilizaremos la siguiente notacién: dados dos vectores
X,y e Re, diremos que,

X<y e X

N
<

i V i=1'°'p'

e X <y, X#£ Y.

Xi

<

«|

En consecuencia, considerando la funcién vectorial,
U= (uy.a) : X x A SRe,
la definicién anterior podré expresarse de la siguiente manera:

[Al] X, e X— es OPTIMO PARA EL JUGADOR A si,
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VX, e X3\ eAtal que U (X, ,\) < U (X, N, VA eA.

En la prictica los requisitos exigidos en la definicién [Al] resultan
a menudo demasiado exigentes, ¢ implicarian inexistencia de 6ptimos en
numerosos juegos multiobjetivo. En la siguiente definicion rebajaremos
tales requisitos, definiendo una eleccién X, € X' como éptima cuando
no sea posible encontrar un \ € /A que implique pérdidas superiores en
cada uno de los objetivos que las que hubiera originado otra posible elec-
cidn x, ¢ X'. Formalmente:

X, € X° es OPTIMO PARA EL JUGADOR A cuando no existen
NeA, X, e X tales que,

E (xl) )‘l) < ﬁ.'(xm )\)’ V xl GA
o equivalente;
[A2] X, e X es OPTIMO PARA EL JUGADOR A si,

Vx,eX 3\ eAtal que U(X,, \) € U(Xo Ny VN €A

(en donde « < » significa «no < que»)

Es evidente que todo 6ptimo seguin la definicidn [Al] lo es también
segun la definicién [A2], y que no es cierta la implicacidén contraria, por
lo que las condiciones exigidas en [A2] son mdas débiles que las exigidas
en [All.

También es facil comprobar que ambas definiciones [Al] y [A2] son
generalizaciones el caso multiobjetivo de la definicion de édptimo de un
juego escalar estudiada en el apartado segundo. En efecto, si p = 1 am-
bas definiciones se reducen a la siguiente:

Vx,eX 3N eAtal que U (X4, ) € U(X ), N), VN eAL
lo cual es equivalente a que

sup { UX,, M ) <sup { UX;, N ), ¥X,eX
A A ‘
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es decir, a que X, sea solucién de programa

Min  (Sup { UX,N }),
XeX A

que es precisamente la definicion de éptimo del jugador A en un juego
escalar.

Todavia es posible plantear mds definiciones razonables de 6ptimo
de un juego multiobjetivo. Por ejemplo, tiene sentido definir a una elec-
cién X, e X como eleccion 6ptima del jugador A cuando cualquier otra
eleccién x e X lleve a pérdidas mayores en todos los objetivos, siempre
que no varie la eleccion N e A del jugador B. Formalmente:

[A3] x, € X' es OPTIMO PARA EL JUGADOR A si,
Vx e Xy VX eA, se tiene que U(x,, N < U(x, N.

Por 1ltimo en la siguiente definicion se relajan las condiciones exigi-
das en la anterior:

[A4] x, e X" es OPTIMO PARA EL JUGADOR A si,
VX € Xy Ve, se tiene que U(x,, N » U(x, N.

Desgraciadamente, las dos ltimas definiciones no son generalizacio-
nes al caso multiobjetivo de la definicidén de 6ptimo de un juego escalar.
En efecto si p=1 la definicién anterior se convierte en

Vx e Xy Ve, U(x,, N < U(X, N, lo que implica evidentemente,
que syp {UX,,\) } < Sgp {UMX,N) ]}, ¥ x eX, pero la implica-
cién contraria no es, en general, cierta. En consecuencia, inicamente con-
sideraremos como 6ptimos de un juego multiobjetivo a los que verifi-
quen la definiciéon [A2] (o el caso particular [Al]).

Por otro lado, las definiciones anteriores se refieren unicamente a las
elecciones 6ptimas del jugador A. A continuacién enunciaremos las de-
finiciones andlogas referidas al jugador B:
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[B1] A\, e A es OPTIMO PARA EL JUGADOR B sij,

vhe AN I, eXtalque U (X, \) S U (X, )\), VxeX
[B2] A, e Aes OPTIMO PARA EL JUGADOR B si,
VheA Ix,eXtalque U (x,,N\) U (X, \), VX eX

Es inmediato demostrar que la condicién [B2] es mds débil que [BI]
y que ambas son generalizaciones al caso multiobjetivo de la definicién
de 6ptimo de un juego escalar expuesta en el apartado segundo (a saber,
que )\, sea la solucién del programa

Max (Inf { U(X,A)})
e A x

Para distinguir entre ambos tipos de 6ptimos, llamaremos OPTIMOS
FUERTES a los definidos mediante [Al] y [Bl], y OPTIMOS DEBILES
a los definidos mediante [A2] y [B2].

A continuacién extenderemos al caso multiobjetivo el concepto de
Punto de Silla y estudiaremos las relaciones entre los distintos tipos de
puntos de silla y los distintos tipos de 6ptimos.

Recordemos que, en el caso de un juego escalar bipersonal de suma cero,
un punto (X, A,) e X x A se dice PUNTO DE SILLA si se verifica que,

U XN SUEGA) SUQGGA), VX eXy VAeA
Recordemos, asimismo, que la existencia de un punto de silla en un

juego escalar es una condicién suficiente para que existan X,y A, solu-

ciones del juego para los jugadores A y B respectivamente.
Una generalizacién evidente de concepto de punto de silla al caso de

juegos con objetivos miiltiples-es la siguiente:

IS1] (X,, \) € X x A es PUNTO DE SILLA si se verifica que,
UXaNSUMXGA)SU(XGA), VX eXy VAeA

Es facil comprobar que existe una relacién entre los puntos de silla
y los 6ptimos de un juego multiobjetivo, que generaliza a la existente en
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el caso escalar, siempre que consideremos como 6ptimos multiobjetivo
a los definidos mediante [Al] [B1] (es decir a los 6ptimos fuertes).

En efecto, si (X,, \,) es punto de silla segin la definicién [S1] en-
tonces,

— Vx, eXseverifica U (X, ) < U (X, A\), VAeA.
luego X, es 6ptimo (fuerte) del jugador A.
— V) e Ase verifica U (X, \) < U (X, \) VX eX

luego A, es 6ptimo (fuerte) del jugador B.

En consecuencia, la definicién [S1] de punto de silla constituye una
condicién suficiente para la existencia de 6ptimos fuertes en un juego mul-
tiobjetivo.

Si en la definicién [S1] cambiamos « <» por «}>», obtendremos una
definicion de punto de silla, que también generaliza el caso escalar, y que
es menos exigente que la anterior:

[S2] (X, N) € X x A es PUNTO DE SILLA si se verifica que,
UXa NPT (XM PU OGN, VxeXy VaeA,

Sin embargo, la no transitividad de la relacién « $» impide que la exis-
tencia de un punto de silla en el sentido [S2] implique la existencia de
Optimos débiles del juego multiobjetivo (6ptimos definidos mediante [A2]
y [B2].

Una tercera definicién de punto de silla, que si implica la existencia
de 6ptimos débiles, es la siguiente:

[S3] (X, N,) € X X A es PUNTO DE SILLA si se verifica que,
UXaNDPUGGA), VXeXyV NeA.

Comprobemos, en primer lugar, que la definicién [S3] constituye una

generalizacién de la definicién de punto de silla en el caso escalar: en

efecto, si es p=1 [S3] equivale a,

UXaMN) SUMN), VX eXy VX Ve,
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y por tanto,

U(X No) SU(X,N), VX eXsyU(Xe N < U(Xa A ¥ NeA,
luego

UXuoN<SUMXGAN) SUMGN), VXxeXy Ve,
ademds si,

(X, \,) es punto de silla segtin [S3], entonces;

— V x, e Xse verifica U (X, N) $ U (X, .\), Ve

luego X, es 6ptil’l‘l'0 (débil) del jugador A.

— V) e Vseverifica U (X, A) $ U (X, N), V X €X,

luego \, es 6ptimo (débil) del jugador B.

En consecuencia, la definicién [S3] de punto de silla constituye una
condicidn suficiente para la existencia de 6ptimos débiles en un juego mul-
tiobjetivo.

Después de haber estudiado los distintos tipos de Optimos y puntos
de silla de un juego bipersonal de suma cero con objetivos miltiples, con-
cluiremos exponiendo un método que permite obtener Optimos débiles
del juego a partir de los dptimos de ciertos juegos escalares asociados
con él.

Consideremos p numeros reales g, ... p, > 0, y planteemos un juego
«escalarizado» asociado al juego multiobjetivo, en el que el jugador A
pierde

Hi Ui (X, )\)

™M~

y el jugador B gana la misma cantidad, cuando ambos realizan la elec-
cién (X, ) e X xA.

Evidentemente, X, € X serd solucién del juego escalar para el juga-
dor A cuando Vx, e X 3 \ e Atal que,
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Z‘:: w U (X N) 2 Z‘:: wU (Xes Ny, VAEA,
y en tal caso no puede suceder que,
U (X M) € (Xs V) e Uy (X, N) S U (X N, YN e,
siendo al menos una desigualdad estricta. Por tanto,
U (XM 4 U (X, N, VA,

por lo que X, resulta ser 6ptimo débil del juego multiobjetivo para el
jugador A.

En definitiva, si X, es dptimo para A de un juego escalarizado me-
diante ciertos g, ... g, > 0, también serd 6ptimo débil para A del juego
multiobjetivo.

Evidentemente, es posible establecer un resultado andlogo referido a
los éptimos del jugador B.

Mediante el método que acabamos de exponer no es posible, en gene-
ral, encontrar todos los 6ptimos del juego multiobjetivo. En sucesivos ar-
ticulos esperamos profundizar en el estudio de las relaciones existentes
entre los 6ptimos de un juego multiobjetivo y de los infinitos juegos es-
calarizados asociados con él.

Alejandro BALBAS DE LA CORTE
Antonio HERAS MARTINEZ
Obdulia SAMAMED RODRIGUEZ
Universidad Complutense
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