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Introduccion

En esta memoria nos ocuparemos del estudio de un cierto tipo de ecuaciones
parabdlicas no lineales, con un amplio espectro de aplicaciones que van desde la

Fisica a la Biologia. Estas ecuaciones toman la forma
us = A(u)zz + B(u)z + C(u)

donde A, B y C son ciertas funciones, que en los casos méds representativos son
potencias.

Es un hecho bien conocido para estas ecuaciones que muchas de las propiedades
de sus soluciones, tales como propagacién, regularidad y comportamiento asintético,
estdn ligadas a la existencia de soluciones especiales con cierta simetria o invariancia
ante grupos de transformaciones soportados por la ecuacién. Nuestro propdsito
es pues centrarnos en una clase concreta de ecuaciones del tipo anterior y
caracterizar dos conjuntos de soluciones especiales, las ondas viajeras y las
soluciones autosemejantes. Las primeras son ondas que se desplazan en el tiempo
paralelamente a si mismas a lo largo de una cierta direccién, mientras que las segundas
son soluciones que permanecen invariables bajo cierto cambio de escala.

Haciendo un poco de historia, en 1937 Fisher [28] propuso una versién
deterministica de un modelo estocdstico para la evoluciéon de un gen favorable en
una poblacién,

wt = Dugz + f(u) (0.1)

donde u es la concentracién del gen, D es el coeficiente de difusién y f, que en

ese trabajo se tomaba como f(u) = u(l — u), representa la reaccién cinética. Esta
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ecuacion ha sido objeto de numerosos estudios desde entonces, resaltando entre todos
ellos el trabajo elaborado por Kolmogorov et al. en el mismo afio 1937, [51]. En ese
trabajo se prueba que toda concentracién inicial igual a 1 para x grande negativo e
igual a 0 para z grande positivo, evoluciona hacia un frente de onda que viaja con
velocidad ¢, = 2v/D. Diferentes concentraciones iniciales se propagan como diferentes
ondas dependiendo del comportamiento para £ — —oo, pero siempre con velocidades
¢ > c,. Otra propiedad de estas ondas es que todas ellas son positivas.

En la modelizacién de la evolucién de ciertos insectos, se considera la ecuacion
(0.1), con el coeficiente de difusion D dependiendo de la concentracién en cada

instante de tiempo, [54]. Una extensién natural es
ue = (D(u)ug)s + f(u),

donde D(u) = u?, v > 0, y f es como antes. Para esta ecuacién existe también una
velocidad minima ¢ = ¢,(v) > 0 que representa la velocidad asintética de propagacion
para cualquier concentracion inicial que se anule para x grande. El estudio de esta
ecuacion de tipo Fisher no lineal comenzé en 1975, y citamos por ejemplo los trabajos
(3, 7, 8, 65]. El efecto de la difusién no lineal se refleja en la propiedad de propagacién
finita, que se cumple para las ondas viajeras con velocidad exactamente c,: estas
ondas se anulan para z grande, es decir aparece una interfase z = x4 + ¢t que separa
las regiones {u > 0} y {u = 0} . Las ondas con velocidad ¢ > ¢, son positivas; no
hay ondas viajeras con velocidades 0 < ¢ < c,.

El propésito de los dos primeros capitulos de esta memoria es estudiar la
existencia de ondas viajeras y sus propiedades para dos ecuaciones relacionadas con

las anteriores, la ecuacién de tipo Fisher no lineal
uy = (U™ Mug), + uP(1 — ), (0.2)
y la ecuacién de difusién con reaccién y conveccion
uy = (W ug) e + g + kuP. (0.3)

Aunque consideraremos rangos de parametros lo mdas generales posibles, estamos

especialmente interesados en los casos de difusion lenta m > 1 y reaccién fuerte



k > 0y p < 1, donde la posible no unicidad de solucién para el correspondiente

problema de Cauchy dificulta el estudio.

Para la ecuacién (0.2), en el capitulo 1 probamos que si m + p > 2, existe una
velocidad minima ¢ = ¢.(m,p) > 0, funcién analitica de los exponentes, tal que la
correspondiente onda viajera es el prototipo de evolucién para datos iniciales como
los considerados arriba. Esta onda es finita, no asi las ondas con velocidades ¢ > c,;
no hay ondas viajeras si 0 < c¢ < ¢, 6 m + p < 2. Comparacién con la onda viajera
de velocidad minima permite caracterizar la propiedad de propagacién finita para las

soluciones minimales del problema de Cauchy asociado.

En cuanto a la ecuacién (0.3), ésta aparece en innumerable modelos fisicos, como
describiremos en el capitulo 2. Alli probaremos la existencia también de una velocidad
minima de propagacién ¢ = ¢,(m,n,p,k) > 0, en el caso de reaccién k > 0, para
ciertos rangos de parametros. Por ejemplo, si n > 1 existen ondas viajeras sélo si
2<m+p< 2n,y sélo con velocidades ¢ > ¢, >0, 6m+p=2n,0< k<1/(4n)y

¢ > ¢, = 0. Véase el enunciado preciso de estos resultados, cf. teorema 2.1.1.

Una vez establecido el cuadro de existencia de ondas viajeras, caracterizamos
cudles de ellas son finitas, dependiendo de nuevo de los parametros. Hemos de destacar
que el conocimiento de las ondas viajeras finitas permite caracterizar, como hemos
mencionado antes, la propiedad de propagacién finita para las soluciones minimales
del problema correspondiente. A este respecto mencionamos el trabajo [35], donde
se caracteriza completamente esta propiedad en términos de la existencia de ondas
viajeras locales. El objetivo fundamental de este capitulo es establecer la existencia

de ondas viajeras globales, definidas en toda la recta.

Completamos el estudio de este capitulo considerando la ecuacién con absorcién
k < 0. El cuadro de existencia de ondas viajeras es completamente diferente y no

existe velocidad minima.

Finalmente, el capitulo 3 se dedica al estudio de soluciones autosemejantes para
la ecuacién con reaccién y conveccién (0.3). Dos motivos nos llevaron a este estudio.

Por un lado, entender el caso limite de existencia de ondas viajeras, m + p = 2n,




que es precisamente el Unico caso en que pueden existir soluciones autosemejantes,
v por otro profundizar en lo que se llama ecuacién de la interfase. Esta es una
relacion entre la forma de la solucién cerca de la interfase y la velocidad de avance de
la misma.

Para la ecuacién de difusién pura, la llamada Ecuacién de Medios Porosos (EMP)

m—1

Ug)z (0.4)

u = (u

con m > 1, se verifica, en cada punto (s(t),t) de la interfase, la relacién

um—l

s'(t) = —vz(s(t), 1), v=

(0.5)

m—1

En el estudio de las ondas viajeras del capitulo 2, observamos que diferentes ondas
verifican diferentes ecuaciones en la interfase, dependiendo del término dominante en

la ecuacidn, la difusién, la conveccién o la reaccion. De hecho en el caso n > 1, para

m+p=2n,0< k< -+, c>0, existe una tinica onda viajera que verifica (0.5) e

in®
infinitas que satisfacen
1 ul™P
"(t) = ———— g = . 0.6
W=iemy YT (0.
En el caso m + p =2, n =1 se tiene (obsérvese que v = w),
s'(t) (s(t),t) + ! +1 (0.7)
= —Uz 3 Y 3 .
_U-’E(S(t)a t)
verificindose la condicién
vz (s(2), t)] > 1, (0.8)

solo para las ondas con la velocidad minima.

Asi pues, nos planteamos no so6lo establecer la existencia de soluciones
autosemejantes para la ecuacion (0.3), sino entender si existe alguna manera de
caracterizar la ecuacién correcta de la interfase. En particular, argumentamos que la
ecuacion correcta paran > 1 es (0.5) y no (0.6), mientras que para n = 1 es (0.7),

siempre con la condicién (0.8).



~

En el ultimo capitulo probamos que existen soluciones autosemejantes verificando
la ecuacién correcta de la interfase si y sélosi k > 1/(4n) sin > 1, y para todo k£ > 0
si n =1, aunque k > 1/4 es la restriccién para que éstas sean soluciones con soporte
expansivo. También probamos unicidad de tal solucién en el caso n = 1; la unicidad

en el caso n > 1 permanece abierto.






Capitulo 1

Una ecuacion de Fisher no lineal

1.1 Introduccion

En este capitulo estamos interesados en el comportamiento de las soluciones, para

valores grandes del tiempo, de una versién generalizada de la ecuacién de Fisher,

= (" ), +uP(l1—u)  p<l<m. (1.1)

El carédcter no lipschitziano del término de reaccién para u = 0, (que incluso es
discontinuo si p < 0, en cuyo caso consideramos u? = 0 si u = 0), hace interesante el
estudio de la ecuacién (0.1) en relacién con la coexistencia de la propagacién finita
e infinita, la no unicidad y la ausencia de un principio de comparacién. Un primer
estudio fue realizado en [58] en conexién con la ecuacién de difusién lenta y reaccién

fuerte

uy = (W™ ug) + U, p<l<m. (1.2)

La relacién entre los pardametros m y p marca la diferencia entre dos tipos de
comportamiento relacionados con las cuestiones arriba mencionadas: para la ecuaciéon
(1.2), si m+p > 2, la soluciones minimales tienen propagacién finita, mientras que la

soluciones maximales son positivas; si m + p < 2 hay solucién tnica y positiva para
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todo valor inicial u(-,0) # 0, [59]. Como veremos, estas propiedades son también

ciertas para la ecuacién (1.1).

En cuanto al comportamiento asintético de la ecuacién (1.1), un primer paso es
caracterizar la existencia de ondas viajeras. Esto puede hacerse utilizando las técnicas
de Engler (23] y los resultados de Atkinson et al. [3]. Un estudio més detallado puede
verse en [58]. El resultado obtenido en estos articulos es la existencia de ondas viajeras
para la ecuacién (1.1) si v sélo si m+ p > 2 y sdlo para velocidades ¢ > c,(m,p). En
el presente capitulo damos una nueva demostracién de existencia de ondas viajeras,
y describimos la curva correspondiente a la velocidad minima c, en términos de m y
p. Utilizaremos estas ondas viajeras para describir el comportamiento asintdtico de

las soluciones de la ecuacién (1.1).

Este capitulo estd organizado como sigue. En el seccién 2 consideramos la ecuacion
N-dimensional andloga a (1.1), y estudiamos la unicidad de la solucién en términos
del soporte inicial y del valor de los parametros m vy p. En el seccién 3 realizaremos
un andalisis local de la interfase en el caso m + p > 2. También probaremos algunas

propiedades de concavidad.

En las secciones 4 y 5 se desarrolla un estudio de las propiedades de las ondas
viajeras y sus aplicaciones. En el seccidn 4 caracterizamos cudles de estas ondas
viajeras son soluciones minimales y también obtenemos la velocidad minima ¢, como
una funcién analitica del pardmetro o0 = m 4+ p — 2. Consideramos aqui la ecuacién

(1.1) para todo valor de los pardmetros m,p € R, m +p > 2.

Finalmente, en la seccion 5 estudiamos el comportamiento asintético de las
soluciones minimales, asi como de su interfase. Observaremos la influencia del
coeficiente de tipo Fisher R(u) = (1 — u), que diferencia las ecuaciones (1.2) y (1.1).
Para la ecuacién (1.2) las interfases son asintéticamente lineales para m +p = 2 y
superlineales en el caso m+p > 2, mientras que para (1.1) son siempre asintéticamente

lineales para todo m +p > 2.
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1.2 Unicidad

Consideremos el problema

{ut:Aumwu—u), (z.9) € Q = R" x (0,00) (2.1)

u(z, 0) = ug(z), z e RY,
conp<l<m N2>21y0<u<l,yseac=m+p-—2.

Para la existencia de soluciones minimales y maximales de este problema, asi
como para las propiedades de comparacién, nos referiremos a [58]. En general la
propiedad de comparacién no es cierta, pero si se cumple entre soluciones minimales
y maximales. El fendmeno de no unicidad queda reflejado por el siguiente ejemplo.
Si el valor inicial es nulo la solucién minimal es u = 0 y la solucién maximal es
T(z,t) = ¥(t), donde 9 estd definida por la relacién

P(t)
t, = /0 sp(l‘l—s_s) (2.2)
De hecho existe un continuo de soluciones de la forma u(z,t;7) = (¢t — 7),7 > 0.
Siguiendo [59] (ver también [1]) diremos que el problema (2.1) tiene casi unicidad si

el dato inicial ug = 0 es el Unico que produce no unicidad. En nuestro caso tendremos

Teorema 1.2.1 i) Sio <0 el problema (2.1) tiene casi unicidad.

ii) Sio > 0 el problema (2.1) tiene una inica solucién si y sélo si el soporte de

uo es todo RV,

La demostracién de la parte de la unicidad de este teorema se basa en el hecho
de que las soluciones positivas son tunicas. De esta forma, probaremos que si el
soporte de ug es todo IR™ entonces la solucién es positiva, y si ¢ < 0 esto es cierto
con la sola suposicién de que uy no sea idénticamente nulo. Por otro lado, si 0 > 0
probaremos la propiedad de propagacién finita para las soluciones minimales, es decir,
si up se anula en una bola, entonces la solucién minimal sigue siendo nula durante un
tiempo en alguna bola mds pequena. Esto contrasta con las soluciones maximales,

que son positivas. También observamos que la unicidad es cierta para las soluciones
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estrictamente positivas, es decir, soluciones que cumplen v > § > 0, puesto que en
este caso el termino de reaccién se hace regular.
Probaremos primeramente una estimacion inferior, haciendo uso de las ideas

desarrolladas en [39].

Lema 1.2.2 Sea u una solucidn del problema (2.1) con ug(zy) > 0. Entonces

existen constantes cy, ¢ > 0 que dependen sélo de m, py N tal que

i) u{m,t) > crt® para 0<t<1, (2.3)

i) u(z,t) >0 para 0<t<1, |z— 1ol < cat?, (2.4)

1 m—7p
donde = ——, f = ———.
l1-p 2(1-p)

Demostracion Obtendremos las estimaciones (2.3, 2.4) por medio de
comparacién con una subsolucién de un problema regular aproximado, sustituyendo

el término de reaccién por

fo(s) = min{s”(1 — s),eP (1 — €)s}. (2.5)

Si escribimos w(z,t) = t*p(|z|t™?), obtenemos la subsolucién particular
2

(€)= (A— BT,

donde B = (m —1)8/2my

- gl~P
ARSIl — A=) =a+ 6N, 1>t>t = (a+,3N)1 -~

Por continuidad, para cualquier 7 > 0 existe € > 0 tal que

w(z — xg,t.) <u(z,7) paratodo x € RY,
que implica
w(x — zg,t +te) < ulz,t+7) para ze€ RN, 0<t+t <1

Haciendo 7 — 0, obtenemos la estimacién requerida con ¢; = A=t ycy =+/A/B.
#

Un refinamiento de esta demostracién nos permite obtener el siguiente lema
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Lema 1.2.3 Sea u una solucién del problema (2.1) con ug(zo) > 0. Entonces,
existe T' > 0 tal que

u(zo,t) > <_)a para t>T. (2.6)

Demostracién
Seleccionando T' = (1 + fN/a)* ' y C = (T +1)~%, obtenemos

u(zo, t) > Ct° para 0<t<T. #

Obsérvese que por este método la mejor estimacion del soporte que se obtiene es

u(z,t) >0 para |z —xzo| < DVt, t>T.

Sin embargo esto basta para concluir,

Corolario 1.2.4 Sea u una solucién del problema (2.1) no idénticamente nula.
Entonces,
i) siu#0, para toda z € R" existe T > 0 tal que u(z,T) > 0,

i) siu#0, para todaz € R" se tiene tli)m u(z,t) = 1.
(o o)

Si aplicamos el Lemma 2.2 a todo punto (zo,%9) € @ podemos obtener el orden

exacto de crecimiento de las soluciones positivas.

Lema 1.2.5 Si u es una solucién del problema (2.1) que satisface v > 0 en Q,

entonces

N
=~
S—"

u(e,) > p(t) en @ (2.
El ultimo paso en la demostracién de la unicidad es el siguiente

Lema 1.2.6 Si u es una solucién del problema (2.1) que satisface u > 0 en Q,

entonces u coincide con la solucién maximal de este problema.
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Demostracién Sea @ la solucién maximal del problema (2.1). Sea T > 0 fijo
y pongamos Qr = IRY x (0,T). Para todo ¢ € C®(Qr) con soporte compacto en
zytoda 0 <t < T, después de restar las correspondientes ecuaciones para ambas

soluciones en su formulacién integral, tenemos que
0 < / (@ — u)(z,t)(z, t) dz
IRN
t
= / / {(@—u)p+ (@™ —u™A¢+ [WP(1 —u) — v (1 — u)|d}(z, s) dz ds.
70 IRN
Ahora eligiendo una funcion test ¢ que cumpla la desigualdad ¢; +aA¢ < 0 donde

T M .

== st u
a=

mu™ ! St

&l
e

&l
Il

u

(ver [59]) obtenemos

t
0< /(n- u)(z,8)6(x, t) dz < / {/[17”(1 —7) — (1 — u)|é(z, s) dz} ds.  (2.8)
RN 0 RN
Si p £ 0 la demostracién estd concluida pues el término de la derecha es negativo.
Para p > 0, usando la estimacién (2.7), se tiene

P(1-1) — (1 - ) < p(@ — u)p? ™, (2.9)

y la desigualdad (2.8) se transforma en

0< / (@ —u)(z,t)¢(z,t) dz < p/ﬂt{/ (T — u)p(z,s) dz}ypP  (s)ds.  (2.10)

R N

Si ponemos h(t) = [{{ [~ (@ — u)p(z,s) dz}P~1(s) ds, obtenemos

W' PR (s) < ph(s) para 0<s<T.

Integrando esta ecuacién para € < s < t < T, y utilizando la ecuacién diferencial que

satisface ¢, tenemos que
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h(t) < h(e) [1 7’_[)(;)@) ! ;(1/;)(8)

para € < t < T. Por otra parte, de la ecuacién (2.8) y la desigualdad de Holder,

} < (D)) (e, (2.11)

obtenemos

/ (@ - u)(z, 8)é(z, s) dz < ¢(T) /0 b / (@ —w)(z,7)(z, ) dalP dr,  (2.12)

RN RN

para todo 0 < s < T. Esto implica

/ (T@—u)(z, s)p(z,s)dr < c(T)sﬁ. (2.13)
RN

Aplicando esta estimacién a h(e) obtenemos
L S 1
hie) < c(T)/ sT=7"ds = ¢(T)eT».
0

Finalmente, de la definicién de %, para pequefios valores de s > 0 tenemos (s) >

1 . .
s, Todas estas estimaciones transforman (2.11) en,

0< [ (@=u)(z,0(z,) dv < h(t) < e(T)e.
RN

Por ultimo, si hacemos € — 0, obtenemos u = 7 en Q. #

Demostracion del teorema 1.2.1: El lema anterior implica unicidad de las
soluciones positivas. Ademds, exactamente como en [59, Lemma 2.4] y haciendo uso
de la estimacion principal del lema 1.2.2,si 0 < 0y ug = 0, es fécil probar que las
tunicas soluciones son u(z,t;7) = ¥(t — 1), 7 > 0.

El resultado de no unicidad para ¢ > 0 se sigue de la velocidad finita de

propagacion.

1.3 La interfase

En esta seccién estudiaremos las propiedades de propagacién del problema (2.1) en

el caso de una dimensién, donde escribimos la ecuacién como en (1.1) mediante un
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simple cambio de escala. Estamos interesados en el fendmeno de propagacién finita,
que se presenta para las soluciones minimales en el caso o > 0.
Asumiremos que el valor inicial ug es positivo para z € (—c0,0) y nulo en [0, c0).

Entonces, para la solucién minimal u del problema (1.1), aparece una interfase
s(t) = sup{z € R : u(z,t) > 0}.

El comportamiento de la interfase queda mejor descrito en términos de la variable

presién, v = u™ ! /(m — 1). La ecuacién que satisface v es

vy = (m— l)vvm+v§+uv7n%’fg(v), (3.1)

con gt = (m—1)7/M=D " () = 1— ((m—1)v)/™=1) (interpretado en el sentido obvio
cuando o = 0).

El andlisis local de la interfase realizado en [58] para la ecuacién (1.2) puede ser
adaptado a nuestra situaciéon con sélo pequenos cambios, obteniendose las propiedades

siguientes

Proposicién 1.3.1 i) s(t) es nodecreciente y Hélder continua.

ii) La derivada por la derecha con respecto al tiempo satisface, para t > 0,

Dts(t) > 2 si 0=0
(3.2)
D*s(t) >0 si 0>0.
iii) Sivg(s(t),t) = /l]ug )vz(z,to) = —2z > —00, entonces se verifica la siguiente
T,/ s(lg
ecuacion de la interfase
+1/z si z2>1
e 0=0= D%s(ty) = 2+l - (3.3)
2 si 0<2<Z1.
o 0>0= D%s(ty) = 2. (3.4)

Como vemos se obtiene la misma ecuacién de la interfase que para la EMP si

o > 0, es decir, el término de reaccién es pequeno en la interfase. Si ¢ = 0 ambos
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términos, la difusién y la reaccién son del mismo orden, y su influencia conjunta se
refleja en la ecuacién (3.3).

Las demostraciones estan basada en el hecho de que cerca de la interfase se tiene
la desigualdad (1 —¢) < g(v) < 1. Ademds, si 0 = 0 podemos dar un resultado mds

preciso para la ecuacion de la interfase y obtener,
Teorema 1.3.2 Si o =0 se cumple
~vg(s(t),t) > 1 para t>0. (3.5)

Demostracion: La demostracién la realizamos comparando con una solucién
especial de la ecuacién (1.2), construida en [59] y llamada Solucién Minimal Absoluta.
Supongamos que para algin to > 0 se tiene —v;(s(tg),ty) < 1. Entonces, de la

Proposicion anterior, cuando 7 > 0 es suficientemente pequerno,

s(t) = s(to) + 2(t —ty) para to<t<tyg+T.

Por otra parte, para algin valor y < s(to) tenemos
v(z,t) <e para z>y, ty<t<ty+T.

De esta manera v es una supersoluciéon de la ecuacion

o

vy = (m = 1)vvg + 02 + (1 — g)pwm-1,

Sea IV la solucién minimal absoluta para esta ecuacién centrada en el punto (s(to), to).

Para t > t; se verifica
sop(W (1)) = { |z = s(to)| £ 2¢/(1 —€)(t — t0) },

—Wa(s(to) +2¢/(1 - €)(t — 1), 8) = /(1 - &),

asi como

W(z,t) <v(z,t) para z >y, t2>to.
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Esto implica
—vz(s(to),t0) > /(1 —¢€), para ty<t<ty+T.

Haciendo ¢ — 0 obtenemos la ecuacién (3.5). #
Otra caracteristica de la solucién minimal y de su correspondiente interfase es la

siguiente propiedad de concavidad:

Teorema 1.3.3 Si la presién inicial v(z,0) es cdncava en el conjunto donde es
positiva, entonces lo mismo se cumple para v(-,t) cuando t > 0. En el caso critico

o = 0 la interfase s(t) es también cdncava.

Demostracién El primer paso serd sustituir el problema (1.1) por un problema
aproximado con reaccion lipschitziana. Entonces, siguiendo el esquema utilizado en
[14], donde se prueba la concavidad de la soluciones de la ecuacién de los medios
porosos, descompondremos el problema (1.1) en dos problemas independientes,
tomando por separado los términos de difusién y de reaccidn. '

Consideremos el problema aproximado

{ Uy = (um)a:a: + f(u)
u(z,0) = uo(z)

con f(s) = fe(s) = = min{sP(1 — s),e?"}(1 — €)s}, y los problemas
Ut = (um)zr Uy = f('LL)
P Fr
. { w0 =ufr) {

Sean Sy(t) y Sr(t) los semigrupos asociados con los problemas (P;) y (F;),
respectivamente, es decir para cada valor inicial uy, Sq(t) y S,(t) producen las

soluciones de estos problemas,

Sa(t)(uo) (@) = walz, 1), Sr(t)(u0)(z) = ur(z, ). (3.7)

Fijamos ¢t > 0 y consideramos, para cada n, j € IN, n > j, la funcién

ugngy = [Sa(t/n) S (t/n)} (uo), (3-8)
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que es la férmula de Lie-Trotter de composicién de ambos semigrupos. Observemos

que el operador
Alu) = —(u™)zz — f(u) + ku

es m-acretivo en L!(IR) cuando k es mayor que la constante de Lipschitz de f [21].
Entonces el limite % = lim,_, %(n,n) €std bien definido y produce la tnica solucién

del problema compuesto (3.6), (ver [13, teorema 1)).

m—1
(ng)°

Estudiaremos la concavidad de ¥ en término de la concavidad de cada una de las

Consideremos ahora la presién ¢ asociada a @ y definida por v(, ;) = —2zu

iteraciones v(y j)-
En primer lugar, tenemos que la solucién de la ecuacién de los medios porosos
(P;) es céncava, [14]. Por otro lado, la presién v, asociada al problema (P,) estd

implicitamente dada para cada z en el soporte inicial P(0) por

"Ur(z:t) d,S'
t, = / il 3.9
7 Ju)  h(s) (39)

donde

1

h(s) = (2=1s) A5 f(m=le)mo) = min{pwinT g(v), Z=LeP—1(1 — ¢)s).

Ademads, el soporte es estacionario, P(t) = P(0). Por consiguiente obtenemos que

h(vr)(vé))? n h(v,)

(vr)ez = [1(vr) = 2 (vo)] h?(vg) h(vo)vo‘

Obsérvese que h(s) es positivo y céncavo, de donde se deduce (v )zz < 0.

Haciendo uso de estos dos resultados de concavidad, obtenemos que v, ;) es
concava para cada n > j > 1. Pasando al limite 5 = n — oo obtenemos ¢ céncava.
Finalmente, haciendo e — 0 llegamos a que v es céncava.

Analizaremos ahora la interfase en el caso ¢ = 0. Sean t; > 0 fijo, y sea
z = —v4(s(tg), to). Como vz, < 0 cuando z < 1 tenemos que s(t) = s(to) + 2(t — to)
para t > tg, y concluye la demostracién. Sea ahora z > 1. De la Proposicion 1.3.1

tenemos s’(tg) = ¢ = z + 1/z. Consideremos el frente lineal

w(z,t) = 2[e(t —to) — (z — s(to))]+
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que es una supersolucién de nuestra ecuacion, cuya interfase es n(t) = s(to) +c(t —to).
Como v es concava tenemos que v(z,tp) < w(zx,tp), y por comparacién, también se

cumple, v(z,t) < w(z,t) para todo t > to. Finalizamos comparando las interfases,
s(te) = n(ty), s(t) <n(t), $(t) =n'(t),  parat>to.

Esto implica s”(t) < 0. . #

1.4 Ondas Viajeras

Primeramente resumiremos el andlisis hecho en el articulo [58] para la obtencién de
Ondas Viajeras (OV), y después pasaremos al estudio de sus propiedades.
Introduciendo u(z,t) = p(&), £ =z — ct, ¢ > 0 en la ecuacién (1.1), y definiendo

las variables

m 1
X(H) = Y1) = (———¢™ (), dr = —X'"™d¢, 4.1
(M) =0©), Y1) =(-—"=e" (), dr=—X'"Td,  (41)
obtenemos el s‘istema
© dX
_:_JY)/
‘ ar
(4.2)
1 & X1 X)-Y(c-Y).
ar

Si 0 > 0, entonces el sistema tiene puntos criticos en
(X,Y) =(0,0), (1,0), (0,c). (4.3)

Estos puntos son dos sillas (1,0), (0,¢) y un nodo degenerado (0,0). Buscamos
trayectorias admisibles, es decir, soluciones de

Y c¢-Y XY (1-X)

XX Y
para 0 < X < 1, que unan los puntos (1,0) y (0,¢) 6 (1,0) y (0,0). Haciendo uso

= H(X,Y,c,0) (4.4)

de (4.1), la conexién silla-silla corresponde a una OV finita, mientras que la conexién
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silla-nodo corresponderd a una onda viajera finita o positiva dependiendo del valor
de p.
Sio =0y c < 2, hay un solo punto critico, (X,Y) = (1,0), mientras que para

¢ > 2, los puntos criticos son

(‘Y’ )/) = (1,0), (0,21), (Oa Z2)7 (45)

donde 0 < z; < 2, corresponden a las raices de la ecuacién 22 —cz+1 = 0. Las OV
finitas estdn dadas por la conexién de (1,0) a (0, z;). En [58] se prueba (ver también
(8, 25]):

Teorema 1.4.1 La ecuacién (1.1) con m > 1 y p € IR admite OV si y sélo si
o > 0, y unicamente para velocidades ¢ > c¢,(0); las OV con ¢ = c. son finitas, todas

las demds OV son finitas si y sélo si p < 1.

Notemos que el plano de fases (4.2) tiene sentido para todos los valores de
m,p € IR. Las OV que se obtienen en el caso m < 1 son positivas.

En [58] se observa que la OV con velocidad ¢ > ¢, no puede ser una solucién
minimal, ya que que no satisface la ecuacién de la interfase (3.3). Por otra parte, la
presién asociada con cada OV satisface vy.(z,t) = ¢"(€) = —dY/d€. Como es ficil
de ver en (4.1), (4.2), Y es creciente en £ cuando ¢ = c,, (esto no se cumple si ¢ > c.),
lo cual implica que al igual que las soluciones minimales, v es céncava sélo si ¢ = c..
Completaremos aqui la caracterizacién de las OV minimales probando que la OV con

¢ = ¢, es una solucién minimal.
Teorema 1.4.2 Las OV son soluciones minimales si y solo si ¢ = c,(0).

Demostracion: La demostracién se basa en argumentos de comparacién.

Usaremos como subsoluciones OV locales con velocidades 0 < ¢ < ¢,(0), ¢ = c.(0).

Caso o =0
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Primeramente consideraremos la aproximacién de la funcién de reaccién (2.5), es
decir,
1 1
s) = min{—sP(1 — s), —eP71(1 — &)s}, 4.6
fuls) = min{— (1 = 5), =*}(1 = &)s) (46)

y la ecuacién diferencial

& (c—Y)Y —mX"2f(X) _ )
% = <7 = H (X,Y). (4.7)

" Buscaremos trayectorias que satisfagan la ecuacién (4.7), que pasen por el punto
(X0,0), 0 < Xo <1,y que tiendan a +00 cuando X tienda a 0.

Supongamos que dado € > 0 tan pequeno como se quiera, existe una trayectoria
decreciente Y;(X), solucién de (4.7) y que une los puntos (0,c) y (X1,0) para algin
0< X; < /e

Asumiendo este hecho, para cualquier X; < Xy < 1, la trayectoria en el primer
cuadrante que sale del punto (Xy, 0) no puede atravesar Y;, y tiende a co cuando X
tiende a 0. La parte de la trayectoria en el cuarto cuadrante es también facil de ver
que va —oo cuando X tiende a 0. Utilizando la relacién diferencial (4.1), vemos que
esta trayectoria alcanza el punto del infnito en un £-intervalo finito. Obtenemos asi

que, para cada 0 < Xy < 1, existe € > 0, y una OV local ¢ (&), solucién de

(™" +co' + felp) =0, & <ELE&, (4.8)

que satisface

(&) = (&) =0, max (§) = Xo,

€61<€<6
_ (4.9)
m m—1y/ —_ m m—1Y\t —
(9" ) (&) = ~(——7¥ )'(§2) = 0.
,
Ahora demostraremos la suposicién hecha. Observemos de (4.7) que i Oalo
largo de la grafica

c—Y)Y -l (1-g)X™ 1 =90 si 0<X<e
e=Y) (1-¢) S (4.10)

(c-Y)Y-(1-X)=0 si e<X<I1.
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Si0 < e < 1-c?/4,esta grifica consiste en dos curvas, una que une (0,0) con (0, )y

otra que une (1,0) con (1,c). Para la primera curva el punto de méximo es

2 1/(m~1)
X = _— < E.
© (4(1 - e)) ©

Para encontrar la trayectoria deseada, consideraremos la curva Y = T(X) dada por

2

1
§T2+(1—cz)logX+X+k:O.

Esta curva satisface, para e < X < 1,
dT_c2/4—(1—X) (c=T)T-(1-X)

— = > = X .
dX XT = XY (X, T)
Seleccionando k = (c?/4 — 1) log \/€ — /2, asi como
| c?
§+§(1—Z)logs+e—\/g<0, (4.11)

obtenemos T'(y/e) =0y T(g) > c.

Consecuentemente, las trayectorias decrecientes que .salen desde el punto (0, ¢) no
pueden atravesar T, y decrecen hasta atravesar el eje X en algin punto 0 < X; < \/e.
Necesitamos seleccionar entonces ¢ > 0 suficientemente pequenio para que satisfaga
la ecuacién (4.11), y ademés € < 1 — ¢?/4. Con esto la suposicién quedard probada.

Consideremos ahora la OV u,(z,t) = p.(z — c,t) con velocidad ¢ = c., la presién
asociada ¢, = %@T‘l, y la correspondiente trayectoria ¥ = Y,(X). Queremos
comparar el valor inicial ¢, (z) con la OV local ¢c(z) = 25 ¢*~!(z) correspondiente
a una velocidad ¢ < ¢, construida en (4.9). El andlisis anterior del plano de fases
implica que para un punto cualquiera z < 0 existe ¢ > 0 y una trayectoria Y,(X)
que corta la trayectoria Y, en el punto X = ¢(z). Observando que las variables en el

plano de fases representan X = ¢, Y = —¢’, obtenemos, por traslacién,

ve(2) = 0ul2),  del2) = du(2),  ¢(2) = 9u(2).

Ademas, comparando las pendientes de Y; e Y, obtenemos ¢”(z) < ¢”(z), asi como

¢.(z) < 8. (y) para z< T,y <& con ¢.(z) = ¢.(y)
¢.(z) > ¢, () para & <7,y <z con @(r) = ¢.(y).
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Esto implica que

oc(z) < ¢u(z)  para & <z <&

Ahora, aplicando [58, lema 5.3] a cualquier solucién u del problema (1.1) con valor

inicial ¢, , obtenemos
u(z +ct,t) > .(2) = p.(2) = u.(z + ety t).

Concluimos la demostracién haciendo ¢ tender a c,.

Caso 0 > 0

En este caso no podemos construir la solucién deseada disparando desde cualquier
punto (Xp,0), 0 < X < 1. Por otra parte la curva con pendiente cero en la ecuacién
(4.7) no tiende a cero. Por lo tanto dispararemos de un punto cualquiera (X, Y, (X))
en la trayectoria. Si 0 < ¢ < Xy, obtenemos una trayectoria Y, que va a oo cuando
X tiende a 0, y decrece a hasta ¥ = 0 para algin X; > Xj,. Observemos que, para
el caso 0 = 0, este método requeriria probar que la trayectoria Y, no va al origen, lo
cual es valido por la construccion de la trayectoria Y. El punto clave es que Y, sale
de (0,¢.) si o > 0 mientras que para o = 0 sale de (0, c./2).

El resto de la demostracion es completamente andlogo al caso anterior.

1.5 La curva ¢ = c.(0)

Estudiamos en esta seccién la funcién ¢, que da la velocidad minima en términos del
parametro o.

Seguiremos aqui el método desarrollado en [6], que consiste en la aplicacién del
teorema de la Funcién Implicita (TFI) a cierta funcién que relaciona la velocidad c,

con el parametro o. El punto de partida serd la solucién explicita, para o = 1,

1 w(g) gMm—2
—s(-0s= [ T—ds (5.1)
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que se obtiene integrando la trayectoria explicita Y'(X) = ¢(1 — X), con ¢ = 1/v2
en la ecuacién (4.4). Para m =2 y p = 1 esta OV fue obtenida en [3]. Observemos
también que por este método obtenemos una nueva prueba de la existencia de las

OV.

Teorema 1.5.1 La velocidad minima c, es una funcion analitica decreciente de la

variable o en [0, 00) con imagen (0, 2].

La curva ¢ = c,(0), obtenida numéricamente, se muestra en la figura 5.1.

2.0

15 F

0.7071 §

0.5 F c=c.(o)

0.0 i A [ i L " ] i
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Figura 5.1: La curva ¢ = c«(0).

Demostracién: Disparemos de los puntos de silla del plano de fases para obtener

una conexién para o # 1. Como dH/dc > 0, es obvio que, si tal conexién existe para
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¢ = ¢, las trayectorias que parten de (1,0) y entran en la regién D = (0,1) x (0, 00),
se iran a infinito cuando X tiende a 0, si ¢ > ¢,, y a 0si 0 < ¢ < ¢,. Por otra parte,
las trayectorias que entran en (0,c) desde D atraviesan la linea X = 1l en Y > 0, si
c>c,yelejeY =0en0< X <1,si0<c<ec,.

Consideremos entonces, para ¢ > 0y o > 0, la trayectoria ¥ que entra en (0, c)

v la trayectoria Y5 que sale de (1,0). Es decir, para algiin 0 < X, < 1 sean

Yi(+,¢0):[0,X.] = R*, Y1(0,¢,0) = ¢,

Ya(+,¢0): [X,, 1] = RY, Ya(1,¢,0) =0, (5.

(S
[\)
~—

0Y;(X,c,0)/0X = H(X,Y,, ¢, 0).
Es claro que estas dos funciones son analiticas. Es facil también ver que para cada
o > 0, existen ¢y y X, tales que ¥; > 0 para ¢ > ¢y (ver (5.12)), aunque no
necesitaremos ninguna informacién sobre X, ni sobre ¢y. Definamos ahora la funcién

(analitica) £ : (0,00) x [0,00) — IR mediante
le,0) =Y1(X,, c,0) — Ya(X,, ¢, 0). (5.3)

La existencia de una conexién para algin c y o es equivalente a la condicién de

ligadura
l(c,0) =0. (5.4)

El TFI nos permite definir ¢ = ¢,(0) en una vecindad de cualquier solucién (c, o) de

la ecuacién (5.4) siempre que se verifique la condicién de transversalidad

ot -
&(c*(a), o) #0. (5.5)
Ademas, de la ecuacién (5.4) podemos obtener la derivada
. —028/00
C*(O') = W(C*(U),O'). (56)

Primero probaremos la condicién de transversalidad. Definamos

z;(X) = 0Y;/0c(X, ¢, 0), i=1, 2, (5.7)
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y demostraremos que z1(X,) — 22(X,) 7# 0. Derivando la ecuacién (4.4) con respecto

al parametro ¢ obtenemos

ds _OH OHOY _ , .
dX ¢ T oY oc ’

con
-1 X°Y1-X) 1
—_— B(X) = —. 5.

Ai(X) =
Estas son dos ecuaciones lineales, solubles explicitamente con los valores iniciales
z1(0) =1, 2(1) =0 (5.9)

(ver la ecuacién (4.8)). Se tiene

— - (% B(s) . - (Y B(s)
A(X)=Gi(X) [ Zsds, a(X) = —GlX) [ s (5.10)
con G;(X) = exp [IX Ai(s)ds]. De aqui se deduce 2z, < 0 < 21, es decir,
ot . ; .
%(C*(O'),U) = z1(X,) — 2(X,) > 0. (5.11)

Ya que (1/1/2,1) es una solucién de (5.4), obtenemos la existencia de una funcién
analitica c,(o) definida en una vecindad de o = 1.

Ademas, la condicion de transversalidad es uniforme para o > 0, asi que podemos
extender el rango de existencia a un intervalo abierto maximal (en [0,00)). Ahora
tomemos una sucesién {Y,}, (n — oo0), de soluciones de la ecuacién (4.4) con
pardmetros (cn,0,) — (Coor o), ¥ que satisface Y;,(0) = ¢,, ¥, (1) = 0. Si probamos
la estimacién uniforme, 0 < 0o < 00, 0 < ¢ < 2, entonces se deduce que existe
una funcién Y, = nh_)rglo Y, que es también solucién de nuestro problema. Asi pues el
intervalo maximal de existencia es un cerrado de [0, 00), v de aqui que debe ser todo

[0,00). La demostracién de la existencia depende de la siguiente estimacion:

Lema 1.5.2 Para o > 0, la velocidad minima satisface
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CE(O’) < G‘% (512)
2 ) 2
ey =% SooE (5.13)

Demostracién: La primera estimacién ha sido obtenida en [58] mediante el

estudio del comportamiento del grafico
(c-Y)Y =X°1-X)

donde dY/dX = 0. Por otra parte, de la ecuacién (4.4) tenemos que

dY
Ve > __Xcr—l 1—X
(5.14)
d(XY?)
<c?-2X(1 - X).
=5 <t -2X(1 )

Ahora integramos estas desigualdades a lo largo de la trayectoria ¥ = Y (X) para
c=c,, desde X =0, Y =¢, hasta X =1, Y =0, y asi obtenemos (5.13). #

Puede observarse que estas estimaciones implican 0 < ¢,(0) < 2, para0 < 0 < 00
y ademds lim c¢,(o) = 0.

o->00

El hecho de que ¢, (o) es una funcién decreciente se sigue ahora del estudio del signo
de 0£/0c. De forma andloga a la ecuacién (5.7) definimos 6;(X) = 9Y;/00(X, c,0),
1 =1, 2. Entonces tenemos que

do;
dX

= a;0; + [,

con
] ) —X1(1-X)logX

(5.15)

91((5) = 605(1) = 0. (5.16)
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Al igual que antes obtenemos

X Bi(s)
0 Gl(S)

1 ‘BQ(S)
x G, (s)

Hl(X) = Gl(X) dS, QQ(X) = —GQ(X) ds. (517)

Una vez més observamos inmediatamente que A, < 0 < 64, es decir,

ol
a_o_(c*(a): U) = gl(X*) - 02(X*) > Oa
y con ello el teorema queda probado #

El método anterior también nos permite calcular la derivada en o = 1.

Lema 1.5.3
dc*_(l) _ -13v2
do 48

. (5.18)

Demostracioén:

El célculo de la derivada (5.6) en o = 1 se realiza mediante la sustitucién de las
funciones explicitas en las ecuaciones (5.10) y (5.17) dadas por la solucién explicita
de (5.1). Para (c,0) = (1/+/2,1) tenemos,

-1 2 1
Yi(X) = (1-X)/V2,  AX)=_—  GX) =
De aqui que
1 ! 1
— /r = —— 1 — 2 P T —— .
(2 = 2)(X) = 7 —X)?/o (1 —s)ds = sxa—xp (5.19)

También
CBi(X) = —V2log X,
lo que implica

-2 1 ) 132
X(1—X)2/o s(1 =) log s ds = T — vy

(61 — 02)(X)

6, — 0

Como c,(0) = se sigue (5.18). #

2] — 29
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1.6 Comportamiento asintdético

En esta seccién investigaremos el comportamiento de las soluciones minimales del
problema (1.1) para valores grandes del tiempo. El resultado principal es que estas
soluciones se propagan con una cierta velocidad limite, precisamente la de la OV
minimal. Sefalemos que en el caso de una potencia pura ([58, 59]), esto ocurre sélo
para el exponente critico o = 0, mientras que para o > 0 la propagacion es superlineal.
" Esto se explica por el hecho de que en la ecuacién tratada en estos trabajos, existen
OV sélo cuando o = 0.

Consideremos el problema (1.1) con valores iniciales ug nulos para z > 0. Sea u
la solucién minimal de este problema y z = s(t) su interfase. Una posible interfase
por la izquierda se puede tratar de la la misma forma.

Comencemos con el resultado mas sencillo,
Teorema 1.6.1 La interfase de la solucion minimal satisface
lim — =c,. (6.1)

La figura 6.1 muestra la interfase de la solucién minimal del problema (1.1)
calculadas numéricamente para dato inicial una funcién de Heaviside y diferentes
valores de 0. En la tabla 6.1 se muestra la pendiente asintética de estas interfases.

Demostracion:

Caso 0 = 0.

Este caso se sigue directamente de la ecuacién con reaccién una potencia. Para
la estimacién inferior usamos (3.2). Para obtener la estimacién superior, usamos
un frente lineal (en presién) con velocidad 2, que es una supersolucién de nuestra

ecuacion.

Caso o0 >0
Primeramente escribiremos el desarrollo de las OV para £ — —oo, el cual se

obtiene de la ecuacién (4.1) y del comportamiento de Y (XX') cuando X — 1:

@ (6) =1 —e" y—1/y=c (6.2)
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10.0

8.0

6.0

4.0

2.0

10.0

Figura 6.1: La interfase de la solucién minimal ug(z) = 1, si & < 0; ug(x) = 0, si
z > 0.

Si el valor inicial tiende a 1 para x — —oo mas despacio que la OV con velocidad
C«, es decir, si esta OV puede ponerse encima de ug, entonces una comparacion directa

implica que, para algin a > 0,
u(z,t) < vz — a — ct),

es decir s(¢) < a + c.t. Si este no fuera el caso, consideramos, para cada 0 < ¢ < 1,

la funcién reescalada

2(1-p)

w(z, t) = 075, (6(z — a) — c.0 ™7 1), (6.3)



32 CaAPiTULO 1. ECUACION DE FISHER NO LINEAL

que satisface la ecuacién
2
wy = (W) e + wWP(1 — 7P w),

v de aqui que es una .supersolucién de nuestra ecuacién. Consecuentemente, si

seleccionamos a > 0 tal que w(0,0) > 1, comparando tendremos,
s(t) <a+ 6%0,,75,

Vv por tanto

. s(t =g
lim s(t) < dm=rc, para cada § < 1.
t—oo

Para obtener una estimacion inferior, usamos una OV con velocidad ¢ < ¢, como
fue construida en la demostracién del teorema 1.4.2, y realizamos una comparacién
local. De esta manera también podremos considerar valores iniciales con soporte
compacto.

Primero notemos que en la prueba del teorema 1.4.2 construimos, para cada ¢ < c,
v e > 0, una OV local w(z,t) = ¢.(z — ct) que es subsolucién de nuestra ecuacién en

una regién {& + ct < z < & + ct}, y que satisface

(&) < Xy para & <§ <&

Ademaés X; no es pequeno cuando € — 0.
Usando los lemas 1.2.2, 1.2.3 obtenemos que, para algin 7' > 0, la solucién

satisface

u(z,T) > X, para & <z <&.
Comparando se deduce
u(z+ct,t+T) 2 (),
es decir

s(t) > & +c(t—T) para todo ¢ < c.. #

En la figura 6.2 mostramos la solucién minimal del problema (1.1) obtenida

numéricamente, con ¢ = 1 y para una condicién inicial dada por una funcién de
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Velocidad | Velocidad
o | m | calculada | esperada
1122 0.711 0.707
1128 0.708 0.707
2135 0.467 0.463
51]6.5 0.236 0.232

33

Tabla 6.1: La velocidad asintética para las interfases de la figura 6.1, comparada con
la velocidad esperada, tal como fue calculada para la figura 5.1.

Heaviside. En el grafico se considera intervalos de tiempo regulares y se compara la
evolucién de la solucién con la OV explicita.

Mids interesante es el siguiente resultado, en el espiritu de [7].

Teorema 1.6.2 Para todo z € IR, se tiene

) 0 s ¢c> ¢,
lim u(z + ct, t) = _ (6.4)
t=oo 1 si ¢ < cy.

Demostracién: El comportamiento asintético para ¢ > c,. es simplemente una
consecuencia del teorema anterior. La prueba de que la solucion trasladada con una
velocidad menor que la minima es no sélo positiva, sino que en realidad tiende a uno,
es sencilla si la OV minimal puede ser colocada por debajo. Suponiendo que éste es

el caso. Del teorema 1.4.2 se deduce
uw(z,t) > gz — cit),

es decir,

Jim u(z +ct, t) = lim o, (z = (c. - o)t) = lim ¢,(§) = 1.

{——o00
Para el caso general, sea zy € IR fijo, @ > 0 un nimero cualquieray 6 > 0 pequeno.

‘Sabemos que existe un instante T > 0 tal que

u(z, T)>1-6 para zp—a<z < zx+a.
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15.0

Figura 6.2: La solucién minimal para ug(z) = 1, si x < 0; uo(z) = 0, si z > 0, con
o =1y m = 2.5, comparada con la OV explicita.

Consideremos entonces una OV local ¢ con velocidad ¢ < ¢ < ¢, que satisface
0 < p(z) <plzg) =1-19, para zg—a<z <o+ a.
Comparando tenemos

u(zo+c(t-T),t) >1—-6 para t>T.

c

c—¢C

Finalmente tomamos 77 = T y obtenemos

u(zg+ct,t) >1-196 para t > Ty.
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Obsérvese que T depende de zq cuando zg ¢ supp(ug). Por tanto, si ug(z) > 0 para

z < 0, la convergencia es uniforme en conjuntos de la forma (—o0, a).

#
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Capitulo 2

Ondas viajeras para una ecuacion

de reaccion-difusion-conveccion

2.1 Introduccion

En este capitulo estudiamos la existencia de OV para la ecuacién de reaccion-

convecciéon-difusion

wp = a(u™ Yuy) + bu™ tuy + kuP para z € IR, t > 0, (1.1)

cona, mn>0ybk pelR

Un estudio local de las OV en la ecuacién (1.1) se puede ver en [31, 35]. Decimos
que u(z,t) = ¢(z — st) es una OV local si ¢ estd definida inicamente en un intervalo
de la forma (—oc0, 29) 0 (29, 00). Nuestro propédsito es estudiar la existencia de ondas
viajeras globales y caracterizar cudles de ellas son finitas.

Asi pues buscamos soluciones en forma de onda viajera u(z,t) = ¢(z — st), con
s € IR, definidas para todo z = x — st € IR. En particular consideraremos soluciones

que satisfacen ¢(z) > 0y

lim ¢(z) =0, (1.2)

z2—r00

37
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a las que llamaremos ondas por la derecha. Ondas por la izquierda, es decir, ondas
que se anulan en —oo, se obtienen por reflexiéon x — —z, que implica el cambio de
velocidad s — —s. Decimos que dos OV, ¢,, ¢, son iguales si ¢,(z) = ¢o(2z — 20)
para algun z;. Los diferentes valores de los pardmetros se analizan en las diferentes
secciones del capitulo, donde los casos més interesantes son b > 0, £k > 0y n > 1.
En particular el caso b < 0 se reduce por simetria a la busqueda de la ondas por la
izquierda con b > 0, y el caso n < 1 puede siempre reducirse al caso n > 1 mediante
una transformaciéon. Cambios mads radicales ocurren entre la reaccién £ > 0 y la
absorcién £ < 0. Mientras para £ < 0 existen OV para cada velocidad s € IR (o
solamente para s < 0), para £ > 0 hay una velocidad minima s, > 0 que delimita la
existencia de OV, tal y como ocurria en el capitulo anterior.

Definamos, para b # 0, las constantes
¢ =min{1, n}, L=max{1,n}, (1.3)

v pongamos { = L =1 si b = 0. Los resultados fundamentales son los siguientes

Teorema 2.1.1  Laecuacién (1.1) con k > 0 y n # 1 admite soluciones en forma
OV si y sélo si
m-+p

> <
b>0, £< 5

<L, p<lL (1.4)

Ademads,

i) Si m +p = 2n, existen OV sélo si b > 2v/ank, y para cada velocidad s > 0.

ii) Si m + p # 2n, existen OV sélo para velocidades s > s.(a,b, k,m,n,p) > 0.
En particular, s, = 2vak si m+p = 2; s, = %’f—e sim+p=n+1;y
lim s, =0sib>2vVank.

m—+p—-2n—-0

iii) Todas las ondas son decrecientes en su soporte.

iv) Sim+p # 2y s=s, laOV es tnica; en cualquier otro caso y, dependiendo

de los pardmetros, el conjunto de las OV puede ser infinito.
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Teorema 2.1.2  La ecuacién (1.1), con k < 0 y n # 1, puede tener soluciones
de tipo OV sélo si m + p > 0. Mas aun, existen OV si y sélo si se cumple alguna de

las siguientes condiciones.

i)n>10>0ym>max{p,n}.

ii) n>1, b.<0yp§max{m,n}.
iii)n>1,b=0,s>0ym>max{p,1}.
iv) n>1,b=0,s <0 yp<max{m,1}.
v)n>1,b=s=0ym>p.

vi) Paran <1 las condiciones son las mismas intercambiando los papeles de b y

sy también den y 1.

Finalmente, cuando para alguna velocidad existe una OV ésta es tnica.

Nota 2.1.3 El caso no convectivo, b = 0, esta contenido en los trabajos [43, 58].
Por otra parte, para n = 1 la ecuacién (1.1) puede reducirse a este caso por una
simple traslacion x — z — bt. De aqui que usando los resultados de [43] para k < 0,
obtenemos la misma conclusion, mientras que, haciendo uso de los resultados de [58],
para k > 0 observamos que existen OV si y sélo si m + p = 2 y para velocidades
s> s, = 2vak — b; o lo que es lo mismo, existen OV para cada velocidad s > 0 si y
sélo si b > 2v/ak.

Por 1ltimo, el caso k = 0 puede ser facilmente resuelto de forma explicita: sin > 1
existe una tnica OV paracada s> 0ym>nds>0yb<0; sin< 1 existe una
tnica OV paracadas >0, b>0ym >16s<0yb>0;sin=1 llegamos a la
Ecuacién de Medios Porosos. Ver también (23, 31, 37, 46, 47] y la iltima parte de

este capitulo.

En lo sucesivo asumiremos siempre b # 0, k # 0 y n # 1. Realizando un simple

cambio de escala podemos considerar a = 1y |b| = 1. En efecto, consideramos

v(z,t) = au(Bz,t)
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con

a

a —m—
6 = |—6—| ‘b—2a2n l. (15)

Esto implica los cambios en el coeficiente de reaccién

an—m

, 7=

k— ko = Z—fam“m"’ (1.6)
y en la velocidad
s—c= lb?a”‘lg. (1.7)
También, si m+ p # 2n podemos tomar |ko| = 1, seleccionando a = (%@)rﬁ—ﬁ Por
tanto la velocidad minima s, puede escribirse en este caso como
$e = |b] <%> m co(o,n), (1.8)

donde c. es alguna funcién de o = m—t%_l € (-1,1) yn >0, n# 1. Aplicaremos
entonces el método desarrollado en la seccién 1.5 del capitulo 1 para probar que la
funcién c.(o,n) es analitica en o € (—1,1) paracadan >0, n # 1.

Sustituyendo ahora v(z,t) = ¢(z—ct) en la ecuacién (1.1) normalizada, obtenemos
—-C(p’ — (C,Om_l(Pl)’ + etp”_lw' + kOWpy (19)

con € = +1, y también kg = £1 si m + p # 2n, y donde ' denota diferenciaciéon con
respecto a £ = z — ct. La ecuacién (1.9) se interpreta en sentido débil, es decir, ¢ y
@™~ 1y’ son funciones continuas en IR y la ecuacién se satisface en su version integral
estandar. Si ¢ se anula para £ > £, diremos que la onda es finita, y por traslacion
podemos poner & = 0. En este caso debemos tener ¢™ '¢'(0) = 0 para que ¢ sea
solucién débil de (1.9); ésta es la llamada condicién de flujo. En contraposicién,
las ondas que satisfacen ¢ > 0 en IR se llaman ondas positivas.

Este capitulo estd organizado como sigue: la ecuacién (1.9) con £ > 0 se analiza,

por medio de técnicas de plano de fase, en las secciones 2.2 y 2.3, dependiendo de
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que los valores de n sean mayores o menores que uno; el estudio de la funcién c.(o,n)
que da la velocidad minima, se realiza en la seccién 2.4; el caso k < 0 se estudia en la

seccién 2.5, y por ultimo, en la seccién 2.6 se caracteriza cudles de la OV son finitas.

2.2 Casok>0,n>1

Definiendo las variables
X=¢p" ! Y=-p"?%, (2.1)

la ecuacién (1.9) se transforma en el sistema

dX n—m
= —(n—- )XY

g
(22)
Y n .
Cfi_g = (Y —c— eX)XFRY 4 x5

donde ¢ = 1, kg > 0y kg = 1 si m + p # 2n. Las variables satisfacen £ € IR,
X() > 0, Elim X(€) =0, ysi X(§) = 0 para £ > 0, la condicién de flujo es
—00

=T(E)Y(€) = 0.

Con el objeto de eliminar la singularidad en el origen del sistema (2.2),

lim X
£—0

reparametrizamos definiendo en forma implicita d¢ = X'~™d§, y asi obtenemos el

nuevo sistema

% = —(n—1)XY = F(X,Y)
(2.3)
% = Y2 oY — XY + kX = B(X,Y).

Ambos sistemas son topolégicamente equivalentes en el interior del semiplano II =

d
{X >0, Y € R} y con la misma orientacién ya que d—g > 0.

Por tanto buscar ondas viajeras se reduce a buscar trayectorias Y = Y (X) en II

soluciones de la ecuacién

ay c—=Y kyX°
=€ —

dX X Y

(n—1) = F(X,Y), (2.4)
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donde ¢ = mFe=n-!

n-1

En cuanto a la condicién de flujo, ésta se escribe aqui como
TR
lim XY (X)=0. (2.5)
X—=0

Las trayectorias para las cuales /{_iir%] Y (X) = 400 no satisfacen esta condicién de
flujo (2.5), ya que, como veremos, cumplen |Y (X)| > an__—ll para X — 0 y alcanzan
X =0 en un valor finito del parémetro €.

Por otra parte, existen también trayectorias en II que tiende a co para X' — co en
un valor finito de £, dependiendo del crecimiento de Y (X'). De esta forma obtenemos
ondas definidas solamente en algin intervalo (£;,00), que poseen una asintota vertical
en £ = &;. Son OV no acotadas, no definidas globalmente. De (2.2)obtenemos la

condicién de acotacién
0o X Ao

—dX = . .
Y(X)d 00 (2.6)

Esta condicién se verifica en particular si Y (X) ~ X® con § < 2=, (Aqui y en el

n—1

resto del trabajo escribiremos f & g para significar f = O(g), f # o(g).)

Asumamos ahorae = +1 (b > 0). Elcaso e = —1 (b < 0) es fécilmente descartable
y lo haremos de forma breve al final de la seccidn.

Una primera ojeada a los puntos criticos finitos situados sobre el eje Y, las
soluciones de la ecuacién F2(0,Y) = 0, permite seleccionar facilmente qué tipo de
trayectorias en II pueden dar OV por la derecha y son por tanto-admisibles (un
andlisis mds detallado se realizard con posterioridad). En particular tendremos una,
dos oninguna solucién de esta ecuacion, y los correspondientes puntos criticos tendran
siempre el mismo signo, dependiendo de c. Como el signo de Y es el opuesto del signo
de la derivada de ¢, las OV por la derecha deben aproximarse al eje Y desde el primer
cuadrante. Por otra parte, todaslas trayectorias que atraviesan el eje horizontal deben
tender a oo cuando ( — oo 6 a —oo, de modo que no satisfacen la condicién de flujo.

Concluimos que las unicas trayectorias admisibles son:
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trayectorias definidas para cada X > 0, positivas y con limite finito
cuando X — 0.

Las trayectorias definidas para todo X > 0, negativas, que tienen limite finito
cuando X — 0 deben ser descartadas ya que corresponden a ondas crecientes
y por tanto no satisfacen la condicién (1.2). Entre las trayectorias admisibles
seleccionaremos aquellas que corresponden a OV globales, es decir, que satisfacen
la condicién (2.6).

El resultado de no existencia es sencillo.

Lema 2.2.1 Elsistema (2.3) con e = +1 no posee trayectorias admisibles si ¢ < 0

6 lo| > 1.
Demostracion:
c < 0. Los puntos criticos sobre el eje Y satisfacen ¥ < 0, y de aqui que

puedan existir sélo OV por la izquierda.

o< —1. Ya que no hay puntos criticos que sean finitos en II, todas las
trayectorias en el primer cuadrante se acercan a Y = oo, cuando X — 0.

ag>1. En este caso todas las trayectorias atraviesan el eje X, y por
consiguiente no son admisibles. Esto se deduce observando que para cada ¢ > 0

Ve

dY
existe 0 < X, < oo tal que i < 0, para X > X, y la derivada

X es muy negativa
para X grande, Y > 0.

#

Ahora caracterizaremos la existencia de OV en el rango de valores |o| < 1.

Omitimos en esta seccion la dependencia de n al escribir c,

2.2.1 Elcaso -1<o<1

Teorema 2.2.2 Si —1 < 0 < 1 existe una velocidad minima c,(c) > 0 tal que las

trayectorias admisibles existen solamente para ¢ > c.(o).

Dividiremos la prueba en tres partes.
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Los puntos criticos

En primer lugar recordemos que ponemos kg = 1 en (2.3) si ¢ # 1. Cuando
—1 < o < 1, el sistema (2.3) tiene dos puntos criticos, O = (0,0) y P = P, = (0, ¢),
y tenemos que considerar solamente ¢ > 0. Si ¢ > 0, el punto P es un punto silla, sin
embargo, si o < 0, la matriz jacobiana es singular, y tenemos que realizar un cambio

de variables antes de obtener dicha conclusién. De hecho esta matriz es, para ¢ > 0,

A(P) = ( —(n—=1)c 0))

—C Cc

para o =0 es
—(n—1) 0
apy=| "N 0
1-c¢ c

mientras que para o < 0, definiendo Z = X°*!, la matriz es

B(P) = ( —(n=1)(c+ 1) o)'

1 c

La variedad inestable es el eje ¥ y la variedad estable W tiene la direccién del
vector v = (1,1/n), v = (1,(c — 1)/en) y v = (0, —1), respectivamente, segin el
signo de . Considerando ahora el punto critico del origen O, vemos que la matriz
jacobiana es, o degenerada (si o > 0), o singular (si o < 0). Entonces O es un punto no
hiperbdlico, y el sistema linealizado es inadecuado para describir la dindmica de este
punto. Siguiendo [20] estudiaremos los términos de orden superior en la aproximacién

del lado derecho de (2.2). Si definimos n = —c(, obtenemos

00
B(O) = ( . 1) (2.7)

como matriz jacobiana. La ecuacién F>(X,Y) = 0, considerada en una vecindad del

origen, implica
1
Y = _Xa+l + O(XU+1).
c
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Como a lo largo de esta curva se verifica

%{;_ — _nc_TlXaH +o0(X7),
obtenemos que el origen es un nodo estable para X > 0, y todas las trayectorias
entran en O como la potencia ¥ = 1 X7+,
Si 0 < 0, realizamos ademads el cambio Z = X°*! H=Y — %X““, para obtener

(2.7), y demostrar que a lo largo de la curva

H = (Z) = (n— 1)(Zs+ 1)+122+o(22),
se tiene
Az (n— 1)(0+1)Z2+0(Z2).

dy ¢

De esta forma llegamos a la misma conclusion.

En el caso ¢ = 0, los puntos P y O colapsan en un punto nodo-silla. Véase también
la Nota 2.2.5.

Para completar la caracterizacién de los puntos criticos consideraremos ademaés
los puntos en el infinito. Estos son: Soo, correspondientes a los puntos (0, +00);
(Do, correspondiente al comportamiento Y ~ X7, y Ry, correspondiente a Y = lX.
Tenemos que Ry ¥ S+ieo Son nodos y Qo es un punto de silla topolégico. Paranver
esto y dar una mejor descripcion de la dindmica en el semiplano I1, consideramos las

coordenadas homogéneas,

U 1%
X = o U VEemt=1, (2.8)

que transforman el plano XY en la Esfera de Poincaré (ver por ejemplo [61]). En

estas coordenadas, y en forma diferencial, la ecuacién (2.4) se convierte en

(VW = VW? = UVW + U W2-9)dU + (n — YUVWdV +
(2.9)
+(UVW = nUV?2 + U2V — U2 W=0)dW = 0.
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Los puntos en el infinito en II corresponden a los puntos sobre el semicirculo
T={U>0,W=0, U2+ V?=1},
para el cual la ecuacion anterior se reduce a
UV(U—-nV)=0. (2.10)

Esto da las posibilidades U =0, V =0y U = nV/, es decir, los cuatro puntos criticos
en T son:

n 1
VI+n2 V1+n?

que corresponden, respectivamente, a Qeo, Roo ¥ Sico- Siguiendo de nuevo [61]

/\1 = (1a0)1 /\2 = ( )a /\3,4 = (0)i1)7 (211)

podemos obtener el flujo sobre T,
A4 — A — A2 — A3. (212)

Para analizar la dindmica alrededor de los dos primeros puntos proyectamos la

esfera sobre el plano U = 1, y asi obtenemos el sistema diferencial

% =—(n-1)VW
(2.13)
av
- = W —nVZ - Wwlo.
iC V+cV n 12¢

1
Los puntos criticos Aj2 son aqui Ay = (W, V) = (0,0) y Ay = (0, E) Usando el
mismo procedimiento que para estudiar el origen en el sistema (2.3), obtenemos que
A1 es un punto-de silla, mientras que A, es un nodo inestable. Por otra parte, para la

variedad inestable que surge de A; tenemos el comportamiento local
V= gp(W) =W 4 o(W')

cuando W — 0. Esto conlleva, para la variedad inestable W& que proviene de Qoo,

el comportamiento asintotico

Y = U(X) = X7 4 o(X),
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cuando X — oo. Mdas adelante necesitaremos una aproximacién mas precisa de W¢,
en particular, su dependencia de la velocidad ¢ (lema 2.2.10). Esto puede obtenerse
por una aplicacién directa del teorema de la Variedad Central (ver por ejemplo [21])

al sistema (5.2):

Proposicion 2.2.3 Utilizando la notacién anterior tenemos, cuando X — oo, el

desarrollo y
U(X) =S ;X070 — e X4 o(X7), (2.14)
=1

M=2 M-1 . ’
donde $;=5 < 0 < 57, y los coeficientes b; dependen sdlo de o y n, pero no de c.

En particular by = 1, by = (n — 1)o + 1.

Por ultimo, el comportamiento de Si, correspondientes a Az4, se puede obtener
proyectando nuevamente la esfera de Poincaré, en esta ocasién sobre el plano V = 1.

El sistema ahora es

dW
ra =W —UW — ¢W? + U°tiweoe

(2.15)
% =nl —U? — cUW + U°t2Wi-7,

Los puntos criticos A3 4 corresponden aqui al unico punto A3 4 = (U, W) = (0,0), pero

con la orientacién invertida. La matriz jacobiana en el origen es,

A(/\3,4):<1~00 2),

si 0 < o < 1, (sustituyendo previamente W, = W'=7) vy

10
Aag) = (o (a+1)n>’

si =1 < ¢ < 0, (definiendo U; = U°*!), lo que implica que A\34 es un nodo. Por
consiguiente A3 4 son nodos, cuya estabilidad depende del flujo sobre T', es decir,

A3 es un nodo estable y Ay es un nodo inestable. Ademads, podemos obtener el



48 CAPITULO 2. ONDAS VIAJERAS

l1-o

comportamiento de las trayectorias que se aproximan a estos puntos: Wy =~ U™, 6
1
—_— -1
W ~ U™, lo que implica Y ~ X7-1. Teniendo en cuenta la condicién de flujo

(2.5), esto explica por qué estas trayectorias no son admisibles.

Nota 2.2.4 Este andlisis también se puede hacer para |o| > 1, de modo que se

ag+1 -1
2 2 n—1"

obtiene el mismo resultadosic > 160 = —1, y también cuandoo < —1y
- . . .. rotl

En el caso 9;—1 < n_—ll obtenemos el comportamiento asintético Y ~ X2 . Una vez

mas falla la condicién de flujo. Esta observacion sera de gran importancia en el caso

k<0.

Una vez obtenido el comportamiento de los puntos criticos en el infinito,
los incluiremos juntos en un esquema completo con los puntos criticos finitos,

considerando ahora la proyeccién de la esfera de Poincaré sobre el semidisco

0={U>0,W=0,U*+V?<1}. (2.16)
Junto a los cuatro puntos criticos A;—A4 sobre T, tenemos A; = (O,ﬁ), y

A¢ = (0,0), que corresponden a las proyecciones de P y O, respectivamente. El
flujo local en estos puntos, teniendo en cuenta el andlisis anterior y (2.12), se refleja
en la figura 2.1.

La existencia del perfil de las ondas viajeras se caracteriza por las diferentes
conexiones entre los puntos criticos Qeo, Roo, S+oo, Py O, es decir, los puntos A;—Ag
en ©. Recordemos que los puntos Sie (A34) dan lugar a trayectorias no admisibles.

Como los puntos criticos son dos sumideros, dos fuentes y dos sillas, solamente
tenemos tres posibilidades, representadas por las conexiones desde el punto silla A,
que son las conexiones silla-nodo A; — A3 y A7 — Ag, y la conexién silla-silla
A1 = As.

e La conexién A; — Aj implica las conexiones Ay — Az, y Ay — (As, As, Ag).

Esto da trayectorias no admisibles.

e La conexiéon A; — Ag da una OV, e implica las conexiones Ay — (A3, As, Ag)
y Ay — Ag. Obtenemos también una OV para cada una de las conexiones

1\2 — Ag y Ay — Ag.
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Figura 2.1: El flujo local en los puntos criticos en ©.

e Finalmente, la conexién silla-silla A; — A5 da una OV y ninguna otra conexién,

ni A, — A3, ni Ay — Ag, son admisibles.

Probaremos que, dentro de las tres situaciones recién descritas, el parametro c
gobierna, a medida que crece, el movimiento del flujo en © , ver la figura 2.2. En
particular probaremos que existe un tunico valor de bifurcaciéon de c, la velocidad

minima c,(0), para el cual se tiene la conexidn silla-silla.

Las trayectorias

Regresando al plano XY, las trayectorias Y = Y (X') soluciones de (2.3) tienen
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pendiente cero en los puntos del grafico
G={Y*~(c+X)Y+X°"' =0}. (2.17)

Este grafico consta de dos curvas, las cuales son diferentes cuando ¢ varia, y también
cuando o >, =, 6 < 0. Para valores pequenos de ¢ > 0, tenemos G = G; UG, donde
G, es la curva izquierda, una curva definida sélo para 0 < X < Xy, ¥ que une los
puntos criticos, O y P; la curva derecha G, estd definida para X > X; > X, con
dos ramas, una que va hacia el infinito linealmente y la otra se comporta como la
potencia ¥ = X7, cuando X tiende al infinito (por tanto, va a infinito, uno o cero de
acuerdo al signo de o).

Cuando c crece, las curvas izquierda y derecha de G se mueven una hacia la otra,
coincidiendo en el valor

co(0) = (1 —0)(1 + 0)T=, (2.18)

y tenemos X = X;. Cuando ¢ > ¢y, tenemos G = G, U G_, ambas curvas definidas
para todo X > 0, la curva superior G, partiendo de P, va a infinito linealmente, la

curva inferior G _, partiendo del origen, se comporta como Y = X7, cuando X — oo.

Nota 2.2.5 Si ¢ = 0 existe sélo la curva derecha, G = G,. FEs facil comprobar

entonces que no existen trayectorias admisibles cuando —1 < o < 1.

El caso 0 = 0 es especialmente sencillo
Teorema 2.2.6 Cuando o =0 la velocidad minima es c,(0) = 1.

Demostracién: En este caso tenemos ¢o(0) = 1. Para 0 < ¢ < 1, las curvas que
definen G satisfacen
G <1<@G,.

Por tanto, cada trayectoria que pasa por P 6 O debe cruzar el eje X y no es admisible.

Para ¢ = 1, G se define por las dos rectas

G={(Y -1 -X)=0},
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y la unica trayectoria admisible es la curva explicita Y = 1, correspondiente a la
conexion A; — Aj. Notemos que esta trayectoria produce una OV con perfil explicito.
Para ¢ > 1 tenemos
G_<1<Gy.

Por tanto, cada trayectoria que pasa a través de los puntos (A4,1), A > 0, da una
conexién Ay — Ag. También tenemos una trayectoria que viene de (0o,1) y entra
linealmente en O (A; — Ag), y una trayectoria que viene linealmente del infinito y
entra en P (Ay — Asj). #

Lema 2.2.7 Si —1 < 0 < 1, y ¢ > 0 es suficientemente pequerio, el sistema (2.3)

no posee trayectorias admisibles.

Demostracién:
o> 0. Sea 0 < ¢ < ¢p(0) y supongamos que
sup{Y >0 : (X,Y)e G} <inf{Y >0: (X,Y) €G,}. (2.19)

En este caso todas las trayectorias que parten del punto critico P son decrecientes

para X > Xy. Como no pueden tener limite nulo cuando X tiende a infinito (o > 0
7

implica que toma valores muy negativos para X grande, Y > 0 fijo), concluimos

dX
una vez mds que estas trayectorias atraviesan el eje X'.

Probemos lo supuesto anteriormente. Derivando la igualdad en (2.17),

Y —(o+1)X7

Vi
! 2Y —c-— X

(2.20)

obtenemos que los puntos en los cuales el grafico de G tiene tangente horizontal
pertenecen a la curva Y = R(X) = (0 + 1)X?. La conclusién deseada se sigue del
crecimiento de esta curva.

Observemos también que cuando ¢ = c¢o(o0), las curvas que definen G son

l—0c 1
1+ac’ 1-0

crecientes, se cortan en el punto (Xi,Y)) = ( c), y tienen en este punto
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pendientes %(1 + }—;g) > 0. Las trayectorias que parten del punto P no pueden
pasar a través de este punto y la situacién es la misma que para ¢ < co(0).

g <0. La demostracién en este caso consiste en probar que para algin A > 0
suficientemente pequerno, las trayectorias para 0 < ¢ < A no pueden cruzar la linea

Y = H(X) = A(1 — X) de izquierda a derecha. Esto se sigue de la observacién de

que
(n—1)H'(X)-F(X,H) = \,IH (X + A(An+ 1) X2 - A(An+ A+1-¢)X
+A(A-0)] > (1-A—A%n)>0,

XH
para todo 0 < X < 1, eligiendo A > 0 pequefio y 0 < ¢ < A. Se deduce que las

trayectorias que parten de los puntos criticos O ¢ P deben atravesar el eje X en algin

0 < X <1,y son por lo tanto no admisibles. #

Lema 2.2.8 Si —1 < 0 < 1 y ¢ > 0 es suficientemente grande, el sistema (2.3)

posee un continuo de trayectorias admisibles.

Demostracioén:
o <Q0. Si ¢ > ¢y(0), y de acuerdo a (2.20), obtenemos que los puntos en los
cuales el grafico G tiene tangente horizontal pertenecen a una curva decreciente. Esto

implica que, si los puntos X_ y X, estdn definidos por
G_(X_) =maxG_(X), Gi(X;) =minG4(X),
entonces
G_(X_) > G+(.X+) — X_ < X+.

Obtenemos trayectorias admisibles disparando desde los puntos que estdn sobre la
curva G, N G_, desde los puntos de la curva G;N G, todos ellos entrando en O, (las
conexiones Ay — Ag).

g > 0. La demostracién en este caso es la misma, con la introduccién previa

del cambio de variables H = Y X~?. Los puntos en los cuales el grafico

F={H =0}={AX"H* - (c+X)H+ X =0},
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con A = (1 + (n — 1)o), tiene tangente horizontal, pertenecen a la curva decreciente

1-0)X
H = (1-9) , siempre que ¢ > ci(0) = )\T—L?co(a). Debemos notar que el
1-0)X —co
origen en el plano X H da lugar a trayectorias admisibles. #

Nota 2.2.9 Como un subproducto de los calculos anteriores hemos obtenido las
estimaciones c.(0) < c¢1(0), si o > 0 y c.(0) < co(0), si 0 < 0. EIl mismo
argumento permite mejorar la estimacion del lema 2.2.7 para o < 0, al menos cuando

o> -1/(n—1), y por tanto c.(c) > ¢1(0)4-

La conexidn silla-silla

Probaremos ahora la existencia de la velocidad minima c.(o).

Lema 2.2.10 Sea W&, = {Y = ¥ (X)} la trayectoria que parte del punto del
infinito Q ., y sea W§ = {Y = ®.(X)} la trayectoria que entra en el punto P = (0, c).

Entonces, para cada X > 0 se tiene

d. (X)) < P, (X
cl<62:>{ () < 20
o (X) > U, (X)
Demostracién: Es claro que @, (X) < &.(X) para X préximo a cero.

Supongamos que existe n > 0 tal que

o, (X) <
P, (n) =

(X) para 0< X <17

(n)-

Entonces &, (n) > ®.,(n). Pero el miembro derecho en la ecuacién diferencial (2.4),

o,
.,

satisfecha por @, es mondtona creciente en ¢, con lo cual llegamos a una contradiccion.
El mismo argumento puede ser aplicado a ¥, usando en este caso el comportamiento
asintético de W&, (ver (2.14)), de lo cual concluimos ¥, (X) > ¥.,(X) para todo X

suficientemente grande. #
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Corolario 2.2.11 Fijemos X > 0, y definamos
poo(c) = lIlc(y), Pp (C) = [(I)C(X;)]+
Entonces py(c) es estrictamente creciente y p,(c) es no creciente.

Fin de la prueba del teorema 2.2.2. Pongamos p(c) = p,(c)—peo(c). Sabemos
~que p(c) < 0 para valores de ¢ pequerios, mientras que p(c) > 0 para valores de c
grandes. También p(c) es continua y estrictamente creciente. Por consiguiente existe

un unico valor ¢ = c¢.(0) para el cual p(c) = 0, es decir, tenemos que Wp = W<, la

#

conexion A; — As.

A3
s A
2
A
Mg 5 N
N3
Is
Ay 1%
O<c<c. v %\
e p 4y
N3
s
Nz
A%
Iy
c=c
[\6 /Al
Ag
c>c,

Figura 2.2: Las diferentes conexiones en © para kg =1, e=+1, -1 <o <1lyc>0.
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Ut
Ut

En el curso de la demostracién hemos caracterizado el niimero de trayectorias

admisibles, que resumiremos en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.2.12 Sea —1 < o < 1. Entonces:
i) si ¢ = c*(0) existe una inica trayectoria admisible que llega al punto (0, c);
ii) si ¢ > c*(o) existe una unica trayectoria que llega al punto (0, c) e infinitas que

llegan al origen.

2.2.2 Caso limite ¢ = —1

Teorema 2.2.13 Si o0 = —1 existen trayectorias admisibles si y sélo si ¢ > 2, es

decir, la velocidad minima es c*(—1) = 2.

Demostracion: La diferencia que aparece con el caso anterior es el

comportamiento cerca del origen. De la ecuacién de las trayectorias (2.4) tenemos
/

dX
puntos criticos finitos si 0 < ¢ < 2.

1
=0alolargo de la curva X = ¢g(Y) =Y + v ~ 6y por tanto no existen

que

Si ¢ = 2 el tnico punto critico P, = (0,1) es un punto silla-nodo, que tiene como
variedad central el eje Y, como regién silla {Y > 1 + ﬁX} y como regién nodo

{Y <14 -5 X}. Para deducir esto escribimos la matriz jacobiana de (2.3) en P,

A(Py) = ( "(’: ! g)

y vemos que P, es nuevamente un punto no hiperbélico. Consideramos el cambio de

variables

Z=-X+m-1)(yY-1), H=X, n=—-(n-1), (2.21)



56 CAPITULO 2. ONDAS VIAJERAS

que transforma (2.3) en

iz 1 .
%——W(thf{) =F(Z,H)

(2.22)
dH 1 ~
d77 n_].( + ) F2(21 )7

con el tnico punto critico Z = H = 0 y (2.7) como su matriz jacobiana en el
origen. Si F3(Z,H) = 0 en una vecindad del origen entonces H = 0. Como
F(Z2,0) = —(—n_il)—zZQ7 el origen es un punto silla-nodo, que tiene como variedad
central al eje Z y como regién hiperbdlica Z > 0, ver [20]. Esto da los sectores
hiperbdlico y parabdlico mencionados anteriormente. Ademads, la variedad estable
de P,, tangente a la recta ¥ =1+ ;L{—iX, va hacia infinito cuando £ - —oo como
Y = 21X (el punto Ry). Todas las demés curvas van a ser tangentes al eje Y. Esto da
el comportamiento alrededor de P,. Partiendo de puntos de la curva X = g(Y’) con
Y < 1, obtenemos trayectorias que van por la izquierda (cuando { — o0) a P, y por
la derecha (cuando ( — —o0) a Ry. Partiendo ahora de los puntos sobre el eje X,
las trayectorias llegan al punto P,. Ya que el punto Q. = (00, 0) es topoldgicamente
un punto de silla (ver(5.2)), su variedad central es una separatriz entre las curvas
anteriores y llega al punto P,.

Si ¢ > 2 tenemos dos puntos criticos, D; = (0, z;), correspondientes a las soluciones

0 < 21 < 2 de la ecuacién Y2 — ¢Y +1 = 0. La matriz jacobiana en estos puntos es

~z  2m—c

Como z; < ¢/2 < 2z, el punto D; es un nodo estable, (un nodo degenerado si
c = (n+1)/y/n), y el punto D, es una silla. En efecto, el punto silla-nodo P,
correspondiente al caso ¢ = 2 se divide en una silla y un nodo para ¢ > 2. Por tanto
se concluye facilmente que existe un continuo de trayectorias admisibles que van a
D, una desde @ e infinitas desde R, y una trayectoria que llega a D, desde R.

La representacion en © es entonces la misma que para —1 < 0 < 1 si ¢ > 2, donde,
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Ut
=~

en este caso, Asg = (0, —lﬁ) Notemos que si ¢ = 2 se tiene que As = Ag = (0, \%)
Z
y las conexiones A; — As, Ao — Aj; no representan una trayectoria unica. Con esto

se concluye la demostracion. #

Proposicién 2.2.14 Sea 0 = —1. Entonces:
i) si ¢ = 2 existen infinitas trayectorias admisibles que llegan al punto (0,1);
ii) si ¢ > 2 existe una unica trayectoria que llega al punto (0, z5) e infinitas que

llegan al punto (0, z1).

2.2.3 Caso limite ¢ =1

' 1
Teorema 2.2.15 Si o =1 la velocidad minima es 0 para 0 < kg < 1’ mientras
n

1
que es oo para kg > —.
4n

Demostracién: Ahora la diferencia con el caso interior |o| < 1 la proporciona el

comportamiento en el infinito. Aqui tenemos que la ecuacién de las trayectorias es

4y c-Y X _ .

con kg > 0. La ecuacion que caracteriza los puntos criticos en el ecuador de la esfera

de Poincaré es

N

UkoU? = UV +nV?) = 0. (2.24)

: Ca 1
v A, existen si sélo si kg < m
n
y ellos corresponden a V = AyU con Ay = Y-k 1-4nks - Tenemos que A; es un punto

Obtenemos que junto a As4, los puntos criticos A,

silla, mientras que A2 es un nodo inestable, coincidiendo ambos en un punto silla-nodo

. ., . ) 1

cuando kg = —. Como una primera conclusion, no existen OV si kg > —. Ahora
n n

pongamos H = — y observemos el plano X H. Se ve facilmente que la variedad

X
inestable que parte del punto silla (co, A7) debe dirigirse al origen. Esto da lugar a la

conexion @ — O en el plano XY, lo que implica que todas las demds trayectorias
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que llegan a O por encima de esta conexion vienen de R, y también la variedad

central que llega a P viene de R,. Todas estas trayectorias son admisibles. Para

ko = — 6 ¢ = 0 puede aplicarse el mismo andlisis.

4n
De esta forma obtenemos un continuo de trayectorias admisibles, excepto para el

1 : . : .

caso c =0y ky = o donde existe una tunica trayectoria, que es explicita, ¥ = %A.
n

#

Proposicion 2.2.16 Sea o = 1. Entonces:

i)sic>0y0<ky< :117; existe una inica trayectoria admisible que llega al punto
(0,c) e infinitas que llegan al origen;

ii)sic=0y0<ky< in existen infinitas trayectorias admisibles que llegan al
origen;

1
iii)sic=0yky= i existe una inica trayectoria admisible que llega al origen.
n

2.2.4 Casob<0

El caso b < 0 (¢ = —1) puede obtenerse por reflexién considerando ondas por la
izquierda. Los cdlculos anteriores muestran que no hay OV por la izquierda para
¢ > 0. También para ¢ < 0 obtenemos que los puntos criticos A, cambian su
estabilidad. De aqui que tengamos cinco puntos de salida y s6lo uno de llegada en ©,

es decir, no hay OV.

2.2.5 La condicién de acotacion

Seleccionaremos aqui cuales de las trayectorias obtenidas en las cuatro subsecciones
previas, dan lugar a ondas viajeras acotadas (globales), es decir, satisfacen la
condicién de acctacién (2.6), y finalizamos de esta manera la demostracién del teorema

2.1.1 para n > 1.
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Si —1 < 0 < 1, las trayectorias conectan el eje Y con los dos puntos del infinito
A1 y Ay Las conexiones con )\; se comportan como X7, y, por tanto, la condicién
de acotacion es p < n. Para A, el comportamiento es lineal, luego la condicién es
m > n. Como 2 < m+p < 2n, concluimos que existen OV globales si y sélo si p < n.
Si ademds m < n, tenemos que solamente las conexiones A; — Ag son globales. Esto
da lugar a una unica OV global para cada velocidad ¢ > c,. Por el contrario, si
m > n tenemos una unica OV global cuando ¢ = ¢, y un continuo de OV para cada
velocidad ¢ > c,, correspondiente a todas las conexiones desde As,.

Cuando o = -1 la representacion en el infinito es la misma, la unica diferencia
ocurre para X — 0. Tenemos aqui el mismo resultado, excepto por el nimero de
ondas, que es infinito para ambos casos c =c, y ¢ > c,.

Por 1ltimo, si ¢ = 1 todas las trayectorias tienden linealmente a infinito. Por
consiguiente la condiciédn de acotacién es m > n, que es equivalente a p < n, ya que
m+p = 2n. Asi pues, existe un continuo de ondas globales para cada velocidad ¢ > 0

1 1
0 kg < i Enelcasoc=0y kg = I existe una unica onda global. #
n n

23 Casok>0,0<n<1

Este caso puede reducirse mediante una transformacién al caso n > 1. Tenemos
el mismo resultado que en la seccién anterior, con una velocidad minima c,(o,n)

expresada en términos de la velocidad minima de este caso.

Teorema 2.3.1 Cuando kg > 0 y 0 < n < 1, existen soluciones en forma de OV
para la ecuacién (1.9) si y sélosi|o| <1, e=4+1,p<1yc > c.(o,n). Ademds, la
velocidad minima c, satisface

i)si-l1<o<1,

14+o

c(oyn) = ni=e [ci(—0,1/n)]T=7 . (3.1)

ii) c.(=1,n) = 2.
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i)
0 si  4kgn <1
c(1,n) = = (3:2)
00 si 4kon > 1.
Demostracién: En lugar de (2.1) consideramos aqui las variables
YV — pl-n Y = — m—n—1, ¢ 3.3
X=¢™, © ¢ (3-3)

~La ecuacién de las trayectorias es entonces

ay e—nY X7
dX—C+ X —k}o % . (34)

(1-n)

Si ¢ # 0 realizamos el cambio de variables

Z =6X, H= HY, (3.5)
y definimos los nuevos pardmetros
.1 . . . Oe kon .s
n=-, &= —o, é=signe, ¢= It k= %6” , (3.6)
llegando a la ecuacion
dH ¢c—H VAd
n—1)— =¢€ —ki—. 3.7
(7 —1) 7 ¢ 7 1y (3.7)

Observemos que esta ecuacién coincide con (2.4), donde n > 1y -1 < 6 < 1.

[,

Primeramente concluimos que debe ser ¢ > 0 para tener é = +1, y € = +1 para

obtener é > 0 (ver el lema 2.2.1 y la subseccién 2.2.4).
Ademéds la condicién de flujo es (2.5) con n reemplazado por 7. La condicién de
acotacion es en este caso -
© X1
Yoo dX = oo. (3.8)
Usando los resultados de la seccién previa obtenemos:
i) Si|o| > 1 no hay OV.
c2\ T+
ii) Si|o| < 1 seleccionamos § = (;;) y asi obtenemos k; = 1, (se tenia kg = 1),

lo cual implica ¢ = (né¢'™?)™=. Por tanto obtenemos la velocidad minima

¢« = ¢.(6,n), que implica la velocidad minima c,(o,n) dada anteriormente.
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. n - A . . , .
iii) Si 0 = —1 tenemos k; = —. Como para 6 =1y 7 > 1 existen OV si y sélo si
c

1 .
ky < —, concluimos ¢ > 2.
4n

. 1 . .
, tenemos ¢ = . Ya que ¢,(—1,7) = 2, se tiene

c
\/}fon V k‘gn_

que existen OV si y sélo si ¢ > 2, es decir, 0 < kg < n
n

iv) Sioc =1,y coné =

El caso ¢ = 0 puede ser analizado directamente.

Por dltimo, la condicién de acotacién (3.8) implica p < 1. #

2.4 La funcién ¢ = c.(o,n)

Estudiaremos en esta seccién algunas propiedades de la funcién ¢ = c,(o,n) que
representa la velocidad minima de las OV. En virtud de la férmula (3.1) podemos
concentrarnos en el caso n > 1. Las estimaciones de la seccién 3 (lemas 2.2.7, 2.2.8)

implican, para n > 1:

co(0) < cu(o,n) < (o, n) para 0<o<l,
(4.1)

max{ca(n), c1(o,n)} < ci(o,n) < co(o) para -1<0<0,

donde

co(o) = (1 = 0)(1 + o) 7%,

ci(o,n) = (o(n— 1) + 1) =7 ¢o(0),
2

) = T v
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También se cumple,

CO(O) = CI(O) = 1)
clyl_>m1 co(o) = ll_rg ¢i(o,n) = oo,

Jim, (o) =2,

limlcl(a, n)=2y2-n sil<n<2.
T——

Si reescribimos los resultados previos en términos de todos los pardmetros que
aparecen en la ecuacion (1.1), obtenemos que para m+p = 2n existen OV (para cada
velocidad s > 0), si y solo si

ak 1

— < —. 4.3

b2 — 4n (43)
Por otra parte, para n +1 < m+ p < 2n, las estimaciones sobre la velocidad

minima S, son

s >0(1—0) |(1+ a)”"g—li] -

b2
(4.4)
b1 - o) | (1 + o)+ (1 1)o) 2 =
S, <b(l—0)|(1+0)*(1+ (n— )o)b2 .
Tomando limite, en esta expresion, cuando m + p — 2n —+ 0~, obtenemos
ak 1
* — 0 i < —
s st o7 S
(4.5)
o0 si ak > L
Sy = i — > -
b2 " 4
1
Esto muestra un hueco entre mYygen las estimaciones, que implica también

un hueco en las estimaciones para la velocidad minima cuando 0 < n < 1y

m+p—2—0".
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La curva ¢ = c.(o,n) para n > 1 obtenida numéricamente se muestra en la figura

4.1.

Figura 4.1: La curva ¢ = ¢,(o, n) para n > 1.

Por otra parte, la funcién ¢ = c,(o,n) puede ser obtenida usando el TFI como
hicimos en el capitulo 1, aplicado a una cierta relacién imph’cita‘entre ¢, oy n El
punto de partida es la solucién conocida de (4.11) dada para 0 = 0y ¢ = ¢ para
cada n # 1. Como un subproducto obtendremos la derivada de c, respecto a o en
o = 0, para cada valor de n # 1, gracias a que tenemos la expresion explicita de la

correspondiente trayectoria en (2.4).

Teorema 2.4.1 La funcién ¢ = c,(0,n) es analitica como funcién de o € (—1,1)
para cadan > 0, n # 1. Ademads, si n > 1 tenemos

dc

5 (0,n) =n—1+log(n—1)+¥(1/(n—1)) = v(n), (4.6)

ysid<n<l,
ac.

do

donde V¥ es la funcién digamma, la derivada logaritmica de la funcién gamma.

(0,7) = n(logn = 1(>)), (4.7
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Demostraciéon: Demostraremos el teorema y deduciremos la féormula para el
caso n > 1, el caso n < 1 se sigue de (3.1). Como hemos dicho, nos apoyaremos en la
solucién explicita para 0 = 0 obtenida de la trayectoria Y (X) = 1 conc =1 en (2.4).
Asi pues, disparamos desde los puntos de silla P y @, usamos la trayectoria que los
une para (¢, 0) = (1,0) y el TFI con el fin de obtener la conexién para o # 0.

Parac > 0, -1 <o <1, n > 1y X > 0 fijos, consideremos las trayectorias

1=®y Y, =W que salen de los puntos P y Qoo respectivamente:

Yi(+,c,0,n): [0,X] = RY, Y1(0,¢,0,n) = c,
(4.8)
Ya(+,¢0,n): [X,00) = RY, Ali_r)nooYz(X, c,o,n) X7 =1,
con
aY; . . _ c-Y;, X°
(n—l)aX(}&,C,O’,n):F(JX,Y;,C,U):].+ X - )/z . (49)

Supondremos Y;(X,c,0,n) > 0. De hecho, para cada |0| < 1, n > 1, existen ¢y X
tales que la suposicién anterior es cierta para ¢ > ¢, aunque no necesitamos ninguna
informacién sobre X ni ¢. (Por ejemplo, si ¢ > 0 podemos seleccionar X = 1 y
€ =co(0)).

Definamos ahora la funcién (analitica) p : (0,00) x (—=1,1) x (1,00) — IR por
p(c, g, TL) = Yl(j\;a ¢, U,n) - )/Q(Xa G0, n) (4-10)

La existencia de una conexién para algin c y o es equivalente a la condicién de
ligadura
p(c,o,n) = 0. (4.11)

El TFI permite definir ¢ = ¢,(0,n) en una vecindad de cualquier solucién (c, o, n) de

(4.11) cuando se satisface la condicién de transversalidad

%(6*(0, n),o,n) # 0. (4.12)

Para probar esta condicién definimos

z;(X) = 0Yi/0c(X, ¢, 0,n), i=1, 2, (4.13)
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y demostraremos que z;(X) = 22(X) # 0. Diferenciando (2.4) respecto al pardmetro

¢ obtenemos

du OF 9FQY;, .
(n_l)dX —%-i-a—ygc——/{lzz—l—B, (414)

con
-1 X- 1
3 X - per-a z’ = =<5 4.

1

Proposicién 2.4.2 Las soluciones de las ecuaciones (4.14) con las condiciones de

contorno dadas en (4.8) son

1 X 2-n
2(X) = — /0 s (X, 5) ds
(4.16)

1 [ 3.
zz(X):—n_l/\_ S%FQ(X,S)CZS

. 1 /(n_ 1 Xowf
donde I';(X,s) = X7/ l)e“'p[n—lfs Yf(u)du]'

Demostracion:

Las soluciones generales de (4.14) son

2(X) = ni1G1(X) K +'/(;X é?l(('?)ds} .
2(X) = —=Go(X) Ko - [ Cfi(é))ds}

1 X
con G;(X) = exp [m/l Ai(s)ds}. Mediante integracién directa, y usando (4.8),

se obtiene
G1(X) A~ X T cuando X — 0

X].—O’ ]
(n—1)(1-0)

Go(X) ~ X w=Texp| cuando X — oo,
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y también

~ (Y B(s)
,h—rPoG }\)/0 Gl(s)ds—n 1

lim Gs(X)
Aim G (;2

Por otra parte, nuevamente de (4.8), obtenemos las condiciones de contorno

z1(0) = 1, 22(X) = 0(X7) cuando X — cc. (4.17)
Esto implica K7 = K, = 0y, por tanto la expresién (4.16). #
Como T;(X, s) > 0 para cada s # X, hemos obtenido z; < 0 < 21, es decir
op - -
%(c*(a,n),o,n) = z1(X) — 22(X) > 0, (4.18)

lo que significa que se cumple la condicién de transversalidad.

Como (c¢,0,n) = (1,0,n) es una solucién de (4.11), obtenemos la existencia de
una funcién analitica c.(o,n) definida en una vecindad de o = 0 para cada n > 1.
Ademads, la condicién de transversalidad es uniforme para |o| < 1, asi que podemos
prolongar el rango de existencia a un intervalo maximal abierto (en (—1,1)). Pasando
al limite es facil ver que este intervalo maximal de existencia es un conjunto cerrado

n (—1,1) y es por lo tanto el intervalo completo (—1,1). Esto prueba la primera
parte del teorema.

Ahora, de la ecuacién (4.11) obtenemos la expresién para la derivada

ac* _ _8[)/80'
70 O™ = Sprac

Debemos pues estudiar dp/0o. Andlogamente a (4.13) definamos

(ce(o,n),0,n). (4.19)

6;(X) = 0Y;/00(X,¢c,0,n) i=1, 2

Tenemos
do;

dX

(n—1) = A0, + D,
con
—-X%log X

DX ==

(4.20)
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También obtenemos
6:(0) =0, 62(X) = 0o(X?) cuando X — oo, (4.21)

y como antes deducimos

1'L 1
6, (X n—l/ i OgSFl(X,s)ds
1 o stiilogs
GQ(X) = ’I’L——_l— X WPQ(}{, S) ds.

En la solucién p(c.(o,n),0,n) = 0 tenemos Y (X) = Y1(X) = Y2(X), y por tanto

dp

30'( (O’,TL),U,TL) = 02(3‘7)_01(;‘?)

1 L o 7T log s 1 X w
= X [T < / du| d
n—1 0 Y (s) exp {n —1Js YZ%(u) M] s

Del resultado (4.18) sabemos que el signo de esta integral debe dar la monotonia de

c. respecto a 0 . La conjetura es que c, es estrictamente creciente para o > 0o ¥

algin —1 < gy < 0.

Para realizar el cdlculo de la derivada de c, respecto de o en o = 0, sustituimos

la conexidn explicita Y (X) = Y1(X,1,0,n) = Y2(X,1,0,n) = 1, y obtenemos

ae. _ —9p/do )

85(X) —
200" = 55 X

2 (X) =

0, (
210

o0 —s 1 oo = 2-n -1
= (/ er=Tgn-T logsds> (/ en-Tgn=1 ds)
0 0

(n —1)77 [log(n — )T (n/(n — 1) + I'(n/(n - 1))]
(n—1)=T0(1/(n - 1))

(1,0,n) =

5I AI

'(1/(n

= logln—-1)+(n—-1)+ T_J = ~(n).
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Nota 2.4.3 La funcidn y(n) es positiva y creciente para n > 1. La funcién
n(logn — v(1/n)) es negativa para 0 < n < 1, con ceros en los puntos n = 0 y

n = 1. Ademads, cuando n — 1,

1

=(n—1)4+o(n—-1 si n>1
o, (0,n) = 2(3 )+ of ) (4.22)
oo —5(1 —n)+o(l—-n) si n<l.

Finalizamos esta seccion observando el comportamiento de ¢, en 0 = 0 en la otra

direccién: ¢,(0,n) =1, sin>1yc(0,n)=n,s10<n< 1.

2.5 Caso k<0

Probaremos en esta seccidn el teorema 2.1.2. Comenzaremos con la caracterizacion

de las soluciones de las ecuaciones (2.4, 3.4).

Lema 2.5.1 Las ecuaciones (2.4) y (3.4) con ko < 0 poseen trayectorias admisibles

si y s6lo sim+p > 0.

Demsotracidn:

n > 1, |o] < 1. Como en la seccién 2.2 tenemos seis puntos criticos A;—Ag en O,

los cuales son:

n €
V1+n? /1+n?

‘/\1 = (1,0), 1\2 = ( )7 A3,4 = (Oil)a

(5.1)
c
As = 0’ s \g = 0,0,
5 ( m) 16 ( )
en el caso —1 < 0 < 1. Si o = —1 reemplazamos Asg por As;e1 = (0, \/—f1+——2),

donde z; = %(c + v/c? +4), mientras que para ¢ = 1 reemplazamos A, por
G

Ao = (\/—11+—7, \/1;7), donde §; = (e + /1 — 4kon).

El andlisis de estos puntos es muy similar al del caso £y > 0. Sus comportamientos

son los siguientes: A; y A; son nodos y su estabilidad depende del signo de c y €, As
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y Ag son puntos silla. Para probar este resultado sélo hay que hacer el analisis que

se hizo en el sistema (5.2) en el sistema

J W =W
d¢

e eV +cVW = nV2 4+ Wie,

y el andlisis que se hizo en el sistema (2.3), con ko > 0, repetirlo para kg < 0. Az y

‘dV

A4 se comportan como en el caso kg > 0, ambos son nodos, A3 estable y A4 inestable.
Puede verse facilmente que las inicas trayectorias admisibles son las conexiones desde
uno de los nodos inestables A; 6 A2 y uno de los puntos silla A5 6 Ag por medio de la
variedad estable del punto silla.

Sie= +1yc>0 tenemos que A; es estable y A, es inestable; la variedad central
para Ag es estable para U > 0 (X > 0), la variedad central As es inestable. La
trayectoria deseada es la conexién Ay — As.

Observemos ahora que el cambio de signo de € cambia los papeles entre A; y A

y lo mismo ocurre con Aj; y Ag cuando cambiamos el signo de c¢. Por tanto, tenemos

la conexion Ay — Ag, parae =+1y ¢ < 0, parae = —1y ¢ > 0 la conexién A; — Aj
y finalmente, para e = —1 y ¢ < 0 la conexiéon A; — Ag.
Si o = —1 las conexiones son: Ay — As; cuando € = +1y Ay = A5 sie = —1.

Para ¢ = 1 tenemos las conexiones Aj; — As en el caso ¢ > 0y A;; — Ag cuando

c<0.
El caso ¢ = 0 se estudia al final de la demostracién.

n > 1, 0 > 1. En este caso, los puntos del infinito A, desaparecen, y los puntos
A3 4 son puntos criticos que tienen cero como valor propio doble. El cambio de
variables Z = X 3° transforma la ecuacién de los puntos en el ecuador de la esfera

de Poincaré correspondiente (ver (2.10)) en la ecuacién

UU? — uV?) =0, (5.3)
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donde =1+ ("—"112@—“1 > 0. Asi pues, este cambio descompone los dos puntos Aj 4

en O en los cuatro puntos

1
A31,41 = (Oail)a A32,42 = (\/1\/5 /—1', \/1 ¥ u’)) (54)

y deja invariantes los puntos criticos finitos Asg. Ademds, tenemos que A3y y Ay se

comportan como Az y A4 respectivamente, mientras que A3z y Ag2 juegan el papel de
Ay 6 Ay, dependiendo del signo de €. Obtenemos entonces que el dibujo en © es el

mismo que antes, con las conexiones Az — As 6 Azo — Ag.

n>1,o0<—1.

Aqui los puntos que desaparecen son los puntos criticos finitos Asg.  Si

14
2

. . . Fl=c . .y
consideramos el cambio de variables Z = X7 , H =YX , entonces la ecuaciéon

diferencial de las trayectorias es

%(n——l)(l——a)ZH%=1+eZH+cZ%H—uH2, (5.5)

con el mismo valor de st que antes. Existirdn puntos criticos finitos si y sélo si > 0,

o lo que es lo mismo, m + p > 0. Si proyectamos la esfera de Poincaré sobre W = 0,

tenemos los puntos criticos finitos

As343 = (0, jl—i—ﬂu)’ (5.6)

que juegan el papel de A5 6 Ag y, también, los puntos A;—A4. Las trayectorias

buscadas son las conexiones A; — A3 6 A2 — Asz;.  Observemos que el
. - o+l ..,

comportamiento en el punto As; en el plano XY, es Y ~ X%, y la condicién
: e gl -1 : :

p > 0, que implica —— > -7, bermite a las trayectorias que entran en este punto

satisfacer la condicién de flujo, (ver (2.2.4)).

n < 1. De manera semejante a como procedimos en la seccién 2.3, si ¢ # 0 el caso
que estamos considerando se reduce al caso n > 1 por un sencillo cambio de variables,
la tnica cuestion a tener en cuenta es que el cambio de signo de c se traduce en un

cambio de signo de € y reciprocamente.
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Caso ¢ = 0. En este caso y cuando n > 1, no existen puntos criticos finitos en
el plano XY, si 0 < —1, los puntos criticos son (0,%1), si ¢ = —1, y finalmente,
si ¢ > —1, es punto critico sélo el origen, pero con cero como valor propio doble.
Al igual que antes, con la ayuda de algunos cambios de variables, podemos llegar a
una configuracion similar en © con seis puntos criticos. Con el fin de determinar las
conexiones admisibles, es importante saber cudles de los nuevos puntos criticos que
aparecen tienen segunda coordenada positiva (esto dependerd de ¢).

Sioc<1 poneinos Z = XI“S_", H=YX% y, teniendo en cuenta (5.5), obtenemos
los puntos A3 y A4z al igual que antes, partiendo de A4, si 0 < —1, 6 de A5 = Ag,
si o > —1. En el caso ¢ > 1 hacemos el cambio Z = YUT_l, H =Y X!y, entonces

A; = Ag se transforman en los puntos

i
A34,44 = (Oa —) (5-7)
V1+n?
con g = LR 5 0 sig =1,y
€
1\35 = (O, 0), 1\45 = (O, ‘—_]_\/—ﬁ)' (58)

si 0 > 1, todos ellos con las mismas propiedades que As 6 Ag.

Como para ¢ = 0 y n < 1 no podemos utilizar el cambio de variables (3.5,
3.6), estudiamos directamente la ecuacién (3.4). La tnica cuestién diferente es el
comportamiento de las trayectorias en el infinito, que se refleja en la condicién de
acotacion.

Esto completa la descripcién de las diferentes conexiones en ©. En la figura 5.1
mostramos, a modo de ejemplo, el caso —1 < o <1,e =+1y c > 0, que da lugar a
la conexiéon Ay = Aj5. Los casos restantes son topoldgicamente equivalentes. #

Fin de la demostracion del teorema 2.1.2: Completaremos la demostracién
comprobando las condiciones de acotacién (2.6, 3.8). Recordemos que los signos de ¢
y € son los mismos que los signos de s y b.

Enelcason > 1, 0 <1y e = +1, el punto del infinito para las trayectorias

admisibles es A, y tenemos el comportamiento asintético ¥ =~ X. Por tanto (2.6)
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N3

Asg

AV

Figura 5.1: Las conexiones en © parakg=—1,e=+1, -1 <o<1lyc>0.

implicam > n. Cuando e = —1 el punto es Ay, y entonces ¥ = X, que implican > p.
Por 1ltimo, si ¢ > 1 tenemos, para los puntos A, Aj1, A2 ¥ Azp el comportamiento
asintético Y ~ XGTH, que implica m > p.

Cuandon < 1yc# 0, usando (3.5, 3.6, 3.8) obtenemos el comportamiento ¥ &~ X
(m>1),parac>—-1yc>0Yx~ X7 (p<1), paraa>—1yc<0;szX1"'—2—a
(m > p), para ¢ < —1. Finalmente, si ¢ = 0 tenemos Y =~ 1 (m > n),sic =16
c>1lye=+1;Y ~ X!° (pSn),sio>lye:—1;YzXl~_Ta (m>p),sioc<1.

En resumen, tenemos:

Para n > 1,

ec=+l=m>nym+p<2ndém>pym-+p>2n,

es decir, m > max{p, n}.

ec=-1l—=p<nym+p<2nép<mym+p2>2n,

es decir p < max{m,n}.
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Paran <1,

ec>0=m>1lym+p<2édm>>2pym-+p2=2,

es decir m > max{p,1}.

e c<0=p<lym+p<26ép<mym+p2=>2,

es decir, p < max{m, 1}.

ec=0=m>pym+p>22ném>n m+p<2nye=+16p<n,
m+p<2nye=—1;

es decir, m > max{p,n} y e = +1 6 p < max{m,n} y e = —1.

2.6 Ondas Viajeras Finitas

Una de las propiedades mds interesantes, con vistas a las aplicaciones, de las soluciones
de la ecuacién (1.1), es la propiedad de propagacién finita. Estudiaremos entonces
cuales de las ondas viajeras encontradas en las secciones precedentes son finitas, es
decir, se anulan para £ > &g para algin valor £y < co. La propiedad de propagacién
finita de las soluciones de una ecuacién mas general que (1.1) ha sido profundamente
estudiada en los articulos [32, 35]. En estos trabajos se consideran solamente ondas
viajeras locales, donde el caracter local significa o bien una posible no acotacién o
bien el no satisfacer la condicién de flujo en una posible interfase izquierda. A este
respecto, también las conexiones desde el punto A4 en las figuras 2.1 y 5.1 deberian
ser consideradas.

Analizaremos el comportamiento de las trayectorias Y = Y (X) en los planos de
fase de (2.1) y (3.3) cerca de X = 0. Las ondas viajeras finitas corresponden a
trayectorias que satisfacen la condicién

XBE
/(;+m < o0 (61)
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(compdrese con las condiciones de acotacién (2.6, 3.8)).

2.6.1 Ondas de reaccion, k > 0

Si 0 = —1 las trayectorias cortan el eje Y en los puntos (0, A), A > 0, es decir,
la primera aproximacién de Y es una constante. La condicién (6.1) se convierte en
m > /.

Si |o] < 1, tenemos una trayectoria que va al punto (0,c¢), y un continuo de
travectorias que entran en el origen como X° con § = ¢ + 1, cuando n > 1y
d =1 — o0 cuando n < 1. Por tanto la condicién (6.1) implica m > ¢ para la primera
trayectoria y p < £ para las demds curvas. Ademds si m < £ entonces p > ¢ (|o| < 1),
lo que implica la no existencia de ondas finitas para este caso. Si ¢ = 1 también
tenemos, ademds de las anteriores, un comportamiento lineal en el origen cuando
c=0yn>1. En este caso la condicién (6.1) es m > n, que se cumple siempre por
el teorema (2.1.1).

Resumiendo

Teorema 2.6.1 Sik > 0, existen OV finitas si y solo si m > £.

2.6.2 Ondas de absorcién, k£ < 0

La caracterizacion de las ondas viajeras finitas en este caso es un poco mas
complicado por el nimero diferente de situaciones que aparecen dependiendo de los

parametros.

Teorema 2.6.2 Las ondas viajeras del teorema 2.1.2 con n > 1 son finitas si y

solo si se cumple una de las condiciones siguientes:
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Figura 6.1: El diagrama de ondas viajeras para k < 0: las diferentes regiones (a)—
(g) donde puede haber ondas finitas; donde todas las ondas son positivas(P); no
acotadas (U), o no existen ondas (X).

a) p<l<n<m.

b) p<1<m<n b<O0.

c) p<m<1l<nb<06b=0ys<O0.

d l<p<n<m,s>0.

e)] 1l<n<p<m,s>056ds=0yb>0 (parael caso b =s = 0, donde
clebemos tener que p < m).

f) 1<p§m§n,b§0y320(parae]casob:s:O,dondetenemos
p<m).

g) 1<m<p<n,b<0ys>0.

Notemos que cuando m < p < ny m < 1 todas las ondas son positivas,
independientemente del valor de b 6 s. Si p > max{m,n} todas las ondas son no
acotadas.

Para maés claridad mostramos los diferentes casos en un diagrama (ver figura 6.1).

Demostracién: Usaremos (6.1) y el comportamiento de las trayectorias en los

puntos finales As, As1, Ag, As3, Asq, Ass, Ay, Ags. Tenemos que
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e 0<- 1=V X% =m>p.

eo>-1,c>0=Y=x1=m>1.

c>-1,c<0=Y~X"!=p<l.

,

—1<a§1,c:0=>YzAU~_3L1:>m>p.

eo0>1c=0,e=4+1=Y=xXN=m>n.
eo0>1,¢c=0,e=-1—=Y=x X =p<n.

Estas condiciones deben ser comparadas con las condiciones de existencia, para

obtener la caracterizacion anterior.

Teorema 2.6.3 Las ondas viajeras del teorema 2.1.2 con n < 1 son finitas si y
sélo si se cumplen las condiciones del teorema 2.6.2, intercambiando los papeles de b

v s asi como den y 1.

La demostracién es la misma y omitiremos los detalles.

2.6.3 La ecuacidon de la interfase

Como mencionamos en la introduccién, el comportamiento cerca de la interfase
x = s(t) = ct de las ondas viajeras finitas puede proporcionar informacién sobre
la propagacién de las soluciones generales del problema de Cauchy. Esto es asi por
ejemplo en la ecuacién de medios porosos (b = k = 0,a = = en (1.1)). Las ondas

viajeras en este caso satisfacen la relacion
—'(0) =¢, (6.2)

donde ¥ = fn"T_ll es el perfil de la onda en variable presion. De aqui se obtiene

mediante comparacion la llamada ecuacion de la interfase

—vz(s(t),t) = §'(t), (6.3)
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véase [50].

En la ecuacién completa (1.1), aparecen varios comportamientos clistintos,
dependiendo del término dominante en la ecuacién, como ha sido expuesto en casos
particulares ([43], [58]).

Expondremos aqui los diferentes comportamientos a que dan lugar las distintas
ondas viajeras finitas obtenidas en este capitulo, para n > 1, b # 0y k # 0.
Consideraremos para ello diferentes potencias de la solucién que reflejan la influencia
de cada término de la ecuacién.

Definimos pues, asociado al perfil ¢ de la onda, las funciones

(pm—l (pl—p
= — = . 6.4
T X1 (6.4)
Observemos que se tiene 1) = x en el caso m+p =2 (0 = —-1).

Ondas de reaccién

Proposicion 2.6.4
1
a)Silo|<lyc>c*60=10<k < o ye> 0, existe una iunica OV finita
n

que verifica

c = —¢'(0), (6.5)
e infinitas OV que verifican
ko
c= — . 6.6
—-x'(0) (69)
b) Sioc = -1 yc>c*, todas las OV finitas satisfacen
' kO -
c=—¢ (0)+ . 6.7
0+ =5 (6.7)

Para las ondas con velocidad ¢ = 0, soluciones estacionarias, aun es posible

describir su comportamiento cerca de la frontera en términos de la potencia

m-n

o=2

m-—n

(6.8)

Proposicién 2.6.5 Sioc =1y 0 < ky < ﬁ, todas las soluciones estacionarias

satisfacen la ecuacion
n(8'(0))% + 6'(0) + ko = 0. (6.9)
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La demostracién de estos resultados es inmediata a partir del comportamiento de
las trayectorias en el plano de fases para X = 0.
De hecho, si la trayectoria termina en un punto (0, A), A > 0, el comportamiento

del perfil ¢ para £ ~ 0 es

(&) ~ [(m — 1) A(=¢)4 )7 (6.10)

Por otro lado, las trayectorias que tienden al origen se comportan como Y ~
L1X7*1 que implica
0(&) ~ (- p)(~6), ] (611)
Finalmente, para ¢ = 0 las trayectorias son lineales en el origen, ¥ ~ A X, con
\ verificando la ecuacién nA%? — A + kg = 0. Concluimos observando en (2.1) que se
tiene Y/X = —6".

Ondas de absorcién

En este caso aparecen dos comportamientos mas que anadir a los anteriores, que
se pueden describir haciendo uso de las potencias
2(pm_-;E TP
9= , w =
m-—p

= (6.12)

Proposicién 2.6.6 Para cada velocidad ¢ # 0, la tnica onda viajera con esa
velocidad satisface las siguientes relaciones en la interfase.
a) Sioc > —1yc>0, se tiene (6.5).
b) Sioc > —1yc<0, se tiene (6.6).
c)Sioc=—-1yc#0, se tiene (6.7).
d) Sioc < -1 yc#0, se tiene

—9'(0) = 1/m—i—]5. (6.13)

Observamos que en este ultimo caso, o < —1, la velocidad no aparece en la primera
aproximacién del perfil en la interfase. Este hecho ya fue observado en [43] para la
ecuacion con absorcién sin conveccidn, y ha sido analizado posteriormente en [30].

En cuanto a velocidad ¢ = 0 se verifica:
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Proposicién 2.6.7 La inica solucion estacionaria verifica:
a) Sio <1 se tiene (6.13).
b) Si o = 1 se tiene (6.8) siempre con ¢'(0) < 0.
c)Sioc>1ye=1se tiene
1
—0'(0) = —. 6.14
0= (6:14)

d) Sic >1ye=—1 se tiene

—w'(0) = 1. (6.15)

2.6.4 Algunas soluciones explicitas

Concluiremos mostrando algunas ondas viajeras explicitas soluciones de la ecuacién
(1.1). Si o = 0 existen dos trayectorias explicitas soluciones de la ecuacién (2.4) en

1 1
el caso k,0> 0, queson Y (X) =1L Y(X)==-X G Y(X)=X,Y(X)=—en (34))
no o n

7

ak ank
con velocidades ¢ = 1 (s = ; Jyc=n(s= 7 ) respectivamente. Observemos
que la primera trayectoria existe si kb > 0. Estas trayectorias producen los perfiles
de onda,
k(m—1 a1 :
[‘(b—)(—Z)_J,.]ml—l st m>1
o(z) = (6.16)
e st m=1,
ak
conz=x— —t,y
b
b(m — n) 1 .
— m-n Sl
[ an (—=2)4] m>n
o(z) = (6.17)
e_%% si m=n,
ank
con z =1 — —t.
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2
Ademads, enelcasooc=1,s =0y k < Ton encontramos las trayectorias ¥ = AX
: an

para (2.23) (6 Y = X para (3.4)), con

e+ 1 —4dkon

A=
2n

(6.18)

L 1 . 1
Por tanto obtenemos dos trayectorias si 0 < kg < e y solamente una si ky = y o}
n

ky < 0, representada en este dltimo caso por el signo mas en A. Esto nos lleva a las

soluciones estacionarias

[1(m = n)(—z)4 7= s m>n

u(z) = (6.19)

I si  m=n,

b+ Vb — 4akn

donde i =
2an

Los casos n =1, b =0 6 k£ = 0 son bien conocidos. Por ejemplo, si b = 0 tenemos
ondas explicitas para m + p = 2 (ver [43, 58]):

1

pm = 1D)(=2):]77 s m>1
o(2) = (6.20)

e P si m=1,

s £ +/s?2 — 4dak

5 ,z2=T—8Stys>s,=2Vak,sik>06s€R,sik<0. En
a

el caso n =1 tenemos las mismas ondas con la velocidad s reemplazada por s + b.

con p =

Por 1ltimo, cuando £ = 0 las ecuaciones (2.4, 3.4) son solubles explicitamente,

dando lugar a las ondas:

(4@ T _
/ dn si m>n>1
in— 1| 0 ns + by
— (—2)s = (6.21)
¢~ (2) n%
/ dn si m>1>mn,
L Jo b+ nsn
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con z =1z —st, s >0,b>0. Esta expresiéon también tiene sentido sin la restriccién

sobre m cuando b< 0, s >0yn>16b0>0,s<0yn<1.
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Capitulo 3

Soluciones autosemejantes para
una ecuacion de

reaccion-difusion-conveccion

3.1 Introduccién
En este capitulo estudiamos la ecuacién parabdlica no lineal
uy = (W ug) g + uluy, + kuP para z € IR, t> 0, (1.1)

conm,n>1,0<p<1lyk>0. Estudiaremos una clase particular de soluciones
de la ecuacién (1.1), las llamadas soluciones autosemejantes, es decir, aquellas

soluciones de la forma
u(z,t) = t*p(€), E=at™?, (1.2)

donde ¢ es algtin perfil no negativo. Observemos que la homogeneidad de los términos

en la ecuacion implica la relacién
m+ p=2n, (1.3)

y los exponentes @ y ( estdn determinados de forma tnica (ver (2.10)).

83
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Estamos particularmente interesados en estudiar la ecuacién de la interfase que
verifican las soluciones autosemejantes de soporte compacto. Como hemos visto en
el capitulo anterior, no hay una relaciéon clara que deban satisfacer las soluciones
en la interfase, pues para una misma eleccién de los pardmetros hemos encontrado
diferentes comportamientos.

Consideremos pues una solucién de (1.1), y sea s(¢) su interfase derecha, es decir
s(t) = sup{z € R : u(z,t) > 0},

que supondremos finita. La presencia del término de reaccién fuerte f(u) = ku?,
0 < p < 1, da lugar a que el problema de Cauchy asociado a la ecuacién (1.1)
no tenga unicidad. Asi pues, la existencia de esta interfase para un dato inicial de
soporte acotado por la derecha sélo estd garantizada en el caso de considerar soluciones
minimales y n > 1, ver [35, 58]. Queremos estudiar la relacion entre la velocidad de
propagacion de la solucidn, s'(t), con la forma de la solucién cerca del frente z = s(t).
Esta es la ecuacién de la interfase. Como ya hemos mencionado anteriormente, la

ecuacion de la interfase para la ecuacién de los medios porosos es

s'(t) = —vz(s(t), ), v = (1.4)

siempre con m > 1, y donde la derivada espacial se entiende como limite desde el
conjunto de positividad.

En términos de v, la ecuacién de los medios porosos es

v, = (m — Dvvgg + (v)% (1.5)

y la derivacién formal de (1.4) puede obtenerse directamente, diferenciando la
identidad v(s(t),t) = 0 cuando v, # 0 y usando que cerca de la interfase z = s(t),
el término vv,, es pequeno. Ademds (1.4) es cierto también cuando v, = 0. Para

nuestra ecuacién (1.1), la correspondiente ecuacién de la presién es

vy = (M — Dovgg + (vg)? + [(m — )] v, + k[(m — 1)u]™. (1.6)
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n—1
m—1"

donde r =

Por tanto, ni el término de conveccion ni el de reaccion deben afectar los cédlculos
formales anteriores cuando n > 1. Puede probarse que esto ocurre si p > 1, y la
ecuacion de la interfase es nuevamente (1.4).

No obstante, si p < 1, la falta de unicidad del problema de Cauchy provoca que
algunas soluciones verifiquen (1.4) y otras no. La dificultad aqui radica en que se
puede tener v, = 0 pero s'(t) > 0.

Las ondas viajeras obtenidas en el capitulo anterior muestran la existencia de un

comportamiento lineal en otra potencia de la solucién, dando lugar a la ecuacion

ey k _ul"”
T A )

reflejando el cardcter dominante del término de reaccién (1 —p < m —1). Véase

(1.7)

también [43]. De las ondas viajeras antes mencionadas, s6lo una satisface (1.4), todas
las demds verifican (1.7). Por otro lado, en [58] se prueba que (1.4) es la ecuacién
de la interfase satisfecha por las soluciones minimales en la ecuacién sin convecciéon y
m+ p > 2 (véase también el primer capitulo de esta memoria). Todo esto nos lleva
a considerar (1.4) como la ecuacién correcta de la interfase, no (1.7).

Enelcason =1 (m+p = 2), los tres términos en la ecuacién (1.1), la difusién, la
conveccion y la reaccién, son del mismo orden, y la ecuacién esperada de la interfase

es (aqui v = w),

k
"ty =— ; — + 1. 1.
$10) = ~uelslt), ) + = + 1 (1)
Esta relacion da lugar a dos ramas en el plano (), c), donde A = —uv,(s(t),t) es la

pendiente de la solucién en la interfase y ¢ = s'(t) es la velocidad de avance de
la misma. Refiriéndonos de nuevo a [58], vemos que las soluciones minimales del

problema alli considerado satisfacen (1.8), siempre con

lu2(s(2), )] > VE. (1.9)
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(ver también (1.3.5)). Es por ello que se considera la rama buena
k
c=\+ X, A Z \/E

Mas aun, la soluciéon autosemejante explicita construida en ese trabajo, que se prueba
que no es solucién minimal, verifica (1.8) pero no (1.9). Decimos entonces que la
ecuacién correcta de la interfase para las soluciones de la ecuacién (1.1) es (1.8,1.9).

Finalmente, si 0 <n < 1 (m + p < 2), puede aparecer un tercer comportamiento
en la interfase. Recordemos que en este caso la propiedad de propagacién finita sélo
se cumple si k& < 1/4n, ver [35]. Esto incluye la ecuacién con absorcién k < 0, [43).
En la ecuacién con reaccién es determinante la presencia de la conveccién, pues sin
ella, pero con m + p < 2, todas las soluciones son positivas, [58)].

Las ondas viajeras obtenidas en el capitulo anterior para el caso m +p = 2n < 2
muestran un comportamiento de la solucién en la interfase lineal en la potencia uT,
pero la velocidad no aparece en el primer término del desarrollo de la solucién cerca
de la interfase, (6.13). De hecho, la estructura local de la solucién estd gobernada por
un operador diferencial de segundo orden, [30]. En cualquier caso, aqui probamos que
no existen soluciones autoseméjantes con soporte compacto siempre que 0 < n < 1.

El propdsito de este capitulo es caracterizar la existencia de soluciones
autosemejantes de soporte compacto para la ecuacién (1.1), verificando la ecuacién

de la interfase (1.4) sin > 1y (1.8,1.9) sin =1.

3.2 Descripcién de los resultados

Si buscamos soluciones autosemejantes no negativas en la forma (1.2) para la ecuacién
(1.1), encontramos que necesariamente m + p = 2n y los exponentes son

1 8 m—p
a=—, - ————
1-p 2(1-p)

Cuando n > 1, esto implica ademds las relaciones 0 < p <1l <n<2n—1<m < 2n,

(2.10)

a > 1y > 1. En particular tenemos que las soluciones parten del valor inicial cero,
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un efecto de la reaccién fuerte. El perfil ¢ es una funcién no negativa, continua en

IR, tal que también es continua la funcién p™ ¢, y satisface la ecuacién
ap — BEY' = (") + 0" + kP (2.11)

Estamos interesados en(soluciones que tengan soporte compacto [£g, 1], con & < 0
y & > 0. Por tanto, como 8 > 0 el soporte de u(-, t) se dilata con el tiempo. También
debemos tener ™ 1¢/'(&) = ™ 1/ (£;) = 0. Esta es la llamada condicién de
flujo, (CF). De estas soluciones distinguiremos aquéllas que satisfacen la ecuacién de
la interfase (1.4), que en términos del perfil ¢ es

_@mE)

m—1

= f¢, (2.12)

en £ =& y & = &. Nos referiremos a ella como (EI). También el comportamiento de

la interfase (1.7) se caracteriza aqui por la ecuacién (EI*),

) K

Senialemos que debido a la presencia de la conveccién no hay simetria, y las soluciones
autosemejantes podrian satisfacer (EI) en una de las interfases y (EI*) en la otra. De
hecho estas ecuaciones reflejan los unicos comportamientos posibles en la interfase
(ver mas adelante).

Resumiremos aqui los resultados obtenidos en este capitulo:

Teorema 3.2.1 No existen soluciones autosemejantes con soporte arbitrariamente
pequeno. Ademads el maximo de los perfiles de todas las soluciones autosemejantes

estd acotado inferiormente por -una constante positiva

En particular, cualquier perfil con soporte compacto pequeiio no satisface la
condicién (CF) en alguna de las interfases. En el caso sin conveccién este fendmeno

se explica a partir de la existencia de la solucién minimal absoluta, [59].
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Teorema 3.2.2 No existen soluciones autosemejantes acotadas con soporte

arbitrariamente grande que satisfagan (EI) en ninguna de las interfases.

Por ejemplo, si el perfil satisface (EI) en la interfase izquierda, y ésta se encuentra
a la izquierda de cierta constante, entonces el soporte no estd acotado por la derecha

y la solucién crece por la derecha sin limite.

Teorema 3.2.3 Si 0 < k£ < 1/(4n), no existen soluciones autosemejantes que

satisfagan (EI) en una interfase derecha no estacionaria.

Cualquier coeficiente en la ecuacién (1.1) puede ser eliminado mediante un cambio
de escala, excepto en el caso m + p = 2n, que es precisamente nuestro caso.
Recordemos que en el capitulo anterior el nimero k£ = 1/(4n) aparece también como
critico para la existencia de ondas via jeras. Mas aun, el dominio de existencia de tales
soluciones es exactamente el dominio anterior de no existencia 0 < £ < 1/(4n). Por
otra parte, si admitimos que la interfase derecha sea estacionaria, & = 0, entonces
existen soluciones autosemejantes (incluso explicitas) que satisfacen (EI), ver la ultima

seccién del capitulo 2 y el final de la seccién 3.4 de este capitulo.

Teorema 3.2.4 Existen infinitas soluciones autosemejantes que satisfacen (EI) en

una de las interfase y (EI*) en la otra interfase.
El resultado fundamental del capitulo es

Teorema 3.2.5 Si k > 1/(4n) existe una solucién autosemejante con soporte

compacto que satisface la ecuacién de la interfase (EI).

La unicidad es atin un problema abierto.

En la seccién 3.5 estudiamos los casos n =1y 0 <n < 1.
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Teorema 3.2.6 Sin =1 y k > 0, existe una unica solucion autosemejante que

satisface la ecuacion de la interfase (1.8,1.9). El soporte del correspondiente perfil es
_exactamente [—2vk — 1,2k — 1].

Observemos que el soporte de las soluciones crece con el tiemposiy sélosi k > 1/4.

Teorema 3.2.7 Si 0 < n < 1 no existen soluciones autosemejantes con soporte

compacto.

3.3 El espacio de fases

En esta seccién introduciremos un espacio de fases asociado a la ecuacién (2.11) y
estableceremos algunos resultados preliminares. Recordemos que 7 > 1 y & > 0. Asi

definimos las variables, como en el capitulo anterior,

X=p"l Y=p"2%, Z=¢( —=Xwi—, 3.14
", " 3 a T3 (3.14)
y obtenemos el sistema diferencial
CdX
—=(n-1)XY
=)
day . ; .
4 _ X
\ d’l’] ’
donde g(s) = as"=1 — ks?.  Observemos que la funcién g es negativa en el

intervalo (0,A) y positiva en (A, o0), donde A = (k(1 — p))% = ¢*!. La recta
{X = A, Y = 0}, corresponde a la solucién plana u(z,t) = U(t) = c.t®. Por otra
parte, la ecuacién de la interfase (2.12) se corresponde con

lim Y (n) +8Z(n) =0. (3.16)

|n|—o0
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Buscamos en trayectorias I'(n) = (X(n),Y(n), Z(n)) definidas para cada n € IR,
con I'(7n) en el semiespacio © = {X > 0} para cada 7, que son soluciones del sistema
(3.15), y que conectan dos puntos finitos (0, Yy, Zy), (0, Y1, Z1), para |n| — oo, donde
Y] € 0 < Yy Su correspondiente perfil estard definido en el intervalo [Zy, Z4].
Veremos que necesariamente Z, < 0 < Zj, (menos para el caso donde puede ser
Z; = 0), por lo tanto el soporte no se contrae. Si Zy 6 Z; son finitos, la solucién tiene
que satisfacer la condicidn de flujo (FC), que en las nuevas variables es

lim X#7(n)Y(n) =0. (3.17)

[n|—o0
En particular esto implica |Y|, |Y1| < oo, pues las trayectorias con I llirn 1Y (n)| = o0
n|—00

satisfacen |Y| ~ Xt para X — 0, y no pueden satisfacer (3.17). Esto se justifica
e

lculand
calculando —=

para valores de X pequeios, |Y| grandes y |Z| acotado, obteniendo

e

d}
(- DX = = =Y +0().

Primeramente probaremos un resultado que muestra que las trayectorias, en cierto
sentido, estdn-ordenadas, y que serd aplicado mas tarde en algunos resultados de

unicidad.

\

Proposicion 3.3.1 SeanI'; y I's dos trayectorias que pasan, respectivamente, por
los puntos (X1,Y1,21) y (X2,Y2,22), con X1 = Xo, Y1 < Y5, Z1 > Zy e Y1Y2 > 0.
Entonces las proyecciones =, y =5 de I'y ¥ 'y sobre el plano Z = 0 no se pueden

cortar en ningun punto X > X, antes de alcanzar la recta Y = 0.

Demostracion:
Escribiremos las proyecciones =; y Z; como funciones de X, Z; = Yj(X),
=, = Yp(X). Sea Xy > X; el primer punto de interseccién de tales curvas. Se
v

d} dY;
tiene Y1 (Xy) = Y2(Xy) = Yo, -CT‘%(XO) > d‘(?(XO)' Haciendo uso de (3.15) podemos

escribir

dY —(X+Y+BZ)Y +g(X)
dx (n—-1)XY ’
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y tenemos que los puntos correspondientes sobre I'y y 'y, es decir, (X, Yy, Zo1) ¥
(Xo, Yo, Zo2), satisfacen Zy, < Zg. Por tanto, existe X7 < X, < Xy tal que
los puntos sobre I't y ', (X.,Yi1,Za1) v (X, VYio, Z.2), satisfacen Z,y = Zoo y
ngX:(X*,Y*l) > EX,-(X*,Y;Q). Finalmente, utilizando nuevamente (3.15), resulta
Y.1 > Yi2, que contradice que (X, Yy) es el primer punto de interseccién. #

Un anélisis del signo de Y’ en el plano ¥ = 0 (es decir, el signo de g), permite
concluir facilmente que las trayectorias admisibles deben satisfacer 0 < X < A, lo que
significa que la solucién plana U(t) es una cota superior absoluta para toda solucién

autosemejante acotada.

Lema 3.3.2 Toda trayectoria que pasa por algin punto (X,Y,Z), con X > A,
satisface

lim X(n)=0c0 6 lim X(n)= co. (3.18)

7——00 7—+00

Este resultado puede obtenerse también de la ecuacién del perfil (2.11), observando
que no existen maximos de ¢ por encima del valor ¢ = ¢,. Por la misma razén, ¢
no puede tener un minimo positivo por debajo de c,. De esta forma, si ¢ es acotada,
entonces es mondtona, o primero crece y después decrece. Ademads, si el soporte no
es acotado, por ejemplo por la derecha, entonces ¢ es mondtona creciente, creciendo

sin limite o hasta el valor critico c,.

Lema 3.3.3 Si X(n) estd acotada para n > 1o, entonces existe el limite

nliglor‘(n) = (Xoo, Yoo, Zoo), 0N 0 < Zoo <00 8i Xoo =0, Xoo = A 81 Z o = 00.

Demostracion
,

Si tlim Y (n) no existe, es decir o oscila para n — oo, consideramos el conjunto
—»00 n

dY ) .
T donde I se anula, que consiste en las dos superficies
n

—(X + BZ) £ /(X + BZ)? + 4g(X) \

T={Y=TuX,2) = .



92 CAPITULO 3. SOLUCIONES AUTOSEMEJANTES

Las derivadas parciales de T tienen signos constantes para valores pequenos de X
y grandes de Z, que nos lleva a una contradiccién. Por tanto existe Yo, = 1;1l>nolo Y(n).
Los limites de la primera y segunda coordenada existen por monotonia.
Supongamos ahora Z,, = oco. De esta forma tenemos Y,, = 0. También, por
(3.15) llegamos a
—BYZ = kX? + o(X?),

que implica
sz k - 1 n—m-—: e 1 R’
z— = ———("ﬁ ) ximme | o xmmt

De aqui se obtiene que X no puede tender a cero cuando Z tiende a infinito. Por lo

tanto se tiene el limite X, = a, con 0 < a < A. Veamos que necesariamente a = A.

La prueba es inmediata si el perfil es creciente, puesto que

Y
@ =—(X+Y+82)Y +9(X) <g(a) <0
si a < A, lo cual es imposible. En general, asumiendo a < A tenemos,
Y(n) . 1

Jim s = Jim s [ -(X6) 4 Y (5) + BZ)Y () + (X (5))]) ds.

Afirmamos que todos los sumandos menos el tltimo son cero. Usando la primera
ecuacion de (3.15), obtenemos
1 oqm . X(n) = X(mo)
lim —— [ X(s)Y(s) ds = Jim 2 =
P 20y ) = T T 2
El termino que contiene a Y2 tiene que anularse si la integral converge, y si diverge

podemos aplicar la regla de L'Hopital, obteniendo

YQ
lim — /nYz(s) ds = lim —_ — g

100 Z (1) Jno =% YIS ()

Utilizando ahora la primera y la tercera ecuacién de (3.15), integrando por partes y

aplicando de nuevo la regla de L’Hopital, tenemos

1 U
. y _
AT o 7
. . - T omsl - _
Yip, s 201) Tog X () = Z(ow) log X () = [/ X35 (s)log X (s) ds] = 0.
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Finalmente concluimos

1 1-m
O— — (X(s ar-1g(a),
7 / 9(a)

que es imposible si 0 < a < A. #

El conjunto de los puntos criticos del sistema (3.15) en © consiste de las dos rectas

Ly={X=Y =0, Z#0}

(3.19)
Li={X=0,Y+8Z=0, Z+#0}.

Las trayectorias admisibles son aquéllas que tienen sus puntos extremos sobre
estas rectas, L; corresponde a las trayectorias que satisfacen la ecuacién (EI), Lg
corresponde a las trayectorias que satisfacen la condicién (CF) pero no la ecuacién
(EI). Notamos, ademds, que Lo implica la ecuacién mala de la interfase (EI*), ya que

es facil ver que las trayectorias que se acercan a Lg satisfacen
kX2 fY Z. (3.20)

En el lema anterior obtuvimos que si I llim X(n) = 0, entonces |Z(n)| estd acotado
n|—o00
y que Illim Y (n) existe, finito o infinito. Esto implica que sélo pueden existir tres
n|—o0

posibilidades en el comportamiento final de cualquier trayectoria que se aproxime a
X =0:

e la trayectoria finaliza en Ly,

e la trayectoria finaliza en L, ¢

e lim |Y(n)]=c

n—=*oo

En particular se deduce que las interfases que cumplen (CF) sélo pueden cumplir (EI)
o (EI*).
Con el objetivo de construir soluciones que satisfagan la ecuacién (EI), disparamos

desde puntos de la forma P, = (0,7,—v/B) € L;. Linealizando el sistema (3.15)



94 CAPITULO 3. SOLUCIONES AUTOSEMEJANTES

alrededor del punto P, obtenemos la matriz

n—1 0 O
A= Y -1 -1 6 )
0 0 0
que tiene valores propios \; = v(n — 1), Ay = —v, A3 = 0 y vectores propios

e; = (n,—1,0), e = (0,1,0) y e3 = (0,3,1). Por tanto, existe una tnica trayectoria

I, =T(n,7) que satisface

li)m L(n,v) = P, st y>0
7—r—0Q
dim T(n,7) = P, si v <0,

ver por ejemplo [42]. Por otra parte, la trayectoria se aproxima a este punto a lo
largo del vector propio e;, y el comportamiento cerca de P, puede ser descrito, como

funcién de X, mediante

1 k
-X — (—2'-'—"']3';—X2 + 0(;\’—)

e / (3.21)
+

X5 4 o(X5).

Y=9-

oy, T
SR R ey

Ahora estudiaremos la trayectoria I'y dependiendo de 7. En primer lugar es
inmediato ver que I',, es continua con respecto a y. QQueremos caracterizar, en términos
de v, cudndo esta trayectoria vuelve a L;. Seguiremos algunas ideas del trabajo [60],
donde también se usa un espacio de fases tridimensional para estudiar la existencia de
soluciones autosemejantes especiales para una ecuacién de tipo absorcién-difusion. Es
interesante notar que en nuestro caso la asimetria de la ecuacién (1.1) en la variable
z hace que sean diferentes los casos v > 0y v < 0. Asi pues consideramos las dos

semirrectas,

L_IF = {(0773 —”Y/,B) B > 0}7 Li— = {(0,')’, ""’Y/ﬁ) Ly < 0}, (322)

El primer resultado, en sentido negativo, se obtiene de forma sencilla.
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Lema 3.3.4 Siy< 0y 0 < k <1/(4n), la trayectoria I', no estd acotada, y en
particular

lim X (n,v) = oo.

NI——00

Demostracién
Primeramente se observa que en el caso 0 < k¥ < 1/(4n) existen dos trayectorias

explicitas que son soluciones al sistema (3.15) y que parten del origen,

12 =1{Y = —a12X, 7 = “‘bl,QX%a X > 0}, (3.23)
con
1 1
012 = —(1++V1—4kn) >0, byp=———"—>0.
’ 2n ’ (m — n)al,g

Estas trayectorias corresponden a las soluciones estacionarias

u™ " (z, 1)
——— = (—ay 07 3.24

20— (—ayan).s (324
(ver [56]). Como una curiosidad observemos que satisfacen a la vez las ecuaciones
(EI) y (ET*). Consideremos ahora el conjunto F' situado a la izquierda y por encima

de la curva @y, esto es,
F={Y4+a,X <0, Z+bX>7 >0).

La frontera de F' consta de dos superficies

m

FII{Y+a1X:O’ Z.*-len:Il >0)’
E={Y+aX<0, Z+hX"T =0),

cuyos vectores normales interiores son

T n XL 0,1),

1/1:("01,““1,0), U2=(

Sea v el campo vectorial del sistema diferencial (3.15),

v=((n=1)XY,=(X +Y + B2)Y + g(X), X "71). (3.25)
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Entonces tenemos .
v =-X(a,8Z +aX"T) <0,

v-ovy=(Y+aX)/a; <0,
Por tanto las trayectorias I', con extremo en P, € L7 C F no pueden salir de F

cuando el tiempo se recorre hacia atras. Finalmente se observa que en F' se tiene

dX
— < —(n—-1)a, X?
d77 ( ) 1 )
que implica que X debe ir a infinito (nuevamente cuando el tiempo retrocede). #

Con esto termina la prueba del teorema 3.2.7.

Lema 3.3.5 Si |y| es suficientemente grande, I', no estd acotada y se cumple
(3.18).

Demostracion
Fijemos v > 0, los célculos para v < 0 son similares (incluso més féciles).

Definamos en © el conjunto
E:{(n—l)Y>A51%, 0<X <A, Z<X-46},

donde 6 > 0 es una constante a determinar.

Nuestro objetivo es probar que las trayectorias que pasan a través de puntos de
E deben abandonar este conjunto, cuando 7 crece, a través de la banda X = A, y
teniendo en cuenta el lema 3.3.2, deben escapar a infinito. Finalizamos observando
que la trayectoria que parte de P, entra en E si y es grande.

La frontera OF de F consta de cuatro superficies

E; = {(n—-1)Y = A7} N0E,
E,={Z =X -4}N0E,
E3={X = 0}N0E,
E,={X =A}N0E.

Sobre E; tenemos

d)/ m—n 2\ -
(n—=1)—>n—-1)M+ AT (6—A)+
an n—1

—(’I’L—l)x\>0,
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eligiendo ¢ de forma apropiada, y donde M = min{g(X) : 0 < X < A}. Por otra
parte, el vector normal interior de F, es v = (1,0,—1). Entonces, con v como en
(3.25), tenemos

m =7

v-r,=X((n-1)Y - X»7T)>0.

Esto implica que ambas, F; y FE,, son parte del conjunto de entrada del flujo y,
como d; > (n—1)dX, la trayectoria abandona F a través de E,. #

Esto prueba el teorema 3.2.2. Consideraremos ahora valores pequerios de 7.

Lema 3.3.6 Si |y| > 0 es suficientemente pequeno (y k > 1/(4n) si v < 0),
entonces X (n) estd acotado y tiende a cero, mientras que Y (n) tiende a infinito.
Ademads, se tiene

lim max X (n) = 0. (3.26)

7—0 neR

Primeramente construiremos una curva especial ¥ = H(X), que nos permita
definir algin subconjunto G de © conteniendo a L;, al que aplicar argumentos

analogos a los anteriores.

Proposicién 3.3.7 Para cada |e| > 0 suficientemente pequenio (y k > 1/(4n) si

€ < 0), existe una unica trayectoria Y = H(X) que es solucién de

dY —(X+Y )Y +g(X)

dX ~ (n—1)XY

con Y(0) =¢, Y(B.) =0 para algin 0 < B, < A. Ademds li_ir(}Bs =0.

Demostracién

Los puntos criticos del sistema en el plano (X, Y) son (A, 0) y (0, €) ambos puntos
de silla. Las trayectorias estable e inestable unen (A,0) con oo cuando X — 0 (en
este andlisis juega un papel esencial el signo de 1 — 4kn para el caso ¢ < 0 ). Por
tanto, la tnica trayectoria que parte de (0,€) se encuentra en la regién formada por
estas dos curvas, lo que implica que debe cruzar el eje Y = 0 en algin punto B, < A.
El hecho de que B, tienda a cero cuando € — 0 se sigue de la continuidad del flujo

respecto a los pardmetros y del comportamiento de las trayectorias para € = 0. #
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Demostracion del lema 3.3.6. Una vez més realizaremos la demostracién con
detalle sélo para el caso v > 0.

Sea H = H.(X) la funcién obtenida en la Proposicién anterior, donde ¢ > 0
se elegird con posterioridad. Recordemos que H.(X) > 0 para 0 < X < B, y

H.(B.) = 0. Consideremos el conjunto
1
G={0<X<B, 0<Y <H, Y+ﬁZ+;X<0}.

Estd claro, por (3.21), que la trayectoria I', entra en G si 0 < v < . Probaremos

que I'y no puede salir de G atravesando G ni Gy, partes de la frontera 0G de G
Gi={0<X<B,Y=H Y+BZ+1X<0},
Gy={0<X<B,0<Y<H Y+BZ+LX=0}

Los vectores normales interiores de G; y G2 son

1
m = (H,,—I,O), Vy = (_-T;:—l)_ﬁ)

Obtenemos entonces
v-vy=H(BZ—¢) >0,

en Gi,yaquee/3<Z <0,y

m—1
-1

vovy =kX?— (a4 B)X "1 >0,

en G4, seleccionando ¢ suficientemente pequeno para que
n=1

Eo\ e
BE<A=(a+ﬁ) . (3.27)

De esta forma I', sale de G atravesando el plano {Y = 0}, y esto lo hacer antes
de llegar al plano {Z = 0}. Ahora, usando de nuevo (3.21), vemos que I, no puede
aproximarse a L; por debajo del plano EX +Y + 8Z = 0, y por tanto se verifica
”1grolo Y(n) = —oco. También hemos probado que la coordenada X de I',, permanece

acotada por B si € es suficientemente pequenio y 0 < v < €. Es decir X(n) < B,y
de aqui se deduce (3.26).
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En el caso v < 0 consideramos, en lugar de F, el conjunto
~ 1
G={0<X<B:;, H<Y <0, Y+ﬁZ+EX <0}
#

Corolario 3.3.8 i) Existen dos constantes _ < 0 < £, tales que no hay soluciones
autosemejantes con soporte [b,&] 6 [€1,0] con [b] < oo, £~ < & < &4, & # 0, que
satisfaga (EI) en &,.

i1) El médximo de los perfiles de cualquier solucién autosemejante que satisfaga la

(EI) en una de las interfase estd acotado por debajo por la constante A de (3.27).

Consideremos ahora trayectorias T, que parten de los puntos @, = (0,0, i) € L.
Asumamos primeramente ;¢ < 0. Si linealizamos alrededor del punto @),, vemos
que existe para el flujo una variedad inestable unidimensional y una variedad central
bidimensional, ver por ejemplo [21, 20]. La variedad central Y = h(X, Z) satisface

h(0, u) = Dh(0, ) = 0, y es solucién de la ecuacién

ah ,m—lah - N o
8X+“\ %H/\ +h+BZ)h—g(X)=0.

(n—1)Xh

Esto significa que, cerca de X =0, Z = p,

kX2
Bu

y por consiguiente, haciendo uso de (3.15), cerca de @, tenemos

h(X,Z) =

+0(X?),

dX n—1)kX3

dn Bu
Las trayectorias sobre h son inestables y la parte negativa de Ly se comporta como
una fuente. Si p > 0, un andlisis similar muestra que la parte positiva de Ly es un

sumidero. Disparando desde Lq estudiamos T ,,.

Lema 3.3.9 El lema 3.3.6 se cumple para T, con |u| suficientemente pequerio.
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Demostracion
Est4 claro que si |i| < |Bgl, las trayectorias T, entran en el conjunto G, y tienen
que salir atravesando el plano {Y = 0}. #

Esto demuestra el teorema 3.2.1.

3.4 Demostracion de la existencia

Probaremos ahora el teorema 3.2.5. En la primera parte nos concentraremos en las

trayectorias que parten de L. Definamos los conjuntos

B*={(X,Y,2) : 0< X <A, Y >0)
Fr={(X,Y.Z): X =A,Y >0}
H={X)Y,Z) : 0< X <A Y=0}
7={y>0:T,cruza F*}
Gh={y>0:T, cruza H}
GY={y>0: lim X(n,7) = A, lim ¥(n,7) =0, lim Z(n,7) = co}.

(4.28)

Lema 3.4.1 Los conjuntos G}; y G} son abiertos y conexos y
GH UG UGE = (0,00).

En particular, esto implica que G} es cerrado y no vacio.

Demostracién

Del lema 3.3.6 sabemos que G}; es no vacio y contiene algiin intervalo (0,7) vy,
ademds, del lema 3.3.5 obtenemos que G} es no vacio y contiene algin intervalo
(7,00). Ambos son abiertos por continuidad. La propiedad de conexién se sigue de
la Proposicion 3.3.1. Para finalizar observamos que el lema 3.3.3 nos lleva a que toda

trayectoria I, que sale de B* satisface que v € G¥. #

Lema 3.4.2 El conjunto G} consta de un solo punto, es decir, existe un inico

perfil que satisface (IE) en la interfase derecha y crece hasta A cuando & — oo.
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Demostracién

Supongamos que existen dos trayectorias I'y, y [',, con 0 < 7v; < 79, tales que

lim Ty, () = lim T, (n) = (0, A, 0).

n—00 7—00

Si escribimos las trayectorias como funcién de X € (0, A), es decir
Ly = (X, Ya(X), Zi(X)) y Ly = (X, ¥2(X), Z2(X)),

tenemos Y;(0) = 71 < Y2(0) = 7o, }%13}\ Yi(X) = /\11_1)1}\ Y5(X) = 0, y también
Z1(0) = —m/B > Z»(0) = —v,/B. Aplicando la Proposicién 3.3.1 tenemos que
las curvas Y7 y Y2 no se cortan en el intervalo (0, A), lo cual significa Y2(X) > Y (X).
Afirmamos que Y, — Y] no puede disminuir si X tiende a A.

Primeramente observamos que de (3.15) tenemos,

m—1

iz, dz, X
_ % Y: - Yi) > 0,
X iXC monrn >0

y entonces Z1(X) — Z2(X) > (72 — 11)/8 > 0. De nuevo usando (3.15) obtenemos,

Y, dYi _ -WY[Y =Y +8(Z — Z)] - g(X)(Ya - Y1)
dX _ dx n—1)X1Y,
1 /" 7
> (n—l)X[—()Q Y1)+ (2= m)] >0,

para Y, Y, pequenos, lo que prueba la afirmacién anterior. Esto concluye la
demostracion. #

Definimos ahora el nimero

¢ =sup{y>0: (0,9) C G5} > 0. (4.29)
Del resultado anterior tenemos que 7 € Gf. Por otro lado, para v € (0,7vg)

consideremos el tiempo 1 () para el cual I, atraviesa H, es decir,
n*(y) =inf{n € R:Y(n,v) =0},
y la curva C* : (0,7¢) — H definida por
CH(y) =Ty nH = (X(v,n" (1)), 0, Z(v,n*(7)))- (4.30)

Haciendo uso del lema 3.4.1 y del resultado (3.26) del lema 3.3.6 obtenemos
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Lema 3.4.3 La curva C* es continua en (0,7f) y satisface

lim C*(v)) = (0,0,0), lim C*(v)) = (4,0, 00). (4.31)
™0 1/

Consideremos, ahora los conjuntos (4.28) con indice ~ correspondiente a y < 0.
Utilizando el mismo procedimiento obtenemos la curva C~ : (v5,0) — H definida

por
C™(y)=TynH=(X(v,n"(7),0,Z(v.n" (7)), (4.32)
donde n~(7) es el instante en que Iy cruza H, y

Yo =inf{y <0 : (7,0) C Gy} <0. (4.33)

Obsérvese que C™ no existe si 0 < £ < 1/(4n), ya que Gz = 0 por el lema 3.3.4.

Para esta curva se tiene:

Lema 3.4.4 La curva C~ es continua en (v, ,0) y satisface

lim C~(v)) = (0,0,0), lim C~(y)) = (A, 0, —00). (4.34)
170 NG

Con estos resultados concluimos

Lema 3.4.5 Las curvas C* y C~ se cortan en algin punto

(X0 (N, 0, Z(v5 0 () = (X (s~ (v:)), 0, Z(vo ™ (7)) € H,
para ciertos v € (0,v¢), v+ € (70 ,0).

Demostracion
Para v suficientemente pequefio, las curvas C* y C~ estdn por debajo y por
encima, respectivamente, de la recta {X +n8Z = 0, Y = 0}. Por tanto, como

funcién de X en H, tenemos C* < C~ para X pequenio y C*t > C~ para X cercano

a A. #
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Figura 4.1: La trayectoria I, correspondiente al perfil que satisface (EI).

La demostracién del teorema 3.2.5 se concluye ahora facilmente ya que el lema
anterior implica v € S*, v € S~. Mediante traslacién en 7 podemos suponer

n*t(v") = n7(v7) = n.. Entonces la trayectoria deseada es

I +(n) para 7 <1,
L) =9¢ 7™
F'y: (77) para’ 77 2 77*
Esta satisface
Jim To(n) =Py, limDu(n) =P,

La trayectoria Ty, asi como las curvas C* y C~ obtenidas numéricamente, se

muestran en la figura 4.1, donde los parametros considerados son m = 3.5, p =
0.5, k = 10.
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Nota 3.4.6 La unicidad de tal solucion autosemejante permanece abierta. Esta
podria obtenerse de cierta propiedad de monotonia de las curvas Ct y C~, sugerida

por la figura 4.1, que aseguraria que se cortan en un solo punto.

Nota 3.4.7 A partir de esta figura vemos que el punto de interseccién de C* y
C~ satisface Z < 0. De esta forma el perfil no es simétrico y alcanza un maximo para
valores negativos de £. Esto también nos muestra que el maximo de la correspondiente
solucion autosemejante se mueve hacia la izquierda segin aumenta el tiempo, un

efecto de la conveccion.

Nota 3.4.8 En el caso 0 < k < 1/(4n), el mismo argumento muestra que existe
una conexion entre LT y el origen. Esto da lugar a una solucién autosemejante con
soporte compacto que satisface la ecuacion (EI) en ambas interfases, pero con la

interfase derecha estacionaria.

Con el fin de completar la caracterizacién de las trayectorias de Ly, ver el lema 3.4.1
para la parte negativa, también describiremos los conjuntos-G3. Estos corresponden
a un perfil con soporte compacto que satisface la ecuacién (EI) al menos en una
interfase.

De acuerdo a los resultados de la seccién anterior tenemos inmediatamente que
+ _ + +

donde
Gio={vy>0: lim T'(n,7) € Lo},
Gin={r>0: lim T(n,v)€ L},
Glo={7y>0": nli)rgo ¥ ()| = oo}

Lema 3.4.9 Los conjuntos G}, y G son abiertos y no vacios.

Demostracién
dYG}}O contiene algin intervalo (a,~g), donde a > 0 estd cerca de vy, dado que
— > 0 en el conjunto .
dn

0<X<AY=b2Z>c.
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Z
Ly
I
L,
I
_‘\ Y

« U
1Y)

Figura 4.2: Las trayectorias (proyectadas sobre el plano Y Z) corresponden a perfiles
con soporte compacto que satisfacen (EI) en la interfase derecha. En la interfase
izquierda se tiene: T, satisface (EI); I'; satisface (EI*); Iy no satisface (CF).

para todo b < 0y ¢ = Z(a,n%(a)) > 0 grande. También G}, contiene algin intervalo
(0,d), donde

d=inf{y>0: Z(y,n"(7)) < Z(=7,n"(=7))} > 0.

Finalmente, los conjuntos G, y G} Son abiertos, el primero obfervando que Lg se
comporta como un sumidero para Z > 0y el segundo dado que d—ﬂ <0OparaYy — o0
y Z acotado. #

Como consecuencia tenemos que G, es cerrado. El hecho de que G}, es no vacio
implica a la existencia de un continuo de soluciones autosemejantes que satisfacen

(EI) en una de las interfases y (EI*) en la otra, lo cual prueba el teorema 3.2.4. En la
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figura 4.2 incluimos las graficas de las diferentes trayectorias correspondientes a G,
proyectadas sobre el plano {X = 0}, con los mismos pardmetros de la figura 4.1. La

misma caracterizacién se puede hacer para la parte negativa de L;, es decir para G7;.

3.5 Cason<1

En esta seccién consideramos el caso n < 1 siguiendo el mismo analisis de las dos
secciones previas. Comencemos con el cason =1 (m+p = 2), £ > 0. Aqui la
ecuacién correcta de la interfase (EI) es (1.8, 1.9). Deduciremos, utilizando un espacio
de fases tridimencional andlogo a (3.14), la existencia de una solucién autosemejante
que satisface (EI).

Consideramos aqui, en lugar de (3.14), las variables

d d
X — m—1 )/ — m—2, ./ Z — _ — Ym-—l_ 5 =
(p b) (p (P 3 67 d'r) < df’ ( 30)
para obtener el sistema
( dX
22 m-1)XY
dn
dY . .
\ o =Y + 2)Y + g2(X) (5.36)
dz
2 _x
l dn
Recordemos que para este caso tenemos que @ = —- = T%B y 8 = 1. Como

antes, el punto donde g, se anula, A = k(m — 1), da una cota superior absoluta para
el perfil, ¢ < (k(m — 1))ﬁ Los puntos criticos estdn localizados sobre la curva
L={(0,v,—(y+k/v), v € R—{0}}. Nétese que sobre L tenemos |Z| > 2v/k. Esto
estd relacionado con la velocidad minima de propagacién (ver [58]). En particular,
tenemos que el soporte del perfil debe contener el intervalo [-2vk — 1,2vk — 1).
Del comentario anterior, la ecuacién correcta de la interfase (EI) corresponderia
a los puntos de L con |y| > vk. La otra rama |y| < v/k se corresponde con (EI* ).
El sistema (5.36) posee algunas trayectorias explicitas. En primer lugar la

trayectoria acotada



3.5. ALGUNAS GENERALIZACIONES 107

m2 —1

(k—=mY?), Z=—-(m+1)Y, Y| < \/g}, (5.37)

que corresponde a la solucién autosemejante

(m+1)k x 2
2m _<2(m+1)t+1> .

ver [59]. Por otro lado, para cada punto critico sobre L tenemos la trayectoria no

Iy={X =
1{ 2m

u™ (g, 1)

m—1

(5.38)

acotada

k
Foo,-y = {)/ =7, Z = X - Y — ;, X > 0}, (539)

v(m—1)
correspondiente a una solucién de la ecuacién (1.1) en forma de onda viajera
w1 (z, 1) )

—_— = + (Y =7tk
— =he+ (" -+ k)Y
ver [58). Estas soluciones satisfacen (EI) o (EI*) dependiendo del valor de v. La
superficie donde d_7 =,0, es decir, el conjunto formado por las ondas viajeras (5.39)

T

Q=AY +2)Y =g(X)} = {Teopn, v # 0}, (5.40)

es invariante mediante el flujo definido por (5.36). Esto implica que las trayectorias
que atraviesan el plano {Y = 0} tienen que satisfacer —(% < 0 para todo 7 € IR,
y los correspondientes perfiles son concavos en variable presién en el conjunto de
positividad.

Los valores propios de la aproximacién lineal de (5.36) alrededor de cualquier
punto P, € L son Ay = (m — 1)y, A\, = k/y —v y A3 = 0. Por tanto, para cada
Iv| > Vk, el punto P, tiene un comportamiento de punto silla, y existe una tunica

trayectoria ['(n, y) que satisface

lim ['(n,v) = P, si y>Vk
n——00
UILIQO L(n,v) =Py si v< —vVk.

Este hecho, junto con la existencia de la solucién anterior en forma de onda viajera,

implica que en este caso, |y| > \/75, no pueden existir soluciones autosemejantes con
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soporte compacto que satisfagan la ecuacién (EI) al menos en una de las interfases.
Auln mas, el perfil de cualquier solucién autosemejante con soporte compacto que
satisface (EI) debe tener soporte exactamente [—2v/k — 1,2vk — 1].

Si|y| < V% el punto P, es un nodo, y existe una variedad bidimensional invariante
que contiene a Py, estable cuando v < 0 e inestable si v > 0. Por dltimo, si |y| = vk
el punto P, se comporta como un punto silla-nodo.

Pasamos ahora a la demostracion de la existencia y estableceremos la conexién
entre los puntos criticos Py = (0, vk, —2vk) y P, = (0, =V, 2Vk).

Demostracién del teorema 3.2.6. Procederemos en varias etapas, siguiendo
los argumentos de las secciones precedentes. Partiendo del punto P, tenemos
dos trayectorias especiales, una contenida en el plano {X = 0}, es decir, [y =
{(0,Y,=2v%), 0 < Y < Vk}, y ademds la trayectoria correspondiente a la variedad
inestable del comportamiento silla, es decir, la solucién en forma de onda viajera ,
L ovrde (5.39). Queremos estudiar todas las demds trayectorias correspondientes al
comportamiento tipo nodo. Con este propdsito consideremos la esfera S con centro
en P, y con radio r > 0 pequeno. Las trayectorias que parten de P, cortan a S
dando lugar a una curva continua simple Q = Q()\), parametrizada por A € (0, c0),
siendo su frontera los puntos de interseccién deI'o y I',, 7 con S. La curva 2 jugara

el papel de LT en la demostracién del teorema 3.2.5.

Disparamos desde (2, es decir, para cada A € (0,00) consideramos la trayectoria
[y que pasa por el punto £2(A). Seguimos esta trayectoria hasta que corta al plano

H = {Y = 0}. De esta manera definimos el conjunto (ver (4.28)),
J={A>0:T,cruza H}. (5.41)

Con un argumento andlogo a la Proposicién 3.3.7, obtenemos que para cada
0 < Xo < k/a, Zg < 0, existe una trayectoria que conecta los puntos P, y

Py = (Xo,0,Z,). Esto implica que J contiene algun intervalo [0, A), A > 0. Sea

Ao =sup{A>0:[0,\) CJ} < oo, (5.42)
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y la curva

C: [0, /\0) — H, C()\) = F,\ NH. (543)

Al igual que antes, es facil de ver que esta curva cruza la recta {Z = 0} en
H. Reflejando la trayectoria correspondiente por simetria, obtenemos la conexién
deseada.

Para la unicidad, primeramente probaremos un resultado andlogo a la

Proposicion 3.3.1.

Proposicion 3.5.1 Sean I'y y I’y dos trayectorias que salen del punto P,. Las
proyecciones Z; y Z; de I'y y T’ sobre el plano {Z = 0} no pueden cortarse en ningiin

punto X > 0 antes de alcanzar el recta {Y = 0}.

Demostracién

Escribiremos las proyecciones =; y =, en funcién de X, =; = Y1(X), 2, = Y5(X).
Entonces existe € > 0 tal que, por ejemplo, Y;(g) < Ya2(e). Ahora los correspondientes
puntos (g,Y1(€),21) y (g,Ya(€),Z;) sobre I'y y T’y satisfacen las hipétesis de la
Proposicién 3.3.1, puesto que Z; > Zs, por (5.36). Concluimos utilizando los mismos
argumentos que en la demostracién de dicha proposicién. #

Disparamos ahora hacia atrds desde los puntos (X1,0,0) y (X3,0,0) con X; < X,
y probaremos, utilizando el resultado anterior, que las correspondientes trayectorias
I'1 y I'; no pueden cortarse para ningun valor Y > 0. Esto implica que existe una
unica trayectoria que sale de P, que corta al eje X.

Con este fin consideremos las proyecciones &1 = Z1(Y) y o = Zo(Y) de Iy y
I'; sobre el plano X = 0, y asumiremos, por contradicciéon, que se cortan en un
primer punto Z;(Y,) = Z»(Y.), con Y, > 0. De esta manera, y por (5.36), obtenemos
Z\(Yy) > Z»(Yp) para todo 0 < Yy < Y,. Considerando ahora los respectivos puntos
sobre 'y y T, es decir (Xo1, Y0, Z1(Y0)) v (Xo2, Ys, Z2(Y0)), de la Proposicién 3.5.1
thenemos Xo1 < Xo2. Finalmente, de nuevo por (5.36) y utilizando —C% < 0,
deducimos le(Yo) > 42,

dy dY
contradice la suposicién Z1(Y,) = Z,(Y3). #

(Yy), y esto se cumple para todo 0 < Y, < Y, lo que
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Finalmente consideremos el caso n < 1.

Demostracion del teorema 3.2.3. Definimos aqui las variables

d m-—n d
/, _ 1-n )/ — m—-n—1 — — — X 1-n — 544
X %2 y 2 ©, Z 57 dn X1 d€7 ( )
obteniendo el sistema
(dX
—=(1—-n)XY
=(-n)
dY , R -
d—nz—(l—i—n) +BXZ)Y + g3(X) (5.45)
dZ _ j men
L dn

donde gs(s) = asi=n — k. El conjunto de los puntos criticos consiste en dos rectas
1
Lj: = {X = 0, Y = ~ai}, a4 = %(1 V1 - 4](371) > O, (546)

que existen sélo si £ < 1/(4n). Ambas rectas estdn contenidas en el semiespacio
{Y < 0}, por lo tanto no puede existir ninguna conexién entre ellas. Como en el caso
anterior los puntos en el infinito (0, +oc, Z) no satisfacen la condicién de flujo. Por
otro lado, si £ > 1/(4n) no hay puntos criticos finitos por consiguiente toda solucién

autosemejante tiene que ser positiva, ver también (35]. #

Linealizando alrededor de los puntos criticos que estan sobre L_ vemos que se
comportan como nodos estables, mientras que los de L, se comportan como puntos
desilla. Las trayectorias (no acotadas) que finalizan en esta rectas, satisfacen el tercer
comportamiento comentado en la introduccién de este capitulo. En efecto, los puntos

(0,a4,0) corresponden a las soluciones estacionarias (3.24).
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