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Abstract 

The object of this paper is to give sufficients conditions for a Radon measure of type (K) to 
be <7-finite. 

En este trabajo nos proponemos dar condiciones suficientes para que 
una medida de Radon de tipo (Jf) sea a-finita. El interés de esta cuestión, 
radica en que muchas de las propiedades válidas para medidas finitas, siguen 
siendo ciertas en el caso a-finito. 

A lo largo de todo el trabajo, E será un espacio topológico (no necesa­
riamente separado), y (JC) será una clase de cerrados de E, que por comodi­
dad, supondremos estable para las uniones finitas (esto último no supone en 
realidad ninguna restricción). j3 representará la a-álgebra de Borel de £, y una 
medida ix sobre j3, diremos que es una medida de Radon de tipo (Jf ), cuando 
cumpla las condiciones que se dan en la definición 68 de [5]. 

Todas las notaciones y propiedades de las medidas de Radon de tipo 
(3C) no especificadas en este trabajo, se pueden encontrar en [5 ]. 

Por el teorema 80 de [5], si ¡JLEM (E, K) (donde M (£", K) representa 
el conjunto de todas las medidas de Radon de tipo (JC) sobre E), ¡x es local-
mente a-finita si y sólo si admite un concassage, es decir, existe una familia 
localmente contable (F/)/e/, formada por conjuntos cerrados disjuntos, y 
tales que 

0 < M ( F / ) < + o o V / G / 

ix'{E~ U F̂ .) = 0, 

siendo además 

Sop íXFi = Fi Vi El 

Representaremos por J t la a-álgebra de los conjuntóse contenidos en 
E, que son ^u*-medibles, y por el teorema 73 de [5] se sabe que %MJ con­
tiene a ¡5, 
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Usaremos repetidamente las siguientes propiedades que no demostra­
remos por considerar que son conocidas: 

Sea M una medida de Radon de tipo {K) sobre E ¡ocalmente o-finita, y 
sea (Fi)iE.I un concassage de M. Entonces: 

0.1. 5/ A/ E Jiics tal que M" {M) < +0^, existe IQ C I contable y 
tal que 

lx'{MnFi) = 0 V / ^ / o 

¡r{M)= 2 / x ' ( M n F / ) = 2 ix'{Mr\Fi) 

ÍGIQ i^I 

0.2. M es o-finita, si y sólo si, I es contable. 

0.3 .Si se E, entonces S está en JL si y sólo si S C) Ft E Ji^V i G L 
1. Definición.— Diremos que IJLGM {E, Jf) es regular, si 

M (B) = Inf {M (G): Q3GDB} V 5 E 3 Í 

donde Q representa la clase de los conjuntos abiertos de E. 
Diremos que ¡JLGM (E, K) QS fuertemente regular, si 

fJi-(M) = lnf {iJi(G): QB G DM] VMEA, 

Obsérvese que la definición de medida regular que hemos dado equivale 
a que ju sea simultáneamente medida de Radon de tipo (Jf), y medida de 
Radon estricta de tipo (K). Este último concepto se puede encontrar defi­
nido en [4]. 

2. Definición.— Diremos que ¡JL E M (E, K) es difusa, si para cada 
xEE. 

M-({x}) = 0 

En consecuencia, si ju es difusa, {x} GJL para todo x de E. 

3. Lema.— Sea fJi EM (E, Jf) ¡ocalmente o-finita, y fuertemente regu­
lar. Sea (FOi^i un concassage de IJL entonces, el conjunto 

Io = {iei: BSiCFi con 5 / ^ 0 y M'(5/) = 0} 

es con tabic. 

Demostración.— Para cada / E IQ consideremos Si satisfaciendo las 
condiciones del enunciado. Sea 
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5 = U Si 

Por 0.3, se tiene que S ^ JL y por 0.1, es ju' (5') = 0. 
Supongamos que /Q no es contable. Sea G un abierto de E que contiene 

a 5. Para cada i ^IQ, 

GHFiD St ^ 0, 

y por ser 

Sop ÍUF,=^ / Vi El, 

resulta 

M ( G n F , ) > 0 V / E / o . 

De ser/o no contable, y de 0.1, se deduce por tanto que 

fX{G) = +oo. 

Por consiguiente, de ser ju fuertemente regular, podemos deducir que 

M* (S) = +00 

y estamos en contradicción. 

4. Teorema.— Sea fx G M (E, JC) localmente o-finita y fuertemente 
regular. Sea (FÍ)Í^I un concassage de ¡JL. Entonces, si para cada i de I, existe 
Si C Fi tal que yC (Si) = 0, fxes o-finita. 

Demostración.— Naturalmente, extamos suponiendo los Si no vacíos. 
Si IQ es el del lema anterior, resulta de la hipótesis del teorema que / — /Q, 
y por tanto / es contable. Por 0.2, M es a-finita. 

5. Corolario.— Sea fx E M (E, K) localmente o-finita, fuertemente 
regular, y difusa. Entonces fx es o-finita. 

Demostración.— Resulta inmediatamente del teorema anterior. 

6. Corolario.— Sea fxEM (E, 5C) localmente o-finita, fuertemente regu­
lar, y no atómica. Si E satisface el axioma de separación Ti, entonces ¡x es 
o-finita. 
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Demostración.— Cada {x} C E es un conjunto de Borel de E. de ser M 
no atómica, se deduce que M ({x}) = O, y por tanto /x es difusa. 

7. Corolario.— Sea fiEM {E, Jf) localmente o-finita, fuertemente regu­
lar, y no atómica. Si cada H EK es compacto, entonces ju es o-finita. 

Demostración.— Sea (FÍ)ÍGI un concassage de jU- Para cada / E / 
se tiene 

M (Fi) > O 

y por ser ¡JL no atómica, existirá 5/ E ÍB con 5/ C Fi y tal que 

M (Fi) 

de ser 

M (5/) = Sup ÍM (i/): BDHem 

se deduce que existe /// C 5/ de ïC y tal que 

Nótese por / / / el /í/ anterior. Mediante un razonamiento similar, se puede 
probar que existe una familia íT/̂  contenida en Jf y tal que 

HfCHl Viei 

y además 

fxiHh^^fxigf) 
2 ^• 

donde H-^ = Fi para / E /. 
Procediendo por inducción, se obtiene una sucesión decreciente 

iHP)n Giv que depende de /, y tal que cada iff E JC y 

o < M ( / / r ) < ^ 

Sea 

5/= n HP Vi El 
n =1 

Evidentemente, Si es no vacío cualquiera que sea / E / , ya que es inter­
sección de una familia de compactos que por ser decreciente, verifica la 
propiedad de la intersección finita. Además, es claro que 

M (5/) = O V / E / . 
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Del teorema 4 resulta que M es a-finita. 

Hasta ahora hemos estudiado condiciones que garanticen que una me­
dida de Radon de tipo (K) fuertemente regular sea a-finita. El problema 
inverso, es decir, encontrar condiciones que impliquen que una medida 
a-finita es fuertemente regular, queda resuelto en la siguiente proposición. 

8. Proposición.— Sea IJL G M {E, Jf ) a-finita. Los siguientes apartados 
son equivalentes: 

8.1. ju es moderada (es decir, existe una sucesión de abiertos de E, 
(GnXt^íM tales que 

E= U G^ 

y cada G„ tiene medida JJL finita). 

8.2. ¡Ji es fuertemente regular. 

Demostración.— Supongamos que ju es moderada, y sea (G^)^^¡^ una 
sucesión de abiertos E satisfaciendo las condiciones de 8.1. Sea M Gji). 
Probaremos la igualdad 

M'(M) = Inf {M(G): QBGDM} (8.1) 

G^-MEJL VneN 

y en consecuencia 

M* (G^ - M) = Sup {M (H)' KBHCG^-M] 

Por tanto, dado £ > 0 , existe HGK con H C G^ - M y 

lx'(G^^M)<ixiH)+e 

De ser G^-HDG^ nM y G^ ~Heq , y de 

M(G^ -H) = ̂ iGn)~-IJiiH) = f^'iGn nM) + n'iG^ -M)-fx(H)< 

<fi'iG„ nM)+ e 

se obtiene haciendo e tender a cero 

^'(G^ n M) = Inf {IJL(G): § 3 G , G^DGDG^HM} 

Luego para cada e > O y cada n G N existe G^ G g con Gf^ D G¡^ D 
DG^ (IM y talque 
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ui(G;^)<fi'iGnnM) + Ir 

Sea 

G'= U Gn 
n = l 

Se tiene que G' EQ y 

Además 

G'D U ( G „ n M ) = ( U Gn)r)M = EnM=M 
n=l n=l 

M ( ( ? ' ) < M ( U G ^ ) < 
n =1 

<iu- (( u G^)-( u (Gn nM})) + tx-( u (G„ nylí))< 
n =1 n =1 n -\ 

</x- ( U (G^ - (G„ n;W))) + M- (^) < 

< £ M'(G,;-(G„ nM)) + M-(M)< i ¿ + M - ( M ) < e + M - W 
/Z = 1 « = 1 Z 

Haciendo e tender a cero, se tiene (8.1). 
La implicación en sentido contrario es inmediata. 
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