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C~apítulo 1 

Ijntrod ucción. 

La Teoría de Juegos puede ser definida como la teoría que estudia modelos 
m(J,temá.tic0s que, de alguna forma, representen un aspecto de conflicto o de 
cooperación entre agentes racionales e inteligentes (Myerson R.,1991). De esta 
forma, diremos que un juego es un problema de decisión donde hay más de 
un agente decisor y las decisiones de un jugador tienen efectos sobre el otro. 
El diseño de estrategias competitiva:s, su ejecución, las negociaciones e incluso 
las relaciones interpersonales, están llenas de factores estratégicos que pueden 
analizarse en el esquema conceptual de la Teoría de Juegos. 

Los juegos se han clasificado tradicionalmente en juegos cooperativos y jue­
gos no cooperativos. La difer~ncia estriba en las posibilidades de comunicación 
y negociación que se les permite a los jugadores. Los juegos no cooperativos 
son aquellos en los que cada agente actúa siguiendo exclusivamente su propio 
interés sin poder firmar contratos vinculantes. Los juegos cooperativos se ca­
racterizan por la existencia de un cierto poder superior capaz de hacer cumplir 
los acuerdos posibles. 

Ambos tipos de juegos se formalizan de distinta manera. Los juegos no 
cooperativos, se presentan en forma estratégica o en forma extensiva. La forma 
extensiva (Kuhn, 1953) de un juego describe con gran detalle la secuencia de 
movimientos de los jugadores, la información que tienen los jugadores en cada 
momento del juego y otros detalles, como situaciones de azar. En cambio, 
los juegos cooperativos se presentan en forma característica o coalicional, que 
consiste en la descripción de los pagos que reciben cada una de las coaliciones 
posibles. 

En esta tesis se estudia una clase de juegos no cooperativos presentados 
en forma extensiva (capítulo 2) y otra de juegos cooperativos (capítulo 3). El 
primer problema que abordamos se refiere a cómo modelizar las situaciones 
en las que las preferencias cambian a lo largo del tiempo. Consideremos el 
siguiente ejemplo: Supongamos que una persona tiene que decidir a lo largo 
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de su vida (por ejemplo, cuando es joven y cuando es mayor) entre las acciones 
gastar el dinero en vacaciones y ahorrar. Cuando el individuo es joven prefiere 
gastar, mientras que de mayor preferirá ahorrar. Con estas preferencias el 
individuo joven podrá tomar decisiones de las que luego se arrepienta. La no 
identificación COIl las preferencias futuras (aún siendo conocidas) están en el 
núcleo de este tipo de situaciones. 

Un breve sumario de la literatura sobre cambios de preferencias incluye 
los trabajos de Strotz (1956), Pollak (1968), Pheps y Pollak (1968), Pollak 
(1970), Von Weissaecker (1971), Backorby, Nissen, Primont y Russell (1973), 
Peleg y Yaari (1973), Hammond (1976), y Pollak (1976). Estos trabajos, o bien 
se refieren a problemas de decisión individual, o bien proponen conceptos de 
solución que no tienen completamente en Cllenta el carácter temporal de este 
tipo de juegos, por ejemplo, requeriendo que el joven acepte y se identifique 
con sus preferencias futuras. 

Recientemente, Ferreira, Gilboa y Maschler (1995) intentan dar una res­
puesta adecuada teniendo en cuenta el carácter temporal del juego y los po­
si bIes acuerdos coalicionales, en términos de la Teoría de Juegos clásica. El 
trabajo consiste en encontrar la extensión adecuada del equilibrio de Nash 
para juegos donde las utilidades de los individuos cambian a lo largo del jue­
go. En el modelo propuesto por Ferreira et al. los individuos (jugadores) se 
desdoblan en diferentes agentes. En cada momento en que debe tomar una de­
cisión (conjunto de información), el jugador se modeliza como un agente. Los 
agentes de un mismo jugador podrán tener funciones de utilidad (preferencias) 
diferentes. A partir de aquí, es posible tratar a los distintos agentes como dis­
tintos jugadores. Esto hace que varios agentes de un mismo jugador puedan 
cooperar fácilmente, ya que todos son el mismo individuo. Como el equilibrio 
de Nash es robusto con respecto a una desviación de un sólo agente, pero no 
a ila de varios agentes, se hace necesario buscar una noción de equilibrio que 
sea inmune también a desviaciones coalicionales restrine;idas a agentes de un 
jugador y que respete la estructura temporal del juego. Esta es la peculiaridad 
de los equilibrios creíbles. En el ejemplo anterior, el grado de identificación 
entre el individuo joven y el mayor dependerá de cómo se cuantifiquen estas 
preferencias. La Figura 1 proporciona un caso en el que la prioridad de los 
agentes primeros en el tiempo lleva a la toma de decisiones de las que el agen­
te futuro se lamentará (en este caso, gastar). En este ejemplo, a pesar de la 
utilidad que se obtiene de elegir (ahorrar, ahorrar), la solución del juego es 
(gastar) aho1Tar), dado que el jugador 1.1 (el joven) no se identifica con el 1.2 
(él mismo, pero mayor). 
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1.1 (Joven) 

10 20 5 
10 100 

[FIGURA 1] 

El objetivo del capítulo 2 de esta tesis es extender estos estudios a casos 
m¿~s generales: juegos infinitos y juegos con memoria imperfecta. En la sección 
2.1 ofrecemos un repaso del modelo presentado inicialmente por Ferreira et al., 
las características del equilibrio creíble y los supuestos utilizados en el mode­
lo. En la sección 2.2 se extenderá el concepto de equilibrio creíble a juegos 
infinitos. A continuación, y como tema más importante, se relaja el supuesto 
de memoria perfecta. Este concepto requiere que el jugador a quien le corres­
ponde decidir conoce la historia completa de todas las decisiones tomadas por 
él mismo hasta ese momento. La conveniencia de esta segunda generalización 
ya se apuntaba en el trabajo de Ferreira et al., donde se comentan algunas 
aplicaciones de los juegos de utilidades cambiantes para las que este supuesto 
es irreal. Por ejemplo, cuando los jugadores no son personas sino organizacio­
nes, partidos políticos, y cuando los distintos agentes de esa organización no 
conocen completamente las decisiones tomadas por otros agentes. 

La definición de equilibrio creíble de Ferreira et al. no es apropiada para 
estos casos. Al ser una definición recursiva no puede emplearse para el caso 
de juegos infinitos. En el caso de memoria imperfecta, aún en juegos finitos, 
la definición tampoco es aplicable. La razón es que cuando el supuesto de 
memoria perfecta desaparece, tenemos situaciones de ciclicidad en el juego 
que afectan nuevamente a la definición. Para llevar a cabo estas extensiones 
nos ubicamos en el campo de la Teoría de las Situaciones Sociales iniciada por 
Greenberg (1990). Esta teoría nos permite relacionar la noción de equilibrio 
de un juego con el concepto de conjuntos estables de un sistema abstracto. 
Los sistemas abstractos están constituidos por un conjunto D y una relación 
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binaria de dominación >- entre los elementos de D. La idea es obtener un 
subconjunto K de D que posea dos propiedades, la estabilidad interna y la 
estabilidad externa. La estabilidad interna se refiere a que los elementos de 
e~;te conjunto no se dominan entre sí, mientras que la estabilidad externa se 
refiere a que cualquier elemento que no esté en f{ sea dominado por algún 
elemento de K. Este tipo de conjuntos se denominan conjuntos estables de 
von Neumann y Morgeilstern. Si existe este conjunto estable, K, el conjunto 
D queda particionado en dos conjuntos, J( y D\J(. 
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Para juegos con utilidades cambiantes hemos construido un conjunto D y 
una relación >- de la siguiente manera: Los elementos de D están formados 
por: agentes, coaliciones de agentes y estrategias. La relación >- nos indica qué 
el,~mentos dominan a otros en el sentido de constituir desviaciones coaliciona­
les siguiendo la idea de la definición inicial de desviaciones creíbles dada por 
Ferreira et al.. La definición no recursiva nos identificará las estrategias que 
formen parte de algún elemento del conjunto estable de este sistema (D, >-) con 
la noción de equilibrio creíble. La nueva definición en términos de conjuntos 
estables coincide con la original en el caso finito. 

Cuando obviamos el supuesto de memoria perfecta, la ciclidad que presenta 
la relación de dominación nos impide hablar de una última desviación y ello 
conlleva alterar de forma adecuada la relación de dominación. La existencia 
de conjuntos estables está establecida bajo ciertas condiciones de finitud y de 
relaciones de dominación acíclicas. Casos como una relación de dominación 
cíclica, espucios infinitos de estrategias y de jugadores provocan la posibilidad 
de no encontrar una forma de particionar D en dos conjuntos del tipo K y 

D\K, donde K sea estable. Kanh y Morkherjee (1992) proponen otro tipo de 
particiones para estos casos, llamadas semiparticiones, constituidas por tres 
conjuntos: el bueno, el malo y el feo. Los elementos del conjunto bueno o 
bien no están dominados o 10 están por algún elemento del conjunto malo. 
Los elementos del conjunto malo son aquellos dominados por uno del conjunto 
bueno. Finalmente, los elementos del conjunto feo son los que no pertencen ni 
al conjunto malo ni al conjunto bueno. Con esta semipartición la definición de 
equilibrio queda relacionada con los elementos del conjunto bueno y feo. En 
la sección 2.5 del capítulo 2 analizamos el conjunto feo para nuestro caso, y 
encontramos que es posible separar los elementos de este conjunto mediante 
la relación de dominación aplicada a los ciclos que forman. Es importante 
discriminar entre los elementos del conjunto feo porque hay ejemplos en los 
que este conjunto acoge a todos los elementos de D, dejando vacíos a los 
cor~untos bueno y malo. Los elementos del conjunto feo que forman ciclos 
se :identifican en una clase de equivalencia. Las clases de equivalencia darán 
lugar al conjunto cociente del conjunto feo en el que realizamos otra nueva 
semipartición. Obtenemos tres nuevos subconjuntos el feo-bueno, el feo-malo y 
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el feo-feo. En esta nueva definición identificamos los equilibrios creíbles con los 
elementos del conjunto bueno, del conjunto feo-bueno y del feo-feo. La relación 
de dominación aplicada al conjunto cociente es acíclica, por lo que la única 
razón por la que podemos obtener un conjunto feo-feo es la no finitud de las 
estrategias. Esta nueva metodología empleada para definir equilibrios parece 
más satisfactoria que la empleada por otros autores basándose solamente en el 
conjunto bueno yen el feo. Para finalizar la sección ilustramos con un ejemplo 
el empleo de esta nueva versión de equilibrio creíble. En este mismo capítulo se 
muestran algunos teoremas de existencia. Por último, se estudia otra variante 
del equilibrio creíble, el equilibrio creíble óptimo. 

El capítulo 3 trata de los Juegos Generalizados de Externalidades, que 
estin englobados dentro de los juegos cooperativos. Estos juegos se definen 
como un modelo donde interesan las coaliciones que se forman y el pago que 
recibe cada una de ellas. Las coaliciones de juga.dores son los posibles subcon­
juntos de N = {1,2,3 ... ,n}, denotadas por S e N (donde N es el conjunto de 
jugadores). El pago de cada coalición viene dado por la función v(S), llama­
da función característica del juego. La función característica es un elemento 
primitivo de estos juegos; sin embargo, en aplicaciones reales se ha de cons­
truir a partir de otros elementos. Por ejemplo, los conceptos de a-núcleo y 
,B--núcleo se refieren a soluciones de juegos cooperativos que se distinguen por 
construirse de distinta manera a partir de un juego no cooperativo (Moulin, 
1986). Entre otros trabajos más recientes podemos citar los elaborados por 
Izquierdo y Rafels (1996), Iñarra y Usategui (1993), Grafe et al. (1998), etc. 
En estos trabajos se estudian los Juegos Financieros, los Juegos Cobb-Douglas 
y Los Juegos de Externalidades respectivamente, que se definen a partir de 
una función característica con una interpretación económica específica. 

En esta línea, en la segunda parte de la tesis, se estudia un tipo de juegos 
en forma característica: los Juegos Generalizados de Externalidades. Estos 
juegos son una extensión de los Juegos de Externalidades estudiados por Gra­
fe, Iñarra y Zarzuela (1998). La función característica adquiere una forma 
particular dada por la siguiente expresión: v( S) = O=iES ,Bi)ar( s), donde ,Bi 
denota la aportación de cada jugador, a 2': 1 Y r es una función no decreciente 
en el cardinal de las coaliciones (s = card( S)). La interpretación que se da a 
este juego es la siguiente: los jugadores ceden sus recursos a la coalición y el 
resultado de la cooperación depende de esos recursos a través del parámetro 
a y de la presencia de jugadores a través de r. Nótese cómo la presencia de 
jugadores se valora positivamente, es decir, el beneficio total obtenido no sólo 
dependerá del total de recursos aportados sino también del número de parti­
cipantes en la coalición. A esto se refiere la palabra externalidades empleada 
para denominar este tipo de juegos. 

Las aplicaciones económicas encontradas de los Juegos Generalizados de 
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Externalidades son varias: 
- La tecnología Cobb-Douglas: Cuando n empresas, con idénticos capitales, 

deciden producir conjuntamente, la producción total viene dada por la expre­
sión F( A, r¡) siedo A el capital total y TI la cantidad total de recursos. Si F(,) 
es la función Cobb-Douglas entoce3 obtcnem03 una producción dada por la 
expresión F(A, r¡) = (LEN r¡de>(nA)/3 donde r¡i son los recursos de la empresa i. 
Denotando r(s) = sf3 )./3, {Ji = T]i e imponiendo que fr 2: 1, obtenemos la función 
característica de un Juego Generalizado de Extrenalidades1 . 

- Reparto de costes de Bienes Públicos: Moulin (1992) estudia un modelo 
de reparto del coste de producir un bien público, a. Un grupo de agentes, 
T, con idénticos derechos, pero diferentes preferencias, comparten el coste 
de producir el bien público a partir de un bien privado. La oferta genera.da 
por la coalición T es la correspondiente a resolver el problema de maximizar 
la expresión (LT fria) - a

2

2 
respecto de la cantidad a, siendo fri el ratio de 

sustitución entre el bien privado y el bien pliblico y c( a) = a;, el coste de 
producir la cantidad a de bien público. La resolución del problema anterior 

nos llevará a la expresión (L~e>;)2. Nuevamente, esta expresión proporciona 
una función característica con la que podemos definir un Juego Generalizado 
de Externalidades, donde r( s) = ~, (Ji = ai Y a = 2. 

- Otros ejemplos: Uhlaner (1989) estudia un modelo que incorpora los 
llamados Bienes Relacionados, que dependen de la interacción entre las perso­
nas. Con este tipo de bienes, por ejemplo, la congestión puede incrementar la 
utilidad. Esta idea está relacionada con los Juegos Generalizados de Externa­
lidades, donde la presencia de jugadores también provoca un incremento en el 
pago que reciben las posibles coaliciones. Otra de las situaciones económicas 
que podemos relacionar con los Juegos Generalizados de Externalidades es la 
que se desarrolla con las subvenciones. Podemos observar que algunas aso­
ciaciones culturales, deportivas, etc. reciben una subvención dependiendo del 
número de socios. 

En la sección 3.2 se estudian algunas de las propiedades de estos juegos, 
en particular, su estructura algebraica .Y su relación con los juegos convexos 
y semi convexos. Estas propiedades son de utilidad para estudiar las posibles 
soluciones. 

Una solución de un juego cooperativo consiste en distribuir la ganancia total 
del juego entre sus jugadores. Existen dos clases de soluciones: soluciones de 
conjunto y soluciones puntuales. Las soluciones de conjunto están formadas 
por un conj unto de asignaciones o repartos que verifican ciertas condiciones, 
m:¡entras que una solución puntual selecciona una única asignación. Entre las 

1 De esta forma los Juegos de Cobb-Douglas estudiados en Iñarra E. y Usategui JM (1995) 
quedan incluidos en los Juegos Gcaeralizados de Externalidades. 
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soluciones de conjunto más importantes estudiamos el Núcleo (Shapley, 1967) y 
los conjuntos de negociación de Aumann-Maschler (1964) y Mas-Colell (1989). 
El resultado obtenido para este tipo de juegos es la coincidencia de estas tres 
soluciones. Finalmente en la sección 3.4 se propone un concepto de solución 
puntual especialmente apropiado para estos juegos, la solución proporcional 
que, además, se caracteriza axiomáticamente. 

En un apéndice se listan otras propiedades de interés para los .J uegos Ge­
neralizados de Externalidades. 
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(japítulo 2 

E~quilibrios creíbles en juegos 
con utilidades cambiantes. 

2 .1 Introducción. 

Las situaciones en las que las preferencias de los individuos están cambiando 
a lo largo del tiempo han sido estudiadas en el área de economía por algunos 
autores. Entre los más destacados podemos citar trabajos como como los 
realizados por Strotz (1956), Pollak (1968), Pheps y Pollak (1968), Pollak 
(1970), Von \h/eissaecker (1971), Backorby, Nissen, Primont y Russell (1973), 
Peleg y Yaari (1973), Hammond (1976), y Pollak (1976). 

Una consecuencia que conlleva el hecho de considerar la posibilidad de cam­
bios en las preferencias es que las decisiones podrían dejar de ser consistentes 
en el sentido clásico, es decir, los decisores podrían arrepentirse de ciertas elec­
ciones realizadas en el pasado, incluso en situaciones de información perfecta. 

Ferreira, Gilboa y Maschler (1995) proponen el estudio de situaciones de 
cambio de preferencias desde una perspectiva de la Teoría de Juegos. Estos 
autores proponen modelizar estas situaciones a través de un juego en forma 
extensiva donde los diferentes conjuntos de información de un jugador definen 
un conjunto de agentes de ese jugador. En este modelo los agentes de un ju­
gador pueden tener distintas utilidades. Definen un equilibrio para este tipo 
de juegos que tiene dos importantes características: El equilibrio es inmune a 
desviaciones coalicionales formadas por agentes de un mismo jugador y tam­
bién, satisface cierta consistencia temporaL Esta consistencia requiere que los 
jugadores que aparecen antes en el juego sean considerados con prioridad, y 
además las posibles desviaciones no pueden incluir agentes que hayan apareci­
do a.ntes en el juego. Los acuerdos que satisfacen estos requisitos se denominan 
eq ui li brios creíbles. 

El modelo requiere de un conjunto finito de jugadores y del supuesto de me-

15 
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maria perfecta. En algunas de las aplicaciones sugeridas por Ferreira et al. el 
supuesto de memoria perfecta no resulta demasiado covincente. Los jugadores 
pueden no ser individuos, sino un estado, un partido político o cualquier tipo 
de organización. En tales casos no solamente es natural, asumir que diferentes 
agentes tienen distintas prioridades, sino que además va a existir una situación 
de memoria imperfecta; es decir, existirán agentes que desconocerán parte de 
las elecciones realizadas por obús agentes en el pasado. En este capítulo pre­
tendemos extender la noción ele equilibrio creíble al caso de que la memoria 
perfecta no se verifique y, además, al caso en el que el número de jugadores y 
de estrategias pueda ser infinito. 

Hay varias dificultades en estas extensiones. Primero, la definición no puede 
ser recursiva, como la realizada por Ferreira et al. y, segundo, la pérdida de 
memoria causa situaciones en las que el agente A no sabe si juega después de 
B, mientras que tampoco B sabe si juega delante o después de A. Esto genera 
circularidades en la definición y demanda una clara discursión acerca de la 
noción de consistencia temporal. 

Estos problemas se resuelven utilizando ideas de la literatura relaciona­
da con la llamada Teoría de las Situaciones Sociales, iniciada por Greenberg 
(1990). Una de las peculiaridades de esta teoría es que, usando una genera­
lización de los conjuntos estables definidos por von-Neumann y Morgenstern 
(1947), las definiciones recursivas pueden extenderse a conjuntos infinitos. La 
idea es dividir el conjunto de los acuerdos en una partición estable de dos con­
juntos: el bueno y el malo. Los elementos del conjunto bueno no están domi­
na.dos y los elementos del malo siempre están dominados por algún elemento 
del bueno. En nuestro caso las dominaciones se referirán a las desviaciones 
coalicionales de un mismo jugador. 

La división en los dos conjuntos (bueno y malo) no siempre es posible 
cuando tenenemos un juego infinito o una relación de dominación cíclica. En 
nuestro modelo se presentan ambas situaciones. Una estrategia sería recurrir a 
otra división más débil del conjunto de acuerdos. Una semipartición divide los 
acuerdos en tres conjuntos: el bueno, el malo y el feo. Estas semi particiones 
se definen en Kahn y Mookherjee (1992); los elementos buenos, o no están 
dominados, o lo están por algún elemento del conjunto malo; los elementos 
dd malo son dominados por los elementos del bueno y el conjunto feo es el 
complementario de la unión de los conjuntos malo y bueno. Este tipo de 
partición siempre es posible. Los acuerdos de equilibrio o se pueden definir a 
partir de los elementos del conjunto bueno (versión fuerte) o de los conj untos 
bueno y feo (versión débil). 

En nuestro caso, encontramos que los conjuntos feos pueden tener elementos 
más feos que otros, en el sentido de que algunos elementos del conjunto feo se 
ajustan más que otros a la idea de equilibrio creíble que queremos proponer. 
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Además, este conjunto puede ser bastante amplio (tenemos un caso en el que el 
el conjunto bueno y malo son el vacío). Por ello nos parece interesante explorar 
en profundidad los elementos del conjunto feo y discriminar algunos de ellos 
para el concepto de equilibrio. Desarrollamos entonces una nueva relación 
de equivalencia entre los elementos del conjunto feo. La idea es identificar 
los elementos que forman ciclos en una misma clase de equivalencia. Estas 
clases de equivalencia darán luga.r al conjunto cociente del conjunto feo en el 
que realizamos otra nueva partición. Nuevamente pueden aparecer problemas 
para realizar una partición y tenemos que realizar una semipartición, y de este 
modo, aparecen los conjuntos feo-bueno, feo-malo y feo-feo. Con esos nuevos 
conceptos definimos los equilibrios creíbles como las estrategias que forman 
parte de los acuerdos pertenec~entes a los conjuntos buenos, a los buenos-feos 
y a. los feos-feos. De esta manera reducimos las estrategias que anteriormente 
habíamos tomado del conjunto reo. Finalmente se muestra la existencia de 
alEunas versiones de equilibrios creíbles. 

Es importante hacer notar que los equilibrios creíbles son simplemente una 
extensión del concepto básico de equilibrio de Nash. Refinamientos como el 
equilibrio secuencial y el equilibrio perfecto también pueden ser ajustados al 
campo del cambio de utilidades. 

El capítulo se organiza de la siguiente forma. La sección 2 es una breve pre­
sentación del modelo original en el que se define la noción de equilibrio creíble. 
La sección 3 extiende la definición de equilibrio creíble a juegos infinitos, pero 
asumiendo todavia memoria perfecta. La sección 4 abandona el supuesto de 
memoria perfecta y resuelve las dificultades que conlleva la memoria imperfec­
ta. Se proponen varias versiones preliminares de equilibrio creíble. La sección 
5 estudia en profundidad el conjunto feo y propone una partición del mismo. 
Se propone una versión final de equilibrio creíble. En la sección 6 se discuten 
algunos teoremas de existencia. La sección 7 considera algunas variantes de 
la noción de equilibrio creíble. Concretamente se estudia el equilibrio óptimo 
creíble para juegos con utilidades cambiantes, con un número infinito o finito 
de jugadores y con la posibilidad de memoria imperfecta. Por último, en la 
sección 8 se presentan algunos comentarios y conclusiones. 

2.:2 Equilibrio creíble en Juegos Finitos. 

El concepto de equilibrio creíble fue introducido por Ferreira, Gilboa y Masch­
ler (1995) para tratar el cambio de preferencias de un mismo individuo desde 
la teoría de los juegos. En esta primera sección vamos a presentar el modelo 
de estos autores y el concepto que definen equilibrio crelble, que generaliza 
el concepto de equilibrio de N ash. En toda la sección vamos a trabajar con 
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un número finito de jugadores y COI! memoria perfecta. En las siguientes sec­
ciones abandonaremos estos supuestos y analizaremos las dificultades que ello 
conlleva. 

El modelo teórico para el estudio de los juegos con preferencias cambiantes 
será el de los juegos en forma extensiva con inf0rmación completa y perfec­
ta. En estos juegos las decisiones se toman de manera sucesiva y, todas las 
decisiones anteriores son conocidas antes de tomar las decisiones siguientes. 

La forma extensiva, representada por un juego en forma de árbol, es el mo­
delo utilizado para modelizar las situaciones que hemos descrito anteriormente. 
El conjunto de jugadores viene representado por N, donde N = {1, 2, 3 ... , n} 
denota el conjunto de jugadores (personas, organismos, etc. encargadas de 
tomar decisiones). Un juego en forma extensiva comienza con un movimiento 
realizado por algún jugador o por la naturaleza l

. Una vez que el primer ju­
gador ha movido, le llega el turno a algún otro jugador, y así sucesivamente 
ha,sta que el juego finalice. Caando éste termina, los jugadores obtienen sus 
resultados finales o pagos del juego. Cuando a un jugador le llega el turno 
de mover, se halla situado en un punto de decisión específico, denominado un 
nodo. Si el jugador conoce con precisión en qué nodo se halla, entonces éste 
constituye un conjunto de información. Con su decisión el jugador fijará qué 
nodo seguirá en la jugada concreta que esté teniendo lugar. Pero, al decidir, 
el jugador puede no saber con precisión en qué punto del juego está. Esto se 
representa agrupando todos aquellos nodos de decisión, para cada jugador que 
es incapaz de distinguir, en un mismo conjunto de información2. En nuestro 
caso de estudio, tenemos además la peculiaridad de que cada jugador i está 
dividido en ki agentes, uno por cada conjunto de información, que es lo que nos 
permitirá específicar utilidades distintas dependiendo de qué agente se trate. 

Finalmente, un juego en forma extensiva se representa por 

r = (T, P, U, C,p, h) 

donde T representa el árbol, P = {Po, PI, ... . Pn} son las particiones de los 
jugadores en los nodos no finales del árbol, U = (Uo, ... ,UN) donde cada 
componente, U¡ = {Ui.j} j~l' es la partición de Pi en conjuntos de información; 

e = {e (UiJ }1:::i:.·.·.·~~ es una correspondencia, donde e (Ui.j) es el conjunto 

1 El azar puede ser introducido haciendo que en ciertos puntos de decisión mueva el 
jugador O. Este jugador se denomina naturaleza o azar, y elige su movimiento a partir de 
una distribución de probabilidad que es conocida por el resto de los jugadores. 

2En general, un conjunto de información puede contener cualquier número de nodos; 
sin embargo, cada nodo de un conjunto de información debe tener el mismo número de 
ramificaciones saliendo de él. Ello es así porque el número de ramificaciones es el número 
de elecciones que Uil jugador tiene en ese p'.lnto, de no tener exactamente el mismo número 
de elecciones, tendría un medio de diferenciar los nodos. 
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de elecciones permitidas al jugador i en el conjunto de información Ui.j; p = 
p(ll0.j)}j=1, ... ,ko es un vector, donde p(UOj) es la distribución de probabilidad 
de los movimientos de la naturaleza en UOj. 

Para completar la descripción del modelo, atribuimos a cada agente i.j una 
función de utilidad esperada, hi .j , definida sobre los nodos finales del árbol T. 
Cada componente del vector h = (h¡, ... ,hn ) asociado a un punto final z, está 
compuesto, asu vez por el siguiente vector, hi(z) = (h¡.1(Z),h¡.2(Z), ... ~hi.dz))~ 
donde hiA z) es la utilidad del agente i.j en el nodo final z. 

Nótese que en este modelo de juego en forma extensiva cada jugador i 
se compone de k i agentes, cada uno situados en los diferentes conjuntos de 
información Ui.j que posee el jugador i. 

En esta sección asumimos que satisface además el supuesto de memoria 
perfecta (Selten, 1975). 

Hefinición 2.1 Un juego definido de la forma (T, p~ u, G,p) es de memoria 
perfecta si} para cada i, (i = 1,2, ... , n) y cada dos conjuntos de información, 
Ui.j y Ui.k, de un mismo jugador i, algún nodo y, y E U¡.k es alcanzado trás una 
elección c desde Uí.j, entonces cada nodo x de U¡.k es alcanzado con la misma 
elección c. 

Una estrategia pura para el jugador i supone seleccionar una acción (elec­
ción) en cada conjunto de información. Una estrategia mixta es una distribu­
ción de probabilidad sobre las estrategias puras. Finalmente, una estrategia 
de comportamiento supone elegir una distribución de probabilidad sobre el 
conjunto de acciones en cada conjunto de información. 

Cuando se supone memoria perfecta podemos restringirnos a estrategias 
de comportamiento (Kuhn, 1953). Denotamos por Si.j el conjunto de todas 
las estrategias de comportamiento del jugador i.j. Por lo tanto, el conjunto 
de estrategias de comportamiento para el jugador i es Si = X j=l, ... ,k; Si.j. U na 
n-upla de estrategias de comportamiento es denotada por s = (SI,' .Sn) y el 
conjunto de todas las n-uplas es S = Xi=l, ... nSi. 

En lo que sigue denotaremos por Q a un conjunto de agentes pertenecientes 
a un mismo jugador. Denotaremos por -Q el conjunto M\Q donde M es el 
conjunto de todos los agentes (no sólo del mismo jugador). Para una estra­
te~;ia s, denotamos por SQ el vector de estrategias (Si.j )i.jEQ' Para simplificar 
nOl;ación escribiremos (S-i.j, Si.j). Para s y s' de S, escribimos s' >-i.j s si y 

sólo si hi.j(s') > hi.j{s). 

Definición 2.2 Diremos que el agente i.j juega despu.és de i.jo si i.j = i.jo o 
si para cada arco o trayectoria que parte desde Ui.j haCia la raíz o parte inicial 
del juego pasa a travÉs de Ui.jo' 
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Definición 2.3 Sean r un juego de memoria perfecta con utilidades cambian­
tes durante el juego, s una n-upla de estrategias de comportamiento y Q un 
conjunto de agentes del jugador í, que contiene al agente i.jo y algún agente 
de i que juega después de i.jo. Una estrategia sQ es una desviación creíble de 
s, propuesta por el agente i .jo y usando a la coalición Q, si 

(i) s' >-i.jo s, donde s' = (s~, LQ). 

(ii) s' >-i.j (S~i.j, Si.j) para t~do i.j E Q, i.j i= i.jo. 
(iii) ¡Vingún agente de i, que pertenezca o no a Q, y que juegue despllés de 

ijo, puede proponer una desviación creíble desde s'. 

Las desviaciones desde s son un conjunto de instrucciones, sQ, dadas por 
i.jo a los miembros de Q (otros agentes de i). En cambio, los agentes de los 
demás jugadores siguen jugando con el acuerdo s. 

Veamos qll.é significa intuitivamente cada una de las condiciones requeridas 
en la definición 2.3: 

La condición (i) deja claro que el agente i.jo prefiere que las instrucciones 
sean obedecidas. La condición (ii) implica que cada miembro de Q es alcanzado 
con probabilidad positiva cuando se juega s'. Cuando a i.j le toca jugar tiene 
dos opciones: la original Si.j o la desviación propuesta s~.j' Siempre preferirá 
jugar de acuerdo con s' cuando los demás implicados en la desviación, es decir 
todos los miembros de Q, sigan también con s'. Como la idea es seguir con 
una extensión del equilibrio de Nash, cuando exista indiferencia entre seguir 
con s~.j o con Si.j el agente i.j no se desviará y seguirá jugando según Si.j. 

La condición (iii) prohibe la posibidad de que algún agente, esté o no en Q, 
proponga una desviación desde s'. Con esta condición la definición de equilibrio 
creíble adquiere un aspecto recursivo: 

Definición 2.4 Sea un juego r con memoria perfecta, un número finito de ju­
gadores y utilidades cambiantes en el juego. Un perfil de estrategias de compor­
tamiento s es llamado equilibrio creíble (GrE) si ningún agente puede proponer 
una desviación creíble desde s. 

Nótese que las condiciones (i)-( iii) imponen requerimientos solamente a los 
jugadores que juegan después de i.jo. 

A continuación consideramos varios ejemplos para ilustrar de una forma 
má.s clara la idea de desviaciones y equilibrios creíbles. 
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Ejemplo 1: La estrategia (L¡, L 2 ) de la Figura 1 no es un equilibrio creíble. 
La, desviación (R 11 R2) es una desviación creíble desde (L11 L2). 

1 

7 

1.1 

o 
4 

[FIGURA 1] 

2 
5 

Ejemplo 2: En la Figura 2 (SIl S2, S3) Y (C1, S2, S3) no son equilibrios creíbles. 
En cambio, (cl, C2, C3) sí es un equilibrio creíble. 

1.1 

6 
313 

3 o 4 

5 2 5 

[FIGURA 2] 
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2.3 Extensión de Equilibrio creíble para jue­
gos infinitos. 

En esta secció:l vamos a introducir una metodología que nos permitirá trabajar 
con el concepto de equilibrio creíble de una forma no recursiva. Extendemos 
la definición de equilibrio creíble a juegos con un número infinito de jugadores, 
es decir, N = {1, 2, 3; ... }. Para esta propuesta seguimos el planteamiento de 
A~;heim (1991) donde la noción; introducida por Von-Neumann y Morgens­
tern, de conjuntos estables de un sistema abstracto es usado para extender 
definiciones recursivas a casos infinitos . 

. Un sistema abstracto (AS) de von-N eumann y Morgenstern es un par (D, >- ) 
donde D es un conjunto abstracto y >- es una relación de dominación. La 
notación J >- d será utilizada para denotar que J domina a d. Sea (D, >-) un 
sistema abstracto, y sea J E D. El dominio de r denotado por L(J), es el 
conjunto de todos los elementos de D que son domin3.dos por J, dI:'! acuerdo 
con la relación de dominación >-. 

L(f) = {d E D : J >- d} 

L(F) = UfEF{L(J) : F e D} 

Es decir, un elemento d perteneciente al conjunto D forma pa.rte de L(F) 
si está dominado por algún elemento de F. Un conjunto F e D es un conjunto 
von Neumann aild Morgenstern estable (ASS) para el sistema abstracto (D, >-) 
si F = D\L(F). 

Estos métodos han sido utilizados recientemente en Greenberg (1989 y 

1990) para discutir y comparar nociones de equilibrios de juegos. La idea de 
conjuntos estables se aplica a cualquier conjunto abstracto de elementos en 
el cual hay definido una relación de dominación. El resultado es la partición 
del sistema de elementos en dos conjuntos, con las propiedades de estabilidad 
interna (D\l::,(F) e F) y estabilidad externa (F e D\l::,(F)). La primera 
propiedad hace referencia al hecho de que ningún elemento del conjunto bueno 
es dominado por otro elemento de este conjunto, la segunda se refiere a que 
cada elemento del conjunto malo es dominado por algún elemento del conjunto 
bueno. 

Una de las dificultades que presenta esta metodología es que la existencia de 
conjuntos estables sólo está garantizada para el caso en el que trabajemos con 
sistemas abstractos finitos. Por ejemplo, Greenberg (1989) demuestra que el 
equili brio de N ash a prueba de coaliciones (CPNE) propuesto por Bernheim et 
al. (1987) puede ser caracterizado mediante conjuntos estables de un sistema 
con una determinada relación de dominación. Más tarde se comprobó que 
esta. caracterización es válida sólo cuando tratamos con juegos finitos. Kahn 
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y Morokheljee (1992) desarrollan algunos ejemplos con espacios infinitos de 
acciones para los jugadores donde demuestran que el conjunto estable no existe. 

Sea r un juego con utilidades cambiantes en el tiempo. Teniendo en cuenta 
la. definición de desviaciones creíbles, vamos a introducir un sistema abstracto 
(D,:>-). Sea i un jugador de r. Para cada agente if definimos Q,:.j como 
el conjunto de todos los agentes de i que juegan después de i.j. Sea Qi.j un 
subconjunto de Qi.j . Para cualquier i.k teilemos definiciones análogas. Sea s y 
s elementos de S = XiENS¡. Con todas estas notaciones: definimos el siguiente 
conjunto, 

D = U {(i.j,Qi.j,S) : i.j E Qí.j e Qi.j s E XSil j E {l, ... k;}} 
iEN 

La relación de dominación que establecemos para este conjunto es la si­
guiente: 

(i.j,Qi.j,S):>- (i.k, Qik,S) si y solo si 

(i) i.j juega detrás de i.k 
(ii) hi.j(s) > h¡.j(s). 
(iii) hi.h(S) > hi.h(Si.h,S-i.h), V i.h E Qi.j. 
(iv) s_Q . . = .LQ. '. 

l.) t~J 

Siguiendo en la línea de equilibrio de Nash, los agentes del jugador i que no 
pertenezcan a Qi.j juegan de acuerdo a lo dictado por S. Esto es lo que refleja 
la condición (iv). La condición (i) hace referencia a la consistencia temporal 
requerida entre los agentes que proponen la desviación. La condición (ii) ase­
gura que el jugador i.j prefiere que las ordenes de desviación sean obedecidas, 
siempre que los demás jugadores no implicados en la desviación, -Qí.j, con­
tinúen con la estrategia S. Esto implica que el jugador i.j sea alcanzado con 
probabilidad positiva cuando se sigue lo dictado"po¡. L.La condición (iii) im­
plica que cada miembro de Qi.j es alcanzado con probabilidad positiva cuando 
se juega s. En la definición original de equilibrio creíble se añadía la condición 
de que no fuesen posibles más desviaciones (véase la condición (iii) de la defi­
nición 2.3). Para juegos infinitos no es necesario hacer referencia a este hecho 
en las condiciones de dominación, ya que esta idea se recogerá directamente 
con la definición de conjunto estable. 

Con la siguiente proposición establecemos la relación existente entre la 
noción de conjunto estable del sistema abstracto a.nteriormente definido (D, :>- ) 
y la definición de equilibrio creíble establecida por Ferreira et al. en juegos 
finitos con memoria perfecta y utilidades cambiantes en el juego. Seguiremos 
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con una extensión de la noción de equilibrio creíble para juegos infinitos y de 
memoria perfecta, utilizando los conjuntos estables de (D, >- ). 

Antes de pasar a la caracterización de la noción de equilibrio creíble pro­
cedemos a desarrollar alguna notación. Denotamos por frj el juego que ob­
tenemos a partir del juego r fijando la estrategia s para todos los agentes, 
exceptuando a i.j y a los agentes de i que juegan después de i.j. Nótese que 
rj'.j es un juego de un jugador posiblemente con muchos agentes, es decir, al 
comienzo del juego los jugadores piensan que es el juego al que se enfrenta el 
agente i.J si los demás agentes y sus seguidores siguen con lo que les dicta la 
estrategia s. Denotamos por i.jo a un agente de i que no juega después de 
ningún otro agente de i. 

Proposición 1 Sea f{ un conjunto estable (ASS) de (D >-). Para juegos 
finitos (número de juyadores y de estrategias finitos) de memoria perfecta con 
utilidades cambiantes a lo largo del juego: tenemos que pare todo i.j} Qí.j e Qi.j 

y s E XiSí, (i.j, Qí.j, s) E f{ si y solo si s es un equilibrio creíble en el juego 
r. En particular} A = {s : Vi E N, (i.jo, Qi.jo, s) E K} es el conjunto de 
equilibrios creíbles del juego r. 

Demostración: 
Primero si para todo i E N, para todo i.j y Qí.j e Qi.j entonces el acuerdo 

( i.j, Q i.j, s) E f{, no está dominado por ningún otro elemento de D, Y ningún 
agente de i que juege después de i.j, digamos por ejemplo i.k, puede proponer 
una desviación creíble de s, digamos por ejemplo S, que verifique s >-ik s y 
S :>-ih (Sih, L ih ) para todo i.h E Qí.j. Esto es cierto para todo i, iJ Y en 
particular para i.j i= i.k, lo cual, por la definición 2.4, implica que s es un 
equilibrio creíble. 

Para probar la otra parte de la proposición, procedemos a elegir un equili­
brio creíble s de f. De este modo sabemos que dado s ningún agente de los que 
juegan después de i.j pueden proponer una desviación creíble. Si para algún 
i.j y Qí.j, (i.j, Qi.j,S) tf:. f{ entonces este elemento estaría dominado por algún 
otro elemento de f{. Esto significa que algún agente que juegue después de 
i.j puede proponer una desviación. Es decir,.:3 i.k, Qik y s' = (SQ;k,S-Q,k)' 
tal que (i.k, Qik, s') >- (i.j, Qí.j, s). Como, (i.k, Qík, s') E f{, s' es un equilibrio 
en r(k y, entonces, s' es una desviación de s propuesta por i.k. Si i.k i= i.j, 
contradice la afirmación de que s es un equilibrio creíble. Si i.k = i.j, por 
el Teorema 5.1 en Ferreira el al. (1995) existirá otra desviación s* propuesta 
por i.j tal que s* será una desviación crelDle de s. Esto nos llevaría a la afir­
mación de que s no es un equilibrio creíble y por lo tanto, llegaríamos a una 
contradicción con lo que habíamos supuesto inicialmente. • 

En la siguiente proposición establecemos la unicidad del conjunto estable. 
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Proposición 2 Sean F y T dos conjuntos estables de un sistema abstracto del 
tipo (D, >-) asociado a un juego finito) de memoria peljecta y con utilidades 
cambiantes a lo largo del juego. entonces F = T. 

Demostmción: 
Sea {(i.jk, Q¡.jk' sd}" una secuencia infinita tal que, 

(i·j.Hl; Qi.jw, sk+d >- (i.j", Qi.jk' Sk), V k 

Debido a que el conjunto de agentes y de estrategias es finito y a que la 
relación de dominación requiere que i.jk+1 juegue después de i.jk, tenemos 
que, la secuencia verifica que para algún ijk, Qi.jk = Qi.jk+l y i.jk+l = i.jk. 
Por lo tanto, la secuencia es transitiva. De acuerdo con el corolario 4b de Arce 
y Kahn (1991), esto es una condición suficiente para establecer la unicidad del 
conjunto estable siempre que se afirme su existencia3

. • 

Dado que la caracterización establecida ~n las proposiciúnes aGteriores no 
están basadas en la recursión, la metodología anterior puede ser utilizada para 
formular una definición del concepto de equilibrio creíble incluyendo tanto a 
los juegos finitos como a los infinitos. 

Definición 2.5 Consideremos un juego de memoria perfecta con utilidades 
cambiantes a lo largo del juego y con un número finito o infinito de jugadores 
y estrategias. Una secuencia s = (SI, 52, ... ) es un equilibrio creíble del juego r 
si y solo si existe un conjunto estable (ASS), K, asociado al sistema abstracto 
(D, >-) tal que para todo i E N, para todo i.jo Y para todo Qi.jo e Qi.jo 

(i.jo, Qi.jo, s) E K. 

El conj unto estable J{ es interpretado como una norma social donde cada 
punto en K es igualmente razonable: Ninguno domina a otro dentro de la 
norma social y los puntos que estan fuera de ella estan dominados por los 
pertenecientes a la norma. 

Una de las dificultades que presenta esta metodología de conjuntos estables, 
cuando los sistemas abstractos (D >-) no son finitos o la relación de domina­
ción, >- , es cíclica, es que los conjuntos estables pueden no existir. Kahn y 

Mookhejee (1992) muestran un ejemplo donde el conjunto estable no existe. 

2.4 Memoria Imperfecta. 

En todo momento estamos considerando que cada agente evalúa sus ganancias 
antes de que comience el juego. Es lo que se denomina, en teoría de juegos, 
una visión ex ante sobre la elección de las estrategias. 

3La existencia de conjuntos estables ~stá garantizada cuando el conjunto D es finito y »­
es acíclica. 



2.4. Memoria Imperfecta. 26 

La condición de memoria perfecta es un supuesto básico sobre los conjuntos 
de información, que se suele imponer en los juegos en forma extensiva. Con este 
supuesto el jugador al que le corresponde jugar conoce lo que ha jugado él mis­
mo anteriormente hasta ese momento. En nuestro caso la memoria imperfecta 
significa que puede existir algún agente que no sabe qué decisiones tomaron 
otros agentes del un mismo jugador. El no suponer la condición de memoria 
perfecta en nuestIv modelo va a repercutir en la noción jugar después de ... 
que más adelante definiremos. El abandono del supuesto de memoria perfecta 
es bastante común en muchos problemas económicos: cuando varios agentes 
representan a un jugador es factible que algún agente no tenga información 
de los que anteriormente realizó algún otro representante. En alg1.!nas aplica­
ciones comeutadas en Ferreira et al. (199.5) la memoria perfecta no parece un 
requerimiento muy razonable. Sin embargo, estos autores no proponen nigún 
tipo de solución a este problema. En esta sección estudiamos esta extensión, 
y proponemos una noción de equilibrio creíble en juegos de memoria imper­
fecta. Como se verá, una de las consecuencias de no asumir memoria perfecta 
es que no se podrán utilizar definiciones recursivas. Utilizando los conjuntos 
estables aparecen problemas de existencia aún en el caso de un número finito 
de jugadores .. Por ello, utilizamos el concepto más general de semiparticiones. 
Nótese que la existencia de conjuntos estables o semiestables no implica que 
el conjunto bueno no sea vacío. 

Otra de las consecuencias de no suponer memoria perfecta es que tenemos 
que especificar las desviaciones permitidas. De acuerdo con la condición (iii) 
en la definicion 2.3 de las desviaciones creíbles, después de una desviación 
ningún agente que juega después del que propone la desviación encantará otra 
desviación. Pero este agente no tiene por qué jugar con probabilidad positiva 
de acuerdo con la primera desviación, así este nuevo agente puede proponer 
otra desviación y la primera dejaría de ser creíble. Con la metodología original 
de memoria perfecta y número de jugadores finitos este tipo de problema no 
se presentaba, ningún agente que jugase con probabilidad cero se beneficiaría 
de la desviación pues solamente incluiría agentes que juegan después de él. 
Las acciones de estos jugadores no cambiaban el pago esperado cuando se 
eval.uaban al comienzo del juego. Sin memoria perfecta esto no tiene por qué 
ocurrir. Un agente que juegue con probabilidad cero, podría convencer a otros 
agentes que jueguen después de él, y que, si cambia su comportamiento, le 
permite jugar con probabilidad positiva. Esta situación no es muy natural, así 
que en la nueva definición debemos evitar que ocurran estas posibilidades. 

Por ello vamos a definir primero lo que llamaremos jugar después de para 
el caso más general de memoria no perfecta. 

Definición 2.6 Sea r un juego con o sin menwria perfecta y con utilidades 
cambiantes dumnte el juego. Direnws que i.j juega después de i.k de acuerdo 
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con la estrategia s si existe una trayectoria desde la raíz del juego (comien::o) 

pasando a través de y E lli.k Y x E Ui.j, si y es encontrado antes que .T en 
el árbol que constituye el juego, y si ambos agente.s juegan con probabilidad 
positiva cuando se juega .s. 

Nota: Si usamos la nueva definición de la relación jugar después de ... de 
acuerdo con la e.stmtegia .... en la definición 2.2, la definición no cambia cuando 
nos referimos a juegos con memoria perfecta. 

El ejemplo de la Figura 3 ilustra claramente cómo la pérdida de memoria 
puede hacer que la relación jugar después de sea cíclica. Obsérvese que1 de 
acuerdo con la estrategia en la que cada agente selecciona al azar entre sus 
estrategias, el agente 1.2 puede jugar después de 1.3 y el agente 1.3 también 
puede jugar después de 1.2, ya que sus conjuntos de información se cruzan. 
Nótese también que de acuerdo cen la estrategia (R, L2, R3) el agente 1.2 juega 
con probabilidad cero. Si este jugador pudiera proponer una desviación a los 
agentes que juegan después de él, podría sugerir, por ejemplo, al agente 1.3 
jugar L3 haciendo que el jugador 1.2 juegue con probabilidad positiva. Estas 
situaciones son las que se evitarán en las definiciones de las secciones próximas. 

[FIGURA 3] 

Ahora extendemos la definición de equilibrio creíble a juegos con memoria 
imperfecta, en los que las coaliciones de los jugadores se comunican antes de co­
menzar el juego y se realizan los acuerdos no vinculantes que crean oportunos. 
En este escenario deseamos conocer cuáles son los acuerdos estables. 
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Para una estrategia s E XiENSi, denotamos por Qi.j(S) el conjunto de 
todos los agentes de i que juegen después de i.j de acuerdo con s. Definimos 
Qi.k(S) análogamente. Sean Qi.] e Qi.j(S) y Qi.k e Qi.k(S) subconjuntos de 
los anteriores y S, s E X Si estrategias del jugador i. 

Teniendo en cuenta la definición 2.3 j' los comentarios del comienzo de la 
sección, introducimos la relación de dominación >->- y obtenemos el siguiente 
sistema abstracto: 

(D, >->-) donde: [4.1.1J 

D = U {(i.j,Q,s): i.j E Q e Qi.j(S) s E X¡Si j E {1,2, ... k¡} } 
lEN 

(i.j,Q,s) >->- (i.k,H,s) si y solo si 

(i) i.j juega después de i.k de acuerdo a S. 
(ií) hi.j(s) > hi.As). 
(iii) hi.h(S) > hi.h(Si.h, Li.l') , para todo i.h E Q, 
(iv) sQ=LQ. 

Un elemento del conjunto D, que será llamado un acuerdo, es una espe­
cificación de cada uno de los movimientos realizados por todos los miembros 
del acuerdo, teniendo en cuenta que otros jugadores realizan unos movimien­
tos ya dados. La condición (i) permite el análisis de juegos con conjuntos 
de información cruzados como el de la Figura 4. Solamente si un agente i.j 
es alcanzado con probabilidad positiva bajo la estratregia s puede proponer 
una desviación desde S. La condición (ii) hace referencia a las preferencias 
del agentei.j, es decir, prefiere lo propuesto en s antes que seguir con S. La 
condición (iii) implica que cuando a i.h, un miembro de Qt.j, le toca jugar, 
preferiere cumplir con la desviación que con la estrategia 5, dado que el resto 
de los agentes implicados en el acuerdo siguen con la desviación propuesta por 
s. Puede observarse que las condiciones (íi)-( iii) de la relación de dominación 
imponen requerimientos solamente sobre los jugadores que juegan después de 
i.j de acuerdo con s. También se puede hacer notar que el sistema abstrac­
to (D, >->-) se reduce al conjunto abstracto (D, >-) en el caso de juegos con 
memoria perfecta. 

Nuestro objetivo es detenninar si un acuerdo es estable, es decir, si nunca 
está dominado, o si lo estuviese, si está dominado por un acuerdo que a su 
vez; estuviese dominado por otro acuerdo que nunca estaría dominado y así 
sucesi vamente. 

Van Neumann y Morgenstern establecieron condiciones suficientes para la 
existencia y unicidad de los conj ilntos estables basándose en propiedades de 
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las relaciones de dominación ac.íclicas definidas sobre los conjuntos abstractos. 
Desafortunadamente la relación de dominación >- >- no es acíclica en todos los 
ca,sos, por lo tanto no podernos utilizar las condiciones suficientes que aludia­
mos anteriormente para demostrar la existencia de conjuntos estables en el 
nuevo sistema (D, >->-). Estas situaciones adversas desaparecen en el caso de 
finitud en el número de jugadores y estrategias, y relaciones acíclicas donde 
siempre podernos asegurar la existencia de una única partición del sistema en 
conjuntos estables y no estables. 

Kahn y Mookherjee (1992) prueban la no existencia de conjunto estable 
sobre un sistema abstracto definido a través del concepto de equilibrio de 
Nash a prueba de coaliciones. Estos autores consideran una versión más débil 
de las particiones estables y confeccionan lo que llaman partición semiestable 
o semipartición. La idea es dividir el sistema abstracto en tres conjuntos según 
la siguiente definición. 

Definición 2.7 Sea (A,») un sistema aústmcto. Un trío de subconjuntos 
{Q,8,U} of A forman una partición semiestable (SSP) de A si: 

(1) 8 está formado por elementos dominados por elementos pertenecientes 
a Q. J. e., x E 8 sii :3 x' E 9 tal que x' > > 2':. 

(2) 9 está formado por todos los elementos no dominados o por dominados 
por elementos pertenecientes a 8. J.e., x' E 9 Y x > > x', entonces x E 8. 

(3) 9 n 8 = 0 y U = A\W U 8). 
9 es llamado conjunto bueno, 8 es el conjunto malo y U es el conjunto feo. 

Lo ideal sería tener una única partición estable, es decir U = 0, ya que este 
conjunto de la partición semiestable va a hacer que el concepto de solución, que 
tomemos para un juego, sea un poco ambiguo. Desafortunadamente, el caso 
con el que nosotros estamos trabajando no admite una única partición estable 
y tendremos que conformarnos con las particiones semiestables de (D, >->-). 
Este concepto de partición semiestable es un poco más débil que el concepto 
de partición estable. Uno de los resultados sobre las particiones semiestables 
reflejan que el conjunto feo contiene ciclos y secuencias infinitas de acuerdos 
dominados unos por otros, sin ser ningún acuerdo del conjunto bueno. En 
las próximas secciones nos vamos a centrar en este subconjunto. Como se 
puede comprobar a través de la definición anterior una partición semiestable 
no tiene por qué ser única. Por ello, la extensión del concepto de equilibrio 
creíble la vamos a realizar sobre una interesante clase de partición semiestable: 
La partición semi estable minimal. En este trabajo vamos a considerar este 
tipo de partición semiestable porque, como se verá inmediatamente, es fácil de 
construir y es una forma de considerar conjuntos de acuerdos que sean lo más 
pequeños posibles. Además, en la literatura sobre la particiones semiestables 
se suele considerar la milümal como un método para particionar el conjunto 
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de acuerdos. De todos modos, pueden existir otros métodos4 para particionar 
el conjunto total de acuerdos. 

Definición 2.8 Una (>->-)-parlición semistable {Gx(>->-),E*(>->-LU*(>->-)} 
de D es minimal si satisface que: G"(>->-) e G(>->-) ) E*(>->-) e E(>->-) 
Y U* (>- >-) es el complementario de G* U E*, para cada partición semistable 
{G(>->-), E(>->--), U(>->-)} de D. Estos conjuntes {G",Ex,U*} son llamados 
estrictamente buenos, estrictamente malos y estrictamente feo respectivamen­
te. 

En nuestro caso, la forma de construir una partición semiestable minimal 
será análoga a la construida por Kahn y Mookherjee (1992): 

Primero definimos los conjuntos G; and Ea: 

Ca = ((i.j,Q,s) E D: 7J(i.h, H,s) E D : (i.h, H, s) >->- (i.j,Q,s)} 

Ba = ((i.j,Q,s) E D: ?3(i.h,H,s) E G~ : (i.h,H,s) >->- (i.j,Q,s)} 

Posteriormente por inducción definimos Gk, E; con k = 1, .... 

G'k = {(i.j,Q,s) E D: si (i.h,H,s) >->- (i.j,Q,s) 

ent.onces (i.h, H, s) E B'k_l} 

B'k = {(i.j,Q,s) E D: 3(i.h,H,s) E G'k : (i.h,H,s) >->- (i.j,Q,s)} . 

Definimos G" = U~aGk y E* = U~aEk' Finalmente, definimos el conjunto 
U* como el complementario de G* U E* en D. 

Una vez que hemos definido la partición semiestable mÍnimal del conjunto 
abE:tracto basado en el concepto inicial de equilibrio creíble podemos definir lo 
que entenderíamos por equilibrio creíble en esta semipartición. La existencia 
de un conjunto feo no vacío abre la posibidad de recoger dos conceptos de 
equilibrios creíbles, una versión fuerte y otra más débil. 

Definición 2.9 Sea r un juego de memoria imperfecta con utilidades cam­
biantes durante el juego, con un número finito o infinito de jugadores y es­
trategias. Sea (D, >->-) un sistema abstracto definido como en [4.1.1], y sea 
{G*, E*, U*} una partición semiestable minimal de D. Una estrategia s es 
un equilibrio creíble en sentido fuerte de r si para todo i·ja Y Qi.jo e Qi.jo) 

(i.ja, Qi.jo,S) E G*(>->-). 

4 Las próximas definiciones se pueden realizar con otros tipos de particiones semiestables 
distintas de la partición semiestable minimal. 
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Según nuestro nuevo concepto de solución (i.jo, Q¡.jo, s) es estable si está 
dominado solamente por elementos pertenecientes al conjunto estrictamen­
te malo. En cambio una noción más débil de equilibrio creíble (equilibrio 
débilmente creíble) sería la siguiente: 

Definición 2.10 Sea r) (D,>->-) y {G*,B",U*} definidos como el caso ante­
Tior. Una estTo:tegia s diremos que es un equih:brio débilmente creíble de r sz 
para todo i.jo Y Qi.jo e Qi.jO) (i.jo, Qi.jo,S) E G*(>->-) u U*(>->-). 

Esta solución más débil (incluye más elementos que la versión fuerte) nos 
dice que un elemento de D es creíble si no está dominado por un elemento 
perteneciente al conjunto estrictamente bueno. Estas son las formas estándar 
de definir equilibrios cuando tenemos particiones semiestables; sin embargo, 
ninguna de las definiciones establecidas nos parece enteramente satisfactorias. 
Primero, porque puede ocurrir que el conjunto bueno G sea vacío y, segundo, 
porque algunos elementos que constituyen el conjunto feo pueden ser más feos 
qu.e ot1'OS, en el sentido de que pueden existir elementos que siempre están 
dominados y no dominan a otros. Esa distinción entre los elementos feos 
permite prescindir de algunos. Estas distinciones se pueden observar en la 
Figura 5 de la próxima sección. 

Para terminar esta sección vamos a ilustrar con un ejemplo el caso de 
un juego con memoria imperfecta en el que la relación de dominación es no 
cíclica. Obsérvese en este ejemplo la diferencia de aplicar el concepto inicial 
de equilibrio creíble y el que hemos propuesto en esta sección para los juegos 
con memoria imperfecta. 

3 o 2 

o o 2 

[FIGURA 4] 
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Considerando el juego de la Figura 4, (Ll, L2) no es un perfil de estrategias 
creíble de acuerdo con la definición inicial ya que el agente l.1 puede proponer 
instrucciones y el agente 1.2 mover con (R1; R2). Si el agente l.2 supiera que 
el agente l.1 va a mover R1; elegiría cumplir con las instrucciones. Pero no lo 
sabe, y si decide cumplir, el agente 1.1 elige L1 para conseguir un pago igual éL 

3. Así pues, la desviación (Rl; R2) es poco segura. Sin embargo, la definición 
original no hace referencia a este hecho. 

A la vista de los resultados podemos concluir que la definición original de 
equilibrio creíble no es apropiada para este tipo de contextos con memoria 
imperfecta. En cambio, si aplicamos la definición 2.9 ó 2.10, obtenemos la 
siguiente serie de elementos dominados: 

(l.1, N, (Ll, L2)) -<-< (l.1, N, (R1, R2)) -<-< 

-<-< (l.l. {1.l}, (L1, R2)) -<-< (l.2, {l.2}, (L1; L2)). 

Podemos observar que el último acuerdo de la serie anterior no está domi­
nado (para ello se necesitaría la participación de l.1 para ir a (R1, R2), pero 
esto no es posible porque 1.1 no juega después de l.2). 

Así que ((l.1, N, (L1, L2)) , (l.1, {l.1}, (L1, R2)) son elementos del conjun­
to malo y (l.1, N, (R1, R2)),(l.2, {l.2}, (L1, L2)) del conjunto bueno. En otras 
pal.abras, (R1, R2) y (L1, L2) son equilibrios creíbles según nuestra extensión. 

2.5 Ciclos y Clases de Equivalencia. 

En las secciones anteriores hemos definido la noción de equilibrio creíble apo­
yándonos en dos conjuntos: el bueno y el feo. El conjunto feo le da un carácter 
ambiguo a la noción de equilibrio. Lo ideal sería que el conjunto feo fuese el 
vacío, pero ya hemos visto que hay casos en los que este conjunto es bastante 
amplio. De todas formas, lo que sí está claro, es que dentro de este conjunto 
podemos realizar nuevas divisiones y volver a redefinir el concepto de equilibrio 
crefble con una mejor selección de los elementos que constituyen el conjunto 
feo. 

Consideremos el juego representado en la Figura 5 y, para simplificar cálcu­
los, consideremos sólo estrategias puras. Las siguientes relaciones pueden ser 
fácilmente comprobadas: Los acuerdos (l.2,N,(R2,L3)) y (l.3,N, (L2, R3)) 
forman un ciclo en el que se dominan mutuamente. De esta forma, esos ele­
mentos pertencen al conjunto feo de la partición semiestable correspondiente. 
El acuerdo (1.3, N, (R2, R3)) (con O < E < ~) es también un elemento del con­
junto feo. Además está. dominado por los dos acuerdos anteriores y domina al 
acuerdo (l.2, N, (L2, L3)). Finalmente el acuerdo (1.~, N, (I-2, L3)) no domina 



2.5. Ciclos y Clases de Equivalencia. 

a ningún otro acuerdo y, por lo tanto, también se incluye en el conjunto feo. 
Este ejemplo nos sugiere una nueva di visión dentro del conjunto feo. 

o 1 2 o E 

o 4 5 2+E o G 2 2 

[FIGURA 5] 

En esta sección usaremos algunos de los resultados existentes acerca de la 
estructura de los conjuntos feos (Arce y Kahn, 1991): Sea (D, >-) un sistema 
abstracto, y {G, B, U} una partición semiestable en él, entonces, si U =1= 0, U 
contiene una secuencia infinita {X;}i tal que Xi+l >- Xi para todo i. Algunas 
veces estas secuencias se convierten en ciclos (cuando el rango es finito). 

En esta sección vamos a conectar dos conceptos: clases de equivalencia y 
ciclos de un sistema abstracto. Para llevar a cabo esto veamos cada uno de los 
conceptos. 

Definición 2.11 Sea (D, >-) un sistema abstracto, un ciclo de elementos de 
, (D, >-) es una secuencia finita (Xi)i=l, .. ,n con Xi E D que satisface 

Sea {G, B, U} una partición semiesta.ble asociada a (D, >->-). Supongamos 
que U es un conjunto no vacío y que éste contiene al menos un ciclo. Como 
vimos en el ejemplo, este conjunto puede tener elementos que son más feos que 
otros. Usaremos nuevamente la metodología de conjuntos esta.bles para carac­
terizar estos elementos que llamaremos buenos-feos sólo en juegos no finitos y 
memoria imperfecta. La idea es particionar el conjunto de los feos en dos sub­
conjuntos que denotaremos por buenos-feos y malos-feos, con las propiedades 
de estabilidad interna y estabilidad externa. 
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Partiendo de la relación de dominación >- >- definimos la siguiente relación 
de equivalencia: 

(i.j,Q,s) rv (i.h,H,s) 

si (i.j,Q,s) = (i.h,H,s) o si existe un par de sucesiones {(X¡)¡}, {(Yi)¡} en D 
tal que 

(i.j,Q,s) >->- ,Xl >->- ... X p >->-

>->- (i.h,H,s) >->- YI >->- .. ·Yk >->- (i.j,Q,s). 

Proposición 3 La relación rv sobre U definida anteriormente es una relación 
de equivalencia. 

Demostración: 
Es trivial demostrar que la relación rv es reflexiva y simétrica. 
Para probar la transitividad, supongamos que tenemos tres acuerdos del 

sistema que verifican que (i.j, Q,s) rv (i.h, H, s) y que (i.h, H, s) rv (i.k, K, s'). 
Esto implica que o bien (i.j, Q, s) = (i.h, H, s) = (i.k, K, s') o se dan las 

siguientes relaciones: 

(i.j,Q,s) >->- Xl >->- .. . X p >->- (i.h,H,s) >->­

>->- YI >->- ···Yk >->- (i.j,Q,s). 

(i.h, H, s) >- >- Xl >- >- ... X¡J >- >- (i.k, K, SI) >- >­

>->- Yl >->- ... Yk >->- (i.h, H, s). 

Entonces, (i.j,Q,s) >->- Xl >->- ... (i.h,H,S) >->- Xl'" >->- (i.k,K,s'). 
Pero esto implica que (i .j, Q, s) rv (i.k, K, SI). • 

Consideremos ahora el conjunto cociente obtenido a través de las clases de 
equivalencia de rv y definamos una relación de dominación sobre el conjunto 
cociente. 

Definición 2.12 Las clases de equivalencia de una relación de equivalencia, 
denotada por _, sobre un conjunto A son colecciones de los siguientes elemen­
tos ¡"a] = {x E A \ x - a}. La colección {[a]}aEA es denotada por (Al =) y 
llamada conjunto cociente de 5 A por =. 

5Ellector puede referirse a Potter (1990), Capítulo 2, para un estudio detallado sobre las 
relaciones de equivalencia y los conjuntos cocientes" 
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Consideremos el conj unto feo U y la relación de dominación inicial >- >-, 
(U, >->-). Sea la relación de equivalencia'" sobre U. Entonces definimos un 
D:levO sitema abstracto: 

((U/ "'),») 

donde, ahora, el conjunto abstrado es el conjunto cociente de la relación de 
equivalencia definida sobre el conjunto de elementos feos: para todo [a]' [b] E 

(U/ ~) 
[a] » [b] 

si.i [a] i- [b] Y existe x E [a] , .Y E [b] Y una sucesión {(Xi);} con Xi E U tal que, 
X >->- Xl >->- ... >->- X p >->- y. 

Para un caso general, como el caso de no finitud del conjunto (U I "'), 
nos encontraríamos con problemas de existencia de particiones estables en el 
si~3tema (U / ~),»). Por ello, consideremos entonces una partición semiestable 
minimal, {Gú, Bú, U;;}, es decir, consider~mos los siguientes conjuntos: 

Gú("') = {x E U: [x] E Gu(»)} y Uú("-') = {x E U: [x] E Uu(»)}. 
Con estos conjuntos podemos volver a reformular una extensión de equili­

brio creíble que es más satisfactoria que las realizadas anteriormente en 2.9 y 
2.10. 

Definición 2.13 Sea r un juego de memoria imperfecta, con utilidades cam­
biantes a lo largo del juego y con un número finito o infinito de jugadores y de 
estrategias. Una estrategia s es un equilibrio creíble del juego r si para todo 

ijo E N, Y Qijo e Qijo, (i.jo, Q'jo' s) E G(>->-) u Gú( rv) U Uú( rv). 

Llegados a este punto, parece lógico considerar la posibilidad de que U;; 
contenga también elementos más feos que otros. Lo interesante es que el con­
junto Ufj no contiene ciclos y que, por lo tanto, no es necesaria esta nueva 
distinción de elementos. 

Proposición 4 Sea ((U I rv),») un sistema como los definidos anteriormen­
te, entonces» es una relación acíclica sobre (U 1 ",,). 

Demostración: 
Para llevar a cabo la demostración de esta proposición usamos el siguiente 

resultado: Si una relación es asimétrica, transitiva e ireflexiva, entonces es 
acíclica. En nuestro caso es trivial demostrar que la relación de dominación 
» es ireflexi va y asimétrica. 

Para demostrar la transitividad supongamos que [a]' [b], [e] E (UI "') con 
[a] » lb] y [b] » [e]. 

Estas clases de equivalencia son distintas y existe x E [a] y, y' E lb] Y 
Z E: [e] tal que 

x >->- :¡"¡ >->- .,. >->- x p >->- y, 
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" , y >->- Yl >->- ... >->- yp >->- z. 

Si y = y' o y >->- YI'" >->- y' (porque y,y' E lb]), tenemos que 
x ;>->- '" >->- z, lo cual implica que [a] » [e]. • 

Si el conjunto abstracto es finito y la relación binaria establecida es acíclica, 
podemos garantizar la existencia de una única partición estable. U na vez 
que se elimina la posibilidad de que se formen ciclos, la única razón por la 
que no se puede garantizar la existencia y unicidad de conjuntos estables es 
el hecho de que el conjunto (U / f'.J) no sea finito. U na cuestión interesante 
para futuras investigaciones es la de buscar condiciones bajo las cuales se 
nos permita garantizar la finitud de dicho conjunto cociente; esta claro que 
un conjunto feo finito genera un conjunto cociente tambien finito, pero lo 
interesante es el estudio de conjuntos feos infinitos que generen un conjunto 
cociente finito. 

2.6 Existencia de E-equilibrios creíbles. 

Si revisamos la literatura que utiliza la metodología de sistemas abstractos, 
nos encontramos con que hay grandes problemas para demostrar teoremas de 
existencia y para encontrar contraejemplos. Sin embargo esto IlO ha sido un 
impedimento para que esta metodología sea fructífera, abordando problemas 
difíciles en la Teoría de Juegos, especialmente aquellos relacionados con la 
estabilidad de desviaciones coalicionales. 

En esta sección vamos a demostrar teoremas que garantizan la existencia de 
una aproximación del equilibrio débilmente creíble para juegos de utilidades 
cambiantes de memoria imperfecta pero finitos. La idea es la de demostrar 
existencia de e-equilibrios creibles. 

En otros contextos diferentes, Greenberg, Monderer y Schitovitz (1996) 
prueban la existencia de un e-equilibrio conservador. 

Definición 2.14 Para cada e > O definimos (D, >->-é) como el sistema abs­
tra cto (D, >- >-) exceptuando que las condiciones (ii) y (iii) que aparecen en la 
definición [4.1 Json sustituidas por las siguientes condiciones: 

(ii') hi.j(s) > hi.j(s) - e 
(iii,) hi.h(S) > hi.h(Si.h,S-i.l,) - é, para todo i.h in Qi.j 

La definición de e-equilibrio débilmente creíble es como la definición de 
equilibrio débilmente creible de la defmición 12 pero sustituyendo la relación 
de dominación >- >- por la relación de dominación >- >- é' En otras palabras, 
un e-equilibrio débilmente creíble es como un equilibrio débilmente creíble 
exceptuando que los agentes no se desvían a menos que ganen más de e > O. 
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La próxima proposición demuestra la existencia de este nuevo equilibrio para 
una importante clase de juegos. 

Proposición 5 Sea r( J) = (T, P, U, C, p, h) un j11f,:go finito con utilidades cam­
biantes. Entonces, siempre existe al menos un ¿ -equilibrio débilmente creíble. 

La prueba de esta proposición es establecida como un corolario de la pro­
posición 6. Antes de pasar a dicha proposición necesitamcs realizar una nueva 
definición. 

Definición 2.15 Sea f( J) = (T, P, U, C, p, h) un juego finito con utilidades 
cambiantes. Definimos el juego r( J) = (T, P, U, e, p, h, J) como r, con la única 
diferencia de que en f (J); para cada agente de cada jugador, todas las es­
trategias pv,ras deben ser elegidas con una probabilidad positiva y múltiplo de 
J> O. 

Nota: Para aplicar esta definición basta pensar en el caso en el que para 
cada agente, el número de estrategias dividido por J es un número entero. 
De esta forma, siempre es posible definir juegos del t~po f( J) cuando el juego 
original considerado es fini too 

Nótese que a esta clase de juegos se le~ puede aplicar en todo momento las 
definiciones de equilibrio creíble. También cabe destacar, que si un jugador 
juega detrás de otro según una estrategia, también juega detrás de él de acuerdo 
con cualquier otra estrategia, así que no es necesario hacer referencia a la 
estrategia. 

Proposición 6 Sea f(J) un juego según la definición 2.15, entonces tiene al 
menos un equilibrio débilmente creíble. 

Demostración: 
Comenzamos considerando una estrategia s, si no es un equilibrio débilmente 

creíble, entonces existe (i.jo, Qi.jo,S) y (i.j,Qi.j,S') tal que (i.j,Qi.j,S') >->­
(i.Jo, Qi.jo, s). 

Ahora bien, si s' no es un equilibrio débilmente creíble, entonces podemos 
encontrar una nueva desviación que la domina y así sucesivamente. Si en algún 
punto alcanzamos un equilibrio débilmente creíble entonces hemos concluido. 
Si no es así, habremos construido una serie o 
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Hay dos posibles casos: 
(i) Los elementos del ciclo se alternan entre elementos buenos y malos. 
(ii) Los elementos del ciclo pertenen al conjunto feo. 
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Consideremos el primer caso con (i .h, Qi.h, s") en el conjunto bueno. Todas 
la.s estrategias son completamente mixtas, todos los agentes en el ciclo juegan 
detrás de algún otro de acuerdo con alguna estrategia. Esto significa que Sil 

no es un equilibrio débilmente creíble y solamente las desviaciones que están 
por encima de ésta (las dominadas hasta llegar a dicho acuerdo) son debidas a 
jugadores o agentes de i que no juegan después de i.h. Fijamos la parte de la 
estrategia s" para todos los agentes del jugador i que juegan después de i.h, i.e., 
fijamos SQi.h' Con la desviación existente podemos repetir el mismo proceso 
que comenzz.mos, pero esta vez con (i.jo, Qi.jo,S). Cada vez que hagamos 
este procedimiento, o bien encontramos un equilibrio débilmente creíble o bien 
fijamos una estrategia para un nuevo conjunto de agentes. En el último paso 
de la situación ciescrita, por la finitud del juego, hemos fijado una estrategia 
para cada agente. El perfil de estrategias así construido debe ser un equilibrio 
d€bilmente creíble (de hecho, este perfil debería ser un equilibrio creíble si 
éste perteneciese al conjunto bueno) o bien ningún agente puede encontrar 
una desviación que pertenezca al conjunto malo. Si (i.h, Qi.h, s") pertenece al 
conjunto malo, (i.k, Qi.k, s"') pertenece al conjunto bueno y podemos repetir 
el proceso para fijar S'Q". • 

•. k 

Si por el contrario, todos los elementos del ciclo son elementos pertenecien-
tes al conjunto feo, el proceso puede ser repetido directamente con (i.h, Qi.h, Sil) 
y el perfil final sería o un elemento bueno o un elemento feo, en todo caso sería 
un equilibrio débilmente creíble. • 

Demostración de la Proposición 5: 
Debido a que los pagos son expresados mediantes funciones continuas de 

probabilidad con las que las estrategias mixtas son elegidas, para cada é existe 
un J tan suficientemente pequeño que cada pago, que es el resultado de haber 
combinado unas estrategias en el juego r, pertenece al entorno de tamaño e de 
un pago del juego r( J). Así pues, el equilibrio débilmente creíble en el juego 
r( 8) es un e-equilibrio débilmente creíble en r. • 

Nota: Esta prueba funciona con e positivo, pero no con e = o. La razón 
es doble; primero, cuando e ---t 00, el número de elementos del ciclo tiende 
también a infinito y no se podría utilizar el argumento anterior y, segundo, 
el conjunto de equilibrios creíbles no tiene por qué ser un conjunto compacto 
(véase un ejemplo en Ferreira et al.). 

Para finalizar las discusiones acerca de la existencia realizamos una obser-
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v¡:l,ción bastante interesante. En el trabajo de Ferreira et al.; la existencia de 
equilibrio creíble fue establecida como consecuencia de obtener el conjunto de 
los equilibrios perfectos, que siempre existe, como subconjunto de equilibrios 
creíbles. Cuando el supuesto de memoria perfecta se abandona, las compli­
caciones se acentúan debido a que este tipo de relaciones ya no se podrán 
establecer. El siguiente juego es un contraejemplo: 

o 

o 

o 

o 

1 2 o 

1 2 o 

[FIGURA 6] 

Se puede comprobar que si ambos agentes mueven derecha (flechas negras) 
se constituye un equilibrio perfecto. Lo mismo puede decirse si ambos juga­
dores mueven izquierda (flechas blancas). Sin embargo, el primer perfil no 
puede ser un equilibrio creíble, debido a que cada agente puede sugerir como 
desviación jugar izquierda. 

2.',7 Variantes del equilibrio creíble. 

En la definición de equilibrio creíble se establece que, en caso de indiferencia, 
los agentes no se desvían, tal como se refleja en la condición (iii) de la, definición 
de equilibrio creíble. Si omitimos este requerimiento obtenemos otro tipo de 
relación de dominación. 

Sea D un sistema abstracto como el definido en la sección 4 de este capítulo. 
Definimos una nueva relación de dominación >-0: 

(i.j, Qi.j, s) >-0 (i.k, Qi.k,.5) 
.. 

su 
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(i) i.j juega después de i.k de acuerdo con s 
(ii) hi.j(s) > hi.j(s) 
(iii) S-o = .Lo . 

... t.) "" LJ 
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Dado este nuevo sistema (D, >-0) consideremos una partición semiestable 
mínimal del conjunto D, {G(>-o), B(>-o), U(>-o)}' De forma análoga a las 
definiciones procedamos a la definición de un nuevo equilibrio. 

Definición 2.16 Sea r un juego con utilidades cambiantes. Sea (D, >-0) el 
sistema abstracto definido anteriormente. Una estrategia s es un equilibrio 
óptimo crdble en sentido fuerte si para todo i.jo Y Q¡.jo e Qí.jo (s), se verifica 
que (i.j,Qi.jo,S) E G(>-o). 

Este equilibrio es también una extensión del equilibrio de Nash para juegos 
no cooperativos con utilidad constante a lo largo del juego. Esta definición es 
más sencilla, pero presenta el problema de existencia incluso en juegos finitos 
con memoria perfecta. 

Analicemos con un poco más de detalle estos equilibrios óptimos para los 
juegos f( 5). Recordemos que si un acuerdo (i.jo, Qi.j, s) pertenece al conjunto 
G(>-o) entonces, o bien no está dominado por ningún otro acuerdo o bien está 
dominado por un acuerdo malo. Si ocurre lo primero quiere decir que ningún 
otro jugador encuentra una desviación de s que le reporte mayor utilidad, es 
decir jugar de acuerdo con s será la mejor opción. Si (i.jo, Qí.j, s) está domi­
nado por otro elemento perteneciente al conjunto malo, éste, a su vez, está 
dominado por uno bueno y éste último o no está dominado o está dominado 
por uno malo. Así podemos seguir sucesivamente. De tal forma que si llega­
mos a un acuerdo bueno no dominado sería otro equilibrio óptimo creíble en 
sentido fuerte yeso sería una contradicción de que inicialmente teníamos un 
acuerdo bueno.6 Entonces lo único que puede suceder en este caso es que el 
acuerdo inicial no este dominado o bien que se forme una secuencia infinita 
de acuerdos de la siguiente manera: G >-0 B >-0 G >-0 B >-0 .... lo cual 
significaría intuitivamente que ningún agente encuentra una estrategia que le 
reporte mayor utilidad sin que ésta sea objeto de una desviación. 

Con este nuevo concepto de equilibrio parece que las cosas se simplifican 
bastante: la relación de dominación es más simple7

. Si ahora tenemos la si­
tuación (i.j, Qi.], s) >-0 (i.h, Qí.h, s) es debido a que el agente i.j obtiene mayor 

6Recuérdese que los acuerdos buenos no pueden estar dominados por otro acuerdo bueno. 
7Hemos prescindido de una de las condiciones, concretamente de la condición (iii) de la 

definición de equilibrio creíble en sentido fuerte, es decir, ahora para que un acuerdo domine 
a otro lo único que necesitamos es que haya un agente que con otra estrategia, que sea una 
desviación de la inicial, consiga mayor utilidad 
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utilidad con s que con la estrategiaS s. Ahora, a los agentes involucrados en 
la desviación Qi.j no les exigimos que obtengan una mayor utilidad, ya que 
con las condiciones impuestas podemos garantizar que si obtienen mayor uti­
lidad con la nueva estrategia se desviarán, si obtienen igual también seguirán 
la desvidción y si obtienen menor utilidad volverán a proponer una desviación, 
contra S, alguno de sus miembros. Con esto lo único que nos garantizamos es 
que si algún agente está indiferente ante la desviación propuesta por otro, este 
primero la secunde. Si observamos la definición de la relación de dominación 
lo que nos conlleva es que aumentamos el número de acuerdos que están do­
minados por otros acuerdos. Esto nos hace pensar que tanto el conjunto malo 
como el conjunto feo van a aumentar su tamaño en estos casos. Por ello, como 
comentabamos al comienzo de la sección los problemas de existencia en este 
tipo de equilibrio son aún más graves. 

Como comeutario a estos problemas cabe resaltar el ejemplo ya discutido 
por Ferreira el al. para la inexistencia de equilibrios óptimos creíbles en jue­
gos finitos y memoria perfecta, ya que, igual que ocurría en equilibrios creíbles, 
existe una equivalencia entre las definiciones recursivas de estos autores y las 
definiciones no recursivas empleadas en esta sección (para juegos finitos y me­
moria perfecta). 

Cuando existen estos equilibrios creíbles óptimos constituyen una solución 
de] juego mucho más simple que la de equilibrio creíble. Si el conjunto de 
equilibrios creíbles óptimos está formado por al menos un acuerdo, podemos 
afirmar lo siguiente: 

Proposición 7 Si existe un acuerdo (i.jo, s, Qi.jo) perteneneciente al conjunto 
G(>-o) y no está dominado entonces s es un equilibrio creíble y un equilibrio 
creíble óptimo. 

Definición 2.17 Para cada e > O definimos (D, >--Oé) como el sistema abs­
tracto (D, >-0) exceptuando que las condiciones(ií) y (iii) que aparecen en la 
definición son sustituidas por las siguientes condiciones: 

(ii') hiAs) > hiAs) - e 
(iii') hi.h(S) > hi.h(Si.h, Li.h) - e, para todo i.h perteneciente a Qi.j 
Entonces, un e- equilibrio óptimo débilmente creíble es aquella estrategia s 

tal que (i.jo, Qi.jo'S) E G(>-oc) U U(>-Oé) para todo Q¡.jo e Q¡.jo(s) 

SLa estategia s es igual que s para los agentes que no pertenecen a la coalición Qi.j, es 
decir s_Q;.j = S-Qi.j 



:2.8. Conclusiones y comentarios. 42 

2.8 Conclusiones y comentarios. 

En este capítulo hemos extendido la definición de equilibrio creíble a juegos 
infinitos y con memoria imperfecta. Como la definición recursiva original no se 
puede aplicar a ninguno de estos casos, se ha recurrido a la noción rle conjunto 
estable en la Teoría de las Situaciones Sociales. Los problemas de existencia de 
las particiones estables se han resuelto con el uso de particiones semiestables. 
En nuestro estudio de los equilibrios creíbles encontramos que el conjunto 
feo de la partición semiestable puede ser muy grande. Introduciendo cierta 
estructura en este conjunto hemos podido desechar algunos de sus elementos. 
Finalmente se ha demostrado un teorema de existencia para una aproximación 
de equilibrios creíbles. 

Otros problemas han quedado abiertos para futuras investigaciones. Es im­
portante encontrar condiciones necesarias para garantizar un conjunto cociente 
finito que surge de la relación de equivalencia definida sobre el conjunto feo. 
El estudio de nuevas variantes del equilibrio creíble ofrecen más alternativas 
para extender el concepto básico de equilibrio de Nash a juegos con utilidades 
cambiantes. Asimismo, resultaría interesante el estudio de los refinamientos 
del equilibrio de N ash para este modelo. 



13ibliografía 

[1] Arce M. and Kahn C., The Mathernatics of sernistability, Mimeo, Univer­
sity of Illinois at Urbana-Champain,(1991). 

[2J Asheirn B., Extending Renegotation-Proofness to Infinite Horizon Garnes, 
Garnes and Economic Behavior,p. 278,(1991). 

[~I] Bergstrom T., Maxirnal elements of acyclic relations on compact sets, 
Journal Economic Theory, 10,p.413, (1975). 

[4] Blackorby C., Niessen D., Primont D., and Russell R., Consistent Inter­
temporal Decision-Making, Rev. Econ. Stud. 40, (1973). 

[5] Chakravorti B. and Kahn C. , Universal Coalition proof Equilibrium: 
concepts and Applications, Bellocore Economics Discussion Paper No 
98,(1993). 

[6] Ferreira, Gilboa 1. and Maschler, Credible Equilibria in Games with Uti­
lities Changing during the play, Games and Econornic Behavior 10,p.284, 
(1995). 

[7] Greenberg, Deriving Strong and Coalitional-Proof Nash Equilibria from 
an Abstract System, Journal of Economic Theory, 49,p.195, (1989). 

[8] Greenberg J., The Theory of Social Situations. An Alternative game­
theoretic approach. (Cambridge Uni\'. Press.), (1990). 

[9] Hammond, P., Changing tastes and Coherent Dynarnic Choice, Rev. 
Econ. Stud. 43, (1976). 

[la] Kahn C. and Mookherjee, The Good, the Bad and the Ugly: Coalition­
Proof Equilibrium in Infinite Carnes, Carnes and Econornic Behavior 4, 
p. 101,(1992). 

[l1J Kuhn H.W., Extensive Games and the problem of information , Annals 
of Mathematics Studies 28,p. 193,(1953). 

43 



1"' 

BIBLIOGRAFÍA 44 

[12] Phelps E., and Pollack, R., Gn Second-Best National Saving and Game­
Equilibrium Growth, Rev. Econ. Stud. 35, (1968). 

[l3] Pollack, R., Consistent Planning, llevo Econ. Stud. 35, (1968). 

[14] Pollack, R., Habit Formation and Dynamic Demand Fuctions, Journal 
Polit. Econ. 78, (1970). 

[15J Pollack, R., Habit Formation and Long-Run Utility Fuctions, Journal 
Econ. Theory 13, (1976). 

[16] Strotz R.H., Myopia and Inconsistency in Dinamic Utility Maximization, 
Rev. Econ. Stud. 23, (1956). 

[17J Von Neumann and Morgenstern, The Theory of Carnes and Economic 
Behavior, (Princeton Univ.Press, 1947). 

[18] Von Weizsaecker C., Notes on Endogenous Changes of Tastes, Journal 
Econ. Theory 4, (1971). 



C:;apítulo 3 

~J uegos Generalizados de 
]~xternalidades. 

3.1 Introducción. 

En este capítulo estudiamos un tipo particular de juegos cooperativos, que 
llamaremos Juegos Generalizados de Externalidades. Estos juegos constituyen 
una extensión de los Juegos de Externalidades estudiados por Grafe, Iñarra y 
Zarzuelo (1998). En aplicaciones concretas de la Teoría de Juegos, a menudo el 
problema se presenta en la especificación de la función característica que define 
al juego. Los Juegos Generaljzados de Externalidades presentan una función 
característica particular que puede ser de gran interés en algunos contextos 
economlCOS. 

En esta línea podemos mencionar, los Juegos Financieros (Izquierdo y Ra­
fels, 1996), los Juegos Cobb-Douglas (Iñarra y Usategui, 1993), los Juegos de 
Mercado (Shapley and Shubik, 1969). Todos ellos poseen una función carac­
terística particular y se pueden interpretar como situaciones con cierto interés 

, . 
economlCO. 

Los Juegos Generalizados de Externalidades también poseen su interpre­
tación económica. La función característica para un juego con N jugadores 
queda definida para cada coalición S con la siguiente expresión: 

v( S) = (2: f3iy:'r( s) 
iES 

donde (/3) = (/3i)iEN es un vector de Rn, el parámetro Cl:' es un real mayor o 
igual al, r es una función no decreciente r : N ---t R+, y s es el cardinal de 
la coalición S. 

El pago que recibe la coalición S depende de la suma de las coordenadas de 
/3 y del cardinal de la coalición. En estos juegos cada jugador, i E N, contri-

45 
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buye con una dotación, {Ji y también con su presencia al valor total que recibe 
la coalición a la que pertenece. La interpretación económica que poseen los 
Juegos Generalizados de Externalidades podría resumirse del siguiente modo: 
Los jugadores aportan los recursos que poseen y a cambio reciben una con­
traprestación por la cesión de estos recursos, teniendo en cuenta el número de 
p3xticipantes en la coalición. La función T" asegura que, la llegada de nuevos 
jclgadores beneficia a los jugadores que originalmente estaban en el juego. 

Existen situaciones económicas que se asemejan a la interpretación anterior. 
Las inversiones conjuntas que se realizan en algunas ocasiones dependen de la 
cantidad invertida y del número de inversores. Las ayudas económicas que 
reciben algunas asociaciones están en función dd número de socios y de la 
cu~ta que aporta cada socio. Las empresas, con idéntico capital (.A.), que 
deciden cooperar entre sí y producir conjuntamente con la tecnología de Cobb­
Douglas aportan recursos, 1]i y capital, A. El número de empresas participantes, 
por ejemplo s, también se refleja en la función total de producción, f( A, 1]) = 

A O! sO' O:=iES 1]i)/3. Si consideramos la prod ucción como el pago de cada coalicióli 
tenemos que, analíticamente, la función f(A, 1]) define un Juego Generalizado 
de Externalidades. Los llamados Bienes Relacionados (Uhlaner, 1989) son un 
subconjunto de los Bienes Públicos Locales, con la peculiar característica de 
que son definidos en actividades donde los individuos aumentan su utilidad si la 
cantidad de individuos en esa actividad crece. El análisis de estos bienes sugie!.""e 
circunstancias en las cuales la participación es beneficiosa. Ambos conceptos, 
Bienes Relacionados y Juegos Generalizados de Externalidades, fomentan la 
participación de los individuos. Finalmente, en el modelo de Moulin (1992) 
donde los agentes comparten el coste de alguna decisión pública, llegamos a 

una expresión del tipo v(S) = (Li~~/3;)2 donde S es un grupo de agentes que 
deciden compartir los costes de la provisión de un bien, {Ji es la tasa de marginal 
de sustitución entre los bienes privados y el público y k es una constante de la 
función de costes. Analíticamente podemos englobar este juego en los Juegos 
Generalizados de Externalidades. 

El capítulo se divide en las siguientes secciones: En la segunda sección 
establecemos la definición de los Juegos Generalizados de Externalidades y es­
tudiamos algunas de sus propiedades, entre las que cabe destacar monotonía, 
superaditividad, convexidad en media y semiconvexidad. Establecemos una 
base de juegos, llamados de mínima participación, para el subespacio vectorial 
que forman cada una de las clases de Juegos Generalizados de Externalida­
des. En la sección 3 estudiamos varias soluciones para este tipo de juegos. Se 
analiza el núcleo, y los conjuntos de negociación de Aummann-Maschler y de 
Ma!;-Colell. Encontramos que estas soluciones coinciden en este tipo de juegos 
y que son distintas del vacío. En cuanto a las soluciones puntuales clá.sicas 
cabe destacar que en los Juegos Generalizados de Externalidades de cuatro 



:3.2. Definiciones y propiedades. 47 

jugadores, el T-value pertenece al núcleo. Por último, se propone la distribu­
ción proporcional como una solución puntual más aceptable para este tipo de 
juegos al recoger en gran parte la estructura que presentan. Además aporta­
mos una caracterización axiomática de esta solución. La sección 4 establece 
las conclusiones y posibles líneas de investigación futuras. 

3 .. 2 Definiciones y propiedades. 

Los Juegos de Externalidades fueron definidos por Grafe, Iñarra y Zarzuela 
(1998) como una clase de juegos cooperativos . 

. Utilizando la notación convencional denotamos con r N a los juegos en forma 
característica con n jugadores. 

Definición 3.1 Un juego v E r N es un juego de externalidades si existe un 

vector {J = ({Ji)iEN y una función no dEcreciente) r(.)) r : N --+ R+) y tal qUE 

v(S) = ¿PiT(S), 
tES 

donde s denota el cardinal de la coalición S.' 

Grafe et al. (1998) estudian algunas propiedades de esta clase de juegos 
cooperativos. En esta sección vamos a extender éstas y otras propiedades a 
una clase de juegos cooperativos más general, los Juegos Generalizados de 
Externali dad es. 

Definición 3.2 Un juego v E r N es un Juego Generalizado de Externalidades 

(G EN) si si existe un vector P = ({Ji)iEN, un parámetro a 2:: 1 Y una función 
no decreciente N --+ R+ J tal que 

v(S) = (¿,Bi)"r(s), 
iES 

donde s denota el cardinal de la coalición S. 

Continuando con la línea de los ejemplos introductorios, los Juegos Ge­
neralizados de Externalidades pueden interpretarse como una situación en la 
que los jugadores contribuyen con dotaciones, que poseen al inicio del juego, 
y con su presencia al valor total de la coalición a la que pertenecen. Podemos 
hc,blar de una contribución doble por parte de cada jugador. Por un lado cada 
jugador aporta {Ji y por otro, la presencia de ese jugador beneficia al resto de 
jugadores que forman la coalición. Esto último es modelado por la función r. 
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Ejemplo 2.1: Consideremos tres jugadores, N = {1, 2, 3} con las siguien­
tes dotaciones (31 = 2, (32 = 3 Y (33 = 2. Supongamos que la presencia de 
jugadores es valorada de forma constante e igual a la unidad, 1'( s) = 1 V s y 
que el parámetro a es igual a 2. Los pagos obtenidos por las distintas coali-

. , 
ClOnes seran: 

v({l}) = 4;v({2}) = 9;v({3}) = 4; 

v({l,2}) = 25;v({l,3}) = 16;v({2,3}) = 25;v({l,2,3}) = 49; 

Ejemplo 2.2: Si en el caso anterior admitimos que la presencia de los 
jugadores beneficia a los demás ele la siguiente forma 1'(1) = 1,1'(2) = 2 Y 
1'(3) = 3, tendríamos los siguientes pagos: 

v({l}) = 4;v({2}) = 9;v({3}) = 4; 

v({l,2}) = 50;v({1,3}) = 32;u({2,3}) = 50;v({l,2,3}) = 147; 

Como puede observarse la presencia de jugadores incrementa los beneficios 
obtenidos por las coaliciones. Los Juegos Generalizados de Externalidades 
valoran de distinta forma la presencia de jugadores, unas veces lo que realmente 
aumentará los beneficios serán las aportaciones de recursos (cuando a sea 
bastante elevado), otras el número de participantes será decisivo (cuando a 
sea pequeño y l' tome valores muy grandes en su dominio de definición), y por 
último, podemos conjugar ambas cosas. 

A continuación se exponen las propiedades básicas de este tipo de juegos 
que se necesitarán para establecer los resultados de las siguientes secciones. 
En el apéndice se listarán otras propiedades de interés. 

Primeramente comprobaremos que los GEN satisfacen las propiedades de 
monotonía y superaditividad. Estas propiedades son estándar en la literatura 
de juegos cooperativos y permiten asegurarse de que los beneficios no dismi­
nuyen por actuar en coalición. 

Proposición 8 Los GEN son monótonos) es decir, 

v(S) :::; v(T), 

para toda coalición S y T tal que S e T. 

La demostración se sigue inmediatamente de la definición. Basta observar 
que las dotaciones iniciales son no negativas y que la función r es no decreciente. 

La idea de esta propiedad es que la adhysión de nuevos miembros a una 
coalición de agentes nunca empeora el resultado obtenido por la coalición. 
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Proposición 9 Los GEN son fuegos superaditivos, es decir, se verifica que 

v(S) + v(T) ::; veS U T) VS, T e N, S n T = 0. 

Demostración: 

Sea (ITo, h) un Juego Generalizado de Externalidades, entonces para dos coa­
liciones cualesquiera S y T, 

iES iET 

Por el hecho de ser h una [unción no decreciente y por la desigualdad para 
nlÍmeros reales (a + b)O 2: aa + ba para a 2: 1, podemos obtener lo siguiente: 

iES iET iES iET 

Como S n T = 0 se obtiene que la expresión anterior es igual a 

[( ¿ 7fitlh(s + t) = veS U T). • 
iESuT 

Como es sabido los juegos cooperativos de utilidad trasferible tienen es­
tructura de espacio vectorial de dimensión 2n-l. Los juegos de unanimidad 
constituyen una base de este espacio vectorial, S011 juegos convexos y forman 
un cono de dimensión 2n-l. Análogamente vamos a estudiar una base que nos 

. genere el conjunto de los Juegos Generalizados de Externalidades asociados a 
un vector de dotaciones fJ. Los componentes de esta nueva base que busca­
mos linealmente independientes y generadores de los Juegos Generalizados de 
Externalidades. 

Definición 3.3 Un juego de mínima participación asociado al vector fJ y a la 
coalición T, VT,{3, se define como: 

VT,{3(S) =0 si cm'd(S) < card(T) o bien 

si card(S) = card(T) y LfJi < LfJi 
iES iET 

VT,{3( S) = ¿ fJi si card( S) 2: card( T) o bien 
iES 

si card(S) = card(T) y ¿fJi 2: ¿fJi 
iES iET 

El conjunto de juegos de mínima participación asociados a un v E GEN lo 
denotaremos por v{3 y estará definido por 
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Dado el conjunto de coaliciones S e N de un v E GEN consideremos el 
siguiente conjunto { de coaliciones: 

donde se verifica (i) card(Sk_d < card(Sk) y (ií) si los cardinales de coaliciones 
consecutivas coinciden, card(Sk-d = card(Sk), entonces las dotaciones verifi­
can que LiESk_¡ {Ji < LiESk {Ji, donde So = 0 y Sm = N con n :::; m :::; 2n 

- l. 
Obsérvese que el conjunto {son las coaliciones iniciales del juego ordenadas 

con la característica de que si dos coaliciones, S y T, tienen el mismo número 
de participantes y la misma suma de dotaciones estarán representadas por la 
miisma coalición Sh para algún h E M siendo 1\1 = {O, 1,2, ... , m}. 

Es inmediato mostrar que los GEN que tienen una suma de dotaciones 
iguales para cada coalición y el mismo parámetro a, forman un sub espacio 
vectorial de los juegos cooperativos. Denotamos por G E;~r a este subconjunto 
de juegos. 

Proposición 10 Dado un juego v E GE~ con vector de dotaciones (f3i)iEN, 

sea .c = {SI .. . ,Sr} un conjunto de coaliciones ordenadas de la manera an­
terior, entonces el conjunto de juegos de mínima participación asociados a las 
coaliciones que forman.c, VfJ = (VT,p)rELJ forman una base de los GE~. 

Demostración: 

Sea una combinación lineal de juegos de mínima participación, {vSk,fJ}SkEL' 

igualada al juego nul01 ON y con >"Sk E R 

L >"Sk VSkf3 = ON [3.1J 
SkEL 

Para demostrar que los juegos VSk.fJ son linealmente independientes tenemos 
que ver que en toda combinación lineal de los {vsk,fJ}igualada a ON los reales 
>"Sk son cero. 

Supongamos que existe algún >"s", #- O; seleccionamos, entre todos los esca­
lares que sean distintos de cero, el correspondiente a la coalición que contenga 
menor participación, es decir, Sm E .c, >"Sm =1- O Y card(Sm) < card(Sk) VSk E 
{ con >"Sk =1- O. Si esta selección no se pudiese efectuar, es decir, si existiesen 
varios escalares distintos de cero y las coaliciones asociadas fuesen del mismo 
tamaño, tendríamos que elegir aquel escalar asociado a la coalición de menor 2 

suma de dotaciones. 

1 El juego nulo sería aquel que concede a todo jugador el pago igual a cero. 
2 Recuérdese que no existen en e coaliciones del mismo tamaño y con igualdad de suma 

de dotaciones. 
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Dada la expresión [3.1] obtenemos que 

" AS " _ ASk " Po. VSm,O(Sm) = 6 -~VSdJ(Sm) = 6 A 6 ,J, 
Skof.SrnE.c Sm Sk:card(Sk)<card(Sm) Sm ¡ESm 

L - ASk O 
ASm 

Sk:card( Skl =card( Sm) 

LiESk f3i> LiESm f3i 
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De lo anterior se deduce que LSkE.c: card(Sk)<card(Sm 1 - ;:! = 1 ya que la 

expresión inicial VSm,{3(Sm) = LiESm!k Con todo esto podemos afirmar que 
algún ASk es distinto de cero yeso no es posible por la manera en la que hemos 
seleccionado Sm. Como llegamos a una contradicción, tenemos que el conjunto 
{v.s} es linealmente independi~nte. 

Veamos que todo v E GE'j.¡ veS) = O::iES.6dar(s) se puede escribir como 
combinación lineal de juegos de mínima participación. 

Sea una combinación lineal de juegos de mínima participación, LSkEL ASk VSk/3 

con ASk con k = 1,2, ... m, definida del siguiente modo 

AS
k

' V(Sk) V(Sk-l) 
LiESk .6i LiESk_1 .6; 

Dado un Juego Generalizado de Externalidades, v, tenemos que dada cual­
quier S e N existe Sh del conjunto e tal que LiESh (Ji = LiES.6i y además 
ca:rd(Sh) = card(S). Así podemos afirmar que veS) = V(Sh). 

Por otro lado, desarrolland03 la expresión dada por LSkEC ASk VSkf3(S) te­
nemos que, 

3 Aplicar la definición de ). y de los juegos de mínima participación. 
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+ ¿ 
Sk:card( Sk) =card( S) 

LEs ,s¡>Lcs,si 
t k 1,-

¿ [ V(Sk) V(Sk-d 1 O 
+ SkEL: Card(Sk»Card(S) ¿iESk (3i - ¿iESk_¡ (3i 

= V(Sh) = V(S). • 
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La estructura algebraica que presentan los Juegos Generalizados de Ex­
ternalidades (GEN) será util.izada en el estudio de las soluciones para estos 
Juegos. 

Otra propiedad importante en los juegos cooperativos es la convexidad 
(véase apéndice), ya que permite relacionar distintos tipos de soluciones. Sin 
embargo, la convexidad es un requisito demasiado fuerte para establecer ese 
tipo de relaciones, por lo que se han estudiado versiones más débiles en las 
que estas relaciones se siguen manteniendo. En las propiedades siguientes se 
muestra cómo los GEN satisfacen una de estas definiciones. En las secciones 
siguientes se mostrará la utilidad de estas generalizaciones del concepto de 
convexidad. En el apéndice se darán condiciones suficientes para que un juego 
v E GEN cumpla la condición de convexidad. 

En primer lugar vamos a enunciar el concepto de semiconvexidad que fue 
introducido por Driessen y Tijs (1983). 

Definición 3.4 Un juego cooperativo, (N, v) es semiconvexo si se verifica que: 

v(N) - v(N\i) 2: v( {i}) (1) 

v(S)- ¿(v(N)-v(N\j))S;v({i}) (2) 
jES\i 

Vi E N, V S e N, i E S. 
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Se puede comprobar inmediatamente que los juegos convexos están inclui­
dos en el conjunto de juegos semicol1vexos. 

Proposición 11 Los Juegos Generalizados de Externalidades son juegos se­
mzconvexos. 

Demostración: 
Probemos que se cumple (1): En el caso de Juegos Generalizados de Ex­

ternalidades tenemos que demostrar que 

iEN jEN\i 

Dado que ¡3fr(l) S; ( : ) ¡3fr( n). 

Entonces se verifica que 
¡3fr(1) S; 

eL .¡3jr'(r(n)-r(n-1))+ ( ~ ) (.2: /3jt-l~ir(n)+ ...... ( : ) ¡3fr(n) = 
JfN\, JEN\, \ 

iEN jEN\i 

Veamos que se cumple (2): 

jES iES iEN\S jES\i iEN\j 

jES iEN iES\i iEN\j 

• 
jES jES\i iEN iEN\i 

Esta propiedad de semiconvexidad en los Juegos Generalizados de Exter­
nalidades nos permitirá, en las próximas secciones dedicadas al estudio de las 
soluciones de los juegos cooperativos, dar una fórmula sencilla para la solución 
llamada T-value en los Juegos Generalizados de Externalidades. 

3.:3 Soluciones de los GEN. 

Una. solución para un juego cooperativo es un vector, x E Rn, cuya componente 
i-ésima representa la asignación que le correspondería al jugador i. Además la 
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suma de estas n asignaciones debe ser igual a la cantidad total v( N), siempre 
que el juego sea superaditivo. En la literatura existen dos tipos de soluciones: 
las soluciones de conjunto y las soluciones puntuales. Entre las primeras va­
rnos a estudiar el Núcleo, el conjunto de negociación de Aumann-Maschler y 
el conjunto de negociación de Mas-Colel!. Estas soluciones proponen un con­
junto de asignaciones. En cambio, las soluciones puntuales, valor de Shapley 
y T-value, proponen un única distribución. 

3:.3.1 Soluciones de conjunto. 

Enesta sección estudiamos la existencia de asignaciones en el núcleo y demos­
tramos que el núcleo coincide con el conjunto de negociación de Aumann y 

Maschler (1964) y con el conjunto de negociación de Mas-Colell (1989). Los 
Juegos Generalizados de Externalidades constituyen una clase de juegos en los 
q·ue las soluciones anteriormellte mencionadas coinciden. 

Definición 3.5 Sea v un juego coperativo superaditivo en forma característica. 
El conjunto núcleo, C(v), está constituido por las asignaciones x = (X¡)iEN 

tales que se verfican las siguientes desigualdades: 

LXi = v(N) y LXi 2: v(S) VS e N 
iEN iES 

Proposición 12 Los Juegos Generalizados de Externalidades poseen núcleo 
no vacío. 

La demostración es un corolario de la Proposición 17 donde se demuestra 
que la distribución proporcional pertenece al núcleo. 

Otras soluciones para los juegos cooperativos en forma característica vienen 
dadas por los conjuntos de negociación. 

La princicipal característica de los conjuntos de negociación se haya en las 
objecciones y contraobjecciones que realizan los jugadores en el proceso de 
negociación. Pasemos a analizar estos conceptos. 

Definición 3.6 Una objeción del jugador i contra el jugador j con respecto a 
la imputación X es un par (T, y) con T E f ij e y E ~t, donde f ij = {S E N : 
i E= S j ~ S} y que verifica que: 

(i) Yk > Xk Vk E T 
(ii) y(T) = v(T) 

Definición 3.7 Dada una objeción (T, y) de i contra j. Diremos que (M, z) 
es una contraobjeción de j contra i si M E fji, z E ~m y se verifica que: 
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(i) Zk 2: Yk Vk; E M n l' 
(ii) Zk 2: Xk VIe E 111\1' 
(iii) z(M) = v(Nf) 
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Aumann y Maschler (1964) definen el conj 'mto <le negociación de la SI­

guiente manera: 

Definición 3.8 Una imputación x E I( v) es un elemento del conjunto de 

negociación J\it ~i) (v) si pam cada objeción de un jugador i contra otro jugador 
J con respecto a x existe una contmobjeción de j contra i . 

. Es inmediato comprobar que todo elemento del núcleo pertenece al con­
junto de negociación de Aummann-Maschler. Mediante la definición de núcleo 
obsérvese que no es posible realizar ninguna contraobjeción contra un elemento 
del núcleo. 

La siguiente proposición establece que el conjunto de negociación y el núcleo 
de los juegos Generalizados de Externalidades coinciden. Sabemos que si una 
asignación está en el núcleo entonces pertenece al conjunto de negociación. Nos 
falta demostrar que toda asignación del núcleo también pertenece al cunjunto 
de negociación. 

Antes de enunciar y demostrar esta proposición necesitaremos los siguientes 
resultados (aquí sólo lo enunciamos, véanse las Proposiciones 26 y 27 en el 
apéndice): 

Si x 1:. e (v) entonces podemos seleccionar una coalición T que verifica lo 
siguiente: 

(i) v(T) - x(T) > O. 
(ii) v(T) - x(T) 2: v(S) - x(S) VS e N. 
(iii) Si v(T) - x(T) = v(S) - x(S) entonces card(T) 2: card(S). 

Es decir, T es la coalición con mayor exceso (diferencia entre v(.) y x(.)) 
respecto a esa asignación x que no.es.tá en el núcleo. 

Una vez fijada T, seleccionamos un jugador i de esa coalición de la siguiente 
manera: De todos los jugadores que constituyen T seleccionamos aquel que 
verifica ~ :s; ~ para todo jugador le perteneciente a la coalición T. Si existiesen 

dos pares (T, i) (T,~) tal que v(T) - x(T) = v(T) - x(T), card(T) = card(T) 
elegimos el par que contenga al jugador i tal que ~: :s; ~. 

Trás la elección de un par (T, i), podemos garantizar que dado ItV E r ji se 
verifican las siguientes desigualdades: 

[3.9.1) 
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v(T) - ;¡;(T) > v(W) - x(vV) \7Tlí E rji [3.9.2J 

La existencia de jugadores y coalicinnes qUé verifican estas desigualdades 
se demuestra por contradjccjón (véase Apéndice). 

Otro resultado que vamos a utilizar es el siguiente: 
Sea (N: v) E r N, x E iRN con x j 2: v(j) y sea el vector con N - 1 coorde­

nadas 5 = (51:52, .. ,5j-l,5j+1''') E RN-l, entonces si LiET5i 2: v~v-.i(T) para 
toda coalición T e N\j se verifica que, 

L 5i + :L Xi 2: v( S) V S e N 
iES\j iESn{j} 

donde v~V-j es el juego reducido tal que, v';:-j(0) = O y 

v;:-j(T) = max{ v(T): v(T U j) - Xj} VT e N\j. 

Proposición 13 Sea un juego v E GEN, entonces C(v) = M~i)(v). 

Demostración: 
Para todo juego se cumple que C(v) e Mii)(v). 
Veamos que M~i)(v) e C(v). Para ello vemos que para toda asignación 

que no pertenece al núcleo existe una objeción que no tiene contraobjeción. 
Sea x 1:. C(v), entonces seleccionamos T, i como los descritos en [3.9.1] y 

[3.9.2]. El jugador i mediante la coalición T objetará respecto a x y el jugador 
j E: N\T será el que contraobjetará con una coalición M E r ji . 

Veamos la coalición M con detalle: M debe tener algún jugador de T, 
ya que si M n T = 0 tendríamos que v( M) < LiEM Xi Y esto último es una 
contradicción (aplicando 3.9.1 a IV = M). 

Por lo tanto, M tendrá jugadores de T, de fuera de T y al jugador j. Es 
decir, podemos dividir de la siguiente forma a los agentes que forman parte de 
M: 

A1 = S U RUj 

donde S e T\i y R e N\(T U j). 
Para cada coalición R definimos el siguiente juego (T\ {i}, WR) donde 

,WR(S)=v(SURUj)- L Xi VScT\{i} 
iERuj 

Definimos el juego (T\ {i}, 'u) donde 

u(S) = nwxRCN\(Tuj) WR(S) 
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Sea Pk la distribución proporciona14 del jugador k repecto del juego u: 

Pk = (3k u(T\ {i}) . 
LiET\{i} (3i 

Estudiemos los posi bIes casos que nos podemos encontrar en un Juego 
G2neralizado de Externalidades: 

Caso 1: card(T\ {i}) = 1 Y que Pk :S Xk siendo k el jugador de T\ {i}. 
Tenemos que XI;; ~ maxQCN\(TUj)wQ(k) ~ v(kURUj)-x(RUj) para toda 

coalición R que no tenga elementos de Tu j. 
La objeción5 de i, (T, y), contra j definida como 

e 
Yk = Xk + 2" 

e 
Yi = Xi +-

2 
donde e es el exceso e = v(T) - x(T). 

Esta objeción no tiene ninguna contraobjeción de j. Para afirmar esto 
supongamos que hubiese una contraobjeción6 (M, z) de j contra i respecto a 
(1', y)' entonces ' 

LZi = Zk + L Zi 2: Yk + LXi> Xk + LXi 2: v(M) 
M Ruj Ruj Ruj 

Esta desigualad no es posible ya que v(M) = LiEM zi. 
Por lo tanto, llegados a esta contradicción, podemos afirmar que para es­

te caso dada una asignación que no está en el Núcleo tampoco pertenece al 
conjunto de negociación. 

Caso 2: card(T\ {i}) 2: 1 y además Xk < Pk. 
Consideremos th para todo h E T\i, de la siguiente forma 

th = (3h u(T\i) - Xh 

LkET\i (3k 

El jugador i realiza la objeción (T, y) contra j donde 

d 
Yk =Xk + tI. + - Vk E T\i 

t 
d 

Yi =Xi +-
t 

4Esta asignación (pkhET\i será objeto de estudio en la sección 3.3.2 de este capítulo. 
~5Nótese que x(k U R U j) :::: v(k U R U j) "IR e N\(t U j) 
"M=SURUj 
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donde t = card(T) y d = [u(T) - x(T)] - [v(T\i U R U j) - x(T\i U R U j)], 
considerando R la coalición que define al juego u. 

Nuevamente j no podrá lanzar una contraob jeción (M, z) contra i, ya que 
llegaríamos a una contradicción del ti po LiEM Zi > v( 111), ya que 

¿ Zk ~ ¿ y k + ¿ X k > ¿ (:Ei + ti) + ¿ X k 
kEM kES Ruj iES Ruj 

u(S) I 

~ ¿,ele T ¿Xk 
kES LkES ,ek Ruj 

=u(S)+ ¿Xk ~ v(SURUj)- ¿Xk+ ¿Xk 
Ruj Ruj Ruj 

= v(M). 

Caso 3: Algún jugador 7 , b1 de T\ i: \!I:!rifica que Xb¡ ~ Pb¡ . 

Consideramos el juego reduc:ido8 del juego u eliminando el jugador b1 . 

Si algún jugador en T\iUb1 sigue ",lerificando la desigualdad Xb2 ~ Pb21 volve­
mos a reducir el juego que anteriormente habíamos reducido y así sucesivamen­
te. Sea Em el conjunto formado por los jugadores eliminados. Obsérvese que 

los jugadores eliminados respecto a juego reducido verifican Xbj ~ u:~~:~:=: (bj ) 

Entonces pueden ocurrir dos cosas: 

L- El número de jugadores que quedan en T\( {i} U Em) es igual a L A 
. a u T\({'}UE

m (k) C 
este jugador lo denotamos por k, y se verifica que xk ~ iJk {Ji<' on 

lo cual volveríamos al Caso 1 (aplicado sobre el juego reducido) y haciendo 
uso del resultado de la Proposición 27 del apéndice tenemos que, partiendo de 
un elemento Xb¡ podemos obtener (xhhES tal que xT\i(S) ~ u(S) \/S e T\i . 
Nuevamente construimos una objeción9 que no tie~e contraobjeción posible. 

2.- El número de jugadores que quedan en el conjunto T\( {i} U Em) es al 
menos 1, y se verifica que 

UT\iUEm 

X k < ,ek -------:­
LkET\iUEm (3k 

7Nótese que es imposible que se verifique para todos los jugadores, porque si ello ocurriese 
no habría objeción. 

8Dado x E acn el juego reducido a la coalición N\j para x se define como: 

viN\j} (0) = O; vi"Y \j} (T) = 17lax{ v(T), v(T U j) - Xj} VT e N\j 

9 Análoga a la construida en el Caso 1: 

v(T) - x(T) 
Yi = Xi + --'--'-----'-

t 

siendo t = card(T). 
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Nuevamente se realiza la reducción del juego 'U (tantas reducciones como 
elementos contenga Em) y de forma análoga10 al Caso 2 se realiza una objeción 
y que no tiene contraobjeción posible. En el transcurso de las reducciones 
obtenemos puntos pertenecientes al Núcleo de los juegos reducidos y aplicando 
la Proposición 27 obtenemos puntos del Núcleo del juego original. De este 
rnodo podemos formular (veáse la construcción en el apéndice) la objeción 
y (: ~t utilizando la coalicición T: 

h 
Yi =.Ti + - 51· í E {i} U Em 

t 
h 

Yi =xi + - + ti 5i i E T\({i} U Em
). 

t 

siendo h > O Y h = v(T) - x(T) - (v (S) - x(S)) con S una coalición que 
contenga al jugador j y no contenga. al jugador i. 

Analizados todos los posibles casos hemos concluido que A1 (v) e e (v) por 
lo que queda demostrada la proposición. • 

El conjunto de negociación de lVIas-Colell es otro tipo de solución que se 
define del siguiente modo: 

Definición 3.9 Sea x una asignacwn tal que ¿iEN = veN). Una objeción 
respecto a x es un par (T, y)) T e N ) y E Rt tal que 

(i) Yi?" Xi Vi E TI siendo alguna de las desigualdades estricta. 

(ii) LiET Yi ~ v(T) 

Definición 3.10 Dada una objeción (T, y). Diremos que (M, z) es una con­
traobjeción si M e N) z E Rm y se verifica que: 

(i) Zk ?. Yk Vk E M n T 
(ii) Zk ?. Xk Vk E 1I1\T 
(iii) z(M) ~ v(M) 

Definición 3.11 Una asignación x es un elemento del conjunto de negocia­
ción de M as-Colell, B (v)! si para cada objeción con respecto a x existe una 
contraobjeción. 

Proposición 14 El conjunto de negociaczon de Mas-Colell coincide con el 
núcleo de los Juegos Generalizados de Externalidades. 

lOEn este caso con las reducciones efectuadas consideraremos 

como una asignación del núcleo del juego uT\({i}UE~) - x para construir la objeción y. 
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Demostración: 
La demostración de este resultado se realiza de forma análoga a la anterior 

demostración considerando los siguientes casos: 

Caso 1: Todo elemento de la coalición T de máximo exceso verifica 

Construimos la objeción: Yi = f3iL~~:)!3i Vi E T 

A esta objeción no se le puede realizar ninguna contraobjeciónll en el sen­
tido de Mas-Colell: 

Si existiese una contraobjeción (¡\{, z) llegaríamos a la siguiente contradic­
Clon: 

L Zi > LYi + LXi 2: u(S) + LXi 2: WR(S) + LXi = v(M) 
iEM iER iER iER 

Caso 2: Algún elemento, k, de la coalición T verifica 

Para desarrollar este caso procedemos del mismo modo que en el caso 3 de la 
anterior proposición. Empezamos a reducir el juego inicial y reducimos tantas 
veces como jugadores de T verifican la expresión [16.2]. Al final construimos 
una objeción (T,y) que no tiene contraobjeción posible (véase apéndice). Con 
ello terminamos concluyendo que 

8(v) e C(v). • 

3.3.2 Soluciones puntuales. 

Entre las soluciones puntuales más interesantes de los juegos cooperativos se 
encuentran el valor de Shapley. Pero esta solución no siempre pertenece al 
núcleo (Grafe et al., 1998). 

Otra solución puntual en los juegos cooperativos es el r-value (Tijs, 1981). 
En un estudio posterior Driessen y Tijs (1983) muestran que el r-value de los 
juegos semi convexos con n :::; 4 pertenece al núcleo. Como los G E4 cumplen 
esta propiedad podemos concluir que el r-value pertenece al núcleo. Además, 
por el hecho de que los GEN son equilibrados existe una fórmula un poco más 

11 Dado M podemos considerar M = S U R, S e T R e N\T 
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simple para el cómputo del T-value. En el apéndice se desarrollan estos con­
ceptos y se muestran condiciones suficientes para que esta solución pertenezca 
al núcleo de un GEN. 

Finalmente proponemos la distribución proporcional como un concepto de 
solución atractivo pá.l'a los Juegos Generalizados de Externalidades. La defini­
ción tiene las características de otras soluciones proporcionales propuestas en 
distintos tipos de juegos (Financieros, Bancarrota, ete.). 

Los GEN tiene como elemento primitivo, además de la función carac­
terística, los recursos que aporta cada jugador. Parece inevitable hacer re­
ferencia a estos recursos a la hora de proponer una solución para este tipo de 
juegos. En este sentido el reparto proporcional puede ser una solución acep­
table. Es evidente que cualquiera de los repartos estudiados en las secciones 
aEteriores son posibles, pero a veces para ciertos tipos de juegos no parecen 
las más idóneas. El considerar soluciones que tengan en cuenta las aportacio­
nes de los jugadores plantea una diferencia formal respecto de las soluciones 
clásicas: estas últimas se aplican sobre el juego v; la solución proporcional 
de berá aplicarse sobre el par (v, 13). 

Definición 3.12 Sea (N, v) un Juego Generalizado de Externalidades y sean 
131, ... ,f3n las dotaciones de cada jugador, definiremos la solución proporciona.l, 
p(v,f3) E Rn como 

Veamos algunas de las propiedades que verifica esta solución: 
- Pseudo racionalidad individual (PSRI): Si I!.~!3i 2 1 entonces pi(V,f3) 2 

f3i. Esta. propiedad puede interpretarse del siguiente modo: Si el valor total 
del juego es mayor que el total de recursos aportados por los participantes, 
entonces cada jugador va a recibir, al menos, lo que aportó. 

- Eficiencia (EF): ¿iENPi(V,f3) = v(N) 
- Linealidad restringida (LR): Sean VI y V2 dos Juegos Generalizados de 

Externalidades con el mismo vector de dotaciones 13. Entonces se verifica que: 

pi(V1,f3) + pi(V2,13) = Pi(Vl + V2,f3) 

pi(Av,f3) = Api(V,{3), VA E R+ 

Proposición 15 La solución dada por la distribución proporcional de un Jue­
go Generalizado de Externalidades es un elemento del Núcleo de dicho juego. 
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Demostración: 
Probar que el vector distribución proporcional está bien definido es inme­

diato. 
Debemos probar las dos propiedades que deben cumplir las aSIgnacIOnes 

del Núcleo: 
i) LiENXi = v(N) 
ii) LiES Xi ;::: v(S), VS e N. 
La igualdad i) es trivial. Para demostrar ii) hagamos el siguiente desarrollo: 

La función f( x) = x a
-

1 con a ;::: 1 es no decreciente. Entonces, tenemos 

aplicando esta desigualdad a la anterior expresión obtenemos, 

¿ Xi ;::: v(S), V S e N. • 
iES 

Proposición 16 La distribución proporcional es la única solución que cumple 
laB propiedades EF, PSRI y LR. 

Demostración: 
Sea v un Juego Generalizado de Externalidades con n jugadores. Conside­

remos una solución <I>n que satisface las propiedades de EF, PSRI y LR. Vamos 
a demostrar que esa solución coincide con la distribución proporcional. 

Sabemos que todo Juego Generalizado de Externalidades v se puede escribir 
como combinación lineal de juegos de mínima participación, es decir, 

m 

V = L >'Sk VSkf3 
~'=l 

donde VS
k

f3 son los juegos de mínima participación que generan a v y >'Sk 

v~ _ V(Sk_¡} 

LEsk f3i LiESk_l f3i . 

Entonces utilizando las propiedades LR y PSRI tenemos que, 

111 rn 

k=l k=l 

v(N) 
L (3(3i = pi(v,!3). 

lEN' 
• 

rn 

;::: ¿ >'Sk(3i = 
k=l 
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Nótese que estas propiedades no se cumplen para todas las soluciones puntuales 
que hemos estudiado a lo largo de este capítulo. Por ejemplo) el valor de 
Shapley cumple EF y LR pero no PSIR. La solución proporcional es la única 
que cumple estos tres axiomas. 

3.4 Conclnsiones y comentarios. 

Los Juegos Generalizados de Externalidades estudiados en este capítulo cons­
tituyen una extensión de los Juegos de Externalidades estudiados por Gra­
fe et al.(1998). La función característica, v, que presentan este nuevo tipo 
de juegos es interesante en algunos contextos económicos. Existen situacio­
nes económicas en el que el pago a una coalición viene dado por una ex­
presión análoga a la de los Juegos Generalizados de Externalidades v (S) = 

(I:iES ,od()r( s). Esta generalización de la definición original es una de las mu­
ch.as posibles. En esta primera generalización añadimos el parámetro a, que 
hace que el juego sea algo más que un juego aditivo. En investigaciones futuras 
realizaremos otrCJs extensiones de los Juegos de Externalidades. Por ejemplo, 
podemos considerar las expresiones: 

v(s) = ¿,o?ir(s) v( S) = L ,or(S)r( s) 
iES iES 

Nótese que en estas expresiones los exponentes afectan a cada uno de los 
agentes, no a la suma de las dotaciones como en los Juegos Generalizados de 
Externalidades. En la primera expresión tenemos un parámetro para cada 
agente y en la segunda expresión depende de la coalición considerada. Estas 
extensiones o generalizaciones pueden resultar bastante interesantes. 

En cuanto a los Juegos Generalizados de Externalidades cabe destacar que 
poseen asignaciones en el Núcleo y que esta solución coincide con los conjuntos 
de negociación de Aumman-Maschler y de Mas-Colell. Otra solución intere­
sante que se ha estudiado en este capitulo ha sido la distribución proporcional. 
La obtención de una caracterización axiomática de esta solución establece unas 
pautas para buscar nuevas soluciones para este tipo de juegos. 
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O'tras Propiedades de los GEN' 

Proposición 17 Si {3(S) = f3(T) y s = t entonces v(S) = v(T). 

Es decir, si dos coaliciones del mismo tamaño invierten los mismos recusos 
en un proyecto obtendrán los mismos beneficios. 

Es obvio que el recíproco de esta implicación no es, en general, cierta; ya 
qu,e si v(S) = v(T) puede ser que las aportaciones sean distintas, pero debido 
a que la presencia o número de colaboradores es determinante del valor total 
de la coalición, éste puede ser igual para coaliciones con distintas aportacio­
nes y distinto número de participantes. Sin embargo, podemos enunciar una 
condición más restringida: 

Proposición 18 Si las aportaciones totales de dos coaliciones) S y T) son 
ig'u.ales ({3(S) = {3(T))) entonces el pago medio respecto a la valoración del 
número de participantes de la coalición es el mismo, es decir, 

v(S) v(T) 
r(s) r(t) . 

Nótese que en estos tipos de juegos no podemos afirmar siempre que cuánto 
más recursos posea una coalición mayor será el beneficio obtenido. Ahora 
una coalición con menos recursos que otra, pero con más participantes puede 
obtener mayores beneficios. 

Observación 1.2: Algunos casos particulares de estas propiedades lo ten­
dremos para las coaliciones S y T que verifiquen que S e T y S =1 T. En este 
caso se cumplirá: Si {3(S) < {3(T) entonces v(S) :S v(T). 

Para coaliciones R y W tales que card(R) :S card(IV). En este caso, si 
f3(R) < {3(W) entonces v(R) :S v(liV). 

Las propiedades que se han comentado se deben a que la función r(.) sólo 
depende del cardinal de las coaliciones y no de quienes las integran. 

Proposición 19 Si v(N) = O entonces v(S) = O para toda coalición S E N. 

64 
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Esta propiedad es consecuencia de la positividad del juego y del hecho de 
que la [unción T es no decreciente en el cardinal de las coaliciones. 

Proposición 20 Sean Vl, ... ,Vt Juegos Generalizados de Externalidades de­
finidos sobTe el 11úsmo conjunto de jugadares N ) scbTe el mismo vectoT de 
recursos) ({Ji)iEN y con el miS11W parámetro a) entonces V m definido como 
vmax(S) = max{ Vl(S), .. . ,Vt(S)} es un Juego Generalizado de Externalida­
des determinado por ({Jo; ¡-'en). 

Demostmción: 
Cada juego Vj, j = 1, ... t, viene determinado por la siguiente función de 

pagos Vj(S) = (LiES{Ji)Oirj(S) j = 1, ... ,t, entonces el juego máximo queda 
definido como 

Vmax(S) = ((¿:{Jir'(maXj=l,.: rAs)) 
iES 

que posee una estructura de Juego Generalizado de Externalidades ({J E R~ Y 
la función r m es no decreciente en el cardinal de las coaliciones). 

Esta propiedad lA nos permite afirmar que cada coalición puede invertir o 
participar de la mejor forma posible (el de pago máximo) en un Juego Gene­
ra.lizado de Externalidades (donde más se valora al número de miembros de la 
coalición) si cada proyecto que se presenta a dicha coalición tiene estructura 
de Juego Generalizado de Externalidades. 

E~elación entre los Juegos Convexos y los GEN. 

Existen diferentes caracterizaciones de un juego convexo. En la definición 
tomaremos la introducida por Shapley (1971). 

Definición 3.13 Un juego cooperativo (N~ v) es convexo si y solo si 

v(S U {i}) - v(S) 2: v(R U {i}) - v(R), VS, RE 2N
, ReS. 

Podemos comprobar con varios ejemplos que los Juegos Generalizados de 
Externalidades, en general, no son convexos. Bajo ciertas condiciones, pode­
mos obtener qué Juegos Generalizados de Externalidades cumplen las condi­
ciones de convexidad. 

Ejemplo de no convexidad en GEN: 
Sea un Juego Generalizado de Externalidades de tres jugadores, N = 

{1, 2, 3}, con dotaciones iniciales de los jugadores íTl = 1, íT2 = 2, íT3 = 20 , 
con parámetro a = 2 Y función h no decreciente dada por h(1) = 1, h(2) = 
3, h(3) = 4. Este juego no verif-ica las condiciones de convexidad, pues para 
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algunas coaliciones la contribución de algún jugador en coaliciones grandes es 
menor que su contribución en otras más pequeñas. 

A continuación damos algunas condiciones para que los GEN sean convexos. 
La convexidad puede ser expresada de la siguiente forma: 

v(SU {i,j}) - v(SU {j}) 2: v(SU {i}) - v(S), VS e N, i,j 1. S 

En nuestro caso, como v( S) = (¿iES /3¡)O'r(.s)' la convexidad queda expre­
sada en la siguiente desigualdad: 

iES) iES 

iES iES 

Cuando el parámetro o: toma el valor 1 las condiciones de convexidad son 
expresadas por Grafe et al. (1998), que resumimos en las siguientes proposi­
CIOnes: 

Proposición 21 Dado un Juego de Externalidades, v(S) = ¿iES/3ir(S), con 
dotaciones ordenadas /31 ~ /32 S ... ~ /3n, es convexo sí y solo si se verifica 
que: 

/31+/32 > 1'(8+1)-1'(8) 
--:--'----,-""":""---,-""":""-'--:- - 1, V 8 ~ n - 2. 

/3n + /3n-l + ... + /3n-s+l - r(s + 2) - r(s + 1) 

También bajo ciertas condiciones de la función r podemos conseguir que 
algunos de los Juegos Generalizados de Externalidades sean convexos: 

Proposición 22 Un Juego de Externalidade8, con función de pagos de la for­
mav(S) = (¿iEs/3i)r(s), tal que la función r es convexa, es un juego convexo. 

El requerimiento de convexidad es bastante fuerte, por ello hay muchas 
clases de juegos no convexos. 

Unos juegos que merecen un tratamiento especial, en este apartado, son 
los juegos simétricos. Este tipo de juegos son aquellos en los que el bene­
ficio que obtienen coaliciones del mismo tamaño es el mismo. En nuestro 
caso, si card( S) = card(T) entonces r( s) = T( t) Y tendríamos que los J ue­
gos Generalizados de Externalidades simétricos son aquellos que verifican que 
(¿iES /3i) = ¿iET /3i)' En esta subclase de Juegos Generalizados de Externali­
dacles podemos establecer la siguiente condición para garantizar la convexidad 
del juego. 
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Proposición 23 Dado un juego (N, v) Generalizado de Externalidades y simét1'ico; 
v( 5') = (¿iES O;)Cl'1'( s), si la función l' ve1'ifica que r~s(~)l) > 2 V s el juego, v, es 
convexo. 

Demostración: 
Dado que el juego v es simétrico tenemos que 

v( 5' U {j}) = v(S U {i}) 

Con lo cual la convexidad queda garantizada si se verifica que 

2v(S U {i}) ::; v(5' U {i,j}) + v(5') Vi,) f,t 5' 

Empleando la notación de íti, ítj para los recursos aportados por i y ) res­
pectivamente, y desarrollando ambos lados de la desigualdad anterior tenemos 
que queremos demostrar que, 

iES iES 

::; [(2::{3it + ( ~ ) (2: {3it-1
(ít¡ + ítj) + ..... . ]1'(s + 2) 

tES lES 

Dividiendo por 1'(5 + 2) la desigualdad de la izquierda tenemos, 

= (" ~.)a21'(s + 1) - 1'(s) [( a ) ("p.)a-l( .) ]21'(s + 1) 
~ fJ' ( ) + 1 ~ I ít, +...... ( ) 
iES l' S + 2 jES l' S + 2 

::; (2::fJit 1'(s + 2) - 1'(s) + 2 ( a·) (2:fJit- 1 ( íti) 1'(s + 1) + ... 
iES 1'(5+2) 1 jES 21'(s+1) 

::; [(?= Oit + ( ~ ) (2:: Oit-1 
(íti + ítj) + ...... ] 

lES lES • 

Este tipo de Juegos Generalizados de Externalidades simétricos nos re­
flejan la idea de que el tamaño de la coalición cambia el resultado final del 
juego. Aquellos Juegos Generalizados de Externalidades en los que los jugado­
res aporten siempre los mismos recursos, fJi = E Vi E N, son juegos simétricos 
independientemente de la valores que pueda tomar 1'. En las ciencias socia­
les, nos podemos encontrar casos de Juegos Generalizados de Externalidades 
simétricos. 
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C~onstrucción de objeciones y contraobjeciones. 

Dado un elemento x = (X;)iEN no perteneciente al núcleo, C(v), de un juego 
v E GEN podemos obtener los siguientes resultados: 

ProposIción 24 Existe una coalición T con exceso positivo, un jugador i E T, 
un jugador j 1:. T, una coalición W E f ji tal que se verifica: 

v(T) - x(T) > v(W) - x(W) 

Demostración: 
Para llegar a estos resultados se procede por contradicción: 
Supongamos que todo jugador de T verificase 

Entonces 

v(T) - x(T) ~ v(T) - x(T) + [ ¿ fJi v(W~ ¿ Xi] < 
iEW\T LiEW i iEW\T 

< [~(J,. v(WUT) - ~ J ~ ~ xi = v(vVU T) - x(Wu T) 
iET LiEWUT fJi iEWuT 

Como se puede obsevar esto es una contradicción porque T era la coalición 
de mayor o igual exceso con respecto a las coaliciones que contienen a i. 

Para comprobar que v(T) - x(T) > v(IV) - x(W) para toda coalición 
W E f ji sólo tenemos que probar que v(T) - x(T) =1- v(W) - x(W). 

Supongamos que existe Ti\,! E f ji tal que v(T) - x(T) = v(vV) - x(W). 
Con esto podemos afirmar que existe un jugador k de T n W que verfica la 
desigualdad 7f < ~(3,. Además el jugador elegido i también verifica que 

k ¿iEw(3i 

xi < (Ji~(3. con lo cual tenemos que, 
~iEw(3i 

v(W) 
v(T) - x(T) < v(T) - x(T) + (Ji fJ - Xi 

LiEW i 

v(IV) 
= v(IV) - x(lV) + (Ji - Xi 

. LiEW (Ji 

~ t:(TV U i) - x(111 U i) 
• 
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Proposición 25 Sea (N,v) E rN , x E iRN con Xj 2': v(j) y sea el vector con 
j'IT -1 coordenadas s = (S1,S2, .. ,Sj-1:Sj+1,") E RN

-
1

, entonces si 
¿iET Si ::::: v~V-j(T) VT e N\'j se ver~rica, que; 

L si + L Xi 2': v(S) VS e LV 
¡ES\j iESn{j} 

donde v~¡-j es el juego reducido tal que, v;;-j(0) = O Y 

v;r-j(T) = max{ v(T); v(T U j) - Xj} VT e N\j 

Demostración: 
Si j rf. S es trivial. Supongamos que j E S, éntonces§.,~= Tu {j} para 

alguna coalición T , T e N\j. '. 
Tenemos que, 

v(S) ~ M ax{ v(T) + Xj, v(S)} = NI ax{ v(T), V(T U j) - Xj} + Xj = 

= v:\j(T) + Xj ~ L Si + Xj 

iET • 

Prueba del Caso 2 de la proposición 8: 
Si existe un jugador k tal que Xk ~ fJk~ entonces se realiza la re-

¿iET(3i 

ducción del juego inicial y se obtiene el juego reducido u;Y. Si siguiesen 
existiendo elementos como k volveríamos a reducir el juego ya reducido y asi 
sucesivamente hasta llegar al juego U:;~E:-l' 

Se puede comprobar fácilmente que 

Construimos el juego u definido como 

u( S) = O en el resto 

El lector puede remitirse al trabajo de Izquierdo y Rafels (1996) para la 
demostración de que el núcleo de este juego es no vacío. 

Sea t una distribución del núcleo del juego u. La objeción que se utilizará 
sera: 

Yi = Xi Vi E E m 

Yi = ti + Xi Vi E T\ Em 
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Obsévese que aplicando el resultado anterior podemos obtener que: 

u(S) :::; L (Xi + ti) + L Xi VS e T 
iE(T\Em)nS iEE"'nS 

Si existiese una contraobjeción (M, z) llegaríamos a: 

L Zi > L:Yi + LXi 2:: L (y;) + L Yi + LXi 2:: v(i\lI) 
iEM iES iER iE(T\E"')nS iEE"'ns iER 

Esto invalida la contraobjeción porque se debería de establer::er z(M) < 
v(M) .• 

Eil T-value 

De acuerdo con Tijs (1981), la principal propiedad de este valor es el carácter 
de solución compromiso, al ser una solución intermedia entre una cota superior 
y una cota inferior del pago que los jugadores pueden recibir. Las cotas a las 
que nos referimos son las siguientes: 

- La cota superior, MV = (Mt)iEN l se compone de las contribuciones mar­
ginales de cada. jugador y representa lo máximo a lo que un jugador aspirará 
en el juego (de ahí que a veces se llame a esta cota vector de utopía). 

Mi = v(N) - v(N\{i}) 

- La cota inferior, m v = (mi)iEN, se compone de los pagos mínimos que cada 
jugador se puede asegurar en el juego, un jugador siempre puede garantizarse 
como pago lo que queda después de pagar a sus compañeros de coalición lo 
máxiffiO a lo que éstos pueden aspirar, es decir, su contribución marginal (a 
esta cota se le denomina vector de mínimos derechos). 

m~ = maXSCN\{i} [v(S U {i}) - L Afj] 
jES 

Para que el T-value pueda ser calculado es necesario que se cumplan una 
serie de requisitos. En primer lugar sólo se puede calcular en aquellos juegos 
que sean cuasiequilibrados, que son aquellos que verifican las dos propiedades 
siguientes: 

L m~ :::; v(N) :::; L l11¡v 

¡EN ¡EN 

m,y:::; Mi Vi E N 
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Dentro de esta clase de juegos se incluyen los juegos equilibrados o balan­
ceados, por lo tanto, los Juegos Generalizados de Externalidades, que ya vimos 
en el capítulo anterior que son juegos balanceados, permiten el cálculo de esta 
solución. 

Una vez que hemos comprobado que se cumplen las condiciones para poder 
calcular el T-value, pasemos a la definición del mismo establecida por Tijs 
(1981 ). 

Definición 3.14 El T-value se define como la única distribución eficiente que 

se halla en el segmento que une las cota superior e inferior definidas anterior­

mente. 

Los autores Driessen y Tijs (1983) dan una fórmula que permite el cálculo 
del T-value para los juegos equilibrados: 

v(N)-" m V 

donde 8 = Gf . L MV_ m V 

¡EN t tEN t 

Finalmente establecemos las condiciones para que el T-value pertenezca al 
núcleo. 

Proposición 26 Si v E GEN, normalizado12 y MV(N) = LiEN Mi > O, en­

tonces el T-valor de v pertenece al Núcleo si y solo si Mv~f:T}(N) ~ Mv%;l!.J(S) VS E 

211' con 1 < s < n - 1 Y MV(S) - v(S) i- O donde s es el cardinal S. 

Demostración: 

Al ser v un juego semi convexo tenemos que Min{s:iES}MV(S) - veS) 
l'vf,i - v({i}) Vi E N 

Sea Ai = Min{S:iES}A1V(S) - v(S). Además es fácil comprobar que dadas 
las definiciones de las cotas podemos expresar el vector AV = (Ai)iEN en función 
de las cotas de la siguiente manera: 

Como v es normalizado y LiENV(N) - v(N\{i}) > O tenemos que mi = 
1'11;' - Ay = v ( { i}) = O 

Entonces T( v) = 8 ¡\1v, donde J E [0,1 l. Además debemos elegir 8 de 
tal forma que TV(N) = v( N). Esto conlleva que TV = VZ:~~)V. Nótese que 

c)V(S) = 1'I1V(S) - mV(S) = 1'I1V(S); en particular 8V(N) = MV(N) > O, lo 

12Un juego normalizado si v( {i}) = O Vi E N. Dado un juego v siempre podemos obtener 
un juego normalizado V, tal que veS) = veS) - LiES v( {i}). 
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que implica que !lIV (N) - v(N) > O. Por definición de T-valor mi :; Tt :; 
M"t Vi E N. Así que tenemos Tt 2: ai 2: v( {i}) Y TV(N - i) = v(N) - Tt 2: 
v( N) - Miv = v( N - i) 1 por lo que por definición de núcleo se sigue que 
TV E C(v) si y solo si TV(S) 2: v(S) cuando 1 < s < n-lo Utilizando el 
Teorema 2.4 en Drie~sen .Y Tijsl:' (1983) la expresión anterior es equivalente 
a fI;[V(S) - v(S) 2: (MV(N) - v(N))()'V(N))-l),v(S) para todo S E 2N con 
l<s<n-l. 

En el trabajo de Driessen y Tijs (1883) se demuestra que para juegos se­
miconvexos balanceados de cuatro jugadores el T-value siempre pertenece al 
núcleo. Por lo tanto, los Juegos Generalizados de Externalidades de cuatro 
jugadores verifican esa propiedad. 

l:IEstos autoreE demuestran para los juegos cuasiconvexos que si MtJ(N) - v(N) > O 
entonces el T-valor es T tJ = i\1 tJ - j~.,'~~~ ),tJ siendo ),y = Min{s:iES}MtJ(S) - v(S). 
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