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Capitulo 1

Introduccion.

La Teoria de Juegos puede ser definida como la teoria que estudia modelos
matematicos que, de alguna forma, representen un aspecto de conflicto o de
cooperacion entre agentes racionales e inteligentes (Myerson R.,1991). De esta
forma, diremos que un juego es un problema de decisiéon donde hay maés de
un agente decisor y las decisiones de un jugador tienen efectos sobre el otro.
El diseno de estrategias competitivas, su ejecucion, las negociaciones e incluso
las relaciones interpersonales, estan llenas de factores estratégicos que pueden
analizarse en el esquema conceptual de la Teoria de Juegos.

Los juégos se han clasificado tradicionalmente en juegoslcoopera.tivos y jue-
gos no cooperativos. La diferencia estriba en las posibilidades de comunicacién
y negociacién que se les permite a los jugadores. Los juegos no cooperativos
son aquellos en los que cada agente actia siguiendo exclusivamente su propio
interés sin poder firmar contratos vinculantes. Los juegos cooperativos se ca-
racterizan por la existencia de un cierto poder superior capaz de hacer cumplir
los acuerdos posibles.

Ambos tipos de juegos se formalizan de distinta manera. Los juegos no
cooperativos, se presentan en forma estratégica o en forma extensiva. La forma
extensiva (Kuhn, 1953) de un juego describe con gran detalle la secuencia de
movimientos de los jugadores, la informacién que tienen los jugadores en cada
momento del juego y otros detalles, como situaciones de azar. En cambio,
los juegos cooperativos se presentan en forma caracteristica o coalicional, que
consiste en la descripcion de los pagos que reciben cada una de las coaliciones
posibles.

En esta tesis se estudia una clase de juegos no cooperativos presentados
en forma extensiva (capitulo 2) y otra de juegos cooperativos (capitulo 3). El
primer problema que abordamos sé refiere a cémo modelizar las situaciones
en las que las preferencias cambian a lo largo del tiempo. Consideremos el
siguiente ejemplo: Supongamos que una persona tiene que decidir a lo largo
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de su vida (por ejemplo, cuando es joven y cuando es mayor) entre las acciones
gastar el dinero en vacaciones y ahorrar. Cuando el individuo es joven prefiere
gastar, mientras que de mayor preferird ahorrar. Con estas preferencias el
individuo joven podra tomar decisiones de las que luego se arrepienta. La no
identificacién con las preferencias futuras (atin siendo conocidas) estan en el
nucleo de este tipo de situaciones.

Un breve sumario de la literatura sobre cambios de preferencias incluye
los trabajos de Strotz (1956), Pollak (1968), Pheps y Pollak (1968), Pollak
(1970), Von Weissaecker (1971), Backorby, Nissen, Primont y Russell {1973),
Peleg y Yaari (1973), Hammond (1976), y Pollak (1976). Estos trabajos, o bien
se refieren a problemas de decisién individual, o bien proponen conceptos de
solucién que no tienen completamente en cuenta el caracter temporal de este
tipo de juegos, por ejemplo, requeriendo que el joven acepte y se identifique
con sus preferencias futuras.

Recientemente, Ferreira, Gilboa y Maschler (1995) intentan dar una res-
puesta adecuada teniendo en cuenta el caracter temporal del juego y los po-
sibles acuerdos coalicionales, en términos de la Teoria de Juegos clasica. El
trabajo consiste en encontrar la extension adecuada del equilibrio de Nash
para juegos donde las utilidades de los individuos cambian a lo largo del jue-
go. En el modelo propuesto por Ferreira et al. los individuos (jugadores) se
desdoblan en diferentes agentes. En cada momento en que debe tomar una de-
cisién (conjunto de informacion), el jugador se modeliza como un agente. Los
agentes de un mismo jugador podrén tener funciones de utilidad (preferencias)
diferentes. A partir de aqui, es posible tratar a los distintos agentes como dis-
tintos jugadores. Esto hace que varios agentes de un mismo jugador puedan
cooperar facilmente, ya que todos son el mismo individuo. Como el equilibrio
de Nash es robusto con respecto a una desviacién de un sélo agente, pero no
a la de varios agentes, se hace necesario buscar una nocién de equilibrio que
sea inmune también a desviaciones coalicionales restringidas a agentes de un
jugador y que respete la estructura temporal del juego. Esta es la peculiaridad
de los equilibrios creibles. En el ejemplo anterior, el grado de identificacién
entre el individuo joven y el mayor dependera de cémo se cuantifiquen estas
preferencias. La Figura 1 proporciona un caso en el que la prioridad de los
agentes primeros en el tiempo lleva a la toma de decisiones de las que el agen-
te futuro se lamentara (en este caso, gastar). En este ejemplo, a pesar de la
utilidad que se obtiene de elegir (ahorrar, ehorrar), la solucién del juego es
(gastar, ahorrar), dado que el jugador 1.1 (el joven) no se identifica con el 1.2
(él mismo, pero mayor).
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1.1 (Joven)

lal

gastar ahorra

1.2(Mayor)

ahorrax

10 20 2
- 10 100
[FIGURA 1]

El objetivo del capitulo 2 de esta tesis es extender estos estudios a casos
més generales: juegos infinitos y juegos con memoria imperfecta. En la seccion
2.1 ofrecemos un repaso del modelo presentado inicialmente por Ferreira et al.,
las caracteristicas del equilibrio creible y los supuestos utilizados en el mode-
lo. En la seccién 2.2 se extenderd el concepto de equilibrio creible a juegos
infinitos. A continuacién, y como tema mas importante, se relaja el supuesto
de memoria perfecta. Este concepto requiere que el jugador a quien le corres-
ponde decidir conoce la historia completa de todas las decisiones tomadas por
él mismo hasta ese momento. La conveniencia de esta segunda generalizacion
ya se apuntaba en el trabajo de Ferreira et al., donde se comentan algunas
aplicaciones de los juegos de utilidades cambiantes para las que este supuesto
es irreal. Por ejemplo, cuando los jugadores no son personas sino organizacio-
nes, partidos politicos, y cuando los distintos agentes de esa organizacién no
conocen completamente las decisiones tomadas por otros agentes.

La definicién de equilibrio creible de Ferreira et al. no es apropiada para
estos casos. Al ser una definicidn recursiva no puede emplearse para el caso
de juegos infinitos. En el caso de memoria imperfecta, ain en juegos finitos,
la definicidon tampoco es aplicable. La razén es que cuando el supuesto de
memoria perfecta desaparece, tenemos situaciones de ciclicidad en el juego
que afectan nuevamente a la definiciéon. Para llevar a cabo estas extensiones
nos ubicamos en el campo de la Teoria de las Situaciones Sociales iniciada por
Greenberg (1990). Esta teoria nos permite relacionar la nocién de equilibrio
de un juego con el concepto de conjuntos estables de un sistema abstracto.
Los sistemas abstractos estan constituidos por un conjunto D y una relacion
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binaria de dominacién > entre los elementos de D. La idea es obtener un
subconjunto K de D que posea dos propiedades, la estabilidad interna y la
estabilidad externa. La estabilidad interna se refiere a que los elementos de
este conjunto no se dominan entre si, mientras que la estabilidad externa se
refiere a que cualquier elemento que no esté en K sea dominado por algun
elemento de K. Este tipo de conjuntos se denominan conjuntos estables de
von Neumann y Morgenstern. Si existe este conjunto estable, K, el conjunto
D queda particionado en dos conjuntos, Ky D\ K.

Para juegos con utilidades cambiantes hemos construido un conjunto D y
una relacién > de la siguiente manera: Los elementos de D estan formados
por agentes, coaliciones de agentes y estrategias. La relacion > nos indica qué
elementos dominan a otros en el sentido de constituir desviaciones coaliciona-
les siguiendo la idea de la definicidn inicial de desviaciones creibles dada por
Ferreira et al.. La definicidén no recursiva nos identificara las estrategias que
formen parte de algun elemento del conjunto estable de este sistema (D, >) con
la nocién de equilibrio creible. La nueva definicion en términos de conjuntos
estables coincide con la original en el caso finito.

Cuando obviamos el supuesto de memoria perfecta, la ciclidad que presenta
la relacién de dominacion nos impide hablar de una dltima desviacion y ello
conlleva alterar de forma adecuada la relaciéon de dominacién. La existencia
de conjuntos estables estd establecida bajo ciertas condiciones de finitud y de
relaciones de dominacién aciclicas. Casos como una relacién de dominacién
ciclica, espacios infinitos de estrategias y de jugadores provocan la posibilidad
de no encontrar una forma de particionar D en dos conjuntos del tipo K y
D\ K, donde K sea estable. Kanh y Morkherjee (1992) proponen otro tipo de
particiones para estos casos, llamadas semiparticiones, constituidas por tres
conjuntos: el bueno, el malo y el feo. Los elementos del conjunto bueno o
bien no estan dominados o lo estan por algin elemento del conjunto malo.
Los elementos del conjunto malo son aquellos dominados por uno del conjunto
bueno. Finalmente, los elementos del conjunto feo son los que no pertencen m
al conjunto malo ni al conjunto bueno. Con esta semiparticion la definicion de
equilibrio queda relacionada con los elementos del conjunto bueno y feo. En
la seccidon 2.5 del capitulo 2 analizamos el conjunto feo para nuestro caso, y
encontramos que es posible separar los elementos de este conjunto mediante
la relacién de dominacion aplicada a los ciclos que forman. Es importante
discriminar entre los elementos del conjunto feo porque hay ejemplos en los
que este conjunto acoge a todos los elementos de D, dejando vacios a los
corjuntos bueno y malo. Los elementos del conjunto feo que forman ciclos
se identifican en una clase de equivalencia. Las clases de equivalencia dardn
lugar al conjunto cociente del conjunto feo en el que realizamos otra nueva
semiparticién. Obtenemos tres nuevos subconjuntos el feo-bueno, el feo-malo y
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el feo-feo. En esta nueva definicién identificamos los equilibrios creibles con los
elementos del conjunto bueno, del conjunto feo-bueno y del feo-feo. La relacion
de dominacion aplicada al conjunto cociente es aciclica, por lo que la tunica
razon por la que podemos obtener un conjunto feo-feo es la no finitud de las
estrategias. Esta nueva metodologia empleada para definir equilibrios parece
mds satisfactoria que la empleada por otros autores basandose solamente en el
conjunto buenc y en el feo. Para finalizar la seccion ilustramos con un ejemplo
el empleo de esta nueva version de equilibrio creible. En este mismo capitulo se
muestran algunos teoremas de existencia. Por ultimo, se estudia otra variante
del equilibrio creible, el equilibrio creible 6ptimo.

El capitulo 3 trata de los Juegos Generalizados de Externalidades, que
estan englobados dentro de los juegos cooperativos. Estos juegos se definen
como un modelo donde interesan las coaliciones que se forman y el pago que
recibe cada una de ellas. Las coaliciones de jugadores son los posibles subcon-
juntos de N = {1,2,3...,n}, denotadas por S C N (donde N es el conjunto de
jugadores). El pago de cada coalicién viene dado por la funcién v(5), llama-
da funcion caracteristica del juego. La funcidn caracteristica es un elemento
primitivo de estos juegos; sin embargo, en aplicaciones reales se ha de cons-
truir a partir de otros elementos. Por ejemplo, los conceptos de a—nucleo y
B--nicleo se refieren a soluciones de juegos cooperativos que se distinguen por
construirse de distinta manera a partir de un juego no cooperativo (Moulin,
1986). Entre otros trabajos mas recientes podemos citar los elaborados por
Izquierdo y Rafels (1996), Inarra y Usategui (1993), Grafe et al. (1998), etc.
En estos trabajos se estudian los Juegos Financieros, los Juegos Cobb-Douglas
y Los Juegos de Externalidades respectivamente, que se definen a partir de
una funcién caracteristica con una interpretacién econémica especifica.

En esta linea, en la segunda parte de la tesis, se estudia un tipo de juegos
en forma caracteristica: los Juegos Generalizados de Externalidades. Estos
juegos son una extension de los Juegos de Externalidades estudiados por Gra-
fe, Inarra y Zarzuelo (1998). La funcién caracteristica adquiere una forma
particular dada por la siguiente expresién: v(S) = (X;cs 6:)r(s), donde G;
denota la aportacién de cada jugador, @ > 1y r es una funcién no decreciente
en el cardinal de las coaliciones (s = card(S)). La interpretacion que se da a
este juego es la siguiente: los jugadores ceden sus recursos a la coalicién y el
resultado de la cooperacién depende de esos recursos a través del parametro
a y de la presencia de jugadores a través de r. Ndtese como la presencia de
jugadores se valora positivamente, es decir, el beneficio total obtenido no sélo
dependera del total de recursos aportados sino también del nimero de parti-
cipantes en la coalicién. A esto se refiere la palabra externalidades empleada
para denominar este tipo de juegos.

Las aplicaciones econdmicas encontradas de los Juegos Generalizados de
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Externalidades son varias:

- La tecnologia Cobb-Douglas: Cuando n empresas, con idénticos capitales,
deciden producir conjuntamente, la produccion total viene dada por la expre-
sion F'(A, n) siedo A el capital total y 7 la cantidad total de recursos. Si F(,)
es la funcién Cobb-Douglas entoces obtcnemos una produccién dada por la
expresién F (X, n)=(Tien 7:)%(n))? donde 7; son los recursos de la empresa 4.
Denotando r(s} =s?)?. B; = n; e imponiendo que o > 1, obtenemos la funcién
caracteristica de un Juego Generalizado de Extrenalidades!.

- Reparto de costes de Bienes Publicos: Moulin (1992) estudia un modelo
de reparto del coste de producir un bien publico, a. Un grupo de agentes,
T, con 1dénticos derechos, pero diferentes preferencias, comparten el coste
de producir el bien piiblico a partir de un bien privado. La oferta generada
por la coalicién T es la correspondiente a resolver el problema de maximizar

la expresién (L7 aia) — “2—2 respecto de la cantidad a, siendo «; el ratio de
2

sustitucion entre ei bien privado y el bien piblico y c¢(a) = %, el coste de

producir la cantidad a de bien publico. La resolucién del problema anterior
nos llevard a la expresién Q—T;—)i Nuevamente, esta expresion proporciona
una funcién caracteristica con la que podemos definir un Juego Generalizado
de Externalidades, donde r(s) = —21-, Gi=a;y a=2.

- Otros ejemplos: Uhlaner (1989) estudia un modelo que incorpora los
llamados Bienes Relacionados, que dependen de la interaccién entre las perso-
nas. Con este tipo de bienes, por ejemplo, la congestion puede incrementar la
utilidad. Esta idea estd relacionada con los Juegos Generalizados de Externa-
lidades, donde la presencia de jugadores también provoca un incremento en el
pago que reciben las posibles coaliciones. Otra de las situaciones econémicas
que podemos relacionar con los Juegos Generalizados de Externalidades es la
que se desarrolla con las subvenciones. Podemos observar que algunas aso-
ciaciones culturales, deportivas, etc. reciben una subvencién dependiendo del
numero de socios.

En la seccién 3.2 se estudian algunas de las propiedades de estos juegos,
en particular, su estructura algebraica v su relaciéon con los juegos convexos
y semiconvexos. Estas propiedades son de utilidad para estudiar las posibles
soluciones.

Una solucidén de un juego cooperativo consiste en distribuir la ganancia total
del juego entre sus jugadores. Existen dos clases de soluciones: soluciones de
conjunto y soluciones puntuales. Las soluciones de conjunto estan formadas
por un conjunto de asignaciones o repartos que verifican ciertas condiciones,
mientras que una solucién puntual selecciona una unica asignacién. Entre las

1 De esta formalos Juegos de Cobb-Douglas estudiados en Iiarra E. y Usategui JM (1995)
quedan incluidos en ios Juegos Generalizados de Externalidades.
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soluciones de conjunto mds importantes estudiamos el Nucleo (Shapley, 1967) y
los conjuntos de negociacién de Aumann-Maschler (1964) y Mas-Colell (1989).
El resultado obtenido para este tipo de juegos es la coincidencia de estas tres
soluciones. Finalmente en la seccién 3.4 se propone un concepto de solucion
puntual especialmente apropiado para estos juegos, la solucidén proporcional
que, ademas, se caracteriza axiomaticamente.

En un apéndice se listan otras propiedades de interés para los Juegos Ge-
neralizados de Externalidades.
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Japitulo 2

Equilibrios creibles en juegos
con utilidades cambiantes.

2.1 Introduccion.

Las situaciones en las que las preferencias de los individuos estan cambiando
a lo largo del tiempo han sido estudiadas en el drea de economia por algunos
autores. Entre los mas destacados podemos citar trabajos como como los
realizados por Strotz (1956), Pollak (1968), Pheps y Pollak (1968), Pollak
(1970), Von Weissaecker (1971), Backorby, Nissen, Primont y Russell (1973),
Peleg y Yaari (1973), Hammond (1976), y Pollak (1976).

Una consecuencia que conlleva el hecho de considerar la posibilidad de cam-
bios en las preferencias es que las decisiones podrian dejar de ser consistentes
en el sentido cldsico, es decir, los decisores podrian arrepentirse de ciertas elec-
ciones realizadas en el pasado, incluso en situaciones de informacion perfecta.

Ferreira, Gilboa y Maschler (1995) proponen el estudio de situaciones de
cambio de preferencias desde una perspectiva de la Teoria de Juegos. Estos
autores proponen modelizar estas situaciones a través de un juego en forma
extensiva donde los diferentes conjuntos de informaciéon de un jugador definen
un conjunto de agentes de ese jugador. En este modelo los agentes de un ju-
gador pueden tener distintas utilidades. Definen un equilibrio para este tipo
de juegos que tiene dos importantes caracteristicas: El equilibrio es inmune a
desviaciones coalicionales formadas por agentes de un mismo jugador y tam-
bién, satisface cierta consistencia temporal. Esta consistencia requiere que los
jugadores que aparecen antes en el juego sean considerados con prioridad, ¥
ademas las posibles desviaciones no pueden incluir agentes que hayan apareci-
do antes en el juego. Los acuerdos que satisfacen estos requisitos se denominan
equilibrios creibles.

El modelo requiere de un conjunto finito de jugadores y del supuesto de me-

15
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moria perfecta. En algunas de las aplicaciones sugeridas por Ferreira et al. el
supuesto de memoria perfecta no resulta demasiado covincente. Los jugadores
pueden no ser individuos, sino un estado, un partido politico o cualquier tipo
de organizacién. En tales casos no solamente es natural, asumir que diferentes
agentes tienen distintas prioridades, sino que ademas va a existir una situacion
de memoria imperfecta; es decir, existiran agentes que desconoceran parte de
las elecciones realizadas por otrus agentes en el pasado. En este capitulo pre-
tendemos extender la nocion de equilibrio creible al caso de que la memoria
perfecta no se verifique y, ademds, al caso en el que el numero de jugadores y
de estrategias pueda ser infinito.

‘Hay varias dificultades en estas extensiones. Primero, la definicién no puede
ser recursiva, como la realizada por Ferreira et al. v, segundo, la pérdida de
memoria causa situaciones en las que el agente A no sabe si juega después de
B, mientras que tampoco B sabe si juega delante o después de A. Esto genera
circularidades en la definicién y demanda una clara discursién acerca de la
nocion de consistencia temporal.

Estos problemas se resuelven utilizando ideas de la literatura relaciona-
da con la llamada Teoria de las Situaciones Sociales, iniciada por Greenberg
(1990). Una de las peculiaridades de esta teoria es que, usando una genera-
lizacion de los conjuntos estables definidos por von-Neumann y Morgenstern
(1947), las definiciores recursivas pueden extenderse a conjuntos infinitos. La
idea es dividir el conjunto de los acuerdos en una particion estable de dos con-
Juntos: el bueno y el malo. Los elementos del conjunto bueno no estdn domi-
nados y los elementos del malo siempre estan dominados por algin elemento
del bueno. En nuestro caso las dominaciones se referiran a las desviaciones
coalicionales de un mismo jugador.

La divisién en los dos conjuntos (bueno y malo) no siempre es posible
cuando tenenemos un juego infinito o una relacion de dominacion ciclica. En
nuestro modelo se presentan ambas situaciones. Una estrategia seria recurrir a
otra divisién mas débil del conjunto de acuerdos. Una semiparticién divide los
acuerdos en tres conjuntos: el bueno, el malo y el feo. Estas semiparticiones
se definen en Kahn y Mookherjee (1992); los elementos buenos, o no estan
dominados, o lo estdn por algun elemento del conjunto malo; los elementos
del malo son dominados por los elementos del bueno y el conjunto feo es el
complementario de la union de los conjuntos malo y bueno. Este tipo de
particién siempre es posible. Los acuerdos de equilibrio o se pueden definir a
partir de los elementos del conjunto bueno (versién fuerte) o de los conjuntos
bueno y feo (versién débil).

En nuestro caso, encontramos que los conjuntos feos pueden tener elementos
mds feos que otros, en el sentido de que algunos elementos del conjunto feo se
ajustan mds que otros a la idea de equilibrio creible que queremos proponer.
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Ademas, este conjunto puede ser bastante amplio (tenemos un caso en el que el
el conjunto bueno y malo son el vacio). Por ello nos parece interesante explorar
en profundidad los elementos del conjunto feo y discriminar algunos de ellos
para el concepto de equilibrio. Desarrollamos entonces una nueva relacion
de equivalencia entre los elementos del conjunto feo. La idea es identificar
los elementos que forman ciclos en una misma clase de equivalencia. Estas
clases de equivalencia daran lugar al conjunto cociente del conjunto feo en el
que realizamos otra nueva particién. Nuevamente pueden aparecer problemas
para realizar una particiéon y tenemos que realizar una semiparticion, y de este
modo, aparecen los conjuntos feo-bueno, feo-malo y feo-feo. Con esos nuevos
conceptos definimos los equilibrios creibles como las estrategias que forman
parte de los acuerdos pertenecientes a los conjuntos buenos, a los buenos-feos
y 2 los feos-feos. De esta manera reducimos las estrategias que anteriormente
habiamos tomado del conjunto feo. Finalmente se muestra la existencia de
algunas versiones de equilibrios creibles.

Es importante hacer notar que los equilibrios creibles son simplemente una
extension del concepto basico de equilibrio de Nash. Refinamientos como el
equilibrio secuencial y el equilibrio perfecto también pueden ser ajustados al
campo del cambio de utilidades.

El capitulo se organiza de la siguiente forma. La seccién 2 es una breve pre-
sentacién del modelo original en el que se define la nocion de equilibrio creible.
La seccién 3 extiende la definicién de equilibrio creible a juegos infinitos, pero
asumiendo todavia memoria perfecta. La seccién 4 abandona el supuesto de
memoria perfecta y resuelve las dificultades que conlleva la memoria imperfec-
ta. Se proponen varias versiones preliminares de equilibrio creible. La seccion
5 estudia en profundidad el conjunto feo y propone una particiéon del mismo.
Se propone una versién final de equilibrio creible. En la seccion 6 se discuten
algunos teoremas de existencia. La seccidén 7 considera algunas variantes de
la nocién de equilibrio creible. Concretamente se estudia el equilibrio 6ptimo
creible para juegos con utilidades cambiantes, con un numero infinito o finito
de jugadores y con la posibilidad de memoria imperfecta. Por dltimo, en la
seccion 8 se presentan algunos comentarios y conclusiones.

2.2 Equilibrio creible en Juegos Finitos.

El concepto de equilibrio creible fue introducido por Ferreira, Gilboa y Masch-
ler (1995) para tratar el cambio de preferencias de un mismo individuo desde
la teoria de los juegos. En esta primera seccion vamos a presentar el modelo
de estos autores y el concepto que definen equilibrio creible, que generaliza
el concepto de equilibrio de Nash. En toda la seccién vamos a trabajar con
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ur. numero finito de jugadores y con memoria perfecta. En las siguientes sec-
ciones abandonaremos estos supuestos y analizaremos las dificultades que ello
conlleva.

El modelo tedrico para el estudio de los juegos con preferencias cambiantes
serd el de los juegos en forma extensiva con informacion completa y perfec-
ta. En estos juegos las decisiones se toman de manera sucesiva y, todas las
decisiones anteriores son conocidas antes de tomar las decisiones siguientes.

La forma extensiva, representada por un juego en forma de arbol, es el mo-
delo utilizado para modelizar las situaciones que hemos descrito anteriormente.
El conjunto de jugadores viene representado por N, donde N = {1,2,3....,n}
denota ¢l conjunto de jugadores (personas, organismos, etc. encargadas de
tomar decisiones). Un juego en forma extensiva comienza con un movimiento
realizado por algin jugador o por la naturaleza'. Una vez que el primer ju-
gador ha movido, le llega el turno a algin otro jugador, y asi sucesivamente
hasta que el juego finalice. Cuando éste termina, los jugadores obtienen sus
resultados finales o pagos del juego. Cuando a un jugador le llega el turno
de mover, se halla situado en un punto de decisién especifico, denominado un
ncdo. Si el jugador conoce con precisién en qué nodo se halla, entonces éste
constituye un conjunto de informacién. Con su decisién el jugador fijara qué
nodo seguird en la jugada concreta que esté teniendo lugar. Pero, al decidir,
el jugador puede no saber con precisién en qué punto del juego esta. Esto se
representa agrupando todos aquellos nodos de decision, para cada jugador que
es incapaz de distinguir, en un mismo conjunto de informacién?. En nuestro
caso de estudio, tenemos ademads la peculiaridad de que cada jugador : estd
dividido en &; agentes, uno por cada conjunto de informacién, que es lo que nos
permitira especificar utilidades distintas dependiendo de qué agente se trate.

Finalmente, un juego en forma extensiva se representa por '

F:(T7P’U’O7p7h)

donde T' representa el arbol, P = {P, Py,....P,} son las particiones de los
jugadores en los nodos no finales del arbol, U = (Uy,...,Un) donde cada
componente, U; = {u,-'j}f":l, es la particion de P; en conjuntos de informacion;
C = {C (u”)}J;lk es una correspondencia, donde C(u, ;) es el conjunto

n

1E]l azar puede ser introducido haciendo que en ciertos puntos de decisién mueva el
jugador 0. Este jugador se denomina naturaleza o azar, y elige su movimiento a partir de
una distribucién de probabilidad que es conocida por el resto de los jugadores.

2En general, un conjunto de informacién puede contener cualquier nimero de nodos;
sin embargo, cada nodo de un conjunto de informacién debe tener el mismo ndimero de
ramificaciones saliendo de él. Ello es asi porque el nimero de ramificaciones es el nimero
de elecciones que un jugador tiene en ese punto, de no tener exactamente el mismo nimero
de elecciones, tendria un medio de diferenciar los nodos.
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de elecciones permitidas al jugador : en el conjunto de informacién u;;; p =
(o) }j=1,.. k €5 un vector, donde p(uo;) es la distribucién de probabilidad
de los movimientos de la naturaleza en uo;.

Para completar la descripcion del modelo, atribuimos a cada agente 7.7 una
funcién de utilidad esperada, A, ;, definida sobre los nodos finales del arbol 7.
Cada componente del vector h = (hy, ... , h,) asociado a un punto final z, esta
compuesto, a su vez por el siguiente vector, hi(z) = (hi1(2),hia(2),. .. s hik(2)),
donde h; ;(z) es la utilidad del agente ¢.7 en el nodo final 2.

Nétese que en este modelo de juego en forma extensiva cada jugador :
se compone de k; agentes, cada uno situados en los diferentes conjuntos de
informacion u; ; que posee €l jugador 1.

En esta seccién asumimos que satisface ademads el supuesto de memoria
perfecta (Selten, 1975).

Definicion 2.1 Un juego definido de la forma (T, P,U,C,p) es de memoria
perfecta si, para cada i, (1 = 1,2,...,n) y cada dos conjuntos de informacion,
Uij Y Uik, de un mismo jugador i, algin nodo y, y € u, es alcanzado trds una
eleccion ¢ desde u; ;, entonces cada nodo z de u;x es alcanzado con la misma
eleccion c.

Una estrategia pura para el jugador : supone seleccionar una accién (elec-
cién) en cada conjunto de informacién. Una estrategia mixta es una distribu-
cién de probabilidad sobre las estrategias puras. Finalmente, una estrategia
de comportamiento supone elegir una distribucién de probabilidad sobre el
conjunto de acciones en cada conjunto de informacion.

Cuando se supone memoria perfecta podemos restringirnos a estrategias
de comportamiento (Kuhn, 1953). Denotamos por S;; el conjunto de todas
las estrategias de comportamiento del jugador :.7. Por lo tanto, el conjunto
de estrategias de comportamiento para el jugador i es S; = Xz, k5i;. Una
n-upla de estrategias de comportainiento es denotada por s = (s1,..5,) y el
conjunto de todas las n-uplas es S = X;=1,__»S:.

En lo que sigue denotaremos por @) a un conjunto de agentes pertenecientes
a un mismo jugador. Denotaremos por —@) el conjunto M\Q donde M es el
conjunto de todos los agentes (no sélo del mismo jugador). Para una estra-
tegia s, denotamos por sg el vector de estrategias (s ;)ijeq. Para simplificar
notacién escribiremos {s_; j,s;;). Para s y s’ de S, escribimos " >;; s si y

solo si h,‘_j(sl) > h;_j(s).

Definicién 2.2 Diremos que el agente 1.7 juega después de 1.jp $1 1.7 = 1.J9 ©
si para cada arco o trayectoria que parte desde u;; hacia la raiz o parte inicial
del juego pasa a través de u; ;.
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Definicion 2.3 Sean I’ un juego de memoria perfecta con utilidades cambian-
tes durante el juego, s una n-upla de estrategias de comportamiento y () un
conjunto de agentes del jugador i, que contiene al agente 1.50 y algun agente
de @ que juega después de i.jo. Una estrategia sp es una desviacion creible de
s, propuesta por el agente 1.5 y usando a la coalicion (), st

(1) &' >=ij s, donde 8" = (s5,5_¢).

(12) & »=ij(s.;;,8:5) para todo 1.7 € Q,1.5 # 1.J0-

(122) Ningun agente de 1, que pertenezca o no a Q, y que juegue después de
1.70, puede proponer una desviacion creible desde s'.

Las desviaciones desde s son un conjunto de instrucciones, s, dadas por
i.Jo a los miembros de @ (otros agentes de 7). En cambio, los agentes de los
demds jugadores siguen jugando con el acuerdo s.

Veamos qué significa intuitivarnente cada una de las condicicnes requeridas
en la definicién 2.3:

La condicién (z) deja claro que el agente 1.7, prefiere que las instrucciones
sean obedecidas. La condicién (z7) implica que cada miembro de @ es alcanzado
con probabilidad positiva cuando se juega s'. Cuando a 2.7 le toca jugar tiene
dos opciones: la original s;; o la desviacién propuesta s} ;. Siempre preferira
jugar de acuerdo con s’ cuando los demas implicados en la desviacion, es decir
todos los miembros de @, sigan también con s’. Como la idea es seguir con
una extension del equilibrio de Nash, cuando exista indiferencia entre seguir
con s;; o con s;; el agente 1.7 no se desviara y seguira jugando segin s; ;.
La condicién (#2:) prohibe la posibidad de que algiin agente, esté o no en @,
proponga una desviacion desde s’. Con esta condicién la definicién de equilibrio
creible adquiere un aspecto recursivo:

Definicion 2.4 Sea un juego ' con memoria perfecta, un numero finito de ju-
gadores y utilidades cambiantes en el juego. Un perfil de estrategias de compor-
tamiento s es llamado equilibrio creible (CrE) si ningin agente puede proponer
una desviacion cretble desde s.

Nétese que las condiciones (z)-(22¢) imponen requerimientos solamente a los
jugadores que juegan después de i.7g.

A continuacion consideramos varios ejemplos para ilustrar de una forma
mas clara la idea de desviaciones y equilibrios creibles.
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Ejemplo 1: La estrategia (L,, L,) de la Figura 1 no es un equilibrio creible.
La desviacidn (Rq, R,) es una desviacién creible desde (Ly, Lo).

[FIGURA 1]

Ejemplo 2: En la Figura 2 (s1, $2, 33) ¥ (¢4, S2, $3) 1o son equilibrios creibles.
En cambio, (¢, ¢z, ¢3) si es un equilibrio creible.

[FIGURA 2]
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2.3 Extension de Equilibrio creible para jue-
gos infinitos.

En esta seccién vamos a introducir una metodologia que nos permitira trabajar
con el concepto de equilibrio creible de una forma no recursiva. Extendemos
la definicién de equilibrio creible a juegos con un numero infinito de jugadores,
es decir, N = {1,2,3,...}. Para esta propuesta seguimos el planteamiento de
Asheim (1991) donde la nocidn, introducida por Von-Neumann y Morgens-
tern, de conjuntos estables de un sistema abstracto es usado para extender
definiciones recursivas a casos infinitos.

‘Un sistema abstracto (AS) de von-Neumann y Morgenstern es un par (D, >)
donde D) es un conjunto abstracto y > es una relacién de dominacion. La
notacion f > d serd utilizada para denotar que f domina a d. Sea (D,>) un
sistema abstracto, y sea f € D. El dominio de f, denotado por A(f), es el
conjunto de todos los elementos de D que son dominados por f, de acuerdo
con la relacién de dominacién >.

Af)={deD:f>d}
A(F) = Uper{D(f) : F C D}

Es decir, un elemento d perteneciente al conjunto D forma parte de A(F)
si estd dominado por algin elemento de F'. Un conjunto F' C D es un conjunto
von Neumann and Morgenstern estable (ASS) para el sistema abstracto (D, >)
si #' = D\A(F).

Estos métodos han sido utilizados recientemente en Greenberg (1989 y
1990) para discutir y comparar nociones de equilibrios de juegos. La idea de
conjuntos estables se aplica a cualquier conjunto abstracto de elementos en
el cual hay definido una relacién de dominacion. El resultado es la particion
del sistema de elementos en dos conjuntos, con las propiedades de estabilidad
interna (D\A(F) C F) y estabilidad externa (¥ C D\A(F)). La primera
propiedad hace referencia al hecho de que ningun elemento del conjunto bueno
es dominado por otro elemento de este conjunto, la segunda se refiere a que
cada elemento del conjunto malo es dominado por algin elemento del conjunto
bueno.

Una de las dificultades que presenta esta metodologia es que la existencia de
conjuntos estables sélo estd garantizada para el caso en el que trabajemos con
sistemas abstractos finitos. Por ejemplo, Greenberg (1989) demuestra que el
equilibrio de Nash a prueba de coaliciones (CPNE) propuesto por Bernheim et
al. (1987) puede ser caracterizado mediante conjuntos estables de un sistema
con una determinada relaciéon de dominacién. Mas tarde se comprob6 que
esta caracterizacién es valida solo cuando tratamos con juegos finitos. Kahn
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y Morokherjee (1992) desarrollan algunos ejemplos con espacios infinitos de
acclones para los Jugadores donde demuestran que el conjunto estable no existe.

Sea I' un juego con utilidades cambiantes en el tiempo. Teniendo en cuenta
la definicién de desviaciones creibles, vamos a introducir un sistema abstracto
(D,>). Sea 1 un jugador de I'. Para cada agente 7.7, definimos Q;; como
el conjunto de todos los agentes de ¢ que juegan después de 2.5. Sea @);; un
subconjunto de @Q; ; . Para cualquier i.k tenemos definiciones andlogas. Sea sy
$ elementos de S = X;enS;. Con todas estas notaciones, definimos el siguiente
conjunto,

D={(G5,Qijs):1j€Qi;CQi; s€xSs,je{l,.. k}}

1EN

La relacion de dominacién que establecemos para este conjunto es la si-
gulente:

(2.9,Qij,s) > (1.k,Qix,$) st y solo st
(z) 1.7 juega detrds de 1.k
(12) hij(s) > hi;(3). \
(222) h,;h(s) > hi.h(é,‘_h, S_i,h),v i.h e Q-,'_j.
(2v) S5-Qi; = ‘§—Qi.j‘

Siguiendo en la linea de equilibrio de Nash, los agentes del jugador ¢ que no
pertenezcan a (); ; juegan de acuerdo a lo dictado por 3. Esto es lo que refleja
la condicién (iv). La condicién (z) hace referencia a la consistencia temporal
requerida entre los agentes que proponen la desviacién. La condicién (uz) ase-
gura que el jugador 2.7 prefiere que las ordenes de desviacién sean obedecidas,
siempre que los demds jugadores no implicados en la desviacién, —@Q); ;, con-
tinden con la estrategia §. Esto implica que el jugador .5 sea alcanzado con
probabilidad positiva cuando se sigue lo dictado por 5..La condicién (z:2) im-
plica que cada miembro de ), ; es alcanzado con probabilidad positiva cuando
se juega s. En la definicién original de equilibrio creible se afiadia la condicion
de que no fuesen posibles mas desviaciones (véase la condicidn (ii¢) de la defi-
nicién 2.3). Para juegos infinitos no es necesario hacer referencia a este hecho
en las condiciones de dominacidn, ya que esta idea se recogerd directamente
con la definicién de conjunto estable.

Con la siguiente proposicion establecemos la relacién existente entre la
nocién de conjunto estable del sistema abstracto anteriormente definido (D, >)
y la definicién de equilibrio creible establecida por Ferreira et al. en juegos
finitos con memoria perfecta y utilidades cambiantes en el juego. Seguiremos
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con una extensién de la nociéon de equilibrio creible para juegos infinitos y de
memoria perfecta, utilizando los conjuntos estables de (D, >).

Antes de pasar a la caracterizacion de la nocion de equilibrio creible pro-
cedemos a desarrollar alguna notacién. Denotamos por I'f; el juego que ob-
tenemos a partir del juego [ fijando la estrategia s para todos los agentes,
exceptuando a 1.7 y a los agentes de 1 que juegan después de 1.5. Nétese que
[, es un juego de un jugador posiblemente con muchos agentes, es decir, al
cemienzo del juego los jugadores piensan que es el juego al que se enfrenta el
agente 1.7 s1 los demds agentes y sus seguidores siguen con lo que les dicta la
estrategia s. Denotamos por .75 a un agente de i que no juega después de
ningun otro agente de 2.

Proposicién 1 Sea K un conjunto estable (ASS) de (D >). Para juegos
finitos (nimero de juyadores y de estrategias finitos) de memoria perfecta con
utilidades cambiantes a lo largo del juego. tenemos que parc todoi.7, Qi ; C Qi ;
y s € %x:8:,(1.7,Qi4,58) € K sty solo si s es un equilibrio creible en el juego
['. FEn particular, A = {s : Vi € N, (3.0, Qijo,s) € K} es el conjunto de
equilibrios creibles del juego I.

Demostracion:

Primero si para todo ¢ € NV, para todo 1.7 y ;; C Q;; entonces el acuerdo
(3.7, @1, s) € K, no estd dominado por ningin otro elemento de D, y ningtin
agente de ¢ que juege después de 1.7, digamos por ejemplo :.k, puede proponer
una desviacién creible de s, digamos por ejemplo §, que verifique 8 > S y
5 =i (Sin,8_in) para todo i.h € Q;;. Esto es cierto para todo 7, 7.7 y en
particular para i.j # 1.k, lo cual, por la definicién 2.4, implica que s es un
equilibrio creible. :

Para probar la otra parte de la proposicion, procedemos a elegir un equili-
brio creible s de I'. De este modo sabemos que dado s ninguin agente de los que
juegan después de ¢.j pueden proponer una desviacién creible. Si para algin
1]y Qij, (2.7,Qi4,5) € K entonces este elemento estaria dominado por algin
otro elemento de K. Esto significa que algin agente que juegue después de
1.J puede proponer una desviacién. Es decir, 3 1.k, Qix ¥y 8" = (s5.,,5-0u);
tal que (2.5, Qix, ') > (3.7, Qi j,s). Como, (i.k,Qu,s') € K, s’ es un equilibrio
en ¥, y, entonces, s’ es una desviacién de s propuesta por i.k. Sii.k # i.j,
contradice la afirmaciéon de que s es un equilibrio creible. Si 1.k = .7, por
el Teorema 5.1 en Ferreira el al. (1995) existird otra desviacién s* propuesta
por 7.7 tal que s* serd una desviacién creible de s. Esto nos llevaria a la afir-
macion de que s no es un equilibrio creible y por lo tanto, llegariamos a una
contradiccion con lo que habiamos supuesto inicialmente.  «

En la siguiente proposicion establecemos la unicidad del conjunto estable.
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Froposicién 2 Sean I y T dos conjuntos estables de un sistema abstracto del
tipo (D, =) asociado a un juego finito, de memoria perfecta y con utilidades
cambiantes a lo largo del juego. entonces F'=T.

Demostracion:
Sea {(1.7%, Qi j,, 5% ) }x una secuencia infinita tal que,

(275415 Qiges - Sk1) > (075, Qiges Sk), V K

Debido a que el conjunto de agentes y de estrategias es finito y a que la
relacidén de dominacidn requiere que 1.J54+; juegue después de .7, tenemos
que, la secuencia verifica que para algin ijk, Qij, = Qijeyy Y LJk+1 = LTk
Por lo tanto, la secuencia es transitiva. De acuerdo con el corolario 4b de Arce
y Kahn (1991), esto es una condicién suficiente para establecer la unicidad del
conjunto estable siempre que se afirme su existencia®.  «

Dado que la caracterizacion establecida en las proposiciones acteriores no
estan basadas en la recursion, la metodologia anterior puede ser utilizada para
formular una definicién del concepto de equilibrio creible incluyendo tanto a
los juegos finitos como a los infinitos.

Definicion 2.5 Consideremos un juego de memoria perfecta con utilidades
cambiantes a lo largo del juego y con un numero finito o infinite de jugadores
y estrategias. Una secuencia s = (81,8, ...) es un equilibrio creible del juego T
st y solo si existe un conjunto estable (ASS), K, asociado al sistema abstracto
(D, >) tal que para todo i € N, para todo 1.j0 y para todo Q;;, C Qij

(2.J0, @ijo,s) € K.

El conjunto estable K es interpretado como una norma social donde cada
punto en K es igualmente razonable: Ninguno domina a otro dentro de la
norma social y los puntos que estan fuera de ella estan dominados por los
pertenecientes a la norma.

Una de las dificultades que presenta esta metodologia de conjuntos estables,
cuando los sistemas abstractos (D >) no son finitos o la relacién de domina-
cién, > , es ciclica, es que los conjuntos estables pueden no existir. Kahn y
Mookhejee (1992) muestran un ejemplo donde el conjunto estable no existe.

2.4 Memoria Imperfecta.

En todo momento estamos considerando que cada agente evalia sus ganancias
antes de que comience el juego. Es lo que se denomina, en teoria de juegos,
una vision ex ante sobre la eleccion de las estrategias.

3La existencia de conjuntos estables esta garantizada cuando el conjunto D es finito y >
es aciclica.
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La condicion de memoria perfecta es un supuesto basico sobre los conjuntos
de informacion, que se suele imponer en los juegos en forma extensiva. Con este
supuesto el jugador al que le corresponde jugar conoce lo que ha jugado él mis-
mo anteriormente hasta ese momento. in nuestro caso la memoria imperfecta
significa que puede existir algun agente que no sabe qué decisiones tomaron
otros agentes del un mismo jugador. El no suponer la condicién de memoria
perfecta en nuestio modelo va a repercutir en la nocion jugar después de...
que mas adelante definiremos. El abandono del supuesto de memoria perfecta
es bastante comun en muchos problemas econdémicos: cuando varios agentes
representan a un jugador es factible que algin agente no tenga informacion
de los que anteriormente realizd algin otro representante. En algunas aplica-
ciones comeutadas en Ferreira et al. (1995) la memoria perfecta no parece un
requerimiento muy razonable. Sin embargo, estos autores no proponen nigin
tipo de solucidén a este problema. En esta seccién estudiamos esta extension,
y proponemos una nocion de equilibrio creible en juegos de memoria imper-
fecta. Como se vera, una de las consecuencias de no asumir memoria perfecta
es que no se podran utilizar definiciones recursivas. Utilizando los conjuntos
estables aparecen problemas de existencia ain en el caso de un numero finito
de jugadores.. Por ello, utilizamos el concepto mas general de semiparticiones.
Nétese que la existencia de conjuntos estables o semiestables no implica que
el conjunto bueno no sea vacio.

Otra de las consecuencias de no suponer memoria perfecta es que tenemos
que especificar las desviaciones permitidas. De-acuerdo con la condicién (z21)
en la definicion 2.3 de las desviaciones creibles, después de una desviacién
ningun agente que juega después del que propone la desviaciéon encontara otra
desviacidn. Pero este agente no tiene por qué jugar con probabilidad positiva
de acuerdo con la primera desviacidn, asi este nuevo agente puede proponer
otra desviacion y la primera dejaria de ser creible. Con la metodologia original
de memoria perfecta y nimero de jugadores finitos este tipo de problema no
se presentaba, ningin agente que jugase con probabilidad cero se beneficiaria
de la desviacidén pues solamente incluiria agentes que juegan después de él.
Las acciones de estos jugadores no cambiaban el pago esperado cuando se
evaluaban al comienzo del juego. Sin memoria perfecta esto no tiene por qué
ocurrir. Un agente que juegue con probabilidad cero, podria convencer a otros
agentes que jueguen después de él, y que, si cambia su comportamiento, le
permite jugar con probabilidad positiva. Esta situacion no es muy natural, asi
que en la nueva definicién debemos evitar que ocurran estas posibilidades.

Por ello vamos a definir primero lo que llamaremos jugar después de para
el caso mds general de memoria no perfecta.

Definicién 2.6 Sea I' un juego con o sin memoria perfecta y con utilidades
cambiantes durante el juego. Diremos que 1.7 juega después de 1.k de acuerdo
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con la estrategia s si existe una trayectoria desde la raiz del juego (comienzo)
pasando a través de y € u;p y T € u;j, st y es encontrado antes que v en
el drbol que constituye el juego, y si ambos agentes juegan con probabilidad
pesitiva cuando se juega s.

Nota: Si usamos la nueva definicion de la relacion jugar después de...de
acuerdo con la estrategia.... en la definicién 2.2, la definicién no cambia cuando
nos referimos a juegos con memoria perfecta.

El ejemplo de la Figura 3 ilustra claramente cémo la pérdida de memoria
puede hacer que la relacion jugar después de sea ciclica. Obsérvese que, de
acuerdo con la estrategia en la que cada agente selecciona al azar entre sus
estrategias, el agente 1.2 puede jugar después de 1.3 y el agente 1.3 también
puede jugar después de 1.2, ya que sus conjuntos de informacién se cruzan.
Nétese también que de acuerdo cen la estrategia (R, L2, R3) el agente 1.2 juega
con probabilidad cero. Si este jugador pudiera proponer una desviacién a los
agentes que juegan después de él, podria sugerir, por ejemplo, al agente 1.3
jugar L3 haciendo que el jugador 1.2 juegue con probabilidad positiva. Estas
situaciones son las que se evitaran en las definiciones de las secciones proximas.

[FIGURA 3]

Ahora extendemos la definicion de equilibrio creible a juegos con memoria
imperfecta, en los que las coaliciones de los jugadores se comunican antes de co-
menzar el juego y se realizan los acuerdos no vinculantes que crean oportunos.
En este escenario deseamos conocer cuales son los acuerdos estables.
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Para una estrategia s € x;enS;, denotamos por Q;;(s) el conjunto de
todos los agentes de ¢ que juegen después de 7.7 de acuerdo con s. Definimos
Qi () andlogamente. Sean Q;; C Qi;(s) v Qix C Qix(5) subconjuntos de
los anteriores y 5,5 € x.5; estrategias del jugador 2.

Teniendo en cuenta la definicion 2.3 y los comentarios del comienzo de la
seccion, introducimos la relacién de dominacién >3 y obtenemos el siguiente
sistema abstracto:

(D, »>) donde: (4.1.1)

D=U{G4Q,s): ijeQcC Qij(s) s€x:Sje{l,2. k}}

ieN
(1.7,Q,5) >> (1.k, H,5) 51 y solo si

(7) 1.7 juega después de i.k de acuerdo a S.
('LZ) hi'j(8> > hu(g)

(121) hin(8) > hin(Sin, s_in), para todo 1.h € Q,
(1v) sg = $_g.

Un elemento del conjunto D, que serd llamado un acuerdo, es una espe-
cificacion de cada uno de los movimientos realizados por todos los miembros
del acuerdo, teniendo en cuenta que otros jugadores realizan unos movimien-
tos ya dados. La condicién (z) permite el analisis de juegos con conjuntos
de informacién cruzados como el de la Figura 4. Solamente si un agente ¢.7
es alcanzado con probabilidad positiva bajo la estratregia s puede proponer
una desviacién desde §. La condicién (z2) hace referencia a las preferencias
del agente 1.7, es decir, prefiere lo propuesto en s antes que seguir con 3. La
condicién (z:2) implica que cuando a ¢.h, un miembro de @Q;;, le toca jugar,
preferiere cumplir con la desviacidén que con la estrategia 3, dado que el resto
de los agentes implicados en el acuerdo siguen con la desviaciéon propuesta por
s. Puede observarse que las condiciones (iz)-(22:) de la relacién de dominacién
imponen requerimientos solamente sobre los jugadores que juegan después de
2.7 de acuerdo con s. También se puede hacer notar que el sistema abstrac-
to (D, >>) se reduce al conjunto abstracto (D, >) en el caso de juegos con
memoria perfecta.

Nuestro objetivo es determinar si un acuerdo es estable, es decir, si nunca
esta dominado, o si lo estuviese, si estd dominado por un acuerdo que a su
vez estuviese dominado por otro acuerdo que nunca estaria dominado y asi
sucesivamente. '

Von Neumann y Morgenstern establecieron condiciones suficientes para la
existencia y unicidad de los conjuntos estables basindose en propiedades de
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las relaciones de dominacion aciclicas definidas sobre los conjuntos abstractos.
Desafortunadamente la relaciéon de dominacion »> no es aciclica en todos los
casos, por lo tanto no podemos utilizar las condiciones suficientes que aludia-
mos anteriormente para demostrar la existencia de conjuntos estables en el
nuevo sistema (D, >>). Estas situaciones adversas desaparecen en el caso de
finitud en el numero de jugadores y estrategias, y relaciones aciclicas donde
siempre podemos asegurar la existencia de una unica particion del sistema en
conjuntos estables y no estables.

Kahn y Mookherjee (1992) prueban la no existencia de conjunto estable
sobre un sistema abstracto definido a través del concepto de equilibrio de
Nash a prueba de coaliciones. Estos autores consideran una versién mas débil
de las particiones estables y confeccionan lo que llaman particién semiestable
o semiparticién. La idea es dividir el sistema abstracto en tres conjuntos segin
la siguiente definicién.

Definicién 2.7 Sea (A, >>) un sistema abstracto. Un trio de subconjuntos
{G,B,U} of A forman una particidn semiestable (SSP) de A si:

(1) B estd formado por elementos dominados por elementos pertenecientes
aG. Le,ze€Bsiidz’ €G tal que 2’ >> .

(2) G estd formado por todos los elementos no dominados o por dominados
por elementos pertenecientes a B. le., ' € G yx >> 1, entonces z € B.

(3)GNB=0 yU = A\(GUB).

G es llamado conjunto bueno, B es el conjunto malo yU es el conjunto feo.

Lo ideal seria tener una tunica particion estable, es decir U = §, ya que este
conjunto de la particién semiestable va a hacer que el concepto de solucion, que
tomemos para un juego, sea un poco ambiguo. Desafortunadamente, el caso
con el que nosotros estamos trabajando no admite una unica particion estable
y tendremos que conformarnos con las particiones semiestables de (D, >>).
Este concepto de particién semiestable es un poco mas débil que el concepto
de particién estable. Uno de los resultados sobre las particiones semiestables
reflejan que el conjunto feo contiene ciclos y secuencias infinitas de acuerdos
dominados unos por otros, sin ser ningin acuerdo del conjunto bueno. En
las préximas secciones nos vamos a centrar en este subconjunto. Como se
puede comprobar a través de la definicién anterior una particién semiestable
no tiene por qué ser unica. Por ello, la extension del concepto de equilibrio
creible la vamos a realizar sobre una interesante clase de particién semiestable:
La particion semiestable minimal. En este trabajo vamos a considerar este
tipo de particién semiestable porque, como se verd inmediatamente, es facil de
construir y es una forma de considerar conjuntos de acuerdos que sean lo mas
pequenios posibles. Ademas, en la literatura sobre la particiones semiestables
se suele considerar la minimal como un método para particionar el conjunto
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de acuerdos. De todos modos, pueden existir otros métodos* para particionar
el conjunto total de acuerdos.

Definicién 2.8 Una (> )-particion semistable {G™(>>), B*(>>),U*(>>)}
de D es minimal si satisface que: G*(>>) C G(>») , B*(>>) C B(>>)
y U*(>>) es el complementario de G* U B*, para cada particicn semistable
{G(>>),B(>+),U(>>)} de D. Estos conjuntss {G*, B*,U*} son llamados
estrictamente buenos, estrictamente malos y estrictamente feo respectivamen-
te.

En nuestro caso, la forma de construir una particion semiestable minimal
serd andloga a la construida por Kahn y Mookherjee (1992):
Primero definimos los conjuntos Gj and Bj:

Go={(4,Q,s)eD: Alh H3ZeD :(.hHSZ > (i5,0Q,s)}

Bo=A{(:.,Q,s) € D: 3(i.h,H,3) € G5 :(i.h,H,3) »> (i.7,Q,s)}

Posteriormente por induccion definimos G5, B conk=1,....
ky i ’

Gi={(i.5,Q,5) € D+ si (i.h,H,3) > (i.5,Q,5)
entonces (i.h,H,3) € B}_,}

By ={(i-j,Q,s)e D: 3(.h,H 3 e€G; :(i.h,H 3 > (1.5,Q,5)}

Definimos G* = UR Gy v B* = U2, B;. Finalmente, definimos el conjunto
U* como el complementario de G*U B* en D.

Una vez que hemos definido la particion semiestable minimal del conjunto
abstracto basado en el concepto inicial de equilibrio creible podemos definir lo
que entenderiamos por equilibrio creible en esta semiparticién. La existencia
de un conjunto feo no vacio abre la posibidad de recoger dos conceptos de
equilibrios creibles, una versién fuerte y otra mas débil.

Definicién 2.9 Sea I' un juego de memoria imperfecta con utilidades cam-
biantes durante el juego, con un numero finito o infinito de jugadores y es-
trategias. Sea (D, >>) un sistema abstracto definido como en [4.1.1], y sea
{G*, B*,U*} una particion semiestable minimal de D. Una estrategia s es
un equilibrio creible en sentido fuerte de I' st para todo 1.70 y Qij, C Qijy;

(1.90, Qijo, ) € G*(>>).

4Las préximas definiciones se pueden realizar con otros tipos de particiones semiestables
distintas de la particién semiestable minimal.
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Segin nuestro nuevo concepto de solucién (7.9, Qi j,,S) es estable si esta
dominado solamente por elementos pertenecientes al conjunto estrictamen-
te malo. En cambio una nocién mds déhil de equilibrio creible (equilibrio
débilmente creible) seria la siguiente:

Definicién 2.10 Sea T, (D, >>) y {G*, B*,U*} definidos como el caso ante-
rior. Una estrategia s diremos que es un equilibrio débilmente creible de I sz
para todo i.jo y Qijy C Qije, (¢-Jo, Qijo,s) € G*(>>)UU(>>).

Esta solucién mas débil (incluye mas elementos que la version fuerte) nos
dice que un elemento de D es creible si no estd dominado por un elemento
perteneciente al conjunto estrictamente bueno. Estas son las formas estandar
de definir equilibrios cuando tenemos particiones semiestables; sin embargo,
ninguna de las definiciones establecidas nos parece enteramente satisfactorias.
Primero, porque puede ocurrir que el conjunto bueno G sea vacio y, segundo,
porque algunos elementos que constituyen el conjunto feo pueden ser mds feos
que otros, en el sentido de que pueden existir elementos que siempre estan
dominados y no dominan a otros. Esa distincién entre los elementos feos
permite prescindir de algunos. Estas distinciones se pueden observar en la
Figura 5 de la préxima seccion.

Para terminar esta seccion vamos a ilustrar con un ejemplo el caso de
un juego con mernoria imperfecta en el que la relacién de dominacién es no
ciclica. Obsérvese en este ejemplo la diferencia de aplicar el concepto inicial
de equilibrio creible y el que hemos propuesto en esta seccion para los juegos
con memoria imperfecta.

[FIGURA 4]
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Considerando el juego de la Figura 4, (L1, L2) no es un perfil de estrategias
creible de acuerdo con la definicién inicial ya que el agente 1.1 puede proponer
instrucciones v el agente 1.2 mover con (R1, R2). Si el agente 1.2 supiera que
el agente 1.1 va a mover Rl, elegiria cumplir con las instrucciones. Pero no lo
sabe, v si decide cumplir, el agente 1.1 elige L1 para conseguir un pago igual «
3. Asi pues, la desviacidn (R1, R2) es poco segura. Sin embargo, la definicién
original no hace referencia a este hecho.

A la vista de los resultados podemos concluir que la definicion original de
equilibrio creible no es apropiada para este tipo de contextos con memoria
unperfecta. En cambio, si aplicamos la definiciéon 2.9 6 2.10, obtenemos la
sigulente serie de elementos dominados:

(1.1, N, (L1, L2)) << (1.1, N, (R1, R2)) <<

<< (1.1.{1.1},(L1, R2)) << (1.2,{1.2},(L1, L2)).

Podemos observar que el ultimo acuerdo de la serie anterior no estd domi-
nado (para ello se necesitaria la participacién de 1.1 para ir a (R1, R2), pero
esto no es posible porque 1.1 no juega después de 1.2).

Asi que ((1.1, N, (L1,L2)) , (1.1,{1.1}, (L1, R2)) son elementos del conjun-
to maloy (1.1, NV, (R1, R2)),(1.2,{1.2}, (L1, L2)) del conjunto bueno. En otras

palabras, (R1, R2) y (L1, L2) son equilibrios creibles segiin nuestra extension.

2.5 Ciclos y Clases de Equivalencia.

En las secciones anteriores hemos definido la nocién de equilibrio creible apo-
yandonos en dos conjuntos: el bueno y el feo. El conjunto feo le da un carédcter
ambiguo a la nocién de equilibrio. Lo ideal seria que el conjunto feo fuese el
vacio, pero ya hemos visto que hay casos en los que este conjunto es bastante
amplio. De todas formas, lo que st esta claro, es que dentro de este conjunto
podemos realizar nuevas divisiones y volver a redefinir el concepto de equilibrio
cre’ble con una mejor seleccién de los elementos que constituyen el conjunto
feo. '

Consideremos el juego representado en la Figura 5 y, para simplificar calcu-
los, consideremos sélo estrategias puras. Las siguientes relaciones pueden ser
facilmente comprobadas: Los acuerdos (1.2, N,(R2,L13)) v (1.3, N, (L2, R3))
forman un ciclo en el que se dominan mutuamente. De esta forma, esos ele-
mentos pertencen al conjunto feo de la particidén semiestable correspondiente.
El acuerdo (1.3, N, (R2, R3)) (con 0 < £ < 1) es también un elemento del con-
junto feo. Ademads esta dominado por los dos acuerdos anteriores y domina al

acuerdo (1.2, N, (L2, L3)). Finalmente el acuerdo (1.2, N, (L2, L3)) no domina
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a ningun otro acuerdo v, por lo tanto, también se incluye en el conjunto feo.
Este ejemplo nos sugiere una nueva divisiéon dentro del conjunto feo.

0 102 0 0 4= E
0 £ 35 2+E 0 S 2 2
[FIGURA 5]

En esta seccidon usaremos algunos de los resultados existentes acerca de la
estructura de los conjuntos feos (Arce y Kahn, 1991): Sea (D, ) un sistema
abstracto, y {G, B,U} una particién semiestable en él, entonces, si U # 0, U
contiene una secuencia infinita {z;}; tal que z;4; > z; para todo 7. Algunas
veces estas secuencias se convierten en ciclos (cuando el rango es finito).

En esta seccidén vamos a conectar dos conceptos: clases de equivalencia y
ciclos de un sistema abstracto. Para llevar a cabo esto veamos cada uno de los
conceptos.

Definicién 2.11 Sea (D,>) un sistema abstracto, un ciclo de elementos de
. .=« (D,>) es una secuencia finita (z;)iz1,.n con z; € D que satisface

Ty > Lo > ... Tyg.

Sea {G, B, U} una particién semiestable asociada a (D, >>). Supongamos
que U es un conjunto no vacio y que éste contiene al menos un ciclo. Como
vimos en el ejemplo, este conjunto puede tener elementos que son mds feos que
otros. Usaremos nuevamente la metodologia de conjuntos estables para carac-
terizar estos elementos que llamaremos buenos-feos sélo en juegos no finitos y
memoria imperfecta. La 1dea es particionar el conjunto de los feos en dos sub-
conjuntos que denotaremos por buenos-feos y malos-feos, con las propiedades
de estabilidad interna y estabilidad externa.
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Partiendo de la relacién de dominacién >> definimos la siguiente relacién
de equivalencia:
(1.7,Q,s) ~ (2.h, H, §)
si (2.7,@,8) = (i.h, H,§) o si existe un par de sucesiones {(z;):}, {(v:):} en D
tal que
(1.J,Q,8) == z1 > ...Tp >

> (1hy H,8) = y1 = ...yx = (1.7,Q, 5).

Proposicion 3 La relacion ~ sobre U definida anteriormente es una relacion
de equivalencia.

Demostracion:

Es trivial demostrar que Ja relacion ~ es reflexiva y simétrica.

Para probar la transitividad, supongamos que tenemos tres acuerdos del
sislema que verifican que (2.7,Q,s) ~ (z.h, H,$) y que (2.h, H,§) ~ (1.k, K, §').

Esto implica que o bien (i.5,Q,s) = (2.h, H,3) = (i.k, K,s’) o se dan las
siguientes relaciones:

(1.7,Q,8) =>x1 >=> ...xp >> (t.h, H,§) »=>

YL > Yk > (Z]: Q,s).

(t.h, Hy8) > &1 > ... 2y > (0.k, K, §") >
=01 = Ok - (1hy HLS).

Entonces, (1.7,Q,s) >> z; >> ...(e.h, H,38) >> ;... => (i.k, K, s').
Pero esto implica que (z.7,Q,s) ~ (¢.k, K,s').  «

Consideremos ahora el conjunto cociente obtenido a través de las clases de
equivalencia de ~ y definamos una relacion de dominacion sobre el conjunto
cociente.

Definicién 2.12 Las clases de equivalencia de una relacion de equivalencia,
denotada por =, sobre un conjunto A son colecciones de los siguientes elemen-
tosla)={z€ A \ z=a}. La coleccion {[a]}sca €s denotada por (A] =) y
llamada conjunto cociente de ® A por =.

Il lector puede referirse a Potter {1990), Capitulo 2, para un estudio detallado sobre las
relaciones de equivalencia y los conjuntos cocientes.
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Consideremos el conjunto feo U y la relacion de dominacion inicial >,
(U,>>). Sea la relacién de equivalencia ~ sobre U. Entonces definimos un
nievo sitema abstracto:

(U] ~).>)
donde, ahora, el conjunto abstracto es el conjunto cociente de la relacién de
equivalencia definida sobre el conjunto de elementos feos: para todo [a],[b] €
U/ ~)
[a] > [b]
sii [a] # [b] y existe z € [a] , y € [b] y una sucesién {(z;);} con z; € U tal que,
e SR Al e N S ok Ratal '}

‘Para un caso general, como el caso de no finitud del conjunto (U/ ~),
nos encontrariamos con problemas de existencia de particiones estables en el
sistema (U/ ~),>). Por ello, consideremos entonces una particion semiestable
minimal, {Gy, By, U}, es decir, considercmos los siguientes conjuntos:

Gi(~)={zeU:[z]€ Gu(>)} y Uy{~)={z € U : [z] € Uy(>)}

Con estos conjuntos podemos volver a reformular una extensién de equili-

brio creible que es mas satisfactoria que las realizadas anteriormente en 2.9 y
2.10.

Definicion 2.13 Sea I' un juego de memoria imperfecta, con utilidades cam-
biantes a lo largo del juego y con un numero finito o infinito de jugadores y de
estrategias. Una estrategia s es un equilibrio creible del juego I' st para todo
tJo € N, y Qijy C Qizo, (2.J0, Qijo>8) € G(-=)U G (~) U UG (~).

Llegados a este punto, parece légico considerar la posibilidad de que U
contenga también elementos mds feos que otros. Lo interesante es que el con-
junto U no contiene ciclos y que, por lo tanto, no es necesaria esta nueva
distincidon de elementos.

Proposicion 4 Sea (U] ~),>>) un sistema como los definidos anteriormen-
te, entonces 3> es una relacion aciclica sobre (U[f ~).

Demostracion:

Para llevar a cabo la demostracién de esta proposicién usamos el siguiente
resultado: Si una relacién es asimétrica, transitiva e ireflexiva, entonces es
aciclica. En nuestro caso es trivial demostrar que la relacion de dominacion
> es reflexiva y asimétrica.

Para demostrar la transitividad supongamos que [a], [b],[c] € (U] ~) con
[a] > [b] ¥ [8] > [d].

Estas clases de equivalencia son distintas y existe z € [a] y,y" € [b] ¥y
z € [] tal que

T Ty e > Ty > Y,
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Y -y >y - 2

Siy=vy" o y=>y...>>vy (porque y,y" € [b]), tenemos que
T - ... >> 2, lo cual implica que [a] > []. .

Si el conjunto abstracto es finito v la relacién binaria establecida es aciclica,
podemos garantizar la existencia de una unica particién estable. Una vez
que se elimina la posibilidad de que se formen ciclos, la dnica razén por la
que no se puede garantizar la existencia y unicidad de conjuntos estables es
el hecho de que el conjunto (U/ ~) no sea finito. Una cuestién interesante
para futuras investigaciones es la de buscar condiciones bajo las cuales se
nos permita garantizar la finitud de dicho conjunto cociente; esta claro que
un conjunto feo finito genera un conjunto cociente tambien finito, pero lo
interesante es el estudio de conjuntos feos infinitos que generen un conjunto
cociente finito.

2.6 Existencia de e—equilibrios creibles.

Si revisamos la literatura que utiliza la metodologia de sistemas abstractos,
nos encontramos con que hay grandes problemas para demostrar teoremas de
existencia y para encontrar contraejemplos. Sin embargo esto no ha sido un
impedimento para que esta metodologia sea fructifera, abordando problemas
dificiles en la Teorla de Juegos, especialmente aquellos relacionados con la
estabilidad de desviaciones coalicionales.

En esta seccién vamos a demostrar teoremas que garantizan la existencia de
una aproximacion del equilibrio débilmente creible para juegos de utilidades
cambiantes de memoria imperfecta pero finitos. La idea es la de demostrar
existencia de e—equilibrios creibles.

En otros contextos diferentes, Greenberg, Monderer y Schitovitz (1996)
prueban la existencia de un e—equilibrio conservador.

Definicién 2.14 Para cada € > 0 definimos (D, >>.) como el sistema abs-
tracto (D, >>) ezceptuando que las condiciones(ii) y (iii) que aparecen en la
definicion [{.1] son sustituidas por las siguientes condiciones:

(1) hij(s) > hi;(8) —€

(ZZZ}) hi_h(s) > hz’.h(éi.h;s—i.h) — €, para todo 1.h in ngj

La definicién de e—equilibrio débilmente creible es como la definicién de
equilibrio débilmente creible de la definicion 12 pero sustituyendo la relaciéon
de dominacién > por la relacién de dominacion >>.. En otras palabras,
un e-equilibrio débilmente creible es como un equilibrio débilmente creible
exceptuando que los agentes no se desvian a menos que ganen mas de € > 0.
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La proxima proposicién demuestra la existencia de este nuevo equilibrio para
una importante clase de juegos.

Proposicion 5 Sea I'(6)=(T, P,U,C, p, k) un juego finito con utilidades cam-
biantes. Entonces, siempre existe al menos un c-equilibrio débilmente creible.

La prueba de esta proposicién es establecida como un corolario de la pro-
posicién 6. Antes de pasar a dicha proposicién necesitamcs realizar una nueva
definicién.

Definicién 2.15 Sea ['(6) = (T, P,U,C,p,h) un juego finito con utilidades
cambiantes. Definimos el juego I'(8)=(T, P,U,C.p,k,8) como I, con la inica
diferencia de que en I'(8), para cada agente de cada jugador, todas las es-

trategias puras deben ser elegidas con una probabilidad positiva y multiplo de
6> 0.

Nota: Para aplicar esta definicion basta pensar en el caso en el que para
cada agente, el nimero de estrategias dividido por é c¢s un numero entero.
De esta forma, siempre es posible definir juegos del tipo [‘(6) cuando el juego
original considerado es finito.

Nétese que a esta clase de juegos se les puede aplicar en todo momento las
definiciones de equilibrio creible. También cabe destacar, que si un jugador
juega detras de otro segin una estrategia, también juega detrds de él de acuerdo
con cualquier otra estrategia, asi que no es necesario hacer referencia a la
estrategia.

Proposicién 6 Sea ['(d) un juego segin la definicion 2.15, entonces tiene al
menos un equilibrio débilmente creible.

Demostracion: _

Comenzamos considerando una estrategia s, si no es un equilibrio débilmente
creible, entonces existe (i.70, Qijo,S) ¥ (2-7,Q:j,8") tal que (2.7,Qi;,8") >>
(Z.'jO) Qi-jo 3 S)'

Ahora bien, si s’ no es un equilibrio débilmente creible, entonces podemos
encontrar una nueva desviacion que la domina y asi sucesivamente. Sien algin
punto alcanzamos un equilibrio débilmente creible entonces hemos concluido.
Si no es asi, habremos construido una serie o
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Hay dos posibles casos:

(z) Los elementos del ciclo se alternan entre elementos buenos y malos.

(12) Los elementos del ciclo pertenen al conjunto feo.

Consideremos el primer caso con (z.h, Q; 1, s") en el conjunto bueno. Todas
las estrategias son completamente mixtas, todos los agentes en el ciclo juegan
detrds de algin otro de acuerdo con alguna estrategia. Esto significa que s”
no es un equilibrio débilmente creible y solamente las desviaciones que estan
por encima de ésta (las dominadas hasta llegar a dicho acuerdo) son debidas a
jugadores o agentes de 7 que no juegan después de ¢.h. Fijamos la parte de la
estrategia s” para todos los agentes del jugador 7 que juegan después de i.h, i.e.,
fijamos s%,,. Con la desviacién existente podemos repetir el mismo proceso
que comenzamos, pero esta vez con (2.Jo,@:j,,S). Cada vez que hagamos
este procedimiento, o bien encontramos un equilibrio débilmente creible o bien
fijamos una estrategia para un nuevo conjunto de agentes. En el dltimo paso
de la situacion descrita, por la finitud del juego, hemos fijado una estrategia
para cada agente. El perfil de estrategias asi construido debe ser un equilibrio
débilmente creible (de hecho, este perfil deberia ser un equilibrio creible si
éste perteneciese al conjunto bueno) o bien ningin agente puede encontrar
una desviacion que pertenezca al conjunto malo. Si (z.h, Qis,s”) pertenece al
conjunto malo, (z.k,Q;,s") pertenece al conjunto bueno y podemos repetir
el proceso para fijar 54 .

Si por el contrario, todos los elementos del ciclo son elementos pertenecien-
tes al conjunto feo, el proceso puede ser repetido directamente con (i.h, Q; 4, ")
y el perfil final seria o un elemento bueno o un elemento feo, en todo caso seria
un equilibrio débilmente creible. «

Demostracion de la Proposicion 5:

Debido a que los pagos son expresados mediantes funciones continuas de
probabilidad con las que las estrategias mixtas son elegidas, para cada € existe
un ¢4 tan suficientemente pequefio que cada pago, que es el resultado de haber
combinado unas estrategias en el juego I, pertenece al entorno de tamarfio € de
un pago del juego I'(§). Asi pues, el equilibrio débilmente creible en el juego
['(8) es un e-equilibrio débilmente creible en I .

Nota: Esta prueba funciona con ¢ positivo, pero no con € = 0. La razon
es doble; primero, cuando € — oo, el nimero de elementos del ciclo tiende
también a infinito y no se podria utilizar el argumento anterior y, segundo,
el conjunto de equilibrios creibles no tiene por qué ser un conjunto compacto
(véase un ejemplo en Ferreira et al.).

Para finalizar las discusiones acerca de la existencia realizamos una obser-
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vacién bastante interesante. En el trabajo de Ferreira et al., la existencia de
equilibrio creible fue establecida como consecuencia de obtener el conjunto de
los equilibrios perfectos, que siempre existe, como subconjunto de equilibrios
creibles. Cuando el supuesto de memoria perfecta se abandona, las compli-
caclones se acentian debido a que este tipo de relaciones ya no se podran
establecer. El siguiente juego es un contraejemplo:

o] 1 2 0
0 1 2 [¢]
[FIGURA 6]

Se puede comprobar que si ambos agentes mueven derecha (flechas negras)
se constituye un equilibrio perfecto. Lo mismo puede decirse si ambos juga-
dores mueven izquierda (flechas blancas). Sin embargo, el primer perfil no
puede ser un equilibrio creible, debido a que cada agente puede sugerir como
desviacion jugar izquierda.

2.7 Variantes del equilibrio creible.

En la definicién de equilibrio creible se establece que, en caso de indiferencia,
los agentes no se desvian, tal como se refleja en la condicidn (22¢) de la definicién
de equilibrio creible. Si omitimos este requerimiento obtenemos otro tipo de
relacion de dominacion.

Sea D un sistema abstracto como el definido en la seccién 4 de este capitulo.
Definimos una nueva relacion de dominacion >,:

(?]7 Qi.j’ 5_) >0 (Zka Qi.k: '§) s
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(7) 1.7 juega después de 1.k de acuerdo con §

(Zl) hi_j(.s) > h,](é)

(227) S-Q:; '§‘—Qi.j

Dado este nuevo sistema (D, >,) consideremos una particiéon semiestable
minimal del conjunto D, {G(>.), B(>.),U(>,)}. De forma aniloga a las
definiciones procedamos a la definicién de un nuevo equilibrio.

Definicién 2.16 Sea I' un juego con utilidades cambiantes. Sea (D,>,) el
sistema abstracto definido anteriormente. Una estrategia s es un equilibrio
dptimo cretble en sentido fuerte si para todo 1.50 y Qij, C Qijo(s), se verifica
que (1.7, Qi ., 8) € G(>,).

Este equilibrio es también una extension del equilibrio de Nash para juegos
no cooperativos con utilidad constante a lo largo del juego. Esta definicidn es
mas sencilla, pero presenta el problema de existencia incluso en juegos finitos
con memoria perfecta.

Analicemos con un poco mas de detalle estos equilibrios éptimos para los
juegos I'(8). Recordemos que si un acuerdo (z.Jo, Q: ;, s) pertenece al conjunto
G(>,) entonces, o bien no estd dominado por ningin otro acuerdo o bien estd -
dominado por un acuerdo malo. Si ocurre lo primero quiere decir que ningin
otro jugador encuentra una desviacién de s que le reporte mayor utilidad, es
decir jugar de acuerdo con s serd la mejor opcién. Si (i.jg, @i j,S) estd domi-
nado por otro elemento perteneciente al conjunto malo, éste, a su vez, estd
dominado por uno bueno y éste ultimo o no esta dominado o estd dominado
por uno malo. Asi podemos seguir sucesivamente. De tal forma que si llega-
mos a un acuerdo bueno no dominado seria otro equilibrio 6ptimo creible en
sentido fuerte y eso seria una contradiccién de que inicialmente teniamos un
acuerdo bueno.® Entonces lo tinico que puede suceder en este caso es que el
acuerdo inicial no este dominado o bien que se forme una secuencia infinita
de acuerdos de la siguiente manera : G >, B >, G >, B >, .... lo cual
significaria intuitivamente que ningin agente encuentra una estrategia que le
reporte mayor utilidad sin que ésta sea objeto de una desviacion.

Con este nuevo concepto de equilibrio parece que las cosas se simplifican
bastante: la relacién de dominacién es mas simple’. Si ahora tenemos la si-
tuacién (1.7, Qi 5, 5) >0 (1.h, Qir, §) es debido a que el agente 7.5 obtiene mayor

6Recuérdese que los acuerdos buenos no pueden estar dominados por otro acuerdo bueno.

“Hemos prescindido de una de las condiciones, concretamente de la condicién (iii) de la
definicidn de equilibrio creible en sentido fuerte, es decir, ahora para que un acuerdo domine
a otro lo unico que necesitamos es que haya un agente que con otra estrategia, que sea una
desviacién de la inicial, consiga mayor utilidad
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usilidad con s que con la estrategia® 5. Ahora, a los agentes involucrados en
la desviacidén @;; no les exigimos que obtengan una mayor utilidad, ya que
con las condiciones impuestas podemos garantizar que si obtienen mayor uti-
lidad con la nueva estrategia se desviaran, si obtienen igual también seguiran
la desviacion y si obtienen menor utilidad volveran a proponer una desviacion,
contra §, alguno de sus miembros. Con esto lo inico que nos garantizamos es
que si algin agente esta indiferente ante la desviacién propuesta por otro, este
primero la secunde. Si observamos la definicion de la relacion de dominacidn
lo que nos conlleva es que aumentamos el numero de acuerdos que estan do-
minados por otros acuerdos. Esto nos hace pensar que tanto el conjunto malo
como el conjunto feo van a aumentar su tamano en estos casos. Por ello, como
comentabamos al comienzo de la seccién los nroblemas de existencia en este
tipo de equilibrio son atin mas graves.

Como comentario a estos problemas cabe resaltar el ejemplo ya discutido
por Ferreira et al. para la inexistencia de equilibrios 6ptimos creibles en jue-
gos finitos y memoria perfecta, ya que, igual que ocurria en equilibrios creibles,
existe una equivalencia entre las definiciones recursivas de estos autores y las
definiciones no recursivas empleadas en esta seccién (para juegos finitos y me-
moria perfecta).

Cuando existen estos equilibrios creibles dptimos constituyen una soluciéon
del juego mucho mas simple que la de equilibrio creible. Si el conjunto de
equilibrios creibles optimos esta formado por al menos un acuerdo, podemos
afirmar lo siguiente:

Proposicién 7 Si eziste un acuerdo (1.7, s, Qi j,) perteneneciente al conjunto
G(=0) y no esté dominado entonces s es un equilibrio creible y un equilibrio
creible dptimo. '

Definicion 2.17 Para cada € > 0 definimos (D, >q.) como el sistema abs-
tracto (D,>q) exzceptuando que las condiciones(ii) y (iii) que aparecen en la
definicion son sustituidas por las siguientes condiciones:

(13°) hi;(s) > hii(5) — €

(153°) hi 1 (8) > hin(Sin,S—in) — €, para todo i.h perteneciente a Q; ;

Entonces, un e—equilibrio optimo débilmente creible es aquella estrategia s
tal que (1.0, Qijo,s) € G(>0:) U U{-gc) para todo Q; 5, C Qijo(s)

8La estategia 5 es igual que s para los agentes que no pertenecen a la coalicidén Q; j, es
decir s_q,; =5_¢,;
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2.8 Conclusiones y comentarios.

En este capitulo hemos extendido la definicion de equilibrio creible a juegos
infinitos y con memoria imperfecta. Como la definicidn recursiva original no se
puede aplicar a ninguno de estos casos, se ha recurrido a la nocién de conjunto
estable en la Teoria de las Situaciones Sociales. Los problemas de existencia de
las particiones estables se han resuelto con el uso de particiones semiestables.
En nuestro estudio de los equilibrios creibles encontramos que el conjunto
feo de la particion semiestable puede ser muy grande. Introduciendo cierta
estructura en este conjunto hemos podido desechar algunos de sus elementos.
Finalmente se ha demostrado un teorema de existencia para una aproximacion
de equilibrios creibles.

Otros problemas han quedado abiertos para futuras investigaciones. Es im-
portante encontrar condiciones necesarias para garantizar un conjunto cociente
finito que surge de la relacion de equivalencia definida sobre el cenjunto feo.
El estudio de nuevas variantes del equilibrio creible ofrecen mas alternativas
para extender el concepto basico de equilibrio de Nash a juegos con utilidades
cambiantes. Asimismo, resultaria interesante el estudio de los refinamientos
del equilibrio de Nash para este modelo.
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Capitulo 3

Juegos Generalizados de
Externalidades.

3.1 Introduccion.

En este capitulo estudiamos un tipo particular de juegos cooperativos, que
llamaremos Juegos Generalizados de Externalidades. Estos juegos constituyen
una extensién de los Juegos de Externalidades estudiados por Grafe, Ifiarra y
Zarzuelo (1998). En aplicaciones concretas de la Teoria de Juegos, a menudo el
problema se presenta en la especificacion de la funcion caracteristica que define
al juego. Los Juegos Generalizados de Externalidades presentan una funcién
caracteristica particular que puede ser de gran interés en algunos contextos
€conomicos.

En esta linea podemos mencionar, los Juegos Financieros (Izquierdo y Ra-
fels, 1996), los Juegos Cobb-Douglas (Ifarra y Usategui, 1993), los Juegos de
Mercado (Shapley and Shubik, 1969). Todos ellos poseen una funcién carac-
teristica particular y se pueden interpretar como situaciones con cierto interés
economico.

Los Juegos Generalizados de Externalidades también poseen su interpre-
tacion econémica. La funcién caracteristica para un juego con N jugadores
queda definida para cada coalicién S con la siguiente expresion:

v(S) = (3_B8:)r(s)

€S

donde (3) = (fi)ien €s un vector de R", el parametro o es un real mayor o
igual a 1 , r es una funcién no decreciente r : N — R, y s es el cardinal de
la coalicion §.

El pago que recibe la coalicién S depende de la suma de las coordenadas de
B v del cardinal de la coalicién. In estos juegos cada jugador, : € N, contri-

45
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buye con una dotacién, 3; y también con su presencia al valor total que recibe
la coalicion a la que pertenece. La interpretacién econdémica que poseen los
Juegos Generalizados de Externalidades podria resumirse del siguiente modo:
Los jugadores aportan los recursos que poseen y a cambio reciben una con-
traprestacion por la cesion de estos recursos, teniendo en cuenta el nimero de
participantes en la coalicion. La funcién r asegura que, la llegada de nuevos
jugadores beneficia a los jugadores que originalmente estaban en el juego.
Existen situaciones econdémicas que se asemejan a la interpretacion anterior.
Las inversiones conjuntas que se realizan en algunas ocasiones dependen de la
cantidad invertida y del nimero de inversores. Las ayudas econdmicas que
reciben algunas asociaciones estan en funcién del ndmero de socios y de la
cuota que aporta cada socio. Las empresas, con idéntico capital (A), que
deciden cooperar entre si y producir conjuntamente con la tecnologia de Cobb-
Douglas aportan recursos, 7; y capital, A. El numero de empresas participantes,
por ejemplo s, también se refleja en la funcién total de produccién, f(A,n) =
A¥s5%(Siesmi)P. Si consideramos la produccién como el pago de cada coalicién
tenemos que, analiticamente, la funcién f(A,n) define un Juego Generalizado
de Externalidades. Los llamados Bienes Relacionados (Uhlaner, 1989) son un
subconjunto de los Bienes Publicos Locales, con la peculiar caracteristica de
que son definidos en actividades donde los individuos aumentan su utilidad si la
cantidad de individuos en esa actividad crece. El andlisis de estos bienes sugiere
circunstancias en las cuales la participacién es beneficiosa. Ambos conceptos,
Bienes Relacionados y Juegos Generalizados de Externalidades, fomentan la
participacién de los individuos. Finalmente, en el modelo de Moulin (1992)
donde los agentes comparten el coste de alguna decisién publica, llegamos a

una expresién del tipo v(S) = (—&i— donde S es un grupo de agentes que
deciden compartir los costes de la prowswn de un bien, §; es la tasa de marginal
de sustitucién entre los bienes privados y el piblico y £ es una constante de la
funcidn de costes. Analiticamente podemos englobar este juego en los Juegos
Generalizados de Externalidades.

El capitulo se divide en las siguientes secciones: En la segunda seccién
establecemos la definicién de los Juegos Generalizados de Externalidades y es-
tudiamos algunas de sus propiedades, entre las que cabe destacar monotonia,
superaditividad, convexidad en media y semiconvexidad. Establecemos una
base de juegos, llamados de minima participacién, para el subespacio vectorial
que forman cada una de las clases de Juegos Generalizados de Externalida-
des. En la seccién 3 estudiamos varias soluciones para este tipo de juegos. Se
analiza el nicleo, y los conjuntos de negociacién de Aummann-Maschler y de
Mas-Colell. Encontramos que estas soluciones coinciden en este tipo de juegos
y que son distintas del vacio. En cuanto a las soluciones puntuales clasicas
cabe destacar que en los Juegos Generalizados de Externalidades de cuatro
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jugadores, el T-value pertenece al nicleo. Por dltimo, se propone la distribu-
cion proporcional como una solucion puntual mas aceptable para este tipo de
juegos al recoger en gran parte la estructura que presentan. Ademas aporta-
mos una caracterizacion axiomatica de esta solucion. La seccion 4 establece
las conclusiones y posibles lineas de investigacién futuras.

3.2 Definiciones y propiedades.

Los Juegos de Externalidades fueron definidos por Grafe, Inarra y Zarzuelo
(1998) como una clase de juegos cooperativos.

“Utilizando la notacion convencional denotamos con I'y a los juegos en forma
caracteristica con n jugadores.

Definicion 3.1 Un juego v € 'y es un juego de externalidades si existe un
vector B = (fi)ien y una funcion no decreciente, v(.), r: N — Ry, y tal que

v($) =) Bir(s),

t€S
donde s denota el cardinal de la coalicion S.

Grafe et al. (1998) estudian algunas propiedades de esta clase ‘de juegos
cooperativos. En esta seccién vamos a extender éstas y otras propiedades a
una clase de juegos cooperativos mas general, los Juegos Generalizados de
Externalidades.

Definiciéon 3.2 Un juego v € 'y es un Juego Generalizado de Externalidades
(GEN) si si existe un vector B = (B;)ien, un pardmetro o > 1 y una funcidn
no decrectente N — R, tal que

v(S) = (3_B8:)°r(s),

€S

donde s denota el cardinal de la coalicion S.

Continuando con la linea de los ejemplos introductorios, los Juegos Ge-
neralizados de Externalidades pueden interpretarse como una situacion en la
que los jugadores contribuyen con dotaciones, que poseen al inicio del juego,
y con su presencia al valor total de la coalicién a la que pertenecen. Podemos
heblar de una contribucién doble por parte de cada jugador. Por un lado cada
Jugador aporta §; y por otro, la presencia de ese jugador beneficia al resto de
jugadores que forman la coalicién. Esto dltimo es modelado por la funcidn r.
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Ejemplo 2.1: Consideremos tres jugadores, N = {1,2,3} con las siguien-
tes dotaciones B; = 2,8, = 3 y f3 = 2. Supongamos que la presencia de
jugadores es valorada de forma constante e igual a la unidad, r(s) =1V sy
que el parametro « es igual a 2. Los pagos obtenidos por las distintas coali-
clones seran:

v({1}) = 4v({2}) = % 0({3}) = 4;
v({1,2}) = 25;0({1,3}) = 16;v({2,3}) = 25;v({1,2,3}) = 49,

Ejemplo 2.2: Si en el caso anterior admitimos que la presencia de los
jugadores beneficia a los demds de la siguiente forma r(l) = 1,7(2) = 2y
r(3) = 3, tendriamos los siguientes pagos :

v({1}) = 4v({2}) = 9;0({3}) = 4;
v({1,2}) = 50;v({1,3}) = 32;v({2,3}) = 50;v({1, 2,3}) = 147;

Como puede observarse la presencia de jugadores incrementa los beneficios
obtenidos por las coaliciones. Los Juegos Generalizados de Externalidades
valoran de distinta forma la presencia de jugadores, unas veces lo que realmente
aumentard los beneficios serdn las aportaciones de recursos (cuando « sea
bastante elevado), otras el nimero de participantes sera decisivo (cuando «
sea pequefio y r tome valores muy grandes en su dominio de definicién), y por
ultimo, podemos conjugar ambas cosas.

A continuacién se exponen las propiedades bdsicas de este tipo de juegos
que se necesitardn para establecer los resultados de las siguientes secciones.
En el apéndice se listaran otras propiedades de interés.

Primeramente comprobaremos que los GEy satisfacen las propiedades de
monotonia y superaditividad. Estas propiedades son estandar en la literatura
de juegos cooperativos y permiten asegurarse de que los beneficios no dismi-
nuyen por actuar en coalicion.

Proposicién 8 Los GEy son mondtonos, es decir,

o(S) < o(T),

para toda coalicion S y T tal que S C T.

La demostracion se sigue inmediatamente de la definicién. Basta observar
que las dotaciones iniciales son no negativas y que la funcién r es no decreciente.

La idea de esta propiedad es que la adhesién de nuevos miembros a una
coalicién de agentes nunca empeora el resultado obtenido por la coalicion.
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Proposicién 9 Los GEy son juegos superaditivos, es decir, se verifica que
v(S)+o(T) <v(SUT) VS, TC N, SNT = 0.

Demostracion:
Sea (1%, h) un Juego Generalizado de Externalidades, entonces para dos coa-
liciones cualesquiera S y T,

o)+ o(T) = (X m)7h(s) + (5 7)°h(2),
i€S €T
Por el hecho de ser h una funcién no decreciente v por la desigualdad para
nimeros reales (a +b)* > a® + b* para a > 1, podemos obtener lo siguiente:

[(Z )" + (Z ) Jh(s +¢) < [Z T + Z m|%h(s + 1)

€S €T i€S €T
Como SN T = se obtiene que la expresion anterior es igual a

(D 7m)h(s+t)=v(SUT). «

1€ SuUT

Como es sabido los juegos cooperativos de utilidad trasferible tienen es-
tructura de espacio vectorial de dimensién 2*~!. Los juegos de unanimidad
constituyen una base de este espacio vectorial, son juegos convexos y forman
un cono de dimensién 2*~'. Anédlogamente vamos a estudiar una base que nos

-genere el conjunto de los Juegos Generalizados de Externalidades asociados a
un vector de dotaciones f. Los componentes de esta nueva base que busca-
mos linealmente independientes y generadores de los Juegos Generalizados de
Externalidades.

Definicion 3.3 Un juego de minima participacidn asociado al vector 8 y a la
coalicion T, vr g, se define como: ’

vr(S) =0 st card(S) < card(T) o bien
st card(S) = card(T)y > B <. B
i€s i€T
vre(S) =) B si card(S) > card(T) o bien
i€s

st card(S) = card(T) y > B> ) B

€S ieT

El conjunto de juegos de minima participacion asociados a un v € GEy lo
denotaremos por vg y estara definido por

Vg = (UT,ﬁ)TEQN
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Dado el conjunto de coaliciones S C N de un v € GEN consideremos el
siguiente conjunto L de coaliciones:

L ={5,51,5%;..-Sn}

donde se verifica (2) card(Sk-1) < card(Sk) v (v7) si los cardinales de coaliciones
consecutivas coinciden, card(Sy_1) = card(S), entonces las dotaciones verifi-
can que Y es, , i < Yies, Bisdonde So =0y S =Nconn <m <2% —1.

Obsérvese que el conjunto £ son las coaliciones iniciales del juego ordenadas
con la caracteristica de que si dos coaliciones, S y 7', tienen el mismo nimero
de participantes y la misma suma de dotaciones estaran representadas por la
misma coalicién S, para algin h € M siendo M = {0,1,2,...,m}.

Es inmediato mostrar que los GExn que tienen una suma de dotaciones
iguales para cada coalicion y el mismo parametro «, forman un subespacio
vectorial de los juegos cooperativos. Denotamos por GE_'% a este subconjunto
de juegos.

Proposicion 10 Dado un juego v € GE,% con vector de dotaciones (f;)ien,
sea L ={S1...,5,} un conjunto de coaliciones ordenadas de la manera an-
terior, entonces el conjunto de juegos de minima participacidn asociados a las
coaliciones que forman L, vg = (vrg)rec, forman una base de los GE'jﬁv.

Demostracion:
Sea una combinacién lineal de juegos de minima participacion, {vs,s}s, <.
igualada al juego nulo! On y con As, € R

Z )\Sk'vskg = ON [31]
Srel

Para demostrar que los juegos vs, g son linealmente independientes tenemos
que ver que en toda combinacién lineal de los {vs, g}igualada a Oy los reales
_ As, son cero.

Supongamos que existe algun As,, # 0; seleccionamos, entre todos los esca-
lares que sean distintos de cero, el correspondiente a la coalicién que contenga
menor participacion, es decir, S,, € £, s, # 0y card(S,) < card(Sy) VSi €
L con As, # 0. Si esta seleccidon no se pudiese efectuar, es decir, si existiesen
varios escalares distintos de cero y las coaliciones asociadas fuesen del mismo
tamaro, tendriamos que elegir aquel escalar asociado a la coalicién de menor?
suma de dotaciones.

LEl juego nulo seria aquel que concede a todo jugador el pago igual a cero.
2Recuérdese que no existen en £ coaliciones del mismo tamaifio y con igualdad de suma
de dotaciones.
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Dada la expresién [3.1] obtenemos que

As As
Vs 5(Sm) = D ~ 1. Usp(Sm) = > - > 5
S,#SmEL Sm Spreard(Si)<card(Sm) ©'Sm €S,
A A
D Sl T TR S
Sk:card(S_k)>card(Sm) ASrn. /\Sm

Syicard(Sy)=card(Sm)

Z.’esk Pi>) icsm P
A A
D VS vl S I VIS v I

: As, .
Syicard(St)=card(Sm) Swicard(Sy) <card(Sm) ™ €5

Z.‘esk Bi<) icsm i
: As
De lo anterior se deduce que Y g, cr. caras,)<card(sm _E: = 1 ya que la

expresion inicial vs,, g(Sp) = Y ies,, Oi- Con todo esto podemos afirmar que
algun Ag, es distinto de cero y eso no es posible por la manera en la que hemos
seleccionado 5,,. Como llegamos a una contradiccién, tenemos que el conjunto
{vg} es linealmente independiente.

Veamos que todo v € GE& v(8) = (Xies Bi)%r(s) se puede escribir como
combinacion lineal de juegos de minima participacion.

Sea una combinacién lineal de juegos de minima participacion, } s, ¢ As, Us,s
con As, con k =1,2,...m, definida del siguiente modo

e = v(Sk) B v(Sk-1)
g Yies, B Yies,_, Bi

Dado un Juego Generalizado de Externalidades, v, tenemos que dada cual-
quier § C N existe S; del conjunto £ tal que Y ;cs, i = YiesBi ¥y ademds
card(Sy) = card(S). Asi podemos afirmar que v(S) = v(S).

Por otro lado, desarrollando® la expresién dada por Y s, ¢c As vs,8(S) te-
nemos que,

3Aplicar la definicién de A y de los juegos de minima participacién.
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S) U(Sk—l) .
skZe:c V() sj;e‘c {Ziesk gi 2ieSk B 5us(5)

_ (Sk) S'k 1/ J
a Z [Zzeskﬁ ZzESk 1/61 Zﬂ

Sk€L: card(Sg)<card(S) €S

v(5k) v(Sk-1) }
* Z {Zzesk/@ Zzesk IIBZ 162561

Spicard(Sy)=card(S)

Ziesk 'Bisziesﬁi

v(Sk) _ U(Sk—-l)}
' 2 [Zieskﬁi Yiesi, Bi 0

Sp:card(Sy)=card(S)

Zieskﬁi>2issﬁ‘
n >y [ v(Sk) v(Sk-1) ] 0

Sk€L: card(Sk)>card(S) ZzESk ’6 ZzESk 1’8i
=v(Sp) =v(5).

La estructura algebraica que presentan los Juegos Generalizados de Ex-
ternalidades (GEy) sera utilizada en el estudio de las soluciones para estos
Juegos.

Otra propiedad importante en los juegos cooperativos es la convexidad
(véase apéndice), ya que permite relacionar distintos tipos de soluciones. Sin
embargo, la convexidad es un requisito demasiado fuerte para establecer ese
tipo de relaciones, por lo que se han estudiado versiones maés débiles en las
que estas relaciones se siguen manteniendo. En las propiedades siguientes se
muestra como los G Epy satisfacen una de estas definiciones. En las secciones
sigulentes se mostrara la utilidad de estas generalizaciones del concepto de
convexidad. En el apéndice se dardn condiciones suficientes para que un juego
v € GEy cumpla la condicién de convexidad.

En primer lugar vamos a enunciar el concepto de semiconvexidad que fue
introducido por Driessen y Tijs (1983).

Definicién 3.4 Un juego cooperativo, (N,v) es semiconvezo si se verifica que:

w(N) = v(N\i) > o({i}) (1)
o(S) = ¥ (M) —u(N\J) <o({i) (@)

JES\i

Vie N, VSCN, 1€ 8.
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Se puede comprobar inmediatamente que los juegos convexos estan inclui-
dos en el conjunto de juegos semiconvexos.

Proposiciéon 11 Los Juegos Generalizados de Fzternalidades son juegos se-
MLCONUVETOS.

Demostracion:
Probemos que se cumple (1): En el caso de Juegos Generalizados de Ex-
ternalidades tenemos que demostrar que

(3-8 r(n) = (3 B)r(n—1) 2 B2r(1).

i€N JEN\L

Dado que 77(1) < ( Z ) B2r(n).

Entonces se verifica que

gir(l) <
(3 B G -rt-0) (5 ) (5 Byt 3 ) porte) =
JEN\i ( 1 Jg\;\, ( & )
= (3 B)r(n) = (> By)° n—l-
1eN JEN\L

Veamos que se cumple (2):

D) 2(328:)r(s) = (s =D B+ D) r(n) D2( X2 B)*r(n=1)

jES i€S 1EN\S jES\i iEN\J
ZIBJ s) — (s = 1)( Zﬂ)"r(n Z Zﬁl r(n —1)
jES tEN JES\: 1EN\]

=(3_8)°r(s) = Y- (Q_B)r(n) = () B)r(n—1)). .
JES JES\i 1EN 1EN\J

Esta propiedad de semiconvexidad en los Juegos Generalizados de Exter-
nalidades nos permitird, en las préximas secciones dedicadas al estudio de las
soluciones de los juegos cooperativos, dar una férmula sencilla para la solucién
llarnada 7—value en los Juegos Generalizados de Externalidades.

3.3 Soluciones de los GEy.

Una solucidn para un juego cooperativo es un vector, z € R™, cuya componente
-ésima representa la asignacioén que le corresponderia al jugador 7. Ademas la
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suma de estas n asignaciones debe ser igual a la cantidad total v(/V), siempre
que el juego sea superaditivo. En la literatura existen dos tipos de soluciones:
las soluciones de conjunto y las soluciones puntuales. Entre las primeras va-
mos a estudiar el Nucleo, el conjunto de negociacién de Aumann-Maschler y
el conjunto de negociacion de Mas-Colell. Estas soluciones proponen un con-
junto de asignaciones. En cambio, las soluciones puntuales, valor de Shapley
y 7—value, proponen un unica distribucion.

3.3.1 Soluciones de conjunto.

En esta seccién estudiamos la existencia de asignaciones en el nucleo y demos-
tramos que el nicleo coincide con el conjunto de negociaciéon de Aumann y
Maschler (1964) y con el conjunto de negociacién de Mas-Colell (1989). Los
Juegos Generalizados de Externalidades constituyen una clase de juegos en los
que las soluciones anteriormente mencionadas coinciden.

Definicién 3.5 Seav un juego coperativo superaditivo en forma caracteristica.
El conjunto nicleo, C(v), estd constituido por las asignaciones z = (zi)ien
tales que se verfican las siguientes desigualdades:

dozi=v(N)y Y z:; >v(S)VSCN

1EN €S

Proposiciéon 12 Los Juegos Generalizados de Externalidades poseen nicleo
no vacto.

La demostracion es un corolario de la Proposicién 17 donde se demuestra
que la distribucién proporcional pertenece al nicleo.

Otras soluciones para los juegos cooperativos en forma caracteristica vienen
dadas por los conjuntos de negociacion.

La princicipal caracteristica de los conjuntos de negociacion se haya en las
objecciones y contraobjecciones que realizan los jugadores en el proceso de
negociacion. Pasemos a analizar estos conceptos.

Definicidn 3.6 Una objecion del jugador i contra el jugador j con respecto a
la imputacion = es un par (T,y) conT € I';; ey € R, donde I';; = {S € N :
1€ 8 j¢ S} yque verifica que:

(Z) yr > xx Ve e T

(22) y(T) = o(T)

Definicién 3.7 Dada una objecion (T,y) de i contra j. Diremos que (M, z)
es una contraobjecion de j contrai st M € I';;, z € R™ y se verifica que:
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(1) ze >y Yee MNT
(17) zp >z Vb€ M\T
(132) z(M) = v(M)

Aumann y Maschler (1964) definen el conjunto de negociacion de la si-
guiente manera:

Definicién 3.8 Una imputacion = € [(v) es un elemento del conjunto de
negoctacion /\'/lgz)(v) si para cada objecion de un jugador i contra otro jugador
7 con respecto a T eziste una contraobjecion de j contra .

‘Es inmediato comprobar que todo elemento del nicleo pertenece al con-
junto de negociacion de Aummann-Maschler. Mediante la definicion de nicleo
obsérvese que no es posible realizar ninguna contraobjecién contra un elemento
del nicleo.

La siguiente proposicion establece que el conjunto de negociacion y el nucleo
de los juegos Generalizados de Externalidades coinciden. Sabemos que si una
asignacion estd en el nucleo entonces pertenece al conjunto de negociacién. Nos
falta demostrar que toda asignacion del nucleo también pertenece al conjunto
de negociacion.

Antes de enunciar y demostrar esta proposicion necesitaremos los siguientes
resultados (aqui sélo lo enunciamos, véanse las Proposiciones 26 y 27 en el
apéndice):

Si z ¢ C(v) entonces podemos seleccionar una coalicion 7' que verifica lo
sigulente:

(z) v(T) — z(T) > 0.
(20) v(T) — 2(T) > v(S) — z(S) VS C N.
(vi2) Si v(T) — z(T) = v(S) — z(S) entonces card(T) > card(S).

Es decir, T es la coalicién con mayor exceso (diferencia entre v(.) y x(.))
respecto a esa asignacién z que no estd en el nicleo.

Una vez fijada T, seleccionamos un jugador 7 de esa coalicion de la siguiente
manera: De todos los jugadores que constituyen T' seleccionamos aquel que
verifica % i< —‘* - para todo jugador k perteneciente a la coalicién T'. Si existiesen
dos pares (T, z) (T,7) tal que v(T) — z(T) = v(T) — :zz(T) card(T) = card(T)
elegimos el par que contenga al jugador 1 tal que < —L

Tras la eleccion de un par (7',7), podemos gar antlzar que dado W € I';; se
verifican las siguientes desigualdades:

> ﬁzew)ﬁ 3o o 3.9.1]

iEW\T EWAT
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o(T) - o(T) > (W) — z(W) YW €Ty [3.9.2]

La existencia de jugadores y coaliciones que verifican estas desigualdades
se demuestra por contradiccién (véase Apéndice).

Otro resultado que vamos a utilizar es el siguiente:

Sea (N,v) € Ty, z € RY con z; > v(j) y sea el vector con N — 1 coorde-
nadas s = (1, S2, -, Sj-1, 8541, --) € RN 71, entonces si 3_er s; > v ~(T) para
toda coalicion T C N\Jj se verifica que,

Z $; + Z ;> v(S) VYSCN
€S\ €5n{s}

donde v 7 es el juego reducido tal que, v 7(@) =0y

NN T) = maz{v(T); v(TUj)—z;} YT C N\J.

Proposicién 13 Sea un juego v € GEy , entonces C(v) = MU (v).

Demostracion: 4

Para todo juego se cumple que C(v) C Mgz)(v).

Veamos que Mgi) (v) C C(v). Para ello vemos que para toda asignacién
que no pertenece al niicleo existe una objecién que no tiene contraobjecin.

Sea = ¢ C(v), entonces seleccionamos T, i como los descritos en [3.9.1] y
[3.9.2]. El jugador : mediante la coalicién T objetard respecto a z y el jugador
J € N\T serd el que contraobjetard con una coalicién M € T';;.

Veamos la coalicién M con detalle: M debe tener algin jugador de T,
ya que si M NT = () tendriamos que v(M) < Y ;cprzi ¥ esto dltimo es una
contradiccién (aplicando 3.9.1 a W = M).

Por lo tanto, M tendra jugadores de T, de fuera de T y al jugador j. Es
decir, podemos dividir de la siguiente forma a los agentes que forman parte de
M:

M=SURUj

donde S C T\t y R C N\(TUj).

Para cada coalicién R definimos el siguiente juego (T'\{7}, wg) donde

wr(S)=v(SURUJ)— > =z VSCT\{i}

tERUJ
Definimos el juego (T\{:},u) donde

u(S) = MAaT ReN\(Tuj) wr(S)
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Sea pg la distribucién proporcional? del jugador & repecto del juego u:

g T\ )
=B
>ier\(iy B
Estudiemos los posibles casos que nos podemos encontrar en un Juego
Generalizado de Externalidades:

Caso 1: card(T\{i}) = 1 y que pr < 2y siendo & el jugador de T\ {¢}.

Tenemos que 21 > mazgen(rujwo(k) > v(kURUjJ)—z(RUJ) para toda
coalicion R que no tenga elementos de T' U j.

La objecién® de 1, (T, y), contra j definida como

c
yk:$k+§
. €
yi—$i+‘2‘

donde e es el exceso e = v(T") — z(T).

Esta objecién no tiene ninguna contraobjecién de j. Para afirmar esto
supongamos que hubiese una contraobjecién® (M, z) de j contra 7 respecto a
(T',y), entonces \

Nn=an+ Y a>yt Y. zi> T+ Yz > v(M)
M Ru;

Ruj Ruj

Esta desigualad no es posible ya que v(M) = 3 ;car 2.

Por lo tanto, llegados a esta contradiccién, podemos afirmar que para es-
te caso dada una asignaciéon que no esta en el Nucleo tampoco pertenece al
conjunto de negociacion.

Caso 2: card(T\{i}) > 1 y ademas zx < px.

Consideremos t), para todo h € T\, de la siguiente forma

L
Lket\i Bk

th =P

Zp
El jugador 7 realiza la objecién (T, y) contra 7 donde
d )
Yp =Tp + L + n Yk e T\z

+d
Y; =T; -
J ¢

1Esta asignacién (Px Jrer\i serd objeto de estudio en la seccidn 3.3.2 de este capitulo.
*Nétese que z(kURUJ) > v(kURUJ) VRC N\(tUj)
SM=SURUj
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donde t = card(T) y d = [v(T) — «(T)] — [v(T\:U RU 3) — z(T\: U R U j)],
considerando R la coalicién que define al juego u.

Nuevamente j no podrd lanzar una contraobjecién (M, z) contra z, ya que
llegariamos a una contradiccién del tipo Y ;ear 2 > v(M), ya que

22k>2yk Zlk>Z'Ez+t +Z$L

keM keS RuJ €S Ruj
> 8; T
]%5 ZAESIBk RZU]
S)+ >z >v(SURUG) = > ze+ Dz
Ruj Ruj Ruj
= v(M).

Caso 3: Algin jugador’, b, de T\i, verifica que zp, > py, -

Consideramos el juego reducido® del juego u eliminando el jugador b;.

Si algin jugador en T'\:Ub, sigue verificando la desigualdad z;, > py,, volve-
mos a reducir el juego que anteriormente habiamos reducido y asi sucesivamen-
te. Sea £E™ el conjunto formado por los jugadores eliminados. Obsérvese que

T\IUEJ
los jugadores eliminados respecto a juego reducido verifican zp; > uZ\;ypi-2 (b )
Entonces pueden ocurrir dos cosas:

1.- El nimero de jugadores que quedan en T\({z:} U £™) es igual al. A

. ; . wT\({FUE™
este jugador lo denotamos por &, y se verifica que z; > B; = ﬁu . Con
k

lo cual volverfamos al Caso 1 (aplicado sobre el juego reducido) y haciendo
uso del resultado de la Proposicidén 27 del apéndice tenemos que, partiendo de
un elemento z5, podemos obtener (z4)res tal que zTV(S) > u(S) VS C T\i .
Nuevamente construimos una objecién® que no tiene contraobjecién posible.

2.- El nimero de jugadores que quedan en el conjunto T\({¢:} U E™) es al
menos 1, y se verifica que
uT\qu'"

o < S
ZkeT\qu"1 ﬂk

"Nétese que es imposible que se verifique para todos los jugadores, porque si ello ocurriese
no habria objecidn.
8Dado z € ™ el juego reducido a la coalicién N\j para z se define como:

viM\IH0) = 0, oINVIN(T) = maz{v(T),v(T U j) — 2;} YT C N\j

¥ Analoga a la construida en el Caso 1:

siendo t = card(T).
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Nuevamente se realiza la reduccién del juego u (tantas reducciones como
elementos contenga F.,) y de forma analoga!® al Caso 2 se realiza una objecién
y que no tiene contraobjecion posible. En el transcurso de las reducciones
obtenemos puntos pertenecientes al Nucleo de los juegos reducidos y aplicando
la Proposicién 27 obtenemos puntos del Nucleo del juego original. De este
modo podemos formular (vedse la construccién en el apéndice) la objecién
y € R utilizando la coalicicién T

/
Yy :Ii+%5ii€ {Z}UEm
f
Yi =%; + —;— +tis1t € T\({Z}U Em)

siendo A > 0y h = v(T) — z(T) — (v(S) — 2(5)) con S una coalicién que
contenga al jugador j y no contenga al jugador ¢.

Analizados todos los posibles casos hemos concluido que M(v) C C(v) por
lo que queda demostrada la proposicion.

El conjunto de negociacion de Mas-Colell es otro tipo de solucién que se
define del siguiente modo:

Definicién 3.9 Sea z una asignacion tal que Y ;cn = v(N). Una objecion
respecto a = es un par (T,y), T C N , y € R* tal que
(1) yi>z; Vi€T, siendo alguna de las desigualdades estricta.

(ii) EieT yi < U(T)

Definicién 3.10 Dada una objecion (T,y). Diremos que (M, z) es una con-
traobjecion st M C N, z € R™ y se verifica que:

(2) Zkzyk VeeMNT

(ZZ) zr >z Vk € ]W\T

(i53) 2(M) < v(M)

Definiciéon 3.11 Una asignacion z es un elemento del conjunto de negocia-
cion de Mas-Colell, B(v), st para cada objecion con respecto a = existe una
contraobjecion.

Proposiciéon 14 El conjunto de negociacion de Mas-Colell coincide con el
nucleo de los Juegos Generalizados de Frternalidades.

10Fn este caso con las reducciones efectuadas consideraremos

T\({{JUuE™) T\;iU E™

U 1

iy = ﬂh ( \ ) Zh
ZkeT\({i}uEm)ﬁk

como una asignacién del nicleo del juego u?\(HIVE™) _ ¢ para construir la objecién y.
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Demostracion:
La demostracion de este resultado se realiza de forma analoga a la anterior
demostracion considerando los siguientes casos:

Caso 1: Todo elemento de la coalicidn T de maximo exceso verifica

u(l
e < B e
ZieT i
Construimos la objecién: y; = §; u(T ﬁ,\‘/i eT

ieT
A esta objecién no se le puede realizar ninguna contraobjecién'! en el sen-
tido de Mas-Colell:

Si existiese una contraobjecién (M, z) llegariamos a la siguiente contradic-
cién: o

dDoz>d yit+ . zi>u(S)+ > zi > wa(S)+ Dz = v(M)

iEM €S i€R i€R i€R
Caso 2: Algun elemento, k&, de la coalicion T verifica

Ty Z ,Bk—zuzi% [16.2]

Para desarrollar este caso procedemos del mismo modo que en el caso 3 de la
anterior proposiciéon. Empezamos a reducir el juego inicial y reducimos tantas
veces como jugadores de T verifican la expresidén [16.2]. Al final construimos
una objecién (7, y) que no tiene contraobjecién posible (véase apéndice). Con
ello terminamos concluyendo que

B(v) C C(v).

3.3.2 Soluciones puntuales.

Entre las soluciones puntuales mas interesantes de los juegos cooperativos se
encuentran el valor de Shapley. Pero esta solucién no siempre pertenece al
nucleo (Grafe et al., 1998).

Otra solucién puntual en los juegos cooperativos es el 7—value (Tijs, 1981).
En un estudio posterior Driessen y Tijs (1983) muestran que el 7—value de los
Jjuegos semiconvexos con n < 4 pertenece al nucleo. Como los GE4 cumplen
esta propiedad podemos concluir que el 7—value pertenece al nicleo. Ademas,
por el hecho de que los GEn son equilibrados existe una férmula un poco mas

""Dado M podemos considerar M = SUR,SC TR C N\T



3.3. Soluciones de los GEy. 61

simple para el computo del 7-value. En el apéndice se desarrollan estos con-
ceptos y se muestran condiciones suficientes para que esta solucion pertenezca
al nucleo de un GEy.

Finalmente proponemos la distribucién proporcional como un concepto de
sclucion atractivo para los Juegos Generalizados de Externalidades. La defini-
cidn tiene las caracteristicas de otras soluciones proporcionales propuestas en
distintos tipos de juegos (Financieros, Bancarrota, etc.).

Los GEn tiene como elemento primitivo, ademas de la funcidn carac-
teristica, los recursos que aporta cada jugador. Parece inevitable hacer re-
ferencia a estos recursos a la hora de proponer una solucién para este tipo de
juegos. En este sentido el reparto proporcional puede ser una solucién acep-
table. Es evidente que cualquiera de los repartos estudiados en las secciones
anteriores son posibles, pero a veces para ciertos tipos de juegos no parecen
las méas idéneas. El considerar soluciones que tengan en cuenta las aportacio-
nes de ios jugadores plantea una diferencia formal respecto de las soluciones
clisicas: estas ultimas se aplican sobre el juego v; la solucion proporcional
debera aplicarse sobre el par (v, 3).

Definicién 3.12 Sea (N,v) un Juego Generalizado de Ezternalidades y sean
B, ..., 0B, las dotaciones de cada jugador, definiremos la solucion proporcional,
p(v,B) € R* como

Bi
Zie]\' 'Bi

1=1,...,n

pion6) = ( o)

Veamos algunas de las propiedades que verifica esta solucién:
- Pseudo racionalidad individual (PSRI): Si N)ﬁ, > 1 entonces p;(v, 3) >

B;. Esta propiedad puede interpretarse del sigui;aexfte modo: Si el valor total
del juego es mayor que el total de recursos aportados por los participantes,
entonces cada jugador va a recibir, al menos, lo que aporté.

- Eficiencia (EF): ¥ ey pi(v, 8) = v(N)

- Linealidad restringida (LR): Sean v; y vy dos Juegos Generalizados de
Externalidades con el mismo vector de dotaciones 5. Entonces se verifica que:

pi(v1, B) + pi(ve, B) = pi(v1 + v2,0)
pi(hv, B) = Api(v, B), VA € RY

Proposicién 15 La solucion dada por la distribucion proporcional de un Jue-
go Generalizado de Ezternalidades es un elemento del Nicleo de dicho juego.
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Demostracion:

Probar que el vector distribucion proporcional estd bien definido es inme-
diato.

Debemos probar las dos propiedades que deben cumplir las asignaciones
del Nicleo:

i) Siew i = v(N)

1) Yieszi > v(S), VS C N,

Laigualdad ¢) es trivial. Para demostrar ¢1) hagamos el siguiente desarrollo:

Zl’i L v(N) — Zﬁi (Xien m)*A(n)

i€S icS JEN TS jeg 2 jeN T;

La funcién f(z) = 27" con o > 1 es no decreciente. Entonces, tenemos

(o m) ™ > Qo m)™™!

1EN 1€S

aplicando esta desigualdad a la anterior expresién obtenemos,

Yz >v(S), VSCN.

teS

Proposicién 16 La distribucion proporcional es la inica solucion que cumple

las propiedades EF, PSRI y LR.

Demostracion:

Sea v un Juego Generalizado de Externalidades con n jugadores. Conside-
remos una solucion P™ que satisface las propiedades de EF, PSRI y LR. Vamos
a demostrar que esa solucidn coincide con la distribucién proporcional.

Sabemos que todo Juego Generalizado de Externalidades v se puede escribir
como combinacién lineal de juegos de minima participacion, es decir,

m
v = Z AS VS 8

k=1

donde vg, g son los juegos de minima participaciéon que generan a v y As, =

v(Sk) _ v(Sk—1)
Z_-'esk Bi > ieSk_lﬁ‘.
Entonces utilizando las propiedades LR y PSRI tenemos que,

m

i, 0) =0(> " Asyvs.6 ) = 3 As, Bilvs,5. )
k=1 k=1

v(N)

S B ﬁiﬁi =pi(v,B). =

>3 As B =
k=1
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Ndtese que estas propiedades no se cumplen para todas las soluciones puntuales
que hemos estudiado a lo largo de este capitulo. Por ejemplo, el valor de
Shapley cumple EF y LR pero no PSIR. La solucién proporcional es la tnica
que cumple estos tres axiomas.

3.4 Conclusiones y comentarios.

Los Juegos Generalizados de Externalidades estudiados en este capitulo cons-
tituyen una extensién de los Juegos de Externalidades estudiados por Gra-
fe et al.(1998). La funcién caracteristica, v, que presentan este nuevo tipo
de juegos es interesante en algunos contextos econdomicos. Existen situacio-
nes econdémicas en el que el pago a una coalicion viene dado por una ex-
presién anéloga a la de los Juegos Generalizados de Externalidades v(S) =
(Yies B:)2r(s). Esta generalizacién de la definicién original es una de las mu-
chas posibles. En esta primera generalizacion afadimos el parametro a, que
hace que el juego sea algo mds que un juego aditivo. En investigaciones futuras
realizaremos otras extensiones de los Juegos de Externalidades. Por ejemplo,
podemos considerar las expresiones:

o(S) = B8r(s)  o(8) =3 A7 r(s)

€S : €S

Noétese que en estas expresiones los exponentes afectan a cada uno de los
agentes, no a la suma de las dotaciones como en los Juegos Generalizados de
Externalidades. En la primera expresion tenemos un parametro para cada
agente y en la segunda expresion depende de la coalicién considerada. Estas
extensiones o generalizaciones pueden resultar bastante interesantes.

En cuanto a los Juegos Generalizados de Externalidades cabe destacar que
poseen asignaciones en el Nucleo y que esta solucién coincide con los conjuntos
de negociacién de Aumman-Maschler y de Mas-Colell. Otra solucién intere-
sante que se ha estudiado en este capitulo ha sido la distribucién proporcional.
La obtencidn de una caracterizacion axiomdtica de esta solucién establece unas
pautas para buscar nuevas soluciones para este tipo de juegos.
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Otras Propiedades de los GEy.
Proposicién 17 Si 5(S) = B(T) y s =t entonces v(S) = v(T).

Es decir, si dos coaliciones del mismo tamano invierten los mismos recusos
en un proyecto obtendrdn los mismos beneficios.

Es obvio que el reciproco de esta implicacién no es, en general, cierta; ya
que si v(S) = v(T) puede ser que las aportaciones sean distintas, pero debido
a que la presencia o numero de colaboradores es determinante del valor total
de la coalicidn, éste puede ser igual para coaliciones con distintas aportacio-
nes y distinto nimero de participantes. Sin embargo, podemos enunciar una
condicién mas restringida:

Proposicidon 18 Si las aportaciones totales de dos coaliciones, S y T, son
iguales (B(S) = B(T)), entonces el pago medio respecto a la valoracion del
numero de participantes de la coalicion es el mismo, es decir,

v(S) _ v(T)
r(s) ()

Nétese que en estos tipos de juegos no podemos afirmar siempre que cuanto
méas recursos posea una coalicién mayor serd el beneficio obtenido. Ahora
una coalicién con menos recursos que otra, pero con mds participantes puede
obtener mayores beneficios.

Observacién 1.2: Algunos casos particulares de estas propiedades lo ten-
dremos para las coaliciones S y T que verifiquen que S C T y § # T. En este
caso se cumplira: Si 8(S) < B(T) entonces v(5) < v(T).

Para coaliciones R y W tales que card(R) < card(W). En este caso, si
B(R) < B(W) entonces v(R) < v(W).

Las propiedades que se han comentado se deben a que la funcién r(.) sdlo
depende del cardinal de las coaliciones y no de quienes las integran.

Proposicién 19 Si v(N) = 0 entonces v(S) = 0 para toda coalicion S € N.

64
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Esta propiedad es consecuencia de la positividad del juego y del hecho de
que la funcién r es no decreciente en el cardinal de las coaliciones.

Froposicién 20 Sean vy, ... ,v; Juegos Generalizados de Ezternalidades de-
finidos sobre el mismo conjunto de jugadores N | scbre el mismo vector de
recursos, (Bi)ien y con el mismo pardmetro o, entonces v, definido como
Vmaz(S) = maz{vy(S),... ,v(S)} es un Juego Generalizado de Ezternalida-
des determinado por (6%, r™).

Demostracion:
Cada juego v;, 7 =1,...t, viene determinado por la siguiente funcién de
pagos v;(S) = (Ties B:)*ri(s) 7 =1,...,t, entonces el juego maximo queda

definido como
Vmaz(S) = (3 B:)*(mazjzn,: 74(s))
€S
que posee una estructura de Juego Generalizado de Externalidades (6 € %f y
la funcidn 7, es no decreciente en el cardinal de las coaliciones).

Esta propiedad 1.4 nos permite afirmar que cada coalicion puede invertir o
participar de la mejor forma posible (el de pago maximo) en un Juego Gene-
ralizado de Externalidades (donde mds se valora al niimero de miembros de la
coalicién) si cada proyecto que se presenta a dicha coalicion tiene estructura
de Juego Generalizado de Externalidades.

Relacion entre los Juegos Convexos y los GEy.

Existen diferentes caracterizaciones de un juego convexo. En la definicién
tomaremos la introducida por Shapley (1971).

Definicién 3.13 Un juego cooperativo (N,v) es convezo si y solo st
v(SU{i}) —v(S) > v(RU {i}) —v(R), VS,Re2", RCS.

Podemos comprobar con varios ejemplos que los Juegos Generalizados de
Externalidades, en general, no son convexos. Bajo ciertas condiciones, pode-
mos obtener qué Juegos Generalizados de Externalidades cumplen las condi-
ciones de convexidad.

Ejemplo de no convezidad en GEn:

Sea un Juego Generalizado de Externalidades de tres jugadores, N =
{1,2,3}, con dotaciones iniciales de los jugadores m; = 1,m = 2,73 = 20,
con parametro o = 2 y funcién kA no decreciente dada por A{1) = 1,A(2) =
3,h(3) = 4. Este juego no verifica las condiciones de convexidad, pues para
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algunas coaliciones la contribucién de algin jugador en coaliciones grandes es
menor que su contribucién en otras mas pequenas.
A continuacién damos algunas condiciones para que los G Fn sean convexos.
La convexidad puede ser expresada de la siguiente forma:

v(SU{1,7}) —v(SU{s}) > v(SU{i}) —v(S), VSCN, 1,7¢ S

En nuestro caso, como v(S) = (X5 /8:)r(s), la convexidad queda expre-
sada en la sigulente desigualdad:

(3Bt mi+m)r(s+2) = OB +m)r(s +1) >

i€S) i€S

> Bi+m)ris+1) - O 8)°

t€S 1€S

Cuando el parametro a toma el valor 1 las condiciones de convexidad son
expresadas por Grafe et al. (1998), que resumimos en las siguientes proposi-
clones:

Proposicién 21 Dado un Juego de Externalidades, v(S) = Y ;es Bir(s), con
dotaciones ordenadas 31 < [, < ... < B3,, es convero si y solo si se verifica

que:

Bt 0 > r(s+1) —r(s)
BontBnat .o A Prsyy (s +2)—r(s+1)

-1, Vs<n-2.

También bajo ciertas condiciones de la funcién r podemos conseguir que
algunos de los Juegos Generalizados de Externalidades sean convexos:

Proposicion 22 Un Juego de Erternalidades, con funcion de pagos de la for-
ma v(S) = (Fies Bi)r(s), tal que la funcidn r es conveza, es un juego convezo.

El requerimiento de convexidad es bastante fuerte, por ello hay muchas
clases de juegos no convexos.

Unos juegos que merecen un tratamiento especial, en este apartado, son
los juegos simétricos. Iste tipo de juegos son aquellos en los que el bene-
ficio que obtienen coaliciones del mismo tamano es el mismo. En nuestro
caso, si card(S) = card(T) entonces r(s) = r(t) y tendriamos que los Jue-
gos Generalizados de Externalidades simétricos son aquellos que verifican que
(XiesBi) = Lier Bi)- En esta subclase de Juegos Generalizados de Externali-
dades podemos establecer la siguiente condicion para garantizar la convexidad
del juego.
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Proposicién 23 Dado un juego (N, v) Generalizado de Ezxternalidades y simétrico,

v(S) = (Ties 8:)°7(s), st la funcion r verifica que r—(rsT’:)l—) > 2 Vs el juego, v, es

CONVETO.

Demostracion:
Dado que el juego v es simétrico tenemos que

w(SU{H)) = o(SU )

Con lo cual la convexidad queda garantizada si se verifica que

2(SU{}) So(SU{i,5}) +o(S) Vi,5¢ S
Empleando la notacién de 7;, 7; para los recursos aportados por ¢ y j res-

pectivamente, y desarrollando ambos lados de la desigualdad anterior tenemos
que queremos demostrar que,

202 B: + m)*r(s +1) — QU B:)r(s)

€S €S
[(Eﬁi)a + ( ) Zﬂ ll, + 7TJ) + ... ]T'(S + 2)
€S J€S
Dividiendo por r(s + 2) la des1gualdad de la izquierda tenemos,

AT B+ 7 s+1 )
i€S 165 )
2r(s +1) — r(s) o Y10 2r(s+1)
%ﬂ 1) +[<1 >(,-Ezsﬂ') (m)+...... ]———T(S”)

< (5Tt = )(>+2<T->(Zﬂi)ml(ﬂi);((s_+1)+m

ics s+2

g[(Zﬁ,-)"+( ) }:ﬁ e C P 3 I S ]

€S

Este tipo de Juegos Generalizados de Externalidades simétricos nos re-
flejan la idea de que el tamaiio de la coalicién cambia el resultado final del
juego. Aquellos Juegos Generalizados de Externalidades en los que los jugado-
res aporten siempre los mismos recursos, §; = £ Vi € N, son juegos simétricos
independientemente de la valores que pueda tomar r. En las ciencias socia-
les, nos podemos encontrar casos de Juegos Generalizados de Externalidades
simétricos.
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Construccion de objeciones y contraobjeciones.
Dado un elemento z = (z;)icx no perteneciente al nucleo, C'(v), de un juego
v € GEN podemos obtener los siguientes resultados:

Proposicién 24 Eziste una coalicion T con ezceso positivo, un jugadori € T,
un jugador j ¢ T, una coalicion W € I'}; tal que se verifica:

b oF
zGVzV:\T ZZEWB ze{\;\T
o(T) — 2(T) > v(W) — z(W)

Demosiracion:
Para llegar a estos resultados se procede por contradiccion:
Supongamos que todo jugador de 7' verificase

Z ﬁzZzeWﬁ ~ Z *

eW\T 1€eW\T

Entonces

v(T) - z(T) <o(T) — Z Bi W) Z z;] <

iEW\T Zaew'@ iEW\T

<D Bie—+ WWut) Y z]l=v(WUT)—z(WUT)
ieT ZZEWUTIB iewuT
Como se puede obsevar esto es una contradiccién porque T era la coalicién
de mayor o igual exceso con respecto a las coaliciones que contienen a z.
Para comprobar que v(T) — 2(T) > v(W) — z(W) para toda coalicién
W € T'j; s6lo tenemos que probar que v(T') — z(T') # v(W) — z(W).
Supongamos que existe W € T';; tal que o(T) — 2(T) = v(W) — z(W).
Con esto podemos afirmar que existe un jugador k de T'N W que verfica la
desigualdad < EUQQB— Ademas el jugador elegido 7 también verifica que
iew

z; <f;

con lo cual tenemos que,
iew ﬁ|

o) = (1) < o(T) = 2(T) + Bit e

o (W) — () 4 8,2
( ) ( )+ﬂZiEIVﬂi

< ue(WUi)—2(MUi)

z
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Proposicién 25 Sea (N,v) € 'V, 2 € RN con 2; > v(j) y sea el vector con
N — 1 coordenadas s = (s1,89,-., i1, Si41,--) € R 71, entonces si
Sier S > v I(T) VT C N\j se verifica que,

Z s; + Z 2, >v(S)VSCN

€s\;  iesn{j}
donde v~ es el juego reducido tal que, vY (@) =0y

wNI(T) = maa;{v(T);v(TUj) —z;} VI'C N\Jy
Demostracion:
Si g & S es trivial. Supongamos que 7 € 5, entonces S T U {j} para
alguna coalicion T, T C N\j.
Tenemos que,

v(S) < Maz{v(T) + z;,v(S)} = Maz{v(T),V(TUj) —z;} + z; =

= oY) 42, < Tsit e,
€T

Prueba del Caso 2 de la proposicién 8:
Si existe un jugador k tal que z > ﬂkzﬂz% entonces se realiza la re-

T
., . PR . . . T\k .. .
duccidn del juego inicial y se obtiene el juego reducido uz; . Si siguiesen

existiendo elementos como k volveriamos a reducir el juego ya reducido y asi
. . T\E™
sucesivamente hasta llegar al juego u ;\ g -
T
Se puede comprobar facilmente que

uNE(T\E™) = o(T) — z(E™) > 0

£T\E™—

Construimos el juego 4 definido como

(S) = ul s (S) = 2(S) si ul Moms (8) — 2(S) > 0

u(S) =0 en el resto

El lector puede remitirse al trabajo de Izquierdo y Rafels (1996) para la
demostracion de que el nucleo de este juego es no vacio.

Sea t una distribucién del nacleo del juego 4. La objecion que se utilizara
sera:

yi=x; Vi € E™
Y, = b+ xy VZGT\Em
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Obsévese que aplicando el resultado anterior podemos obtener que:

wS)y< > (mi+ )+ D, @ ¥SCT

ie(T\E™)nS i€EmNS

Si existiese una contraobjecién (M, z) llegariamos a:

Z%‘>Zyi+zl‘i2 Z (i) + Z yi+Zl‘iZU(M)

ieM €S i€R {€(T\E™)nS i€EmNS i€R

‘Esto invalida la contraobjecién porque se deberia de establecer z(M) <
v(M). «

El 7-value

De acuerdo con Tijs (1981), la principal propiedad de este valor es el caracter
de solucién compromiso, al ser una solucién intermedia entre una cota superior
y una cota inferior del pago que los jugadores pueden recibir. Las cotas a las
que nos referimos son las siguientes:

- La cota superior, M = (M} ):en, se compone de las contribuciones mar-
ginales de cada jugador y representa lo maximo a lo que un jugador aspirara
ern el juego (de ahi que a veces se llame a esta cota vector de utopia).

M = u(N) — o(N\(i})

- La cota inferior, m” = (m?);en, se compone de los pagos minimos que cada
jugador se puede asegurar en el juego, un jugador siempre puede garantizarse
como pago lo que queda después de pagar a sus compaifieros de coalicién lo
maximo a lo que éstos pueden aspirar, es decir, su contribucién marginal (a
- esta cota se le denomina vector de minimos derechos).

m; = maxscN\{i} [(SU {Z}) h Z ]M;]
JES

Para que el 7-value pueda ser calculado es necesario que se cumplan una
serie de requisitos. En primer lugar sélo se puede calcular en aquellos juegos
que sean cuasiequilibrados, que son aquellos que verifican las dos propiedades

siguientes: _
dom? <o(N) <> M

ieN ieN
m; <M Yie N
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Dentro de esta clase de juegos se incluyen los juegos equilibrados o balan-
ceados, por lo tanto, los Juegos Generalizados de Externalidades, que ya vimos
en el capitulo anterior que son juegos balanceados, permiten el cdlculo de esta
solucion.

Una vez que hemos comprobado que se cumplen las condiciones para poder
calcular el 7-value, pasemos a la definicion del mismo establecida por Tijs

(1981).

Definicidn 3.14 FEl 7-value se define como la inica distribucion eficiente que
se halla en el segmento que une las cota superior e inferior definidas anterior-
mente.

Los autores Driessen y Tijs (1983) dan una férmula que permite el célculo
del T-value para los juegos equilibrados:

(v) = (1 —-8)m"+ §M”

v(N)=>". _,m?
donde (5 = Z—’Tuz—fv—ﬁ—
. ien i T 2ien ™ o
Finalmente establecemos las condiciones para que el 7-value pertenezca al
nucleo.

Proposicién 26 Si v € GEy, normalizado’® y M*(N) = ey M? > 0, en-
oS

tonces el T-valor de v pertenece al Nucleo st y solo st M”I(‘;[\;)(i)(N) > M”JKS)(—%(S) VS €

2V conl<s<n—1yM"(S)—v(S)#0 donde s es el cardinal S.

Demostracion:

Al ser v un juego semiconvexo tenemos que Min(s;es;M¥(S) — v(S) =
M? —v({d}) VieN

Sea A} = Mingsies1M*(S) — v(S). Ademds es ficil comprobar que dadas
las definiciones de las cotas podemos expresar el vector A” = (A?);en en funcién
de las cotas de la siguiente manera:

No= MY —m®

Como v es normalizado y 3 ;cn v(V) — v(N\{z}) > 0 tenemos que m? =
My =X =o({z}) =0

Entonces 7(v) = M"Y, donde § € [0,1). Ademas debemos elegir § de
tal forma que 7Y(N) = v(N). Esto conlleva que 77 = % Nétese que

8 (S) = M?(S) — m¥(S) = M"(S); en particular 6(N) = M¥(N) > 0, lo

1%Un juego normalizado si v({i}) =0 Vi € N. Dado un juego v siempre podemos obtener
un juego normalizado 9, tal que 9(S) = v(S) — ) ;s v({7})-
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que implica que M¥(N) — v(N) > 0. Por definicién de 7-valor m? < 77
M? Vie N. Asi que tenemos 77 > a? > v({1}) y 7¥(N — ) = v(N) — 77 >
v(N) — MY = v(N — ), por lo que por definicién de nucleo se sigue que
v € C(v) st y solo si 7Y(5) > v(S) cuando 1 < s < n — 1. Utilizando el
Teorema 2.4 en Driessen y Tijs* (1983) la expresion anterior es equivalente
a M¥(S) —v(S) > (M¥(N) — v(N))(A*(N))~1A¥(S) para todo S € 2V con
l<s<n-~1.

En el trabajo de Driessen v Tijs (1883) se demuestra que para juegos se-
miconvexos balanceados de cuatro jugadores el 7-value siempre pertenece al
nicleo. Por lo tanto, los Juegos Generalizados de Externalidades de cuatro
jugadores verifican esa propiedad.

IN

13Estos autores demuestran para los juegos cuasiconvexos que si MY(N) — v(N} > 0
SR siendo MY = Min(s.ies) MY (S) = v(S).

entonces el T-valor es v¥ = M? —
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