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Resumen

En un contraste de hipdtesis no siempre es posible definir las hipétesis con precision,
o bien, no es posible relacionarlas directamente con los datos disponibles. Esta tesis
considera el desarrollo de herramientas estadisticas para el contraste de hipotesis
definidas con incertidumbre y su aplicacién al diagnoéstico automatico de tubercu-
losis. Se proponen métodos para medir las prestaciones alcanzables a partir de los
datos de entrenamiento y también se presentan test que consideran la incertidumbre
y moderan las probabilidades con las que se decide. Por otro lado, se considera el
equivalente en aprendizaje estadistico de los cocientes de verosimilitud en aquellas
situaciones en las que no se conoce la distribucién de los datos y una sola muestra
de test no es suficiente para tomar una decision con las prestaciones requeridas.

La tesis arranca con una introduccion a la tuberculosis, por qué es un problema
de salud y cudles son las técnicas para su diagnostico, centrandose en las propuestas
automaticas basadas en el analisis de imagenes del esputo y sus principales incon-
venientes. A continuacién realiza una breve revisién de la teoria estadistica de la
decision, que incluye las metodologias paramétrica y no paramétrica del contraste
de hipdtesis y los contrastes secuenciales; la determinacién de regiones de confianza
y la maquina de vectores soporte.

Luego, introduce el contraste de hipodtesis inciertas y propone métodos para dicho
contraste desde el punto de vista frecuentista y bayesiano. Asimismo, formula cotas
superiores de las probabilidades de error desde el punto de vista frecuentista y cotas
superiores de la probabilidad a posteriori de cada hipétesis desde el punto de vista
bayesiano.

A continuacion, considera el problema de clasificar un conjunto de muestras de
la misma clase desde el punto de vista del aprendizaje estadistico. Propone un nuevo
método que “extiende” los datos de entrenamiento de forma que el clasificador entre-
nado mediante dichos datos “extendidos” proporciona una salida tnica al conjunto
de muestras. La bondad del método se comprueba desde un punto de vista empirico
mediante varias bases de datos ptublicas y su complejidad es examinada cuando se
emplea la maquina de vectores soporte como clasificador.

Finalmente, propone un sistema automatico para el diagnéstico de pacientes de
tuberculosis capaz de procesar imagenes al ritmo que se capturan del microscopio.
Este sistema examina imagenes de esputo vistas al microscopio en busca del bacilo de
Koch. Sin embargo, no es sencillo definir qué es un paciente sano porque es muy dificil
construir un clasificador cuya probabilidad de declarar un bacilo errébneamente sea
cero. Es aqui dénde los métodos descritos arriba proporcionan una decision acerca

del estado del paciente que considera la incertidumbre en la definicién de paciente
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sano y obtienen cotas de las prestaciones alcanzables a partir de los ejemplos de

ambos tipos de pacientes.



Abstract

In hypothesis testing, it is not always possible to define the hypotheses precisely,
sometimes they are not directly related with the available data. This thesis consi-
ders new statistical tools for testing uncertain hypotheses and their application to
automatic tuberculosis diagnosis. Methods to measure the achievable performance
using the training data are developed and test which consider the uncertainty in the
hypotheses and modify the decision probabilities accordingly are proposed. Anot-
her addressed problem is the machine learning equivalent to the likelihood ratio for
those situations where the data distributions are unknown and one test sample does
not provide the desired performance.

The thesis starts with an introduction to tuberculosis, why is a health problem
and which are the diagnosis techniques. We focus on automatic diagnosis based on
sputum images analysis and their principal issues. Later, it shortly reviews decision
theory, which includes parametric and non-parametric hypothesis testing metho-
dologies and sequential testing; confidence region estimation and support vector
machines.

Uncertain hypotheses testing follows and methods from frequentist and Bayesian
points of view are proposed. Upper bounds of the error probabilities for frequentist
view and upper bounds for the a posteriori hypotheses probability are presented.

The problem of classifying a set of samples of the same class is considered from
a machine learning point of view. A new method to extend the training samples in
such a way than a classifier trained with these “extended” training samples gives
a single output for the test set of samples. This algorithm is evaluated and proved
worthy in some public datasets and its complexity is analysed for the support vector
machine classifier.

Finally, an automatic diagnosis system for tuberculosis patients is proposed. This
system is capable to process images at the same rate as the microscope captures
them. The system looks for Koch bacilli in the sputum. However, it is not clear
how to define a healthy patient as it is difficult to build a classifier with zero false
bacillus detection probability. The methods described above give a decision for the
patient that correctly considers the uncertainty in the healthy patient definition.
In addition, those methods bound the achievable performance from the available

training data.
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UMP uniformemente mas potente

VIH virus de la inmunodeficiencia humana



Notacion

En la memoria se ha empleado, en general, la siguiente notacién:

H, Hipotesis 1.
P(H;) Probabilidad a priori de H;.

mintsculas para los escalares.

~—

minusculas negrita para los vectores.
mindsculas negrita y cursiva para un conjunto de muestras: {xj,Xa,...}.

mayusculas para una variable aleatoria escalar.

Mo ] ®oxn

mayusculas y negrita para una matriz o una variable aleatoria vectorial.

XITI



X1v / NOTACION



Capitulo 1
Motivacion

La algoritmia desarrollada en esta tesis puede aplicarse al diagnéstico automatico de
pacientes de tuberculosis. La muestra a examinar para tomar dicha decisién es un
conjunto de imagenes microscopicas de esputo, que tipicamente es suficientemente
grande. Empezamos describiendo la tuberculosis, por qué es un problema de salud

en nuestros dias y cudles son los métodos para su diagnoéstico.

1.1. La tuberculosis

La tuberculosis es una enfermedad infecto-contagiosa causada por el mycobacterium
tuberculosis, conocido como el bacilo de Koch. La tuberculosis es, posiblemente, la
enfermedad infecciosa mas prevalente en el mundo. En 1999 la Organizacion Mundial
de la Salud cifré el nimero de nuevos casos de tuberculosis en el mundo en
3.689.833 para un total de 8.500.000 casos totales con una tasa global de 141,/100.000
habitantes. En el informe de 2003, se estima en 8 millones (140/100.000) el
niumero de nuevos casos de tuberculosis, de los cuales 3,9 millones (62/100.000) son
baciliferos, esto es, contagiosos o con tuberculosis activa y 674.000 (11,/100.000)
estan coinfectados con el virus de la inmunodeficiencia humana . La tubercu-
losis mantiene una prevalencia de 245/100.000 habitantes, y una tasa de mortalidad
de 28/100.000. La tendencia epidemiolégica de la incidencia de tuberculosis sigue
aumentando en el mundo, pero la tasa de mortalidad y prevalencia estan disminu-
yendo (Organizacion Mundial de la Salud, [2003] revisada en marzo de 2006). En
Espania hubo, en 1990, 21.644 casos de tuberculosis, 2.265 de los cuales fueron mor-
tales; en el ano 2007 hubo 13.103 casos de tuberculosis de los cuales 1.375 fueron
mortales, de éstos ultimos, 122 padecian también (Bauquerez et al., 2009).

La tuberculosisE] se trasmite a través de particulas expelidas por un paciente

1Robert Koch anuncié el descubrimiento del bacilo de la tuberculosis el 24 de marzo de 1882.
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bacilifero con la tos, estornudo, hablando, etc. Las gotas infecciosas son de un dia-
metro de entre 0,5 y 5 um, pudiendo ser producidas alrededor de 400.000 con un
s6lo estornudo. Un paciente con tuberculosis activa sin tratamiento puede infectar
entre 10-15 personas por ano que en su mayoria tendran contactos frecuentes, pro-
longados, o intensos con el paciente (como por ejemplo, el transporte publico a horas
punta). El riesgo de contagio aumenta en areas donde la tuberculosis es frecuente
o con pacientes inmunodeprimidos, como los pacientes de [VIH| con la enfermedad
activa.

La enfermedad ataca preferentemente los pulmones, pero puede también infectar
otros organos como los rinones, el higado, la piel, meninges, etc. Es mas grave en
ninos y ancianos, que pueden llegar a morir de ella. Iniciando el tratamiento con los
medicamentos normalizados, el enfermo deja de contagiar a partir de los quince o

veinte dias.

1.1.1. Diagnéstico de la enfermedad

Para el diagnostico de la enfermedad se emplean los siguientes procedimientos:

= Radiografia de térax: esencial en el diagnéstico de la enfermedad. Las lesio-
nes tipicas radiolégicas son apicales, en segmentos posteriores y generalmente

formando cavidades (Kumar y Cotran, [2003)).
» Cultivo de la muestra biolégica (Kumar y Cotran) 2003).

» Prueba de la Tuberculina o Test de Mantoux: test cutaneo (intradermorreac-

cién) para detectar infeccién tuberculosa (Chaturvedi y Cockeroft), [1992).
» Test basados en la amplificacién de acidos nucleicos (Dinnes et al., [2007).

» Baciloscopia de esputo: vision directa mediante microscopio del bacilo de tu-
berculosis en esputo, empleando técnicas de tincién para bacilos acido-alcohol

resistentes (Ziehl-Neelsen) o auramina (Steingart et al., 20006).
Esta ultima técnica es la empleada para el diagnostico en este trabajo por ello,

la extenderemos brevemente en el siguiente apartado.

1.1.1.1. Baciloscopia de esputo utilizando auraminas

Las micobacterias de la tuberculosis tienen una pared celular de estructura lipidica

con acidos micélicos (>60 %). Para facilitar su identificacién en el microscopio se

En su memoria la [@] declara el 24 de marzo como el dia mundial de la tuberculosis.
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utiliza una tincién fluorescente de auramina, que incluye fenol en su composicion, que
se intercala en los 4cidos de la pared celular de los bacilos (en los carbonos) ademés
de en otros cuerpos presentes en el esputo. La tincion afecta tanto al color como
al tamafio de los bacilos que se observan. En pacientes bajo tratamiento resultan
mucho mas dificiles de ver aunque los bacilos sigan estando ahi dado que las paredes
de los bacilos son mas finas.

El protocolo médico indica que es necesario revisar tres lineas de la muestra (re-
correr el portaobjetos tres veces de izquierda a derecha). Los médicos suelen utilizar
un aumento 25x, aunque es posible utilizar un zoom mayor, lo que representa 75-100
campos (o imagenes no solapadas de la muestra) en las tres lineas. La Figura
muestra un campo de un paciente enfermo. El diagnéstico del médico es positivo
si encuentra 3 o méas bacilos en las tres lineas. De otra forma, se considera que el
paciente da negativo (no se encuentra ninguno) o se le considera no bacilifero (no
contagioso, si se encuentran uno o dos bacilos solamente). En cualquier caso, se rea-
liza un cultivo de la muestra biologica para asegurar el diagnostico. El resultado del
cultivo se asume como la situacion real del paciente y a la vista de ello las presta-
ciones de la baciloscopia realizada por los médicos rondan el 59 % de sensibilidad,
definida como la probabilidad de clasificar correctamente un paciente enfermo, y el
99 % de especificidad, definida como la probabilidad de clasificar correctamente un

paciente sano.

1.1.1.2. Pacientes considerados como no contagiosos o no baciliferos

La infeccion latente de tuberculosis significa que el germen de la tuberculosis se
encuentra en el cuerpo (generalmente en los pulmones), pero sin que se hayan pre-
sentado aun sintomas evidentes. En el caso de la tuberculosis latente, el paciente
presenta una reacciéon importante a la prueba cutanea de Mantoux, sin que haya
sintomas de tuberculosis ni organismos de la tuberculosis en el esputo. Para conta-
giar los gérmenes de la tuberculosis, la persona debe tener la enfermedad activa. La

tuberculosis puede permanecer como infeccién latente toda la vida.

1.1.1.3. Efectos de un diagnéstico erréneo

Dada la alarma social que genera un diagnodstico positivo de tuberculosis, es impres-
cindible lograr una especificidad lo méas cercana posible al 100 %. Es decir, tnica-
mente los casos positivos claros son declarados, y para el resto se espera a realizar un
cultivo de la muestra biolégica para asegurar la existencia o no de bacilos. En esos

casos, se considera que el paciente no es contagioso por lo menos durante el tiempo
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Figura 1.1: Imagen microscépica del esputo (campo) tintado con auramina.

que se tarda en realizar el cultivo, hasta cuatro semanas (Robledo et al., 2006), ya

que se considera no bacilifero.

1.1.2. Propuestas de diagnéstico automatico

El problema de identificar automaticamente el bacilo de Koch en imagenes micros-
copicas del esputo ha sido atacado desde distintos puntos de vista en la literatura.
Muchos de los métodos descansan en la segmentacion de las iméagenes, que consiste
en identificar, centrar y preprocesar los posibles bacilos para luego proceder a su
clasificacién partiendo de distintos descriptores de los mismos (Veropoulos et al.|
1999; [Forero et al., 2006} 2003, 2004; Yu et all, |1997)). Los inconvenientes de estas

propuestas son:

1. Descansan en la segmentacion de las imagenes, que tiene una alta carga compu-
tacional de base. Sea cual fuere el método de clasificacién que quiera aplicarse
después, el tiempo de computacion del algoritmo de deteccion queda lastrado

por la segmentacion.

2. Se limitan a la identificaciéon o clasificacion de microorganismos y no abordan
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la decision acerca del diagndstico del paciente. Tal vez sea esta la mayor limi-
tacion de estos algoritmos. No es posible conseguir un clasificador de bacilos
que tenga una probabilidad de falsa alarma nula. Es por ello que cualquier so-
lucién al problema de identificacion de pacientes con tuberculosis ha de pasar
por asumir que el clasificador de bacilos no es perfecto y anadir un segundo

nivel centrado en el diagnostico del paciente.

Emplear diferentes muestras de esputo de un mismo paciente para mejorar el diag-
nostico ha sido analizado en (Nelson et al. |1998; |Cascina et al., [2000), donde se
muestra que no hay ventajas evidentes en la sensibilidad del diagnoéstico cuando se

analizan mas de dos muestras y no compensa en términos econémicos.

1.1.3. Nuestra propuesta

Para diagnosticar a un paciente se dispone de imagenes de pacientes sanos, imagenes
de pacientes enfermos y parches (pequenas ventanas en las imagenes) etiquetadoﬂ
como bacilos. En primer lugar se implementa un clasificador de bacilos entrenado
mediante los pacientes sanos y los parches etiquetados como bacilo. Sin embargo,
resulta, como hemos dicho, muy dificil implementar un clasificador cuya probabilidad
de detactar erréneamente un bacilo sea cero. Por tanto, no es sencillo caracterizar
a un paciente sano por el nimero de detecciones de bacilos, dado que un paciente
sano producira falsas detecciones de bacilos.

Atacamos este problema fusionando la informacion del clasificador de bacilos en
un test secuencial cuyas hipodtesis han sido definidas con incertidumbre. Este test
hace que el sistema siga adquiriendo iméagenes hasta que se hayan alcanzado las
prestaciones deseadas dentro del margen de prestaciones alcanzables que se puede
calcular a partir de los pacientes de entrenamiento.

Por otro lado, el sistema desarrollado en este trabajo tiene en cuenta las limita-
ciones del procesado en tiempo real y la soluciéon propuesta solo considera algoritmia
implementable en tiempo real cuyos requisitos computacionales son cémodamente

adaptables.

2Fl etiquetado de bacilos es un procedimiento costoso realizado manualmente por un experto.
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Capitulo 2
Introducciéon

Este capitulo revisa las técnicas de contraste de hipodtesis, que son una aplicacion
de la teoria estadistica de la decision, englobada a su vez en la teoria de la deci-
sién (North, 1968; [French| 1986 [Howard, 2000; Edwards et al., 2007). El capitulo
comienza introduciendo el problema de la decision y posteriormente describe el con-
traste de hipotesis para modelos paramétricos siguiendo los enfoques frecuentista y
bayesiano, y los test empleados para modelos no paramétricos. A continuacion, se
centra en los test secuenciales para hipotesis binarias, que son especialmente ttiles
para la aplicacion que motiva este trabajo porque permiten especificar la especifici-
dad y sensibilidad deseadas.

Este capitulo también considera las regiones de confianza de parametros que,
como veremos, estan estrechamente relacionadas con el contraste de hipdtesis y
juegan un papel relevante en el capitulo siguiente. La metodologia de aprendizaje
estadistico a partir de muestras analiza, entre otros, el problema de clasificacion
que predice una variable aleatoria discreta a partir de otra variable aleatoria. Este
capitulo revisa la maquina de vectores soporte: su formulacién y algunas técnicas
para reducir su tiempo de ejecucion. Finalmente, este capitulo presenta los objetivos

de este trabajo.

2.1. Teoria estadistica de la decision

La teoria estadistica de la decisiéon se ocupa de la toma de decisiones cuando las
incertidumbres presentes en el proceso de decision estan modeladas de modo esta-
distico (Berger, 1985). Los elementos de la teoria estadistica de la decisién son: el
estado # € © que suponemos desconocido, donde © representa el conjunto de es-
tados posibles; las decisiones (o acciones) a € A, donde A representa el conjunto

de decisiones posibles; y una funcién de coste (o utilidad) L(#,a) que representa el

7
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coste (o recompensa) que supone decidir a cuando el estado es 6 (véase en [Berger
1985, cap. 2, North |1968 y [French| /1986, cap. 5).

Para la toma de la decision se dispone de una serie de observaciones que supon-
dremos independientes e idénticamente distribuidas T ={x1,X9,...,X,} € X,
donde X es el espacio de las observaciones. Se asume que x es una realizacion de la
variable aleatoria X. La funcién de densidad de probabilidad de X depende
del estado y la denotamos como f(z|0)]

2.1.1. Coste bayesiano esperado

La estadistica bayesiana asume que # es una variable aleatoria y formaliza el cono-

cimiento a priori sobre el estado mediante una 7(0).

Definicién 2.1 (Coste bayesiano esperado). Si 7%(6) es la distribucién a posteriori
de 0, esto es, la distribucién de 6 en el momento de la decision, el coste bayesiano

esperado de tomar la decisién a con una funciéon de coste L es (Berger, |1985)):

p(r*, a) = /@ L(6,a)7*(0)do .

La distribucion a posteriori () se obtiene como la actualizacién de la distri-

bucién a priori m(0) con la verosimilitud f(x|6).
™) =70 | x) =

La cantidad f(x) = [g f(x]|0)7(0)df se denomina evidencia. La forma habitual
de hacer inferencia acerca de 6 en el analisis bayesiano describe el conocimiento
inicial mediante la distribucion a priori y emplea las observaciones para derivar,
via el Teorema de Bayes, la distribucion a posteriori. Si no hay observaciones, la
distribucién a posteriori coincide con la distribuciéon a priori. La mejor regla (o

criterio) de decisién bayesiana es la que minimiza el coste esperado bayesiano.

2.1.2. Riesgo frecuentista

En el enfoque frecuentista el estado no es una variable aleatoria sino un parametro
fijo, pero desconocido. Desde este punto de vista no tiene sentido asignar probabili-

dades a priori.

1Seguiremos este tipo de notacién que es la habitual en la metodologia bayesiana: lo hacemos
para no cambiar de notacion cada vez que describimos uno y otro enfoque. En ningin momento
estamos tomando partido por ninguna de las dos filosoffas. La notacién frecuentista seria f(x;6).
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Definicién 2.2 (Regla de decisién). Una regla de decisién d(x) es una funcién de
X en A. Si  es una realizacién de X, §(x) es la decisiéon (accién) asociada a esta

observaciéon. Esta decision puede ser determinista o aleatoria.

Definicién 2.3 (Riesgo de d(x)). La funcién de riesgo para una regla de decision

d(x) se define como:

R@@:A@@&@ﬁ@wmm. (2.1)

El riesgo frecuentista evaltia para cada posible estado 6 la esperanza con respecto

a las observaciones @ del coste que supone emplear la regla de decisién 0(x).

Definicién 2.4. Una regla de decisiéon d; es R-mejor que una regla de decision 0,
si R(0,01) < R(0,62) con desigualdad estricta para algin 6. De igual modo, ¢; es
R-equivalente a 69 si R(6,01) = R(0,62) para todo 6.

Definicién 2.5 (Admisibilidad). Una regla de decisién 0 es admisible si no existe

ninguna otra regla R-mejor.

Definicién 2.6 (Invariancia). Si un problema de decisién es invariante bajo un
grupo de trasformaciones G, entonces la regla §(x) es invariante bajo G si para todo
reXygeqg

(g(x)) = g(d(=)) ,

donde la existencia de §(-) muestra que las decisiones que se toman en los problemas

x y g(x) se corresponden.

2.1.2.1. Riesgo de Bayes

Hemos visto que el riesgo frecuentista es una esperanza con respecto a X. Si hacemos
la esperanza también con respecto a 6 tenemos otra medida de riesgo, el riesgo de

Bayes.

Definicién 2.7 (Riesgo de Bayes). El riesgo de Bayes para una regla de decisién 9,

con respecto a una distribucién a priori m sobre ©, se define como
Mm®:/R@®ﬂ@M,
e

donde R(#,9) se ha definido en ({2.1)).

La regla 6 que minimiza el riesgo de Bayes se denomina regla bayesiana. Bajo

condiciones generales, si § C Ry R(6,) es continuo en 6 para toda regla ¢, entonces
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las reglas bayesianas son admisibles (Wasserman), 2005, Teor. 12.19). Desde el punto
de vista frecuentista # no es una variable aleatoria. Sin embargo, 7(6) se puede

interpretar como la importancia que se confiere a cada valor de 6 (Lehmann| [1997)).

Teorema 2.1. Si la funcién de coste L(0,5(x)) = (6 — §(x))* entonces la regla

bayesiana es
3(x) = / or(6 | ) db |
)
esto es, la esperanza de 0 condicionada a la observacion .
Si L(6,0(x)) = |0 — §(x)|, la regla bayesiana es la mediana de 7(0|x).
Si L(0,(x)) es el coste “cero-uno”, que no es convezo y se define por L(0,6(x)) =

0si6 = 0(x) y L(O,5(x)) = 1 en otro caso, la regla bayesiana es la moda de
7(0|x)(Van Trees, |2001), (Wasserman, |2005, Teor. 12.8).

2.1.2.2. Minimax

Si la distribucién a priori es desconocida, podemos desear minimizar el maximo

riesgo, supyeg R(0,6). Esto es lo que propone la regla minimax.

Definicién 2.8 (Regla minimax). La regla §* es la regla minimax si

sup R(6,0") = inf sup R(6,0) ,
968 ( ) 569068 (6,9)

donde D es el conjunto de todas las reglas de decisién.

Si una regla tiene riesgo constante y es admisible entonces es minimax (Wasser-
man, 2005, Teor. 12.21). Las reglas minimax son reglas bayesianas con respecto a la
distribucién a priori menos favorable, esto es, la distribucién que maximiza el riesgo
bayesiano. En caso que tal distribucién no exista, la regla minimax es el limite de
la secuencia de distribuciones menos favorables (Lehmann| 1997).

En ocasiones se dispone de cierta informacion a priori pero no se confia comple-
tamente en ella para minimizar directamente el riesgo de Bayes. En lugar de ello,
se prefiere la regla que minimice el riesgo de Bayes de entre las que cumplan la
siguiente condiciéon

R(6,6)<C V0,

donde C' es siempre mayor que el riesgo minimax y mas grande cuanto més cer-
tidumbre tenga sobre su informacién a priori. Esta soluciéon se denomina regla de

Bayes restringida (Lehmann) [1997)).
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2.1.3. Estadistico suficiente

Las reglas de decisién basadas en estadisticos suficientes son admisibles y por tanto

es suficiente con estudiar tinicamente estas reglas de decision.

Definicién 2.9 (Estadistico suficiente). Sea X una variable aleatoria cuya distri-
bucién depende de un pardmetro desconocido ¢. Una funcién 7'(X) es un estadistico
suficiente para 6 si X es independiente de 6 dado T'(X). En otras palabras, T'(X) es
suficiente para 6 si contiene toda la informacion que X proporciona sobre 6 (Cover
y Thomas, [2006)).

Teorema 2.2 (Fisher-Neyman). Sea @ una muestra de X, el estadistico T(x) es

suficiente para 0 si y solo si

f(x[0) =g(x)h(T(x) | 0)
donde g no depende de 0 (Scharf y Demeure, |1991).

Teorema 2.3. Si T es un estadistico suficiente para 8 y &5(x,-) es una regla de deci-
sion, existe una regla de decision 67 (t,-) R-equivalente a §f que depende unicamente
det=T(x).

El Teorema [2.3] establece que solo hace falta considerar reglas basadas en esta-

disticos suficientes (Berger} [1985).

2.1.4. Clases de reglas de decision

Definicién 2.10 (Clase esencialmente completa). Una clase C de reglas de decisién
es esencialmente completa si para cualquier regla de decisién § que no estd en C

existe una regla de decision ¢’ € C que es R-mejor que o R-equivalente a §.

Definiciéon 2.11 (Clase completa). Una clase C de reglas de decision es completa
si para cualquier regla de decisién § que no esta en C existe una regla de decision

0" € C que es R-mejor que 0.

Definicién 2.12 (Clase minimamente completa). Una clase C de reglas de decision

es minimamente completa si es completa y no lo es ningtin subconjunto de la clase.

El Teorema [2.3] establece que la clase de reglas no deterministas basadas en un
estadistico suficiente forman una clase esencialmente completa. La clase de reglas

deterministas es completa si la funcién de coste es convexa (Berger) 1985).
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Teorema 2.4. Si © es finito, A es finito y L(0,a) > K > —oo ¥V 0,a ; entonces el
conjunto de las reglas de decision de Bayes es una clase completa y el conjunto de

reglas de decision de Bayes admisibles es una clase minimamente completa (Berger,
1985).

2.2. Contraste de hipodtesis

El contraste de hipotesis particulariza el problema general de decision de la siguiente
manera: las decisién a; € A elige como cierta la hipdtesis H;, que consiste en que el
estado # pertenece a la region ©; C ©. Nos centraremos en el contraste entre dos

hipotesis.

2.2.1. Enfoque frecuentista

En el enfoque frecuentista el contraste de hipotesis consiste en inferir a partir de las
observaciones si una determina afirmacién (o hipétesis) es cierta. La hipdtesis que se
desea contrastar, que suele asumirse como cierta hasta que se demuestre lo contrario,
se denomina hipdtesis nula, y la denotaremos como Hy : 6 € ©g. La otra hipdtesis
H, : 6 € O, se denomina hipdtesis alternativa (que es complementaria de la hipétesis
nula). La regla de decision (contraste o test) toma una de estas dos decisiones: a;
rechazar la hipdtesis nula porque las observaciones proporcionan evidencia en favor
de la hipétesis alternativa; o, ag no rechazar la hipotesis nula debido a la falta de

evidencia en su contra (Conover, 1998).

Definicion 2.13 (Region critica). Una regla de decision asigna a cada posible rea-
lizacion & de X una de esas dos decisiones dividiendo el espacio muestral en dos
regiones complementarias: Sy y Si. So es la region donde la hipdtesis nula no se
rechaza. El conjunto S; se denomina region critica o region de rechazo y el conjunto

Sp region de aceptacion.

Cuando se toma una decisién pueden cometerse dos tipos de errores: rechazar la
hip6tesis nula cuando es cierta (error de Tipo I, o falsa alarma) o, aceptarla cuando
es falsa (error de Tipo IT o no deteccién). El enfoque frecuentista evita la utilizacién
directa de una funcién de coste (aunque lo hace implicitamente (Berger, |1985} [Leh-
mann, [1997))) y desarrolla el contraste de hipétesis por medio de las probabilidades

de error limitando el error de Tipo I y minimizando el error de Tipo II.

Definicién 2.14 (Nivel de significacion). El nivel de significacién, denotado habi-
tualmente como «, es la probabilidad maxima de rechazar errbneamente la hipotesis

nula. El valor 1 — « se denomina nivel de confianza.
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Esto es, el enfoque frecuentista limita el error de Tipo I:

/)ﬂw|mﬁn<a Voeo,,

1

y maximiza la probabilidad de deteccion:

/Qﬂw|®dw Voeco, . (2.2)
S1
La expresién ([2.2)) representa la probabilidad de rechazar correctamente la hipétesis

nula.

Definicién 2.15 (Tamano de un test). Se denomina tamano de un test o tamano
de la regién critica a

sup [ f(x]0)dz.
0€0g S1

Definicién 2.16 (Potencia del contraste). La potencia del contraste para rechazar la
hipétesis nula o potencia del contraste es la probabilidad de rechazar correctamente

la hipoétesis nula.

Definicién 2.17 (Hip6tesis simple/compuesta). Una hipétesis H; : 0 € O; es simple

si ©; consiste en un tnico punto. En otro caso, se denomina compuesta.

Si la hipotesis Hy es simple la potencia es un ntmero, si por el contrario es
compuesta la potencia es una funcién de # con 6 € ©,. Habitualmente disminuir el
nivel de significacién (probabilidad de falsa alarma) también disminuye la potencia
(probabilidad de deteccién) del test.

Definicién 2.18 (Nivel critico del test). El nivel critico del test (p-valor del inglés
p-value) es el menor nivel de significacién con el que se rechaza la hip6tesis nula

para la observacion dada.

El nivel critico del test es una medida de la evidencia en contra de Hy, y cuanto
menor sea éste, mayor evidencia contra la hipotesis nula. Sin embargo, no es una
probabilidad y menos la probabilidad de que la hipdtesis nula sea cierta. Un nivel
critico alto puede mostrar que Hyj es cierta, o que es falsa y el test tiene una potencia

baja (Wasserman, 2005)).

Definicién 2.19 (Test insesgado). Un test insesgado es aquel en el que la proba-
bilidad de rechazar correctamente H, es siempre mayor o igual que la probabilidad

de rechazar incorrectamente Hj.

En otras palabras, un test insesgado es aquel en el que la potencia es siempre

mayor o igual que el nivel de significacién.
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2.2.1.1. Contraste de hipo6tesis simples

En el caso de hipétesis simples, tenemos perfectamente caracterizadas las [fdps de

las hipotesis.

Teorema 2.5 (Lema de Neyman-Pearson). Para el contraste de dos hipdtesis Hy : 6 = 0
y Hy : 0 = 0y, se dispone de una observacion x que es una realizacion de X. Para

k > 0 definimos la region

(| 6o)
w\&)”}'

==

Sean A°(k) la region complementaria de A(k), o la probabilidad de decidir Hy en
Ac(k) y B* la probabilidad de decidir Hy en A(k). Sea B cualquier otra particion del
espacio con probabilidades de error o y (3.

Si o < a* entonces B> * (Neyman y Pearson, |1935; |Cover y Thomas, |20006).

El Lema de Neyman y Pearson| (1933) es el primer teorema de clase de reglas de
decision completa y demuestra que el test 6ptimo para contrastar hipétesis simples

consiste en comparar el cociente de verosimilitudes con un umbral.

Teorema 2.6 (Test de Neyman-Pearson). Para el contraste de dos hipdtesis Hy : 0 = 6,
y Hy : 0 = 04, se dispone de una observacion x que es una realizacion de X. Si existe

la constante k tal que

/{ .f<wwo><k} flx | 6y) dx = o

T (=l01)

la regla de decision, donde 0 < v <1,

Hy - f(z|60) > k

’ f(w‘91)
d(x) = Hy con probabilidad ~ - % —k
. f(2|00)

es el test de tamano o mas potente. Para la demostracion ver por ejemplo |Kay
(1998); |Bergen (1985); |Lehmann| (1997).

Este test también es una regla bayesiana, y se puede llegar a ¢l con ciertas
probabilidades a priori de 8y y 6 y una funcién de coste de tipo 0-K;, que asigna
K; a escoger incorrectamente la hipdtesis H; y cero a las elecciones correctas (Berger,
1985)).

Definicién 2.20 (Divergencia de Kullback-Leibler). La divergencia de Kullback-
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Leibler entre dos [fdpk p v ¢ se define como

p(z)
D(pl|q :/px log —= dx |
(who) = [ pl)1og 2
donde asumimos siguiendo argumentos de continuidad que 0 log g =0yplog§ =00
(Cover y Thomas, [20006]).

Las probabilidades de error de ambos tipos descienden exponencialmente con
el nimero de muestras de la observacién (Cover y Thomas, 2006). Si hacemos que
el error de Tipo I (falsa alarma) descienda arbitrariamente lento, las prestaciones
asintéticas del test de Neyman-Pearson para el error de Tipo II (o no deteccion)

vienen descritas por el Lema de Stein.

Lema 2.1 (Stein). Si ay, y B, son respectivamente las probabilidades de error de

Tipo Iy II para n muestras y 3, es el error de Tipo II sujeto a que o,, < € entonces:

ltm lim 55 = —D(f (xl60) | f(x]61))

e—0n—oon,

El mayor exponente con el que decrece el error de Tipo II es la divergencia
de Kullback-Leibler entre las de las hipétesis D(f(x|6y) f(x|01)) (Cover y
Thomas, [2006]).

La metodologia bayesiana, por otro lado, puede asignar probabilidades a priori
mo y 71 a las hipdtesis Hy y Hy, y emplear una funcién de coste 0 — K;. En ese
caso, el test O6ptimo comparara un cociente de verosimilitudes con un umbral y la

probabilidad de error global para n muestras es:
Pen = TToOp, +7T16n .

Sea

;oo
D* = lim min ——log P." ,
n—oo A, n

donde A, es la regién de aceptacién (no rechazo) de la hip6tesis Hy para n muestras.
El mejor exponente de error en este caso se denomina exponente de Chernoff y viene

dado por el siguiente teorema.

Teorema 2.7 (Chernoff). El mejor exponente de error D* alcanzable es

D* = D}

f(x]0o)) = D(fx-

f(x61))

donde
f(@]00)* f (2]61)"
Yacx f(albo) f(alf)'

=
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f(x]60h)) = D(f

y \* es el valor de \ que verifica D(fy f(x]6)).

La cantidad D( fy

f(x]00)) se conoce como la informacién de Chernoff.

2.2.1.2. Contraste de hip6tesis compuestas

Es frecuente que cada hipdtesis represente un conjunto de estados, que equivale a
decir que el estado puede tomar cualquier valor en dicho conjunto. En este caso las

lf[dpk condicionadas a las hipdtesis tienen en general pardmetros desconocidos.

Test uniformemente mas potentes

Definicién 2.21 (Test uniformemente méas potente). Un test de tamanio « se dice
que es uniformemente mas potente (UMP)) cuando maximiza la potencia para todas

las alternativas de H;, esto es, para todos los posibles valores de 6 € ©.

En otras palabras, no hay ningin otro test de tamafio o que tenga una potencia

mayor para ningun valor de 6 € ©;.

Definicién 2.22 (Test unilateral/bilateral). Para © C R un test unilateral es del
tipo: Hy : 0 <= 0y contra Hy : 6 > 0y, o del tipo Hy : 0 >= 0y contra H; : 6 < 0,. El
test de tipo Hy : 0 = 0y contra H; : 6 # 0 se denomina bilateral.

En general los test uniformemente méas potentes no existen porque la potencia
depende de 6.

Definicién 2.23 (Distribucién con cociente de verosimilitud monétono). La dis-
tribuciéon unidimensional X tiene cociente de verosimilitud mondtono siempre que

para #; < 65 el cociente de verosimilitud

es una funcién no decreciente de x.

La clase més importante de distribuciones para la que existe un test esta
definida en R (o un subconjunto) y tiene cociente de verosimilitud monétono. Un
ejemplo es la familia exponencial de funciones (Andersen, [1970), que incluye las
distribuciones normal, exponencial, gamma, x?, beta, Dirichlet, Bernoulli, binomial,
multinomial, Poisson, binomial negativa y geométrica. Los miembros de esta familia

pueden escribirse como:

f(a] 6) = hla)er A0,
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donde T', h, n vy A son funciones conocidas. El resultado principal para estas distri-
buciones es el siguiente (Berger, [1985; Scharf y Demeure, (1991} Lehmann)|, [1997)):

Teorema 2.8 (Karlin-Rubin). Sea X una distribucion unidimensional con cociente

de verosimilitud mondtono, para el contraste de Hy : 0 <=0y y Hy : 0 > 0y los test

de la forma:
H, st T > g
d(x) = { H, con probabilidad v sizx =z ,
H, st x < X

donde —o0 < xzg <00 y 0 <~y < 1, verifican:
1. La funcion potencia es no decreciente en 0.
2. Cualquiera de esos test es[UMP de su tamario.
3. Para cualquier 0 < o < 1 existe un test de tamano o de esta forma que es

{UMA.

Volviendo a la teoria de la decision, si asumimos que la funcién de coste L(0,a;), i =

0,1, cumple:

L(@,al) — L(Q,ao) >0 sif <6
L(@,al) — L(@,ao) <0 sif> 90 (23)
podemos enunciar el teorema de clase completa (Berger], [1985)):

Teorema 2.9. Si la distribucion de X tiene cociente de verosimilitud mondtono y

la funcion de coste es del tipo (2.3)), entonces:
1. La clase de test del Teorema[2.8 es esencialmente completa.

2. Cualquier test de esa forma es admisible, siempre que el conjunto {x : f(z | §) > 0}

sea independiente de 6 y existan 01,0, € ©, 61 < 0y < 05 tales que

L(Gl,al) — L(Ql,ao) >0
L(Gg,al) — L(eg,@()) <0.

También existen tests[UMP] para el contraste de hipétesis bilaterales de la forma:

H0:9§0169292 (91<92)
H1291<9<92
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para la familia de distribuciones exponenciales en la recta real. Sin embargo, tales

tests no existen (Lehmann| 1997)) para las hipotesis bilaterales del tipo
H020:006H0191§0§(92.

Si nos centramos en los tests insesgados existen mas casos tanto en familias de
distribuciones como en tipos de hipétesis para los que existen test (Lehmann),
1997).

Test no [UMP| Cuando no existe un test [UMP] estamos obligados a emplear tests
sub-6ptimos. Un test comtunmente usado es el test de cociente de verosimilitud
generalizado (generalized likelihood ratio test) (GLRT]). Este test reemplaza los pa-
rametros desconocidos de las [f[dps condicionadas a las hipdtesis por sus estimas de
méxima verosimilitud. Un [GLRT] decide H; si

f(w|9A1)
f(z | 6o)

>

donde 6, y 6, son respectivamente las estimas de maxima verosimilitud de § € ©, y
0 € Oq. Esto es,
0; = ] 0 =0,1.
i =argméx f(x[0)  1=0,

Se puede demostrar que el [GLRT] es asintéticamente [UMP] entre todos los test que
son invariantes (Lehmann| 1997). El concepto de invariancia se examina en (Berger)
1985; [Lehmann| (1997; Scharf y Demeure, 1991)). [Zeitouni et al| (1992) analizan la
optimalidad asintética del[GLRT] derivan una condicién suficiente para que el[GLRT]
sea asintoticamente Optimo y ponen un contraejemplo para mostrar que no siempre
lo es.

Kay| (1998, cap. 11) considera el contraste de Hy : 0 = 0y y Hy : 0 # 0y y presenta
las distribuciones asintéticas del [GLRT]y de dos de sus alternativas: el test de Wald
y el test de Rao. Este ultimo es el més sencillo de los tres porque no requiere
maximizar la verosimilitud. A veces las [[dpk condicionadas a las hipdtesis tienen
pardmetros “molestos” (del inglés nuisance parameters) que son los parametros de
laffdp| que no aportan ninguna informacién sobre la hipdtesis y tipicamente degradan
las prestaciones del test. Kay También presenta el test localmente méas potente para
el contraste Hy: 0 =6y y Hy : 6 > 6, para © € R y su distribucién asintotica.

Hoeffding| (1965) analiza el caso de una hip6tesis simple contra otra compuesta
para el caso de distribuciones discretas con observaciones y muestra que pa-

ra cualquier test existe un test de cociente de verosimilitud que no tiene peores
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prestaciones asintdticas. |[Levitan y Merhav (2002)) extienden el Lema de Neyman-
Pearson generalizado (Hoeffding, 1965) para variables con alfabeto finito relajando
la condicion sobre el error de Tipo I haciendo que dependa de 6, € Oy (también
se puede aplicar a otras distribuciones como distribuciones exponenciales o gaussia-
nas). De esta forma, proponen un test y obtienen las condiciones que deben cumplir
las hipotesis y la familia de distribuciones para obtener una caida exponencial de
la probabilidad de no detecciéon. Establece, cuando es posible, para cada 6, el valor
minimo de la probabilidad de error de Tipo I para el que se puede obtener una caida

exponencial en el error de Tipo II.

2.2.2. Enfoque bayesiano

El analisis bayesiano se realiza combinando, por medio del Teorema de Bayes, la
informacion a priori sobre el estado con la informacién proporcionada por las obser-
vaciones para obtener la distribucion a posteriori del estado dadas las observaciones.
En el enfoque bayesiano el rol de la distribucion a priori representa el conocimiento
(o incertidumbre) del estado, esto es, las creencias del investigador sobre el estado.
Estas creencias son actualizadas por las observaciones para dar la distribucion a pos-
teriori que representa cudl es el conocimiento del investigador, esto es, sus creencias
una vez examinada la evidencia.

Como hemos visto, el contraste de hipotesis bayesiano conduce a reglas admi-
sibles bajo condiciones generales. La decision se obtiene de las probabilidades a
posteriori de las hipétesis, P(Og|x) y P(04|x).

Pz | ©;)P(0;)

P(©; | ) = P(x | ©9)P(6y) + P(xz | ©,)P(0,) +=01,

donde P(O;) i = 0,1 es la probabilidad a priori de H;. A diferencia del test de
Neyman-Pearson, que maximiza la potencia del test para una probabilidad de error
de Tipo I acotada, el enfoque Bayesiano proporciona directamente una probabili-
dad. Dicha probabilidad expresa la creencia (subjetiva) acerca de la veracidad de la
hipétesis. Este enfoque no se limita a variables aleatorias sino que también podemos

asignar creencias al valor de parametros deterministas.

Definicién 2.24 (Factor de Bayes). La cantidad

g P©0|z)/P(6,]|)
P(60)/P(01)

es el factor de Bayes en favor de Hj.
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Para hipétesis simples el factor de Bayes coincide con el cociente de verosimilitud.
El contraste de hipdtesis unilaterales es directo en la metodologia bayesiana. Sin
embargo, para contrastar la hipotesis Hy : 0 = 6y, se asigna en la distribucion a
priori w(0) la masa mg a 6, y a los demés valores § € O, 0 # 0y la masa m; =1 — 7

asumiendo para éstos una distribucién g(6):

0 8:90

(0) = :
(1—mo)g(0) 0 # 6o

De este modo, la distribucién a posteriori resulta (Berger, |1985):

mof(x | Oo)

m(0o | ) = mof (2 | o) + (1 —m0) fyg, f(x | 0)g(6) db

Maés razonable quiza, por evitar el uso de deltas en la distribucion a priori, seria el
contraste de la hipétesis Hy : 6 € (0y — b, 0y + b) donde b > 0 se escoge de manera
que esta hipotesis sea indistinguible de la original. Si esto es aceptable, el analisis es

directo.

2.2.2.1. Eleccion de la distribucion a priori

Un aspecto importante del enfoque bayesiano es la seleccion de la distribucién a
priori (Berger, 1985, cap. 3). Las distribuciones a priori informativas representan
nuestro conocimiento sobre el estado. Si no se dispone de conocimiento a priori, la
distribucion a priori debe ser no informativa. Una forma de expresar una distribucion
a priori no informativa es establecer un valor constante para todos los valores del
estado. Esto, que puede resultar l6gico para distribuciones discretas o distribuciones
continuas acotadas, conduce a distribuciones a priori impropias (no tiene integral
finita (Berger| [1985)) cuando el estado es una variable continua no acotada. Sin
embargo, es posible hacer inferencias con estas distribuciones a priori siempre que
la distribucion a posteriori sea propia, esto es, [7(0|x) df = 1.

El problema del disefio de distribuciones a priori no informativas que caractericen
la situacion de que no se dispone de ningin conocimiento a prior: ha sido tratado

en la literatura. En este sentido, |Jeffreys (1961) escoge como distribucién a priori
w(0) = [1(9)]"*

donde 1(0) es la informacién de Fisher (Cover y Thomas, 2006). Bernardol| (1979)

introduce el concepto de distribucion a priori de referencia que se obtiene de maxi-
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mizar la divergencia de Kullback-Leibler esperada entre la distribuciéon a priori y la
distribucion a posteriori. La aplicacion de esta clase de distribucién a priori se exa-
mina en (Bernardo y Ruedal, 2002)). La definicién de cualquier distribucién a priori
equivale a alguna asuncion acerca del estado. En este sentido, se puede argumentar
que no existen distribuciones a priori no informativas (Bernardo, (1997)).

Cuando se dispone de informacion a priori parcial acerca del estado, es deseable
emplear una distribuciéon a priori lo méas no informativa posible para las regiones
del estado sobre las que no tenemos informacion. Las distribuciones a priori de
méxima entropia son utiles pare este proposito (Jaynes, [1968; Berger], [1985)). Para

més estrategias para seleccionar una distribucion a priori véase (Berger] 1985)).

Familias conjugadas En general la obtencion de la distribucién a posteriori no
es sencilla. En ocasiones, solo es posible evaluar numéricamente mediante aproxi-
maciones las distribuciones a posteriori. Sin embargo, en otros casos la distribucion
a priori y la distribucién a posteriori son de la misma familia, lo que resulta de

particular interés por la sencillez de los calculos involucrados en las inferencias.

Definicién 2.25 (Distribucién a priori conjugada). Sea F una clase de[fdpb f(x|6)
indexadas por 6. Una clase P de distribuciones a priori m(0) se dice que es la familia
conjugada de F si la distribucién a posteriori w(0|x) esta en la clase P para toda
feFyme P (Berger, 1985).

En otras palabras, una distribucién a prior: es conjugada de una verosimilitud
si dicha distribucién por la verosimilitud entre la evidencia pertenece a la misma
familia de la distribucion a priori. Véase (Fink, |1997) para una lista de familias
conjugadas. Una clase interesante de familias conjugadas es la combinacién convexa
finita de elementos de una familia conjugada (Dalal y Hall, 1983)). Esto aumenta
la flexibilidad para la eleccién de la distribuciéon a priori mientras que preserva la

simplicidad en los calculos.

2.2.3. Reglas no paramétricas

Hasta ahora hemos supuesto que conocemos la familia de [fdps que ha originado
los datos bajo cada hipdtesis, salvo quiza el valor de algunos de sus parametros.
Cuando tal conocimiento no esta disponible debemos emplear una regla de decision
(o test) no paramétrico (Lehmann y D’Abreral, 1975, (Conover, 1998; (Good, 2004;
Wasserman, 2006)).

Los procedimientos que describimos a continuacién examinan cémo de extremo

es el estadistico del contraste para los datos disponibles con respecto a la distribucion
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del estadistico bajo la hipdtesis nula.

Definicién 2.26 (No paramétrico). Un método estadistico es no paramétrico si

satisface al menos uno de los siguientes criterios (Conover} [1998)):

1. El método puede emplearse en datos con una escala nominal de medida, en la
cual el nimero asignado a las observaciones es simplemente el nombre de la

categoria a la que la observacion pertenece.

2. El método puede emplearse en datos con una escala ordinal de medida, en las
que s6lo son relevantes las relaciones entre los niimeros mayor, menor o igual

que, esto es, el valor numérico solo sirve para ordenar los elementos.

3. El método puede emplearse en datos cuya funcién de distribucion es descono-

cida o tiene un nimero infinito de parametros desconocidos.

2.2.3.1. Contraste de Wald

Uno de los contrastes no paramétricos mas simples es el contraste de Wald propuesto
para pardmetros escalares. Dada la hipétesis nula Hy : 6 = 6, si 6 es una estima de

0 y o la desviacion tipica de dicha estima, y se puede asumir que

0 — 0,

g

—)N(Oal)?

donde la convergencia es en distribucion cuando el nimero de muestras del estimador

H—0q
o

tiende a infinito. El test de Wald de tamano « rechaza Hy cuando W = ‘ > Za/2
donde z,/2 es el percentil a/2 de una variable aleatoria gaussiana de media cero y
varianza uno. Otros resultados sobre este test pueden consultarse en Wasserman
(2005)). El contraste de Wald ha sido criticado y algunos autores no lo recomiendan
por estar disponibles test mas potentes en la mayoria de los casos (Fears et al.,[1996;

Pawitan), 2000).

2.2.3.2. Contrastes basados en las distribuciones binomial y \?

Para datos que tienen escala nominal los test mas importantes son los basados en
la distribucién binomial. El primero es el test binomial (Conover, 1998)) que es 1til
para el contraste de la hipétesis bilateral Hy : p = py (H; es siempre la hipétesis
complementaria, en este caso Hy : p # pp), o el contraste de las hipétesis unilaterales
Hy:p>poy Hy:p < po. El test analiza hipotesis relacionadas con el nimero de
éxitos en N intentos independientes (denominamos “éxito” a un ensayo de Bernoulli

que toma valor “17). El estadistico T' de este test es el nimero de éxitos. Para
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el contraste Hy : p = po se obtienen t; y 5, los percentiles «/2 y 1 — /2 de la
distribucion binomial de parametros py y N. La hipotesis nula Hy : p = pgy se
rechaza si T' < t; o T' > t;,. La hipétesis Hy : p > po se rechaza si T < t donde
t es el percentil a de la distribuciéon binomial de pardametros pg y N. La hipdtesis
Hy : p < pg se rechaza si T' > t donde t es el percentil 1 — « de la distribucion
binomial de parametros pg y V.

El test del signo, que es un caso particular del test binomial cuando py = 1/2,
consiste en la comparacién pareada de dos muestras o la comparaciéon de una mues-
tra con un umbral obteniendo de cada par simplemente un signo: “+7”, “—" (0 “="
en caso de empate). Este test es sencillo y ha sido empleado en multitud de aplica-
ciones como: comunicaciones (Tantaratana y Thomas| [1977)), estudios de tendencias

o correlacién en poblaciones, etc. (Conover, |1998).

Definicién 2.27 (Tabla de contingencia). Una tabla de contingencia es una matriz
donde se representa la relacién entre dos o mas variables. Las variables suelen ser de
tipo nominal u ordinal. En las tablas de contingencia las observaciones se clasifican
(separan) en funcién de los valores de las variables (Lehmann y D’Abrera; (1975
Conover}, [1998; Fleiss et al., [2004)).

Los test mas usados en tablas de contingencia son el test basado en la distribucion
X2 (o de Pearson) (Pearson, 1922; |Conover} [1998)) y el test “exacto” de Fisher (Fisher],
1935}, |Conover, 1998; (Good, 2004). La primera aplicacién de la distribuciéon x? en
un test que contrasta el ajuste de una distribucién multinomial a una muestra
clasificada en ¢ clases se debe a Pearson (Pearson, [1922; [Wasserman, 2005; (Conover,
1998). Bajo la hipdtesis nula, la probabilidad de que la muestra pertenezca a la clase
J es p; para todas las clases. Este contraste emplea como tabla de contingencia una
matriz 1 X c.

Un caso de tablas de contingencia que aparece con frecuencia en la practica son
las tablas 2 x 2. En ellas se pueden realizar test de diferencias de probabilidades en
las clases. La tabla se organiza de modo que las filas son poblaciones y las columnas
clases. Las hipotesis nulas son del tipo: Hg : p1 = pa, Hg : p1 > p2 0 Hy : p1 < po
donde p; es la probabilidad de pertenecer a la clase 1 y py es la probabilidad de
pertenecer a la clase 2. En el caso r X ¢ de r poblaciones y ¢ clases se puede contrastar
la hipétesis Hy : p1j = p2j = -+ =pr; ¥V 7y la hipétesis H; : existe algin j y algin
par de clases donde las proporciones no son iguales.

Las tablas de contingencia también resultan ttiles para contrastar la indepen-
dencia de dos criterios de clasificacién. Se clasifica una muestra en r clases con

respecto a un criterio y en c clases con respecto al otro criterio. A partir de ambas
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clasificaciones se obtiene la tabla donde cada celda contiene el resultado de una com-
binacién. La hipotesis nula representa que el evento: “una observacion esta en la fila
i” es independiente del evento “la misma observacién esta en la columna 77 Vi, j. A
partir de dicha tabla se construye este test sabiendo que la hipotesis nula sigue apro-
ximadamente una distribucién x? con (r — 1) x (¢ — 1) grados de libertad (Conover,
1998)).

Otro test basado en la distribucién x? es el test de mediana que examina si c
poblaciones tienen la misma mediana. La escala de medida es al menos ordinal para
poder comparar con la mediana. La tabla de contingencia es una matriz 2 X ¢ que
se construye evaluando en cada poblaciéon cuantos elementos superan la mediana
y cuantos no (Conover} [1998). Las tablas de contingencia también proporcionan
medidas de dependencia como el coeficiente de Cramér, la contingencia media al
cuadrado de Pearson y el coeficiente Phi (Fleiss et al., [2004; Conover|, 1998)).

2.2.3.3. Contrastes para escala ordinal

Si las observaciones disponen al menos de una escala ordinal, pueden emplearse
contrastes que aprovechen esta informacién y no sélo la clase. Estos contrastes son
mas potentes que los vistos en el apartado anterior, es mas, su pérdida en potencia
con respecto a contrastes paramétricos es sorprendentemente pequena (Conover,
1998)).

Definicién 2.28 (Problema de dos muestras). Sea {z1, xg, ...,z } una muestra
de una variable aleatoria X (unidimensiona]ﬂ) con funcién de distribucion F' des-
conocida e {y1, 2, ...,ynm}, adquirida independientemente de {z1,zs,..., 2y}, una
muestra [idl de una variable aleatoria Y con funcién de distribucién G desconocida.
El problema de dos muestras (del inglés two-sample problem) contrasta la hipotesis
nula Hy : ' = G (Lehmann, 1997).

Contraste de Wilcoxon-Mann-Whitney El contraste de Mann-Whitney (del
inglés Mann- Whitney rank test), también conocido como contraste de Wilcoxon (Wil-
coxonl, [1945; Mann y Whitneyl,[1947)), ataca el problema de dos muestras combinando
ambas muestras en una unica muestra ordenada de menor a mayor y asignando a
cada elemento (z; 1 <i < N oy; 1 <j < M) su nimero de orden en la muestra
combinada sin considerar de qué poblacién proviene. Esto es razonable puesto que
bajo la hipétesis nula ambas muestras vienen de la misma distribuciéon. El estadis-

tico estda basado en la suma de los 6rdenes de una de las poblaciones, esto es, las

2También hay métodos que consideran variables multidimensionales.
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posiciones de los elementos pertenecientes a esta poblacion en la citada muestra
combinada. Este test es insesgado y consistente para contrastes de las hipdtesis nu-
las Hy : F(z) = G(z), Hy : F(z) > G(x) o Hy : F(z) < G(x). Si asumimos ademas
que se cumple siempre una de las alternativas F(z) = G(z) o F(z) = G(z + ¢)
donde ¢ es una constante, entonces este test también es insesgado y consistente pa-
ra el contraste de las hipétesis nulas Hy : E(X) = E(Y), Hy : E(X) > E(Y) o
Hy: E(X) < E(Y).

El contraste de Kruskal y Wallis (1952)) generaliza el contraste de Wilcoxon-
Mann-Whitney para k& muestras, siendo la hipoétesis nula que todas las muestras
provienen de la misma distribuciéon y la alternativa que al menos una de las mues-
tras proviene de otra distribucién. El test de [Van der Waerden (1952) (Normal
scores) mejora la eficiencia relativa asintética del test de Kruskal-Wallis haciendo
una transformacion de los érdenes usando los percentiles de la distribucién normal.

Conover| (1998) también describe cémo hacer un test de varianza con estos con-
trastes asi como medidas de correlacién similares a las ya vistas en las tablas de

contingencia pero empleando también el orden de las muestras.

Definicién 2.29 (Variable simétrica). La distribuciéon de una variable aleatoria X
es simétrica con respecto a x = ¢, para alguna constante c, si la probabilidad de
X < c¢— x esigual a la probabilidad de X > ¢+ x para cada valor de z (Conover)
1998)).

Contraste de los signos de Wilcoxon El contraste de los signos de Wilcoxon
es una extension del contraste del signo, discutido en el Apartado para datos
donde una diferencia esté definida, que equivale al menos a una escala de medida
de intervalo, en la que es relevante no sélo el orden sino también la diferencia entre
dos observaciones. Toma datos unidimensionales o la diferencia de datos bidimen-
sionales. Asume que la distribucién de los datos o de la diferencia es simétrica. La
diferencia de dos muestras tomadas de la misma poblacién tiene distribucién simé-
trica. Es mas, si son tomadas de las distribuciones F(z) y F(x—c) su diferencia tiene
distribucion simétrica (Good, 2004). Esto hace que la media y la mediana coincidan
y por tanto cualquier conclusion sobre una de ellas es valida para la otra. El test
esta disenado para contrastar hipétesis acerca de la media o mediana de una o dos
poblaciones ((Conover| [1998). Otra aplicaciéon de este contraste es la determinacién
del intervalo de confianza para la diferencia de mediana (Conover}, |1998)).

Los test de |[Friedman| (1937) y Quade] (1979) hacen un anélisis similar al test
de los signos de Wilcoxon para el caso de varias muestras relacionadas. Estos test

estan disenados para experimentos en bloques completos, esto es, cuando todas
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las poblaciones estan afectadas por los mismos tratamientos. El test de Durbin
(1951)) esta disenado para experimentos en bloques incompletos balanceados, donde
la palabra balanceado informa de que todos los tratamientos se administran un

numero igual de veces.

2.2.3.4. Contrastes de permutaciéon

Los test de permutacién (Fisher] 1935; |[Lehmann, [1997; |(Conover, (1998; (Good, [2004;
Wasserman, 2005) son los test no paramétricos mas potentes. Ademas, no necesitan
que las muestras sean sino que es suficiente con que sean intercambiables (véa-
se (Good, 2004)) para que el test sea insesgado y exacto, en cuanto al célculo del
nivel critico. Desde el punto de vista de los contrastes basados en el orden de las
muestras, estos procedimientos asignan a cada muestra su propio valor (Conover,
1998). La hipdtesis nula de los test de permutacién es que no hay diferencias entre
las muestras. De este modo, bajo la hipotesis nula las etiquetas de las observacio-
nes se pueden intercambiar. Asi se puede obtener el nivel critico del test sin mas
que contar las permutaciones que dan valores del estadistico mas extremos que la
muestra original y dividirlos por el nimero total de permutaciones posibles para las
etiquetas.

Aunque este tipo de test puede emplearse para cualquier aplicacion en la que
se puedan aplicar los test anteriores, su principal desventaja es que el nimero de
permutaciones, N! (donde N es la suma del nimero de elementos de ambas po-
blaciones) aumenta rapidamente con el nimero de muestras. En ocasiones, no es
necesario calcular el estadistico para mas que unas pocas permutaciones obteniendo
solo los valores mas extremos. Si todavia son demasiadas permutaciones es posible
aproximar el nivel critico usando un ntmero razonable de permutaciones aleato-

rias (Wasserman, [2005)).

2.2.3.5. Contrastes basados en la funcién de distribucién

El contraste de Kolmogorovi (1933) contrasta la hip6tesis nula F' = GG donde G es una
funcién de distribucion conocida y de F' sélo se dispone de una muestra. Kolmogorov
emplea como estadistico la distancia maxima entre la funciéon de distribuciéon G y la
funcion de distribucién empirica F de los datos (véase |Vapnik| (1998) para métodos
de construccién de la funcién empirica). El test de Kolmogorov también permite
obtener un intervalo de confianza para la funcién de distribucién real (Conover,
1998)).

Los contrastes basados en la funciéon de distribucién son sensibles a cualquier

diferencia entre las dos distribuciones y por tanto, son méas adecuados para el pro-
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blema de dos muestras que aquéllos que buscan diferencias en la media, la mediana,
etc. El contraste de Smirnov, (1939)) contrasta la hipdtesis nula de F' = G cuando
ambas distribuciones son desconocidas y una muestra de cada una esta disponible.
Smirnov emplea como estadistico la maxima diferencia entre F y é, las funciones
de distribucién empiricas de las muestras provenientes de F' y G. En este contraste
solo importa el orden de las muestras en la muestra conjunta y no sus valores con-
cretos. Al igual que en el contraste de Mann-Whitney y en el test de permutacion,
asumimos en la hipdtesis nula que las etiquetas de las muestras son intercambiables,
esto permite construir la distribucién de la hipdtesis nula.

Un contraste mas elaborado para el problema de dos muestras es el contraste
de Cramér-Von Mises (Conover, |1998)). A diferencia del contraste de Smirnov, este
contraste usa los valores de ambas funciones de distribucion empiricas en todas las
muestras para construir el estadistico. La distribucién asintética de este estadistico

fue obtenida por |Anderson y Darling] (1954]).

2.2.3.6. Otras reglas no paramétricas

El problema de dos muestras ha sido estudiado desde hace tiempo y ha generado
abundante literatura. Algunos trabajos recientes son (Einmahl y Khmaladze, 2001}
Kim y Foutz, [1987; |(Cao y Van Keilegom)| 2006)). Gretton et al. (2007) y |Borgwardt
et al. (2006) presentan la versién basada en nicleos (del inglés kernels) del contraste
de [Fortet y Mourier| (1953)) con excelentes resultados tanto en potencia como en
aplicabilidad al precio de una elevada carga computacional.

Si dos muestras provienen de la misma distribucién su divergencia de Kullback-
Leibler empirica tiende a cero cuando el nimero de muestras tiende a infinito. En
esta linea, Perez-Cruz| (2008) muestra que emplear la estima de la divergencia de
Kullback-Leibler para el problema anterior y el problema de independencia entre dos
muestras es mas conveniente, especialmente en términos de eficiencia computacional,

que las propuestas por Gretton et al.| (2007) y Gretton et al.| (2008)).

2.2.4. Test secuenciales

Todos los contrastes vistos hasta el momento usan una muestra de tamano fijo. Si
se desea disminuir el tamano (probabilidad de falsa alarma) de un test, en general
se disminuye también su potencia (probabilidad de deteccién). La deteccion secuen-
cial (Wald} 1947} Berger} (1985} |Ghosh y Sen (1991} |Poor| [1994; |Govindarajulu, |2004)
fija las prestaciones deseadas (probabilidades de falsa alarma y no deteccién) y toma

observaciones (muestras) hasta que dichas prestaciones son satisfechas.
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El analisis secuencial es un problema de decisiéon que no sélo tiene en cuenta el
coste de la decision sino también el coste que supone obtener las observaciones. Desde
este punto de vista, el problema que hay que resolver es el disefio del experimento y
la toma de decision de tal manera que el coste global esperado sea minimo (Wald,
1947; Berger}, |1985)).

Berger| (1985)) introduce el andlisis secuencial desde el punto de vista de la teoria
de la decision definiendo las funciones de coste, el riesgo y las reglas de decision.
Para contrastar las hipotesis simples Hy : 0 = 0y y Hy : 6 = 0, el resultado mas
notable, debido a Wald (Wald, 1947), es el test secuencial de cociente de verosi-
militud (sequential probability ratio test) (SPRT]). Berger| (1985) demuestra que el
[SPRT]es un procedimiento bayesiano: define probabilidades a priori de las hipdtesis,
supone un coste C' de adquisicion de una observaciéon y define la funcién de coste
L(0,a,C) = L(0,a) + nC, donde nC' es el coste de adquirir n muestras.

Se dispone de las observaciones {x1,X9,...}, x;, € X, i = 1,2,... que son
muestras (adquiridas de forma secuencial, tantas como sean necesarias) de una va-
riable aleatoria X cuya es f(x|0p) si Hy es cierta o f(x|0;) si H; es cierta.

Definicién 2.30 (Regla de decisién secuencial). Una regla de decision secuencial
consiste en un par de secuencias (¢,d) donde ¢ = {¢;}, 7 = 0,1,2,... se deno-
mina regla de parada (¢;: {x1,Xs,...,%x;} — {0,1}) y 6 = {0,}, 7 =0,1,2,... se

denomina regla de decision final, ¢; toma una decisién sobre {x;,xs,...,X;}.

La regla de decisién secuencial (¢, d) opera de la siguiente manera: para una

secuencia {x,Xa, ...}, laregla (¢, §) toma la decisién 0 (%1, X2, ..., Xy), donde N =
N(¢) es la muestra de parada N = min,, ¢,,(X1,Xs,...,X,) = 1. Esto es, seguimos
tomando muestras mientras ¢, (x1,Xa, ...,X,) =0, y cuando ¢,(x1,X2,...,X,) =1

dejamos de adquirir muestras y tomamos una decisién. Como hemos mencionado,
el [SPRT] es un procedimiento bayesiano. Por tanto, las decisiones se toman a partir

de la distribucién a posterior: (Poor| [1994):

71 [Ty f(xk | 01)

6 , X9, ..., Xp) =
(01 [ %1%, %) = ITioy f (% | 01) + mo TTizy f(xk | 6o)
_ ’]Tl)\n(X]_,XQ,.--,Xn) (2 4)
7T1)\n(X1,X27---aXn)+7TO ’ .

donde A, es el cociente de verosimilitud de n muestras dado por:

_ | J Vi (x| 6h)
[Tz f(xx | 00)

Como (2.4)) es mondtonamente creciente en A, (Poor, (1994), el test [SPRT| con fron-

)\’n<X17 X2y .- 7Xn)
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teras Ay B, SPRT(A, B) se puede escribir como:

0 siA<A\(x1,%9,...,%,) <B
¢n(X1,X2,.-.,Xn) =

1 en otro caso

0 si A (x1,Xg,...,%,) <A
On(X1,Xg, ..., Xy,) = )

1 si Ap(x1,%2,...,%,) > B

Para una regla secuencial (¢, §) se denotarda como Pra(¢,d) su tamano (o probabi-
lidad de falsa alarma) y como Pyp(¢,d) su error de Tipo II (o probabilidad de no

deteccién). Estos valores se definen como:

PFA(¢76) = P((SN(Xl,X27 e ,XN) =1 | HO)
PND(Q’)7 (S) = P(CsN(XhXQ, e ,XN) =0 | Hl) .

Teorema 2.10 (Wald-Wolfowitz). Sea (¢, o) el SPRT (A, B) y (¢,0) cualquier

otra regla de decision secuencial para la cual

Pra(@,0) < Pra(¢y, do)
Pnp(@,6) < Pyp(éy, do) ,

entonces
E{N(¢) | H;} = E{N(¢y) | H;} i={0,1},

donde E es la esperanza respecto a cada hipdtesis (Wald y Wolfowitz, |1948).

Por tanto, fijadas unas prestaciones, no hay ninguna regla de decisioén secuencial
cuyo tamano muestral esperado sea menor. Un test de tamano de muestra fijo es un
caso particular de regla secuencial. Este teorema implica que en media el niimero de
muestras que necesita un no es mayor que el de un test de tamafio fijo para

las mismas prestaciones.

Vamos ahora con el cdlculo de A y B para obtener las prestaciones deseadas. Sea

x = {xX1,X2,...,Xy}:
1= Pw = [ f@|0)de= [ M@f(@|0)de>B [ f@]|0)de~BPra.

donde hemos usado el hecho de que en el momento de la decision Ay (x1, Xz, ...,Xy) > B



30 / INTRODUCCION

y tenemos la cota B < %. De igual modo:

Pup= [ f@|0)de= [ Mv(@)f(z|6)de<A [ f@|b)de=A1-Pr).

donde hemos usado el hecho de que en el momento de la decision Ay (X1, Xg, ..., xy) < A

y tenemos la cota A > fNTFDA. Teniendo en cuenta que A < B tenemos

ﬂSASBSﬂ.
1 — Ppa Prpa

Las aproximaciones de [Wald| (1947) para unas restricciones de disefio en cuanto a
probabilidad de falsa alarma « y de no deteccién v consisten en tomar la igualdad
en ambas cotas:

A=_1
1l -«
1_

B=-_1
(034

(2.5)

Con la seleccion de A y B de la Ecuacién (2.5)) obtenemos la siguiente cota para las

prestaciones Pyp v Pra obtenidas por el test cuando finaliza:

Pps < 1~ Pyp)a <2 _
1—7 1-v B
- 11—« T 1l1-a

Ppa+ Pyp <a+vy

A la ltima ecuacién de se llega sumando Ppa(l —v) < (1 — Pyp)a con
Pnp(1 —a) < (1 — Ppa)y y simplificando. indica que para probabilidades de
diseno practicas, las probabilidades reales de falsa alarma y no deteccién solo son
ligeramente mas grandes que su valor especificado. Es mas, pueden fijarse valores A
y B para garantizar cualquier prestacién. En este sentido, cuando es absolutamente
necesario garantizar v y « |Wald| (1947) recomienda A =~y B = 1/« que garanti-
za su cumplimiento como facilmente se comprueba en las desigualdades . Otro
resultado interesante es que la suma de las probabilidades obtenidas Pry y Pyp es
menor que la suma de las probabilidades especificadas a y 7. Esto es, las probabi-

lidades de falsa alarma y no deteccién obtenidas no pueden incrementarse a la vez.
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Si hacemos 7 = « |Poor| (1994) llega a la siguiente aproximacién:

Pra < a+0(a?)
Pyp <7+ 0(¥?)

que se demuestra sin mas que partir de (2.6 y hacer el desarrollo en serie de Taylor

en torno a cero.

Wald (1947)) prueba que el SPRT(A, B) termina con probabilidad 1. Para obte-
ner el valor esperado de N empezamos definiendo la siguiente regla secuencial (Poor,
1994)).

Definicién 2.31 (7'S(a,b;g)). Para cada a < 0 < by cada funcién g: X — R la
regla secuencial T'S(a, b; g) esté definida por el par (¢, ) dado por

0 sta<Y?,g(xi)<b
¢n(X1aX27 .. 7Xn) -
1 en otro caso

0 si Xy g(xi) <

571(X17X27"°7Xn> = B
1 osi >, g(xi)>b.

El SPRT(A, B) es un caso particular de esta regla donde a =log A, b =log B y
9(x) = log(f(x01)/ f(x]60)).

Teorema 2.11 (Identidad fundamental del analisis secuencial). Sean (¢, d) = T'S(a,b; g),
N = min, ¢,(x1,X2,...,%,) =1, S, = XL, 9(x;) y M; la funcion generadora de

momentos de la variable aleatoria g(x1) bajo la hipotesis H;, esto es,
M;(t) = E{e"*V | H}, j=0,1.
Si P(g(x1) =0|H;) # 1 y P(lg(x1)| < oo|H;) =1 entonces
BN My (6 | B} = 1
para todo t real tal que M;(t) < oo (Poor, |1994)).

Corolario 2.1. Bajo las hipdtesis del Teorema sea M;(t) < oo en un entorno
det = 0. Se define p; = E{g(x1)|H;} y 07 = Var(g(x1)|H;) entonces:

E{Sn | H;} = p; E{N | H;}
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E{(Sxy — Nw;)* | H;} = o: E{N | H,} .

A partir de este corolario, llegamos a las aproximaciones de Wald para N, el

valor esperado de la muestra en la que el [SPRT] termina:

1
(N | Ho} = - |(1 = a)log 1~
Ho 1

1
+ alog ﬁq
-« @

1 ol 1—7}
E{N | H} >~ — |~] 1—~)1
{N | Hi} Ml{vogl a+( 7) log ol

(Wald,, [1947} [Poor], [1994) donde, a partir del Corolario

o [ 0) o,
i = E{l"gﬂxl o) 'H]} |

Berger| (1985) puntualiza este resultado cambiando el simbolo = por > haciendo
hincapié en que estas estimas de la esperanza de N son cotas inferiores. Al contrario
que los resultados sobre las probabilidades de error alcanzadas , que eran inde-
pendientes de la distribucién, los resultados descritos en el Corolario dependen

de la distribucion de los datos bajo cada una de las hipotesis.

2.2.4.1. Hipodtesis compuestas

Hemos presentado el test secuencial para hipotesis simples. La extension de los test
secuenciales al caso de hipétesis compuestas es considerablemente mas compleja
que la extensién de los test de tamano fijo para los cuales existen test [UMP] para el
contraste de hip6tesis unilaterales (véase Apartado[2.2.1.2)). Asi, el test de Neyman-
Pearson de nivel critico a para la hipdtesis compuesta Hy : 0 < 6y versus Hy : 0 > 6,
para familias de cociente de verosimilitud mondtono en la recta real se reduce al
contraste de las hipétesis simples Hy : 0 = 6y y Hy : 0 = 0, > 6y, que proporciona la
solucién optima al no depender de 6.

En el caso secuencial esta reduccion a hipdtesis simples no es posible ni siquiera
en el caso que acabamos de exponer. Por ejemplo, para contrastar Hy : 0 < 0y v
H, : 0 > 60, > 6, con probabilidades de error de Tipo I y II no mayores que « y
v es posible emplear un que contraste Hy : 0 = 6y y Hy : 0 = 0; (Wald,
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1947). Sin embargo, mientras el minimiza el nimero de muestras esperado
para 0 = 0y y 0 = 01 esto no ocurre para otros valores de 6 y su tamano maximo
esperado puede ser mayor que el del test 6ptimo de tamano fijo, especialmente si
B < 6 < 6, (Wijsman, [1991).

Sobel (1953) demuestra que para el contraste de hipdtesis unilaterales en la

familia exponencial de distribuciones de un parametro los test de la forma

0 sid, <X z;,<DB,

1 en otro caso

1 si Yyl x> B,

siendo A, < B,, forman una clase esencialmente completa de reglas de decision.
Para este caso, el test Optimo tiene esta forma. El problema, atin abierto, se reduce

a encontrar las secuencias A, y B,.

Kiefer y Weiss| (1957) consideran el problema de minimizar el tamano muestral
esperado en un punto #* sujeto a las restricciones de probabilidad de error en 6y y
01 en la familia exponencial de un pardmetro real. Hoeffding| (1960]) derivé una cota
inferior del nimero de muestras esperado para este caso. Lorden| (1976) demostro
que una solucién asintética a este problema es emplear 2{SPRT] con una regla de

parada del tipo

L f(xs (xil6*)
1 Sl{”' Zlf(l > Ao o I \91)2‘41}

0 en otro caso

(2.7)

¢n(X17X27 o ,Xn) =

El 2{SPRT] como su nombre indica emplea dos [SPRT| unilaterales, donde uno de los
umbrales se ha llevado a cero o a 0o, y uno de los [SPRT] sirve para rechazar Hy y
el otro para rechazar H;. El valor 6* se escoge como aquél donde el valor esperado
del nimero de muestras es maximo y con ello se minimiza dicho valor. Una cualidad
importante del 2 es que permite usar las aproximaciones de Wald para
establecer los umbrales de cada test unilateral Ay y A;. Huffman (1983)) estudia el
2{SPRT] afinando las cotas del tamafio méximo esperado cuando las probabilidades

de error tienden a cero.

El valor 6* en el que se minimiza el tamano maximo de muestras necesarias para
el test deberia ser el pardmetro real, que es desconocido. Schwarz (1962) considera el
contraste Hy : 0 < 0yy Hy : 0 > 0, > 6y para la familia exponencial de distribuciones

dentro de un enfoque bayesiano con una funcién de coste 0-1 y un coste por muestra
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de C'. Sustituyendo en 0* por el valor de maxima verosimilitud 0, en la etapa
n cuando C' — 0 Schwarz derivo una solucion asintotica a este problema. |(Chernoff
y Rayl (1965]) se plantean el contraste Hy : 0 < 0y y Hy : 6 > 01 > 0 siguiendo el
mismo enfoque. Curiosamente, ambas soluciones asintéticas no coinciden si hacemos
01 = 0. Esta discrepancia fue resuelta por Lai (1988]) quien propuso la siguiente regla

de parada:

. , n X; én n Xi én
1 si max{ ) f((xi“go))7 i=1 J;“((xillel))} > g(Cn)

(2.8)

¢n(X17X27 cee ,Xn) =
0 en otro caso

La precision de la estima 0,, de 0 varfa con n. Asi, la funcién g(Cn) proporciona un
umbral variante. Lai| (1988) proporciona una expresién cerrada para g y argumenta
con resultados analiticos y numéricos que el método es casi 6ptimo tanto desde
un punto de vista frecuentista como desde un punto de vista bayesiano para una
variedad de distribuciones a priori. Lai| (1997)) extiende este resultado para una clase
general de funciones de coste y distribuciones a priori.

Existen varias extensiones a este resultado: Lai y Zhang (1994) generaliza este
test al caso en que el estado es un vector y se contrastan las hipétesis Hy : ¢(0) < ¢gy
Hy : ¢(0) > ¢1 > ¢ para la familia de distribuciones exponencial multiparamétrica.

Cox] (1963)) analiza el caso de hipdtesis compuestas con parametros molestos, que
es un caso particular en el que el estado es un vector. Propone una aproximacion
basada en maxima verosimilitud en la que realiza una aproximacion del cociente de
verosimilitud en serie de Taylor y en cada paso refina la aproximacion del estado.
Ghosh| (1970) compila las aportaciones de test secuenciales con hipétesis compuestas
en familias multiparamétricas. La mayoria de estas aportaciones usan la invariancia
para reducir las hipétesis compuestas a hipotesis simples y a partir de ahi emplean
el propuesto por Wald. Sin embargo, la invariancia reduce considerablemente
la variedad de las hipétesis que es posible contrastar.

Darkhovskii| (2006) ha propuesto recientemente un test minimax para el contraste
secuencial de las hipétesis Hy : @ € ©q y H; : 8 € O] que coincide con el

cuando las hipotesis compuestas se reducen a hipotesis simples.

2.2.4.2. Test secuenciales truncados

Cuando el nimero maximo de muestras esta acotado, por ejemplo debido al coste
de adquisicién o al tiempo maximo de procesado, el test secuencial debe tomar una

decision cuando se alcanza el nimero méaximo de muestras si no ha sido posible

3Las negritas aparecen porque las hipétesis definen regiones multidimensionales.
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tomarla antes. En cuanto a la decision tomada, una posibilidad es decidir H; si el
logaritmo del cociente de verosimilitud es mayor que el umbral obtenido de partir a la
mitad la distancia entre log A y log B; otra es decidir H; siempre que el logaritmo del
cociente de verosimilitud sea positivo. La eleccion de una u otra de estas alternativas

depende de la aplicacion.

Las combinaciones posibles de prestaciones garantizadas en ese punto pueden
obtenerse usando las aproximaciones de Wald y el valor final del cociente
de verosimilitud. (Govindarajulu/ (2004) acota las probabilidades de no deteccion y
falsa alarma obtenidas en el momento de truncamiento N, siempre que éste sea
suficientemente grande para que >, log(f(x;]01)/f(x;|01)) converja a una variable

aleatoria normal. Asi tenemos las desigualdades:

o 2o o (M) o (20

7(N0)§7+B(1_ )[ ( \/Wom> (Mﬂ

(2.9)

B—-A \/N()O'l

donde p; = F {log 7 EIZ; | H; } o} = var {log 7 :Iz:) | H; } siendo var la varianza
y ® la funciéon de distribuciéon de una normal estdndar. Estas tltimas cotas son
preferibles, siempre que Ny sea suficientemente grande, a las obtenidas a partir del
cociente de verosimilitud en Ny y de las aproximaciones de Wald para los umbrales

del test, que son mas pesimistas.

Tantaratana y Thomas (1977) comparan el test de Neyman-Pearson con un test
secuencial que usa solo el signo de las observaciones para la deteccién de senales
antipodales. El resultado de la comparaciéon en términos de muestras necesarias
resulto favorable para el test secuencial a pesar de que usaba menos informaciéon que
el test de Neyman-Pearson. La tinica desventaja del test secuencial es que el niimero
maximo de muestras no estd acotado. [Tantaratana y Thomas| (1977) proponen
como alternativa truncar el test, esto es, limitar el maximo niimero de muestras, y
argumentan que si la muestra en la que se trunca el test es tal que la probabilidad
de necesitar mas muestras es pequena, las prestaciones del test secuencial apenas se

ven degradadas con respecto a las prestaciones de diseno.

Tantaratana y Poor| (1982) analizan las prestaciones asintdticas de los test se-
cuenciales truncados. Desde su punto de vista, un test secuencial truncado es una
mezcla entre un test secuencial y un test de Neyman-Pearson. Asi, el test secuencial
truncado bien disefiado necesita menos muestras en media que un test de Neyman-

Pearson, y esta cerca del nimero 6ptimo requerido por el test secuencial.

Anderson (1960) propone una modificacién del|SPRT|con umbrales convergentes.
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El momento en que ambos umbrales se cruzan es una cota superior del niimero de
muestras de test, N. Este test también se puede truncar antes de dicho punto.
Recientemente, Frazier y Yu (2007) han propuesto un método para adaptar los
umbrales del test secuencial para que una decisién sea tomada en un tiempo limitado

definido como la realizacién de una variable aleatoria.

2.2.5. Resumen

En esta seccién hemos introducido los modelos paramétrico (frecuentista y baye-
siano) y no paramétrico del contraste de hipétesis. Las fortalezas del modelo pa-
ramétrico son: los test que solo estan disponibles en algunos casos, y test
asintoticamente 6ptimos, como el [GLRT] u 6ptimos en algiin sentido, como el pre-
sentado por Levitan y Merhav| (2002). En las ocasiones en que podamos formalizar
el conocimiento a priori es razonable seguir la metodologia bayesiana.

En algunas ocasiones la[fdp| o la familia paramétrica a la que pertenece es desco-
nocida. El Teorema de Glivenko-Cantelli (Vapnik, |1998) demuestra la convergencia
de la funcion de distribucién empirica a la funciéon de distribucion real. Sin embargo,
la estima de la es un problema mal condicionado (Vapnik, [1998). Parzen| (1962)
propone un método no paramétrico de estima de [f[dp| basado en nicleos. [Vapnik
(1998)) discute como debe variar el ancho del kernel para la convergencia del estima-
dor de Parzen y cudl es su tasa de convergencia para funciones de densidad suaves
(véanse |Silverman| (1986)) y Wasserman! (2006) para un compendio de métodos de
estima de .

Los métodos bayesianos tienen la ventaja tedrica de eliminar todos los parame-
tros que no interesan mediante integracion, de forma que desaparecen del modelo.
Un ejemplo son los parametros molestos que aparecen frecuentemente en la meto-
dologia frecuentista. Sin embargo, no estan exentos de problemas: en ocasiones no
resulta sencillo formalizar el conocimiento a priori en una funcién, y la obtenciéon
de la distribucion a posteriori es costoso si la distribucion a priori no es conjugada
de la verosimilitud. Es mas, en algunas ocasiones no existe solucién analitica y la
distribucién a posteriori debe ser aproximada con técnicas variacionales (MacKay,
2003), de Monte Carlo: Population Monte Carlo (Cappe et al.,[2004)), Markov Chain
Monte Carlo (Fitzgerald, 2001)) o los métodos descritos por Robert y Casella (2004]).
Los métodos de Monte Carlo proporcionan estimas puntuales, promedios y cualquier
otra cosa que nos pueda interesar a cambio de un elevado coste computacional que
cada dia es més tolerable.

Por otro lado, la metodologia no paramétrica es aplicable a cualquier situacion.

Los test basados en el orden de las muestras son una alternativa en términos de
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complejidad y prestaciones a los test paramétricos. Sin embargo, la hipétesis de que
las muestras son intercambiables bajo la hipotesis nula reduce el nimero de hipote-
sis que es posible realizar. Por ejemplo, para la hipétesis nula de medias iguales, las
distribuciones deben ser iguales salvo por un desplazamiento. En este sentido, |Co-
nover (1998) y Lehmann y D’Abreral (1975) hacen énfasis en las asunciones de cada
test. Los test de permutacion superan las prestaciones de los contrastes basados en
el orden de las muestras al precio de una considerable carga computacional si el
numero de muestras es grande. Otra limitacién de los métodos no paramétricos es
la dificultad de anadir informaciéon a priori.

Entre los modelos paramétricos y no paramétricos tenemos el enfoque de la
verosimilitud empirica (del inglés Empirical Likelihood) (Owenl 2001} [Einmahl y
McKeague|, |2003). Este enfoque define una verosimilitud empirica a partir de la
funcion de distribuciéon empirica. Hay algunos trabajos que han atacado el problema
de dos muestras desde este punto de vista (Qin, [1994; Jing, 1995; Zhang, |2000; Cao
y Van Keilegom)|, 2006]).

Aunque solo hemos presentado los test secuenciales paramétricos, en particular
el , también es posible disenar test secuenciales no paramétricos (Ghosh y Sen),
1991} |Good, 2004). El permite limitar ambos tipos de error a cambio de no
limitar el nimero de muestras y es el test que antes alcanza esas prestaciones en
media. Lai| (2001)) revisa el andlisis secuencial y sus aplicaciones a distintos campos

que incluyen la medicina, la economia y la ingenieria.

2.3. Intervalos de confianza

Como hemos mencionado, existe una estrecha relacién entre el contraste de hipotesis
y los intervalos de confianza. Asi, un intervalo de confianza 1 — « bilateral para un
parametro 6 no es otra cosa que la region del estado compuesta por todos los 6, € ©
para los que no se puede rechazar la hipétesis Hy : = 6y a un nivel « con la muestra
dada (Lehmann, |1997). Un intervalo de confianza, estimado a partir de una muestra,
contiene el rango de valores en el que es probable que se encuentre un parametro.
Como la muestra se escoge aleatoriamente de la poblacion, los extremos del intervalo
son realizaciones de los estadisticos a(-) y b(-) que obtienen dichos extremos a partir

de la muestra.

Definicién 2.32 (Intervalo de confianza). Para una muestra & obtenida de f(x|0)
un intervalo de confianza (1 — «) para un parametro g(f) es un intervalo [a(x), b(x)]
de modo que la probabilidad de que g(f) esté dentro de ese intervalo es mayor o

igual que (1 — «) para todo 0 € ©.
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En otras palabras, un intervalo de confianza es funciéon de la muestra aleatoria e
incluye el pardmetro g(f) con una probabilidad minima de (1 — «). Esta definicién
de intervalo de confianza se relaja frecuentemente en cuanto a la confianza. Diremos
que un intervalo de confianza es exactd! cuando esta confianza se alcanza exac-
tamente; diremos que es conservador cuando la confianza establecida es una cota
inferior de la confianza alcanzada; finalmente, hablaremos de intervalos de confianza
aproximados cuando la confianza fluctiia alrededor de la confianza establecida para
distintos valores de 6.

Una interpretacion de los intervalos de confianza desde la metodologia frecuentis-
ta es que contienen al pardmetro un 100 x (1 — «) % del tiempo. En otras palabras,
si estimamos el intervalo de confianza del parametro a partir de K conjuntos de
muestras independientes, aproximadamente (1 — a) K de dichos intervalos contiene
el parametro.

Existe una estrecha relacion entre los intervalos de confianza y los contrastes de

hipétesis (Lehmann) 1997). El siguiente teorema muestra esa relacién (Good, |2004)):

Teorema 2.12. Sea & una muestra de la distribucion f(x|6). Para cada ¢ € ©
sea A(0') la region de aceptacion de un test de nivel critico a para la hipdtesis nula
Hy:0 =20 ypara cada x sea S(x) = {0 : x € A(A),0 € ©}. Entonces, S(x) forma

una familia de intervalos de confianza para 6 con un nivel de confianza 1 — «.

Este resultado permite obtener intervalos de confianza exactos si conocemos la
familia paramétrica que origina los datos. Hay resultados analogos para hipodtesis
nulas unilaterales que pueden verse como duales de intervalos unilaterales.

Entre las alternativas para obtener intervalos de confianza se encuentra el in-

tervalo estandar (Wasserman, 2005) que asume que el estimador ¢() se distribuye

aproximadamente como una normal N (6, se?). El intervalo construido es de la forma:

(g(é) - Za/QSAea g(é) + Za/QSAe) y

donde z,s = ®7'(1 — /2), siendo @ la funcién de distribucién de una normal
estandar y se la desviacion tipica de g(é) Este intervalo es el mas usado en la prac-
tica, estd apoyado por el teorema del limite central y funciona muy bien cuando la
hipotesis de normalidad se cumple. Sin embargo, aunque un estimador sea asinto-
ticamente normal, puede estar lejos de la normalidad con pocas muestras. En ese
caso el intervalo estandar puede proporcionar coberturas muy alejadas del nivel de

confianza especificado. La cobertura es la probabilidad de que el intervalo de un

4Otros autores identifican los términos exacto y conservador con el significado que hemos dado
a conservador.
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nivel de confianza dado capture el parametro en realidad y depende en general de
0 y del tamano de la muestra. Que los intervalos de confianza proporcionen ma-
las coberturas ocurre en algunas ocasiones, como ponen de manifiesto [Brown et al.
(2001]).

Los métodos de permutacién son exactos para el calculo de intervalos de confian-
za, en el sentido que su cobertura es igual a su nivel de confianza. Sin embargo, no
todas las coberturas son alcanzables en variables discretas (Lehmann, 1997; (Good,
2004)). El problema de estos métodos para el célculo de intervalos de confianza es
el mismo que para el contraste de hipdtesis: hay que evaluar N! permutaciones. Al
igual que entonces, se puede aproximar el intervalo evaluando un subconjunto de las
permutaciones posibles.

Otra familia de técnicas para el célculo de intervalos de confianza aproximados es
la denominada metodologia bootstrap (Efron y Tibshirani, (1993 Shao y Tu, |1995;
DiCiccio y Efron, [1996). Estos métodos son aplicables practicamente a cualquier
problema donde queramos obtener un intervalo de confianza, tanto usando esta-
distica paramétrica como no paramétrica. Los métodos bootstrap no paramétricos
crean B nuevas muestras del mismo tamano que la muestra original a partir de la
funcién de distribucién empirica y obtienen una estima del parametro para cada
una de ellas. Los métodos bootstrap paramétricos estiman los parametros de la fun-
cion de distribucion a partir de la muestra y mediante dicha distribucién generan
B muestras bootstrap. [Efron y Tibshirani| (1993) propone cuatro métodos para la
estima de intervalos de confianza: el bootstrap,, el método del percentil, el BCa (del
inglés Bias corrected and accelerated) y el ABC (del inglés Approzimate Bootstrap
Confidence). En la practica se recomiendan los métodos BCa y ABC, siendo éste
ultimo menos costoso computacionalmente.

Cabe preguntarse: jcuantas muestras bootstrap deben realizarse para obtener
aproximaciones precisas? Efron y Tibshirani (1993) indican que hacen falta un mi-
nimo de mil muestras bootstrap para un intervalo de confianza del 95%. Desde
entonces han aparecido otros trabajos en la literatura considerando este problema
desde un punto de vista menos heuristico (Davidson y MacKinnon, 2000; Andrews
y Buchinsky, 2000], 2001, 2002). Estos trabajos buscan el nimero de muestras boot-
strap que hacen que la potencia del test al que el intervalo de confianza es equivalente

no diste de la potencia que se alcanza con infinitas muestras.

2.3.1. Enfoque bayesiano

Desde un punto de vista bayesiano toda la informacién acerca de una variable alea-

toria esta en su distribucion a posteriori. De este modo, un intervalo de confianza
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para una variable aleatoria se construye a partir de su distribucion a posteriori.
Un intervalo de confianza (1 — «) para el valor de una variable aleatoria se pue-
de encontrar usando cualquier regién en la que la distribucién a posteriori integre
(1 — «). Sin embargo, lo mas usual es seleccionar la regién mas pequena en la que
la integral de la distribucién a posteriori es mayor o igual que (1 — «). Esta regién
corresponde a la que selecciona los valores mayores de la distribucion a posteriori

en primer lugar (Berger] 1985).

Definicion 2.33. El intervalo (de confianza) creible con densidad a posteriori mas
alta (highest posterior density) (HPD)) para 6 es el subconjunto C' de © de la forma

C={0eO:n(0|x)>k(a)}
donde k(«) es la mayor constante que verifica

PClx)>1—-«

o
2
cola de la funcién de densidad. El caso multidimensional es completamente analogo

Otra posibilidad, siguiendo el enfoque frecuentista, consiste en dejar § en cada
y en los casos en los que la distribucion a posteriori no se conozca analiticamente
o no sea facil integrarla, los intervalos pueden obtenerse numéricamente (Chafai y
Concordet, [2009)).

En los intervalos bayesianos, a diferencia de los frecuentistas, la confianza se
corresponde con una probabilidad, entendiendo ésta como la creencia subjetiva que
combina nuestra creencia a priori con la informaciéon proporcionada por la muestra.

Estos intervalos de confianza, también llamados conjuntos creibles, son exactos,
en cuanto a su confianza, si la distribucién a priori usada se corresponde a la reali-
dad. En caso contrario, son aproximados. Sin embargo, no hay grandes diferencias
entre los intervalos bayesianos y los frecuentistas cuando las distribuciones a priori

seleccionadas son no informativas (Berger|, [1985).

2.3.2. Proporcion de una distribuciéon binomial

Un caso en el que el intervalo de confianza estandar funciona particularmente mal
es la estima de la proporciénﬂ de una distribucién binomial (Agresti, 2003). Como
hemos comentado, Brown et al.| (2001) ponen de manifiesto el interés de este pro-

blema, complejo, aunque aparentemente sencillo, por sus aplicaciones practicas y la

SDenominamos proporcién al pardmetro que describe la probabilidad de éxito (acierto) de una
distribucién binomial.
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considerable literatura que ha generado.

El intervalo de confianza (1 — «) para la proporcién de una distribuciéon binomial
consiste en todos los valores de p* tal que los datos (N muestras) produzcan la
aceptacion de la hipétesis nula Hy : p = p* a un nivel critico a. Como estamos
considerando una hipétesis bilateral, cada cola de la distribuciéon binomial tiene
probabilidad a/2. El valor inferior del intervalo, p*; es aquel para el que «/2 sea la
probabilidad de que el nimero de aciertos sea el niimero observado (n;) o mayor.

p*, se obtiene de modo que

N /N ‘ N
az= 3 (Voo -,
1=n1
El valor superior del intervalo, p*; se obtiene a partir de que «/2 sea igual a la

probabilidad de que el nimero de aciertos no sea mayor que el nimero observado.

oSN . Ne—i
/2= ( ' )Wﬁ)l(l —pr )N
i—0 \ !
Los valores del intervalo se obtienen teniendo en cuenta la relaciéon entre la distri-

bucién binomial y la distribuciéon beta (Abramowitz y Stegun, 1964)):

N

) (7) P )" =p DV =L (01, N —ny + 1),

i=ni

donde
I'(a+0b)

F(a)F(b)/o t M1 — )t at

es la funcién de distribucién de una beta(a,b) que tiene la propiedad de simetria

LC((I, b) =

I.(a,b) =1—1_,(b,a) y T'(-) es la funcién gamma. El extremo inferior del intervalo
de confianza p*; es el percentil /2 x 100 de la funcién de distribucién de una

beta(ny, N — ny + 1). Para p*, tenemos

ni

a/2=3 (7) () (1 =)™

1=0
al N x \1 * —1
-y (.)@hm—pm
i=ni+1 \ *

=1 —]p*h(n1+1,N—n1) s

de donde obtenemos que p*; es el percentil (1 — a/2) x 100 de la funcién de dis-
tribuciéon de una beta(n; + 1, N — n;). Este intervalo se denomina en la literatura

exacto (aunque nosotros lo llamamos conservador) y se debe a |Clopper y Pearson
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(1934)). La cobertura del intervalo de Clopper-Pearson es muy superior en la practi-
ca al nivel de confianza usado para su diseno. Este hecho se debe principalmente al
caracter discreto de la distribucién binomial (Agresti, [2003). Han ido apareciendo
otros métodos para obtener el intervalo de confianza de la proporcién de una distri-
bucién binomial también conservadores pero que proporcionan una cobertura mas
cercana al nivel de confianza. Cada uno de ellos ha refinando al anterior (Blyth y
Still, 1983} |Casellal, [1986; [Blaker, [2000; (Cai y Krishnamoorthy, 2005). La ventaja
de estos intervalos exactos (o conservadores) es que su cobertura es siempre mayor
o igual que el nivel de confianza, lo que los hace recomendables para aplicaciones
criticas. Esto es a costa de una mayor longitud del intervalo y de una cobertura
considerablemente mayor que el nivel de confianza para valores cercanos a cero o
a uno. Cai| (2005)) examina las malas prestaciones del intervalo unilateral estandar
cuando se aplica a variables discretas y presenta un intervalo unilateral conservador,
basado en el intervalo de Clopper-Pearson, y otro intervalo unilateral aproximado

basado en el intervalo de Jeffreys (ver més abajo) para variables discretas.

El problema fundamental de los intervalos exactos es que su cobertura es mayor
que su nivel de confianza y su longitud mayor de lo deseado. En las ocasiones en que
se desee una cobertura aproximadamente igual al nivel de confianza, los intervalos
aproximados son més adecuados porque su longitud es menor. Brown et al. (2001)
examinan varias alternativas para construir intervalos aproximados y sus cobertu-
ras. Entre ellas, recomiendan el intervalo de Wilson (Wilson| 1927) o el intervalo
bayesiano con la distribucion a priori de Jeffreys, que equivale en este caso a una
distribucién beta(1/2,1/2), cuando el nimero de muestras es menor que 40, y el
intervalo de |Agresti y Coull (1998) que proporciona intervalos comparables a los an-
teriores y es méas sencillo de calcular para el resto de los casos. Henderson y Meyer
(2001)) comparan la cobertura del intervalo de Wilson con el intervalo de Clopper-

Pearson y con el intervalo bayesiano usando distintas distribuciones a priori.

DasGupta y Zhang| (2005)) discuten de manera detallada la estima puntual y los
intervalos de confianza para la proporcién y el nimero de intentos de variables alea-
torias binomiales y multinomiales. Asimismo, presentan cotas inferiores analiticas

de la cobertura de algunos de los citados intervalos de confianza.

En la Seccién hemos introducido las tablas de contingencia para contraste
de hipdtesis. Agresti y Hitchcock| (2005]) revisan la estima de parametros e intervalos
de confianza en tablas de contingencia desde un enfoque bayesiano y muestran algu-
nas relaciones entre los estimadores frecuentistas y los estimadores bayesianos para
ciertas distribuciones a priori. Por ejemplo, el estimador de maxima verosimilitud

de una proporcion lineal se corresponde con el estimador bayesiano para el que se
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ha seleccionado una distribucién a priori impropia.

2.3.3. Regiones de confianza para la proporcién de una dis-

tribucion multinomial

Las regiones de confianza son la extension de los intervalos de confianza cuando el
parametro a estimar es un vector. Una region aleatoria R, es una regiéon de confianza
de nivel « para 6 si P(6 € R,) = «. La estima de regiones de confianza para el
vector de probabilidades de una distribuciéon multinomial es la generalizacién de la
estima de intervalos de confianza para una distribucién binomial. (Quesenberry vy
Hurst| (1964) presentan un método para construir dichas regiones basandose en la

aproximacién asintdtica a una x? de

D

Z(nz - sz‘)2/Npi

i=1
donde n; es el nimero de observaciones cuyo valor es i, N es el nimero total de ob-
servaciones y p; es la probabilidad de que una observacion tome el valor i. Goodman
(1965) refina estos intervalos construyendo otros mas cortos que satisfacen la con-
fianza exigida. Su método se basa en la aproximaciéon normal de la probabilidad de
una distribucién binomial. Bailey (1980) propone una transformaciéon que aproxima
ain mas dicha distribuciéon a la normalidad.

Beran y Millar| (1986)) discuten las regiones de confianza desde un punto de vista
general. Hall (1987)) aproxima las regiones de confianza R, mediante bootstrap; y
estima no paramétrica de [fdp] Esta aproximacion es general y sirve para estimar la
region de confianza de un parametro de cualquier distribuciéon, obteniendo regiones
de confianza R,, con una cobertura de a+O(N ~1).|[Hall (1992) extiende dicho método
y propone aproximaciones para evitar el remuestreo. A partir de este trabajo |Glaz
y Sison| (1999) se centran en la estima de regiones de confianza para la proporcién
de la distribuciéon multinomial.

Thompson| (1987) presenta un procedimiento para determinar el tamano mues-
tral necesario para la estima de la proporcion de la distribuciéon multinomial asu-
miendo el caso peor para el valor del parametro. Este problema esta estrechamente
relacionado con la determinaciéon de una regiéon de confianza para dicho parametro.
Chafai y Concordet|(2009) han presentado recientemente un método para estimar la
region de confianza de la proporcién de una multinomial valido para cualquier caso,
especialmente aquéllos en los que las aproximaciones asintéticas presentadas arriba

dan malos resultados. El precio es una elevada carga computacional: por ejemplo si



44 / INTRODUCCION

D = 3 hay que realizar una busqueda para cada valor candidato de la proporcion

en la que en cada paso hay que evaluar una multinomial (N + 1)(N + 2)/2 veces.

2.4. Maquina de vectores soporte

Si queremos obtener la clase de una muestra de test para un problema de clasificacion
binario en el que las clases han sido caracterizadas mediante ejemplos, podriamos
emplear los métodos paramétricos ya descritos mediante la estima previa de [fdp| o
emplear alguno de los métodos no paramétricos para comparar distribuciones. Sin
embargo, si empleamos los primeros estamos resolviendo un problema de estima de
[f[dp| para después resolver un problema de clasificacién y los segundos suelen emplear
varias muestras de test y variables unidimensionales. Es por ello que presentamos un
ejemplo del aprendizaje estadistico basado en muestras que funciona especialmente
bien en casos donde la dimension de los datos es alta y las clases estan caracterizadas

por relativamente pocas muestras.

La maquina de vectores soporte (support vector machine) (SVM)) (Boser et al.,
1992; (Cortes y Vapnik, 1995; Burges, |1998; |Scholkopf y Smola, 2001) es una he-
rramienta de clasificacion lineal y no lineal inspirada en la minimizacion del riesgo
estructural (Vapnik, 1995, 1998)). En realidad, minimiza un funcional que pondera
dos elementos: el riesgo empirico y un regularizador. La [SVM] también puede verse
como una generalizacién del hiperplano éptimo de decision (optimal hyperplane de-
cision rule) (OHDR)) (Vapnik, |1982)). La para problemas separables y lineales
maximiza la minima distancia entre las muestras y el plano que separa las clases.
El caso no lineal se ataca proyectando las muestras en un espacio de caracteristicas
y separandolas en ese espacio mediante un hiperplano. Esto resulta equivalente a
un clasificador no lineal en el espacio de las muestras. El teorema de (Cover| (1965)
constata que la separabilidad mediante un hiperplano de un conjunto de muestras
aumenta con la dimension del espacio. Por otro lado, para problemas no separa-
bles se introducen variables auxiliares que relajan las condiciones de la formulacion

separable.

2.4.1. Formulacion

Disponemos del conjunto de muestras {(xi,9:)},i=1,...,N, donde x; € R? e
y; € {1}, tomadas de una distribucién desconocida p(x,y). La [SVM] minimiza el
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siguiente problema denominado primal:

min w? oy (2.10)
wibisb i=1
sujeto a:
Yi(@p(x)w +0) > 1= Vi=1,...,N
& >0 Vi=1,...,N

donde: ¢(-) : R — R es la transformacién, usualmente no lineal, del espacio de
entrada al espacio de caracteristicas; w y b forman el clasificador lineal (hiperplano)
en el espacio de caracteristicas; C' establece un compromiso entre reducir el error de
entrenamiento y maximizar el margen, que es la distancia entre las muestras bien
clasificadas de una clase y el hiperplano de separacion; y &; es la penalizacion que

introducimos cuando una muestra no puede cumplir la restriccion:

yi(p(x;)w+b) > 1

Aunque una muestra no cumple la restricciéon de margen siempre que &; > 0, solo esta
mal clasificada cuando &; > 1. Para resolver el problema ([2.10) hacemos uso de las
condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (una generalizacién del teorema de los

multiplicadores de Lagrange) (Fletcher, |1987) que nos lleva al siguiente problema:

N
min max—||w||2 +C’Z§Z Z,uifz Zaz (yi(d(x;)Ww +b) — 14+ &) (2.11)

belaz 7 i=1

en cuya solucién es necesario que:

OLp
T W — ;%y@(xz‘) =0 (2.12)
525_53%%_0 (2.13)
OLp )
=C — o — 1, = =1... N 2.14
851 C QG — Uy 0 Vi ’ ) ( )
a,u >0  Yi=1,... N (2.15)

W& =0 Yi=1,...,N. (2.17)
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A partir de estas condiciones se deduce que el hiperplano de separacién en el es-
pacio de caracteristicas se construye a partir de las muestras: w = >, ;y;¢(X;).

Sustituyendo dichas condiciones se llega al problema dual:

N 1NN
I?éi’(Zai —3 D> voyyyik(xi,x;) (2.18)
N =1 i=1j=1
en cuya solucién es necesario que:
0<a; <C Vi=1,...,N (2.19)

donde k(x;,x;) = ¢(x;)T ¢(x;) es la funcién nicleo (o kernel) que permite obtener el
producto escalar de dos puntos en el espacio de caracteristicas como una funcién no
lineal en el espacio de entrada. El teorema de Mercer establece condiciones necesarias
y suficientes para que una funcién k(x;,x;) represente un producto escalar en un
espacio de Hilbert (Vapnik, 1998).

Cuando tenemos mas de dos clases se pueden emplear esquemas uno contra uno,
o uno contra todos en los que la clasificacién multiclase se apoya en la clasificacion
binaria (Scholkopf y Smolal, 2001). Otra posibilidad es formular directamente el
problema multiclase (Weston y Watkins, [1999; (Crammer y Singer, [2002).

La formulacion de la puede generalizarse para resolver problemas de apren-
dizaje estructurado donde las etiquetas han de capturar la estructura de las mues-
tras (Tsochantaridis et al, 2005, Finley y Joachims| [2008} [Sarawagi y Gupta, 2008)).
Esta extension permite aplicar algoritmos tipo a problemas complejos como el

procesamiento del lenguaje natural (Baklr et al., [2007a).

2.4.2. Reducciéon de complejidad

La[SVM] construye la frontera de decisién con un subconjunto disperso de muestras

de entrenamiento denominadas vectores soporte:

f(x) = signo (Z ayik(x,x;) + b) :

Sin embargo, todas las muestras mal clasificadas, en el sentido de incumplir su
restriccion sobre el margen, son vectores soporte e intervienen en la solucién pro-
porcionada por la[SVM] La frontera de decisién asi construida, puede expresarse de

otras formas, a veces con menos muestras. En este sentido, [Vapnik| (1998]) muestra
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que el valor esperado del nimero N, de vectores soporte estda acotado por debajo
por (N — 1)Bg, donde N es el nimero de muestras y B es el minimo error de
clasificacién alcanzable con el kernel K. En caso de emplear un kernel universal,
como el basado en funciones de base radial, este error es el error de Bayes. Reciente-
mente, Steinwart| (2004)) indica que el niimero N, de vectores soporte se incrementa

linealmente con el nimero de muestras N. Especificamente:
N,/N — 2By .

Por otro lado, el tiempo de computo necesario para clasificar una muestra median-
te la [SVM] estd determinado por el ntimero de vectores soporte. Asi, en algunas
aplicaciones se simplifica la solucién proporcionada por la[SVM] para reducir dicho

tiempo.

Burges (1996]) construye un conjunto reducido de nuevos vectores soporte {z,},
los cuales ni estan necesariamente en la frontera ni tienen por qué ser muestras
del conjunto de entrenamiento. Para ello, resuelve un problema de optimizacion, en
general, no convexo. Si el punto del espacio de caracteristicas que define la frontera
de clasificacion de la es U = N a0(x;), [Burges| (1996) propone usar la
frontera definida por W' = Y%, v,¢(z,) donde N, < Nj se define a priori y {7, z¢}

se obtienen de minimizar: | ¥ — ¥'|.

La preimagen de un punto W del espacio de caracteristicas se define como la

muestra z del espacio de entrada que se proyecta en ¥ mediante ®(+)
z— ®(z)=".

En la préctica, no existe la preimagen en muchas ocasiones y suele emplearse su
mejor aproximacion. Scholkopf et al.| (1998)) proponen construir dicho conjunto re-
ducido usando el método de la preimagen. Asi, en el primer paso, obtienen el vector
z, como el que mejor aproxima W y sucesivamente en el paso n el vector z, como

el que mejor aproxima:
n—1

‘I’—Z’ngg.

=1
Asi, proponen un algoritmo de punto fijo para encontrar iterativamente los nuevos
vectores soporte como las preimagenes de la frontera original menos la aproximacion

actual de la misma:

it k(1% — 2| *)xi — S5 vek(llze — 20 1*)2e
Sity awyik(l1x; — 2n]|?) = SI ek (ll2e — 2al|)

z, —
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Este algoritmo sélo es valido para kernels que verifiquen k(x,x) = 1, como, por
ejemplo, el kernel gaussiano; y, aunque es mas eficiente que la aproximacion ante-
rior, todavia sufre problemas numéricos por lo que necesita reiniciarse varias veces
y escoger la mejor solucion. Por otro lado, también presentan cémo obtener de

forma Optima, en el sentido de error cuadratico, los coeficientes de la expansion

~v={v}; ¢=1,..., N, que mejor aproxima la frontera original:
~ = (K*)'K*a, (2.21)
donde K? = = k(z,,2,) ; n,m = 1,..., N, es la matriz de kernel de los vectores

{z¢} ; 0 =1,...,N;; K= = k(z,,Xp,) ; n =1,....N,m=1,... Nyy o =
{a;};i=1,...,Ns.

Downs et al. (2001) proponen eliminar de la funcién que construye la frontera
de decisiéon los puntos cuyas imagenes son combinacion lineal de otras, manteniendo
la misma frontera de decision pero expresada usando menos vectores soporte (o
aproximadamente la misma, si consideramos cero los autovalores pequefios de la
matriz formada por los kernels de los vectores soporte). |[Scholkopf y Smolal (2001,
cap. 18) examinan el problema de la reduccién de la complejidad y proponen, entre
otros, un método de programacién cuadratica usando la norma uno de los pesos

para escoger un subconjunto de vectores soporte disperso para construir la frontera:

2

N Ns
> ay®(x) — > 7P (x;)
=1 i=1

N,
- )\Z Cl|/yl| )
i=1

> lail

Nlail
como ; = v;” —; v larestriccién v;", ;" > 0. Una vez escogidos los vectores soporte

donde el valor de ¢; no es importante y puede fijarse a 1 o a y |7i| se reescribe

con 7; no nulos, la expansion 6éptima se obtiene de ([2.21)).

Kwok y Tsang (2004) proponen un método para obtener la preimagen que relacio-
na las distancias entre dos puntos en el espacio de caracteristicas con las distancias
entre sus preimagenes. Asi, a partir de las distancias entre las imégenes de los puntos
de entrenamiento y el punto del espacio de caracteristicas que define la frontera de
decision, se consigue un conjunto de restricciones para aproximar la preimagen de
dicha frontera a partir de los puntos de entrada. Este método tiene como ventaja la
ausencia de problemas numéricos y es valido para kernels en los que se pueda rela-
cionar las distancias entre el espacio de caracteristicas y el espacio de entrada. Aun
asi, en los casos en los que el método propuesto por [Scholkopf et al.| (1998) puede
emplearse, éste obtiene una mejor solucion siendo inicializado con la preimagen del

método de [Kwok y Tsang| (2004)), como ha sido propuesto por Kim et al.| (2005).
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Baklr et al.|(2004,[2007b) presentan la obtencién de preimégenes como un proble-
ma de aprendizaje. Una vez obtenido el mapa que pasa del espacio de caracteristicas
al espacio de entrada la obtencién de preimagenes es muy eficiente. Este método evi-
ta minimos locales y otros problemas numéricos y es aplicable a espacios discretos.
Sin embargo, este método es menos eficiente que otros de los citados métodos para

construir conjuntos reducidos de vectores soporte cuando éstos son aplicables.

Nguyen y Hol| (2005) proponen un método iterativo para reducir el nimero de
vectores soporte reemplazando dos vectores cercanos de la misma clase por otro
nuevo. [Zheng y Lai (2006) proponen un método similar a Kwok y Tsang (2004)
pero regularizando la forma de preservar la localidad. Zheng et al.| (2006) emplean
la informaciéon de la clase, en un sentido genérico de la palabra que depende de la
aplicacion, para construir no sélo preiméagenes aproximadas sino también apropiadas
a la aplicacion. Li et al|(2007) proponen un método similar al propuesto por Downs
et al| (2001) para construir una base que aproxime el espacio generado por las

iméagenes de los vectores soporte en el espacio de caracteristicas.

Como hemos dicho, todas las muestras mal clasificadas intervienen en la cons-
truccion de la frontera de clasificacién. Otra familia de métodos se centran en modi-
ficar el conjunto de entrenamiento para convertir el problema en otro, posiblemente
separable, que dé lugar a la misma frontera pero construida por la [SVM] de modo
maés sencillo (una frontera que proporcione aproximadamente las mismas prestacio-
nes). Baklr et al.| (2005) propone un método que emplea técnicas de simplificacién
de clasificadores de k-vecinos mas préximos para transformar el problema a resolver
en otro en el que las distribuciones sean separables, sin alterar significativamente la
frontera de clasificacién obtenida por la [SVM] original. Si el problema es separable
el nimero de vectores soporte ya no depende del niimero de muestras y los tiempos
de entrenamiento y de clasificaciéon disminuyen drasticamente. Zhan y Shen! (2005)
proponen un entrenamiento dividido en cuatro fases: en la primera, entrenan una
[SVM} en la segunda, excluyen del conjunto de entrenamiento los vectores sopor-
te que mas curvan la frontera de decisién; en la tercera, entrenan una [SVM]| con
las muestras restantes; y, finalmente emplean el método de (Osuna y Girosi| (1998)
que consiste en aplicar una [SVM] para regresién a las muestras de entrenamiento
y a su salida permitiendo expresar la frontera de clasificacién con menos vectores
y controlar el error cometido. |Osuna y Girosi (1998) también proponen resolver el
problema de la en el primal donde ninguna muestra va a formar parte
de la construcciéon de la frontera debido a que su multiplicador de Lagrange esté
limitado. Los autores hacen notar que ninguno de los dos métodos permite grandes

mejoras si la mayoria de los multiplicadores de Lagrange de la solucién original no
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estan saturados, esto es, si a; < C en ([2.19).

Otros métodos construyen iterativamente la frontera de clasificaciéon sin necesi-
dad de empezar por resolver primero la[SVM] Los puntos elegidos para construir la
frontera no tienen por qué tener ninguna relaciéon con la frontera ni con el margen,
y ni siquiera tienen por qué formar parte del conjunto de entrenamiento. |Parrado-
Hernandez et al.| (2003) proponen un algoritmo que va refinando la frontera de
clasificacién centrandose en las muestras mal clasificadas cerca de la frontera ins-
pirados en el algoritmo Boosting (Freund y Schapire, |1997) que se concentra en
las muestras cercanas al margen. La complejidad de este clasificador puede fijarse
a priori o decidirse en funcion de las prestaciones requeridas. También proponen
un algoritmo que combina distintos kernels gaussianos: inicialmente, construye la
frontera con kernels de un ancho grande y, sucesivamente, va refinando la frontera
con nuevas muestras que emplean un menor ancho de kernel mientras disminuya el
error. [Keerthi et al.| (2006) presentan una aproximacion similar formulando el pro-
blema en el primal usando un término cuadratico para los errores. La ventaja de este
método es que la eleccién iterativa de las muestras esta directamente relacionada
con la funcién de coste.

Fuera de la formulacién de la existen otras aproximaciones que construyen
la frontera de clasificacion con un ntiimero reducido de muestras. Entre ellas tenemos
métodos bayesianos como la Relevance Vector Machine (Tipping, 2001), la Informa-
tive Vector Machine (Lawrence et al., 2003)); o, la Kernel Matching Pursuit (Vincent

y Bengio|, 2002)), un método discriminativo para la funcién de coste cuadratico.

2.4.2.1. Preimagenes para kernel polinémico

Si tenemos un kernel polinémico del tipo k(x,y) = (y(x,y) + ¢)? no podemos
emplear el algoritmo de [Scholkopf et al| (1998)) para obtener las preimdgenes. El
algoritmo de Kwok y Tsang| (2004)) construye distancias indirectamente a partir del
producto escalar y necesita obtener los vecinos mas proximos, lo que resulta pesado
computacionalmente. Un método mas directo, inspirado en la construccién exacta
de preimdgenes cuando éstas existen (Scholkopf y Smolal [2001), es el siguiente:
Supongamos que z es la preimagen de ¥ = Y a;®(x;). El kernel entre cualquier

punto del espacio de entrada y y z se calcula como:

k(y,z) = Zaikz(y,xi) )

Para un kernel polinémico de grado impar puede obtenerse el producto escalar

entre dos puntos en el espacio de entrada a partir de su kernel en el espacio de
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caracteristicas (x,y) = %(ﬂ/k(x, y) — ¢). Una aproximacion de la preimagen de W

se construye como sigue:
1. Sea Q una matriz cuyas columnas forman una base en el espacio de entrada.

2. Obtener la matriz de kernels Kq, entre los elementos de la base q; y z la

preimagen de W.
3. Obtener el producto escalar en el espacio de entrada p; = (q;, ).

4. Una aproximacién para z puede obtenerse de resolver Q7z = p o, como z =

> <ﬁ1;’_7|> q; si las columnas de Q forman una base ortogonal.

Q puede ser cualquier base del espacio de entrada. También pueden emplearse las
muestras de entrenamiento o cualquier conjunto de muestras, y resolver el sistema
sobre-determinado.

Este método, aunque limitado a kernels de los que se pueda extraer el producto
escalar en el espacio de entrada, es mas rapido que el propuesto por Kwok y Tsang
(2004) y no tiene parametros que ajustar. Simplemente ha de elegirse la base o

conjunto de muestras a emplear.

2.4.2.2. Clasificadores en cascada

En ocasiones, el tiempo de clasificacién ha de ser menor que el requerido por el
clasificador proporcionado por una algoritmia dada, la [SVM] en nuestro caso. Una
posibilidad para acelerar el rendimiento del sistema son los clasificadores en cas-
cada. Un clasificador en cascada estd formado por varias etapas que rechazan las
muestras de un tipo. Usualmente se rechaza la clase més probable o la contraria
a la que desea detectar (véase Figura . Entre los trabajos publicados podemos
citar a|Viola y Jones (2001) que, en el contexto de la deteccion de caras, combinan
AdaBoost (Freund y Schapire|, |1997) para seleccionar las caracteristicas visuales con
una deteccién en cascada que descarta rapidamente el fondo. En este caso, los cla-
sificadores de las etapas intermedias se ajustan para proporcionar una sensibilidad
cercana a 1. De este modo, se consigue una sensibilidad para la cascada cercana a la
obtenida por la maquina en bloque disminuyendo el tiempo requerido para clasificar
una muestra.

Romdhani et al.[ (2001} 2004) consideran un esquema en cascada para la deteccion
de caras con después de reducir el nimero de vectores soporte.

LeCun et al| (1998) consideran varios métodos, entre los que estan las redes

neuronales convolucionales, para la deteccion de digitos y caras.
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- - (5 — — (), +1
-1 -1 -1

Figura 2.1: Ejemplo de clasificador en cascada disenado para rechazar rapidamente
la clase -1. Sélo los parches que superan los clasificadores de las etapas intermedias
pueden ser clasificados como +1.

2.5. Objetivos

Los objetivos de esta tesis son:

= Obtener test de hipotesis secuenciales que consideren la incertidumbre en las
hipdtesis, permitan saber cuales son las maximas prestaciones posibles y pro-
porcionen medidas de prestaciones. Estos test pueden ser conservadores en un
sentido frecuentista o seguir la metodologia bayesiana cuando haya informa-

cién a priori disponible y/o no se desee una decisién conservadora.

» Obtener un método basado en aprendizaje estadistico equivalente a los co-
cientes de verosimilitud para clasificar un conjunto de muestras de test de la
misma clase cuando las distribuciones condicionadas a las clases son descono-
cidas. Desarrollamos métodos para clasificar de manera conjunta un conjunto

de muestras que pertenecen o bien a una hipdtesis o bien a la otra.

= Aplicar el contraste de hipdtesis inciertas al diagnéstico de tuberculosis imple-

mentando el sistema propuesto en el Capitulo [I}



Capitulo 3
Incertidumbre en las hipo6tesis

A la hora de realizar contrastes de hipétesis, hemos supuesto hasta el momento
que los datos han sido generados por el modelo f(x]f) conocido salvo por algunos
parametros que dependen del estado 6 que consideramos desconocido. Sin embargo,
en algunas ocasiones no se conoce ni siquiera la familia segin la cual se distribuyen
los datos. Otras veces, dicha familia es conocida, pero la regién de 6 que define cada
hipétesis es desconocida y dificil de caracterizar a partir de una muestra finita.

Esta es la situacién que analizamos en este capitulo y constituye una de las apor-
taciones de esta tesis. Estamos interesados en el problema de la discriminacion entre
dos hipotesis caracterizadas por muestras a partir del examen de una muestra de
test que viene de una de las dos distribuciones que caracterizan las hipotesis. Con-
cretamente, se nos presentan tres conjuntos de muestras fiidf @ = {21, z»,..., 25}
que caracteriza la hipotesis Hy, esto es, ha sido tomada cuando la hipotesis Hy es
cierta; y = {y1,%2,...,ym} que caracteriza la hipétesis H; y la muestra de test
z = {21, 2,..., 2K} que proviene o bien de Hy o de H;. Con esta informacion, ha
de decidirse de qué hipotesis proviene z y medir la calidad de esta decision.

La metodologia no paramétrica para el contraste de hipdtesis examina un proble-
ma relacionado: el problema de dos muestras. En el capitulo anterior hemos conside-
rado algunas de las aproximaciones a este problema, siendo quizé la mas interesante
para el problema de este capitulo la aproximaciéon de Kolmogorov-Smirnov, por-
que compara las funciones de distribucion a las que siempre se converge cuando el
numero de muestras que caracterizan las hipétesis tiende a infinito. Esta aproxima-
ciéon compara z con x y con y y elige la hipétesis que proporciona menor valor del
estadistico.

La aproximacion paramétrica frecuentista considera también problemas relacio-
nados. Si la familia de distribuciones que define la funcién de densidad de probabi-

lidad es conocida, los parametros que caracterizan cada hipdtesis pueden estimarse

33
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mediante maxima verosimilitud, y realizar un contraste de hipotesis simple. El in-
conveniente de esta postura es que sus resultados pueden ser muy optimistas porque

no considera la incertidumbre en la caracterizacion de las hipotesis.

Lehmann! (1997, cap. 9) analiza el problema de la incertidumbre en las hipétesis
desde un punto de vista minimax. Divide el espacio de estados en tres regiones: Oy,
donde se penaliza decidir H; como cierta; ©, donde se penaliza decidir Hy; y, Oy,
donde puede decidirse o bien Hy o H;. A continuacién busca el test que maximiza
la potencia minima entre los tests de nivel critico a. En caso de distribuciones
del tipo P, = (1 — ¢)Q; + €,G;, i = 0,1 donde ¢; € (0,1) estan dados y G; son
distribuciones desconocidas. La hipotesis que ha originado los datos puede decidirse
por medio de un test de cociente de verosimilitud que censura el cociente de unas
construidas a partir de las de Q; (Huber y Strassen, [1973; Lehmannl, [1997)).
En este problema hay dos fuentes de incertidumbre, por un lado, el estado que es una
region, y por otro, las distribuciones, que estan contaminadas con unas distribuciones
desconocidas. Esta aproximacion considera el problema del desconocimiento parcial
de la familia de distribuciones mientras que nosotros, por otro lado, consideramos

la region del estado que define las hipdtesis desconocida salvo por x e y.

Nuestra aportacién a la aproximacion frecuentista transforma hipétesis simples
desconocidas en hipodtesis compuestas a las que asignamos la probabilidad de que
el estado esté efectivamente contenido en la regién que define cada hipodtesis. Es-
ta transformacion se lleva a cabo por medio de la determinacién de regiones de

confianza para el valor del estado que define cada hipdtesis.

Desde el punto de vista bayesiano modelamos este problema del siguiente modo:
en primer lugar, modelamos nuestras creencias mediante una distribucién a priori
sobre el valor del estado bajo cada hipdtesis; a continuaciéon ese conocimiento se
actualiza mediante las muestras @ e y para formar las distribuciones a posteriori
sobre el valor del estado bajo cada hipdtesis. A partir de estas ultimas se realizan

las inferencias.

El resto del capitulo presenta el tratamiento de la incertidumbre en las hipotesis
para variables aleatorias binarias, discretas no binarias y continuas desde los puntos
de vista bayesiano y frecuentista. En principio asumiremos la familia de las distri-
buciones conocida y después sugerimos una posible extension cuando la familia es
desconocida. Ademés, a modo de ejemplo desarrollamos un test secuencial para este
tipo de hipétesis y obtenemos cotas de sus prestaciones en funcién de las muestras

Tey.
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3.1. Variables aleatorias discretas binarias y no

binarias

Introducimos el problema con variables aleatorias binarias, que nos permiten pre-
sentar uno de los casos mas sencillos de incertidumbre. Esto es, el conjunto z con
z; € {0,1}, ha sido tomado de una distribucién de Bernoulli con probabilidad de

éxito p* o ¢*. Debemos escoger entre las siguientes hipétesis:

Hy: z ha sido generado con una distribucién Bernoulli(p*).

Hi: z ha sido generado con una distribucién Bernoulli(g*).

Las probabilidades p* y ¢* son desconocidas y la tinica informacion sobre ellas esta

en los conjuntos x e y.

3.1.1. Enfoque de maxima verosimilitud

Una posibilidad para resolver este problema es obtener la estima de maxima verosi-
militud de p* y ¢* a partir de las observaciones y aplicar la teoria para el contraste

de hipotesis simples. El estimador de maxima verosimilitud para p* es:
]5* =N / N .

Este estimador es insesgado y su varianza es %p*(l — p*). La estima es mejor, en
un sentido de error cuadratico medio, cuanto p* sea mas cercana a cero o a uno.
Sin embargo, si vamos a emplear esta estima dentro de un cociente de verosimilitud,
la sensibilidad del mismo aumenta cuando p* estd cerca de cero o uno. Errores
en la estima cerca de cero o uno hacen que el cociente de verosimilitud crezca o
decrezca mucho méas rapido que un error de la misma magnitud en probabilidades
cercanas a 0.5. Las [fdps con pardmetros estimados por méxima verosimilitud en
cocientes de verosimilitud pueden producir sesgos si M y N son pequenos o p*
y ¢* toman valores extremos, es decir, cuando no estamos cerca de la asuncién
de gaussianidad. Ademads, emplear [f[dps cuyos pardmetros son estimas de maxima
verosimilitud como si fuesen las [fdps verdaderas conduce a tests que pueden errar
en la hipotesis escogida, a la vez que proporcionan una alta confianza en su decision.
Esto se debe al crecimiento/decrecimiento exponencial del cociente de verosimilitud,
y al decrecimiento exponencial del error en el test de cociente de verosimilitud para
hip6tesis simples (mostramos algunos ejemplos de este efecto en el Apartado

y la Figura [3.3).
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Para el caso no binario el estimador de méaxima verosimilitud es
15* = [nl/N,nQ/N, . ,nD/N] s

donde D es el nimero de categorfas y n; = > ;1 N 5%1 j=1,2...,D y las deltas de

Kronecker (5; =1six; = y cero en otro caso.

3.1.2. Enfoque bayesiano

Nuevamente, volvemos al caso binario. El enfoque bayesiano parte de las probabili-
dades a priori de las hipodtesis y obtiene sus probabilidades a posteriori usando la

regla de Bayes:

P(z | H))P(H;) _ P(z | H;)P(H;)
P(z) P(z | Ho)P(Ho) + P(z | Hi)P(H:1)

P(H;| z) = (3.1)
Aunque p*, la probabilidad de acierto de la distribuciéon de Bernoulli bajo la hipo-
tesis Hy, tiene un valor fijo, podemos atribuirle una distribucion a priori basada en
nuestra percepcion de cudles son sus posibles valores, y que da cuenta de nuestra
incertidumbre acerca de su valor. Por ello, la denotaremos como p para enfatizar
que la consideramos una variable aleatoria. La distribucion a posteriori de p, que
engloba todo nuestro conocimiento sobre p, se obtiene a partir de la combinacion

del conocimiento a prior: y los datos .

P(x |p)P(p)  P(x|p)P(p)
Pl = =5y = TP | p)Pp) dp

(3.2)

donde la verosimilitud de p es:
N
Pz |p) =[] Plzi|p)=p" (1 -p)" ™,
i=1

yng = Zf;l x;. De este modo, la verosimilitud de Hy se obtiene integrando p como:

P(z | Ho) = P(z| @) = [ P(z | p)P(p| ) dp. (3.3)

donde
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y ki = 3K | 2. Escogemos como distribucién a priori para p una distribucién beta:

['(a+b)

P(p) = beta(p | a,b) = W

P (1= p) (3.4)
que es una distribucion flexible y permite establecer una distribuciéon a priori no
informativa sobre p sin més que establecer el valor de los parametros a = b = 1EI,
para los que esta distribucién es una uniforme entre cero y uno. La distribucion
beta es también conjugada de las verosimilitudes de una distribucién de Bernoulli y
de una distribucién binomial, lo que justifica su eleccion como distribucion a priori

por simplificar considerablemente los calculos. La verosimilitud de H resulta:

' N+a+b)T(K—k+N-—n1+b) (ks +n1+a)

P(z | Hy) = I(N=m+b)'(m+a)l(a+K+N+D)

(3.5)

Anéalogamente, si definimos una distribucién a priori beta para ¢ con parametros a’

y b,y mi =My, la verosimilitud de H, resulta:

FrM+d+0)T(K—k+M-—mqg+0)T (ki +mq+d)

P Hy)) =
(| H) T'(M—my+ V)T (my +a)T (a/ + K+ M +V)

(3.6)

3.1.2.1. Distribuciones no binarias.

La distribucion categérica es la generalizacion de la distribucion de Bernoulli a
D > 2 categorias. Se define por un vector de probabilidades p = [p1,p2,...,Dp],
donde py, £ = 1,...,D es la probabilidad de que una muestra tome el valor ¢. El
resultado para el caso binario se generaliza facilmente para distribuciones categéri-
cas. Ahora la muestra de test es un conjunto de muestras zcon z € {1,...,D},
con una distribucién categérica definida por el vector p* = [p1,pa,...,pp] 0 por

qQ* = [q1, 92, - --,qp]. Debe decidirse una de las siguientes hipdtesis:

Hy: z ha sido generado con una distribucion categérica de parametro p*.

H,: z ha sido generado con una distribucion categorica de parametro q*.

Como en el caso anterior, p* y q* son desconocidas y s6lo tenemos los conjuntos
de muestras & y y para caracterizarlas. Siguiendo el analisis previo, tomamos como
distribucion a priori para p* P(p|ai,as,...,ap) una distribucién Dirichlet, que es

conjugada a verosimilitudes categéricas y multinomiales, y obtenemos la verosimili-

1Otra posibilidad ampliamente usada para distribuciones no informativas es la distribucién de
Jeffreys que consiste en a=b=1/2 (véase Apartado [2.2.2.1]).
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tud de Hy como:

r (N + ZfD:1 (lg) HIP:I F(k)g “+ ay + ng)
r (K +N+Y2, cw) (Hle [(ap + ng))

P(z | Ho) = P(z | ) = : (3.7)

donde n; = YN, 61, k; =YK, 60, j=1,2...,D. De igual modo se llega a la

expresion de P(z|H;p). La extension a Ny hipotesis es directa sin mas que obtener

la verosimilitud de cada hipétesis y cambiar la Ecuacién (3.1) por

P(z | Hi)P(H;) _ P(z | Hi)P(H,)
P(z) Sy Pz | Hy)P(Hy)

P(H; | z) = ={0,1,...,Ng}. (3.8)
Johansson y Olofsson| (2007) han propuesto recientemente un método bayesiano
de seleccion de modelo para modelos ocultos de Markov, modelos de Markov, y
modelos categéricos. Estos autores interpretan el problema de seleccién de mode-
lo como un problema de dos muestras. Aplicando su método a ambas hipdtesis y
comparando el resultado por medio de un cociente se llega al mismo resultado de
la Ecuacion (3.8]), al que nosotros hemos llegado partiendo desde un punto de vista
completamente distinto. La aproximacién natural para el contraste de hipotesis es
la presentada en este capitulo, no la resolucion de dos problemas de dos muestras.
Sin embargo, puede criticarse la aplicaciéon sucesiva de un modelo de dos mues-
tras desde un punto de vista metodoldgico, porque no establece, o no esta obligado
a establecer, a priori, cuales son los modelos posibles. Los modelos posibles han de
escogerse antes de examinar las muestras (Gutiérrez-Pena y Walker| |2005; Walker y
Gutiérrez-Penal, [2007)). Por otro lado, en nuestro desarrollo del contraste no nos limi-
tamos a distribuciones a priori no-informativas, sino que empleamos distribuciones

Dirichlet que son flexibles para modelar el conocimiento a priori disponible.

3.1.2.2. Experimentos

Analizamos las prestaciones de los métodos bayesianos para variables aleatorias bi-
narias. En el caso binario, comparamos tres métodos: el método bayesiano que hemos
presentado; el método de maxima verosimilitud (ML), que usa las probabilidades
estimadas por méaxima verosimilitud como las reales; y el método de Wald (véase
Apartado [2.2.3). Completamos el experimento mostrando las prestaciones del mé-
todo exacto que consiste en un cociente de las verosimilitudes de las [f[dpk de las
distribuciones que originaron los datos. Comparamos los métodos en cuatro situa-
ciones variando el tamano de las secuencias que caracterizan cada hipotesis « e y:
N = M = 1000 (ambas hipdtesis estan caracterizadas con 1000 muestras); N = 1000
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y M = 100 (la hipétesis Hy estd caracterizada con 1000 muestras y la H; con 100
muestras); N = 100 y M = 1000; y, N = M = 100. Asi mostramos el comporta-
miento de los métodos en situaciones con distinto balance en el niimero de muestras
de entrenamiento. Hemos seleccionado p* = 0.1 para Hy y ¢* = 0.15 para H;. Vamos
a emplear una distribucién a priori no informativa tanto para p como para ¢q. Esto

se corresponde con que P(p) = P(q) y ambas iguales a una distribucién beta(1,1).

El experimento consta de las siguientes partes: primero, generamos muestras de
x e y para caracterizar las hipotesis; a continuacién, examinamos las muestras de
z bajo cada hipdtesis y obtenemos las probabilidades de las hipdtesis por medio de
la Ecuacion ; y, por ultimo, la precisién en clasificacién es obtenida como el

porcentaje de probabilidades que superan el umbral 0.5.

El promedio de 10* repeticiones de este experimento variando el niimero de mues-
tras de test se representa en las Figuras y B2l El primer efecto que apreciamos
es el balance de incertidumbre entre las muestras de entrenamiento y la muestra
de test: al principio, cuando se usan pocas muestras de test, la muestra de test es
la fuente principal de incertidumbre; mas tarde, con el crecimiento del nimero de
muestras de test, la muestra de test caracteriza la hipotesis de la que proviene y el
error restante se debe a la incertidumbre en el modelado de las hipétesis. El método
exacto, con conocimiento estadistico perfecto, obtiene una caida exponencial en el

error.

La diferencia méas importante entre los métodos aparece en los escenarios des-
balanceados, favoreciendo al método bayesiano. El método bayesiano tolera mucho
mejor que el método de maxima verosimilitud la falta de muestras porque tiene
en cuenta la incertidumbre en la estima. Sea cual fuere la calidad de la estima, el
método ML asume que las estimas son perfectas y pequenos errores en la estima de
las probabilidades pueden dar lugar a sesgos importantes en el valor del cociente de

verosimilitud.

En este mismo experimento podemos preguntarnos acerca de las probabilidades
predichas. La Figura [3.3] muestra las probabilidades predichas por los métodos de

maxima verosimilitud y bayesiano para 10 y 1000 muestras de test en el caso de

N = M = 100 muestras de entrenamiento. Las Subfiguras |3.3(a)| y [3.3(b)| muestran

respectivamente las predicciones para muestras de test provenientes de Hy y H;. En
estas figuras se han ordenado dichas predicciones de la mejor a la peor, donde se
acierta con probabilidad mayor que 0.5. Podemos observar, como cabia de esperar,
que el método que emplea las estimas de maxima verosimilitud es mucho mas ex-
tremo en sus predicciones. El método bayesiano, al contrario, es mas conservador,
como observamos por ejemplo en la Figura para 1000 muestras de test, donde
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Figura 3.1: Caso binario. Comparativa entre el método bayesiano y los métodos ML,
Wald y exacto. Mostramos la precisiéon media (o el error (a)) obtenida para muestras
de test generadas de las hipdtesis Hy y Hi.
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el método de maxima verosimilitud pasa de acertar con probabilidades cercanas a
uno a fallar con probabilidades cercanas a cero. El método basado en méaxima ve-
rosimilitud ofrece mejores prestaciones que el método bayesiano para predecir las
muestras de Hy, mientras que el método bayesiano tiene mejores prestaciones para
predecir Hj y es globalmente mejor en ambas hipotesis como hemos visto en la Fi-
gura 3.1} Para 10 muestras, por otro lado, la fuente principal de incertidumbre son
las muestras de test y aunque el método de maxima verosimilitud es ligeramente
mas extremo en sus predicciones ambos se comportan igual en lo que a clasificacion
se refiere.

También se ha realizado un experimento con variables no binarias. En este caso,
comparamos el método bayesiano con: el método de maxima verosimilitud, el método
x? de Pearson, el método two-sample de Johansson y Olofsson| (2007) y el método
exacto que usa las [[dpk de los datos. El experimento es similar al caso binario en el
que hemos seleccionado p* = [0.1,0.4,0.5] para Hy y q* = [0.15,0.4,0.45] para H;.
El resultado se muestra en las Figuras y 3.5 Como hemos comentado, los dos
métodos bayesianos son equivalentes y extraemos las mismas conclusiones que en el

caso binario.

3.1.2.3. Desarrollo secuencial

El test bayesiano puede emplearse dentro de un test secuencial cuya condicion de
parada sea que alguna hipdtesis alcance una probabilidad minima o se llegue a un li-
mite de muestras. La expresion de la verosimilitud de Hy dada por la Ecuacion (|3.5|)
puede escribirse de manera que pueda actualizarse para cada nueva muestra. No-
tamos que de los 6 términos en la expresion solo tres dependen de la muestra de
test.

» Na+K+N+b)=(a+K—-1+N+bl'(a+K—-1+N+0b).

F(K—l—kl,K,1+N—n1+b) si ZK:1,
u F(K—kLK—i-N—nl—f‘b) = (K —-1- ]{517[(_1 —|—N—n1 +b)
X F(K—l—]{?LK_l—FN—nl—i-b) si ZK:O.
(kl,K—l +ni + a)F(kle_l +ni + CL) si ZK:1 R

u F(kLK +ny + a) =
(k1 gx—1+mn1+a) si zg=0.

donde ky g = SK 2. Con lo cual, sélo tenemos que calcular la funcién T' la pri-
mera iteracion. A partir de ahi sélo hay que actualizar estos tres términos por el

factor correspondiente a la vista de la siguiente muestra. Para evitar los problemas

numéricos, es conveniente hacer los célculos en escala logaritmica.
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Figura 3.3: Caso binario. Probabilidades predichas por el método bayesiano pro-
puesto y el método de maxima verosimilitud (ML) ordenadas de peor a mejor. (a)
muestra las predicciones para Hy y (b) para H;. Se muestran los resultados de 10%
experimentos para 10 y 1000 muestras de test, representadas con diferente trazo. Se
han empleado 100 muestras de entrenamiento para cada clase.
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el error (a)) obtenida para muestras de test generadas de las hipdtesis Hy y H;.
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métodos ML, two-sample Bayes, Pearson y exacto. Mostramos la precision media
obtenida para muestras de test generadas de las hipotesis Hy y H;.
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El caso no binario es similar sin mas que ver en la Ecuacién (3.7) que tenemos

dos tipos de términos que actualizar:

s DN(E+N+2a) = (K-1+ N+ a)T (K-1+N+5P, a).

(ke -1 +ne+ag)l(kex—1+ne+ap) sizg =14~

" P(kg,K—an—l-ag) = .
F(k‘g’K_l + ny + ag) sizg #/

donde Ky g = Zfil (55, El resultado del test secuencial después de K muestras es
exactamente el mismo que el del test bloque para las mismas K muestras. Los

resultados del apartado anterior podrian haber sido obtenidos con un test secuencial.

3.1.2.4. Prestaciones asintoticas

Si suponemos, como efectivamente hacemos en el enfoque bayesiano, que nuestro
conocimiento a priori modela la realidad, podemos establecer cotas de las presta-
ciones que podemos obtener. Empecemos con el caso binario: cuando el niimero de
muestras en z tiende a infinito, la verosimilitud P(z|p) tiende a é(p — r), donde
r es el valor real de la probabilidad de acierto de la distribucién de Bernoulli que
genera z (r = p* si Hy es cierta o 7 = ¢* si H; es cierta; ambas probabilidades son
desconocidas). De este modo, la Ecuacion resulta:

P(z| Ho)ws = | P(z | P)P(p| @)dp = P(r| ). (3.9)

donde el subindice “,;” indica que es la probabilidad alcanzada asintoticamente.

Sustituyendo estos valores en la Ecuacién (3.1)) llegamos a las probabilidades asin-
toticamente alcanzables de las hipotesis dados los datos. Dichas probabilidades son

funcién de los conjuntos de entrenamiento y de r. Por ejemplo para Hy tenemos:

P(r | x)P(Ho)
(r | @)P(Ho) + P(r | y)P(Hy)

P(Hy | 2)as = (3.10)
P
Notamos que, debido a la incertidumbre, el valor de P(Hy|z) esta limitado en todos
los casos por los conjuntos de entrenamiento, esto es, esta probabilidad no alcanza los
valores 0 o 1 ni siquiera con un ntimero infinito de muestras de test. El valor maximo
alcanzable siempre serd menor o igual que méax,cp,1] P(Ho|2)qs. Ademas, es posible
obtener un intervalo de confianza (en sentido bayesiano, véase (Henderson y Meyer)
2001)) para dicha probabilidad sin mas que restringir la busqueda del maximo y
minimo de P(Hy|z).s al intervalo en el que la distribucion a priori P(p) integra una
confianza dada. El andlisis bayesiano concluye que la incertidumbre de los conjuntos

de entrenamiento x e y limita las probabilidades alcanzables para P(Hy|z)qs.
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Para el caso no binario el anélisis es idéntico puesto que P(z|p) vuelve a ser una
delta cuando el nimero de muestras de z tiende a infinito. La verosimilitud de H,
resulta:

P(z | Hy)gs = P(r | @) ,

donde r es la distribucion de probabilidad real.
La extension a multiples hipotesis es inmediata siguiendo estos pasos para cada

una de ellas y sustituyendo las verosimilitudes en (3.§]).

3.1.3. Enfoque frecuentista

Nuevamente partimos de z con z; € {0,1}, que proviene de una distribucién de
Bernoulli con probabilidad de éxito p* o ¢*, ambas fijas y desconocidas. Para carac-
terizar estas probabilidades disponemos de un ntimero finito de muestras en x e y.

Debemos decidir entre las siguientes hipotesis:

Hy: z ha sido generado con una distribucién Bernoulli(p*).

Hi: z ha sido generado con una distribucién Bernoulli(g*).

Este contraste de hipdtesis puede formalizarse de la siguiente manera: el estado ©
es el conjunto [0, 1] y las hip6tesis compuestas son Hy : 0 € Oy y Hy : 6 € ©1. Ahora
bien, para que este contraste esté bien definido, O N ©; = (). Justamente es en esta
ultima expresion donde aparece el problema. Asumiendo que p* € O v ¢* € 6,
no podemos asegurar por culpa de la incertidumbre que ©y y ©; son disjuntos.
Supongamos, a modo de ilustraciéon, que Hy se caracteriza por una moneda en la
que se obtienen 10 caras después de 10 tiradas. Lo unico que podemos decir para la
probabilidad de cara es pearq € (0,1]. Lo més probable es que sea un valor cercano
a uno, sin embargo, no es descartable que sea un valor pequefio como 1076, La
hipotesis H; se caracteriza por otra moneda en la que se obtienen 8 caras en 9
tiradas. Lo tinico que podemos decir de esta otra moneda es que su probabilidad de
cara Gearq € (0,1).

Nuestra propuesta para este problema es establecer hipotesis en las que las regio-
nes del espacio de estados sean disjuntas para una confianza dada. Esto es, hay que
encontrar dos regiones O y 0] tales que p* € ©f con una probabilidad ¢y, ¢* € ©]
con probabilidad ¢; y ©5 N O] = 0. De este modo el problema de contraste de hipé-
tesis simples se transforma en un problema de contraste de hipdtesis compuestas. La
incertidumbre en la descripcion de las hipétesis limita los valores alcanzables para
co y ¢1 a aquéllos en los que los intervalos no se solapan.

Vamos a desarrollar, a modo de ejemplo, un test secuencial que cumpla estas pro-

piedades para dos distribuciones de Bernoulli. El primer paso es encontrar intervalos
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de confianza disjuntos para p* y ¢*. Sean estos intervalos [p*;, p*,] con confianza ¢
y [¢%;, ¢*1,] con confianza ¢;.
Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que p*;, < ¢*,. Wald (1947)) propuso

que para contrastar las hipotesis compuestas:

H{: z sigue una distribucién Bernoulli cuyo pardmetro esté en [p*;, p*,]

Hj: z sigue una distribucién Bernoulli cuyo parametro esta en [¢*;, ¢*}]
es suficiente emplear un [SPRT]| que contraste:

H{: z viene de una distribuciéon Bernoulli cuyo parametro es p*,,.

H{: z viene de una distribucién Bernoulli cuyo parametro es g¢*.

Cuando el SPRT] termina, alcanza unas prestaciones Pr4 y Pp descritas en la Ecua-
cion . Sin embargo, debido a la incertidumbre, esas probabilidades s6lo son
representativas con una probabilidad P. = ¢y X ¢; que es el producto de las confian-
zas que tenemos en que los parametros que describen las hipotesis simples caigan
dentro de los intervalos que definen las hipdtesis compuestas. Por otro lado, con
probabilidad 1 — P. las prestaciones obtenidas pueden ser acotadas por el caso peor
que consiste en Pp, =0y Ppa, = 1. Asi, combinando ambas situaciones, las pres-

taciones obtenidas por el test secuencial, Pp eng ¥ Pra.ena cumplen las desigualdades:

PD,el’ldEPCPD+(1_PC)PD7TL:PCPD§PC (311)
PFA,endSPCPFA+(1_PC)PFA,H:PCPFA+(1_PC)zl_PC' (312>

3.1.3.1. Prestaciones asintéticas

Las ultimas desigualdades de cada expresion de las Ecuaciones y (3.12)) al-
canzan la igualdad con infinitas muestras de test, cuando el [SPRT] tiene absoluta
confianza en su decisiéon: Pp = 1y Ppq = 0. En este punto, las cotas que hemos
propuesto no garantizan una probabilidad de deteccién Pp .,q mayor que P, ni una
probabilidad de falsa alarma Ppy enq menor que 1 — P,.. Vemos, por tanto, que la
incertidumbre en las hipotesis limita las prestaciones alcanzables.

La relacion entre la incertidumbre y las prestaciones alcanzables por el test queda
explicitamente reflejada en las cotas que hemos propuesto. Las prestaciones con
infinitas muestras no pueden ser arbitrariamente grandes porque las regiones que
definen las hipdtesis, Oy y ©1, no pueden solaparse, lo que limita el maximo de
P.. Los valores de las confianzas ¢y y ¢; también afectan a la terminacion del test
secuencial: cuanto mayores sean, mas distantes estaran los umbrales del [SPRT]| para

que sus prestaciones, Pp vy Pra, sean despreciables frente a P,.; y, por otro lado,
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cudnto menores sean, mas distantes estaran las regiones que definen cada hipétesis,
lo que hara que el test termine antes para el caso peor, que consiste en que el valor del
parametro de una hipotesis esté en el punto de la frontera de su regiéon de confianza

mas cercano a la region de la otra hipotesis.

3.1.3.2. Variables discretas no binarias

Del mismo modo que en el caso de variables binarias, podemos emplear los métodos
descritos en el Apartado para obtener las regiones de confianza ¢y y ¢; para p
y q de modo que dichas regiones no se solapen. La eleccion de ¢y y ¢; para evitar
el solape, al igual que en el caso binario, pasa por que P. = ¢y X ¢; sea lo mayor
posible.

Una vez determinadas las regiones de confianza obtenemos el maximo de la
verosimilitud en cada regién. El cociente de estas dos verosimilitudes compara dos
hipotesis simples y por tanto se compara con los umbrales de Wald . El test
termina cuando el cociente de estas verosimilitudes cruza alguno de los umbrales.

Aunque el test se realice de modo secuencial, hay que recalcular las verosimili-
tudes de la muestra completa {21, 22, ..., 2} con cada nueva muestra z; porque el

valor de # para el que se obtiene el maximo bajo cada hipdtesis puede cambiar.

3.1.3.3. Experimentos

Empezamos por examinar la bondad de las cotas y mediante un experi-
mento similar al que hemos propuesto para el caso binario bayesiano. Para empezar,
obtenemos los intervalos bilaterales, [p*;, p*,] v [¢*;, ¢*,], de confianzas ¢y y ¢; para
p* v ¢* de modo que no se solapen. Como estos intervalos no definen una particion
del espacio del parametro, podemos extenderlos hacia el lugar que no solapan y asi
aumentar su confianza de manera sencilla. Si asumimos, sin pérdida de generalidad

que p*, < q*;, la confianza ¢, del intervalo [0, p*,| para p* se calcula como

ni

G=1-3 (Voo -,

=0
donde n; = ¥ | #;. La confianza ¢ del intervalo [¢*;, 1] se calcula como
M
M * \1 * —1
q=1-3 (Mwra-ap,

i=mi

donde m; = ¥, y;. De este modo recalculamos el valor de P, = ¢}, x ¢, de forma

menos conservadora. Esta metodologia es equivalente al calculo de intervalos uni-
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laterales en el que el primer paso simplemente determina hacia dénde se extiende
cada uno de los intervalos unilaterales. Para otros intervalos bilaterales como el de
Jeffreys o el de Agresti-Coull se procede de forma similar.

El experimento consiste en lo siguiente:
= Obtenemos N muestras de  y M = N muestras de y.
= Estimamos los intervalos de confianza y P..

= Obtenemos las prestaciones que demandamos al test secuencial de modo que P,

domine las cotas para Prgend ¥ Ppenda- En concreto, empleamos las siguientes

1-P. le—6
1000 P, Pe

las que nos garantizamos mas que de sobra dicho comportamiento.

probabilidades de disefio: falsa alarma a = y no deteccién v = con

= Generamos tantas muestras como sean necesarias para que el test termine y
estimamos Ppy v Pp a partir de las probabilidades de acierto y error de las

hipotesis.

Hemos seleccionado p* = 0.1 para Hyy ¢* = 0.15 para H;. Se han limitado los valores
de las confianzas de los intervalos que definen las hipotesis, ¢g y ¢1, a un valor minimo
de 0.1 y un valor méximo de 0.9999 en el intervalo de Clopper-Pearson (0.99995
para Jeffreys y Agresti-Coull). Esto hace que haya intervalos que solapen en algunas
iteraciones, en cuyo caso la decision se toma al azar, que equivale a Prq = Pp = 0.5,
y se fija P. = 0.01, que es el producto de las confianzas minimas establecidas para
los intervalos. De cada par de muestras que caracterizan las hipdtesis hacemos 20
test distintos: 10 extraidos de Hy y 10 de H;; este experimento se promedia 10%
veces.

En el Cuadro [3.1] presentamos, para distintos valores de N, los resultados del
promedio de los valores de P., Pr4 y Pp cuando se emplea el intervalo de Clopper-
Pearson, que es conservador. Estos promedios se obtienen a partir de los resultados
del experimento cuando los intervalos no solapan o a partir de los valores menciona-
dos arriba en caso contrario. El Cuadromuestra los valores de la cota Pp cota = P
Y Pracota = 1 — F;; los valores obtenidos del promedio del experimento Pra y Pp;y
la probabilidad de acierto estimada P,. Apreciamos que la cota es bastante conser-
vadora, lo que es un resultado esperable y heredado del comportamiento conservador
del intervalo de Clopper-Pearson.

Los Cuadros y muestran, respectivamente, los resultados para los in-
tervalos de confianza de Agresti-Coull y de Jeffreys. Estos intervalos de confianza
proporcionan aproximadamente la confianza nominal aunque no garantizan en todos

los casos que su cobertura sea mayor que el valor de confianza establecido. Las cotas
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resultantes de su uso son mucho menos conservadoras en el caso de pocas muestras
que las cotas que proporciona el intervalo de Clopper-Pearson. Cuando el niimero
de muestras aumenta, los tres intervalos proporcionan practicamente la misma cota.
Con 5000 muestras todas las cotas alcanzan sus mejores valores que dependen de P,
que como maximo puede tomar el valor P. = 0.9998 para el caso de Clopper-Pearson
y P. = 0.9999 para el caso de Jeffreys y Agresti-Coull. Este hecho queda reflejado

en el valor de la cota para la probabilidad de falsa alarma para 5000 muestras de

entrenamiento.

N # no SOlape PD,cota PD PFA,cota PFA Pa
10 7371 0.273 0.396 | 0.727 0.334 | 0.531
20 8282 0.354 0.584 | 0.646 0.368 | 0.608
50 9091 0.454 0.689 | 0.546 0.319 | 0.685
100 9511 0.544 0.774 | 0.456 0.197 | 0.788
200 9805 0.657 0.893 | 0.343 0.108 | 0.892
500 9983 0.835 0.985 | 0.165 0.014 | 0.985
1000 10000 0.950 1.000 | 0.050  6.00e-4 | 0.999

2000 10000 0.994 1 6.00e-3 0 1

5000 10000 1.000 1 2.06e-4 0 1

Cuadro 3.1: Comprobacién de las cotas (3.11)) y (3.12)) para el caso binario empleando

el intervalo de confianza de Clopper-Pearson.

N # no SOlape PD,cota PD PFA,cota PFA Pa
10 7294 0.458 0.535 | 0.542 0.462 | 0.537
20 8333 0.497 0.585 | 0.503 0.441 | 0.572
50 9092 0.543 0.666 | 0.457 0.359 | 0.653
100 9504 0.599 0.767 | 0.401 0.237 | 0.765
200 9432 0.682 0.879 | 0.318 0.124 | 0.878
200 9935 0.847 0.983 | 0.153 0.016 | 0.984
1000 9991 0.951 0.999 | 0.049  8.50e-4 | 0.999

2000 10000 0.994 1 2.97e-3 0 1

5000 10000 1.000 1 1.09e-4 0 1

Cuadro 3.2: Comprobacién de las cotas (3.11)) y (3.12)) para el caso binario empleando

el intervalo de confianza de Agresti-Coull.

Para el caso de variables discretas no binarias seleccionamos, de igual modo que
en el caso bayesiano, los pardmetros p = [0.1, 0.4, 0.5] para Hy y q = [0.15, 0.4, 0.45]
para H;. Para la determinacion de las regiones de confianza, hemos escogido el
método de Bailey (1980)) en lugar del método propuesto por [Chafai y Concordet
(2009) por la simplicidad del primero y la elevada carga computacional del dltimo.

Entre estos dos estd el método de (Glaz y Sison! (1999)) cuya carga computacional
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N # no SOlape PD,cota PD PFA,cota PFA Pa
10 7293 0.440 0.501 | 0.560 0.470 | 0.516
20 8325 0.488 0.550 | 0.512 0.402 | 0.574
20 9129 0.541 0.657 | 0.439 0.305 | 0.676
100 9522 0.602 0.764 | 0.398 0.230 | 0.767
200 9422 0.679 0875 | 0.321 0.118 | 0.879
200 9934 0.850 0.984 | 0.150 0.016 | 0.984
1000 9995 0.953 0.999 | 0.047  5.50e-4 | 0.999

2000 10000 0.995 1 9.39%e-3 0 1

5000 10000 1.000 1 1.08e-4 0 1

Cuadro 3.3: Comprobacién de las cotas (3.11]) y (3.12]) para el caso binario empleando

el intervalo de confianza de Jeffreys.

es aun importante. Una primera diferencia a la hora de determinar regiones de
confianza es que ya no resulta tan sencillo hacer que no solapen y a continuacion
extenderlas de modo que su confianza aumente. El experimento consiste en repetir
1000 veces la conformacion de las regiones de confianza de cada parametro. Para
cada par de regiones se realizan 200 test: en 100 se extrae la muestra de test de la
distribucién que caracteriza Hy y en 100 de H;. Al igual que en el caso binario hemos
fijado la confianza minima de una regién a 0.1. El Cuadro|3.4|muestra la bondad de la
cota propuesta para este experimento. Apreciamos que la cota es mas conservadora
que en los experimentos del caso binario debido a que no hemos aumentado la
confianza de las regiones por medio de extenderlas dénde no se solapa con la otra
hipétesis. En el cuadro se aprecia que en los experimentos que emplean menos de
1000 muestras para caracterizar las hipotesis muchas de las regiones de confianza
solapan. Esto hace que la decisiéon se tome al azar y con ello los malos resultados tanto
de la cota como del experimento si los comparamos con las Figuras y 3.4l Es,
por tanto, vital escoger un método capaz de obtener el menor volumen que contenga
una confianza dada, para determinar las regiones de confianza y extenderlas hacia
donde no haya solape para evitar el exceso de conservadurismo. Como también cabe
esperar con suficientes muestras, 10% en este caso, la cota se ve limitada por el valor
méximo de la confianza que hemos usado en este experimento, 1 — 1 x 107 en este

caso que equivale a una P, = 0.9998.

3.2. Variables aleatorias continuas

Una posibilidad para tratar datos que provienen de una variable aleatoria continua
es cuantificar y emplear alguno de los procedimientos discretos. Si preferimos no

cuantificar y la familia es conocida podemos aplicar el procedimiento bayesiano o
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N # no SOlape PD,cota PD PFA,cota PFA Pa
50 392 0.152 0.561 | 0.848 0.458 | 0.551
100 462 0.210  0.605 | 0.790 0.417 | 0.594
200 621 0.303 0.707 | 0.697 0.301 | 0.703
500 846 0.533 0.873 | 0.467 0.135 | 0.869
1000 958 0.771 0.964 | 0.229 0.045 | 0.960
2000 992 0.938 0995 | 0.062  5.02¢-03 | 0.995

5000 1000 0.997 1 2.59e-03 0 1

10000 1000 1.000 1 2.06e-04 0 1

Cuadro 3.4: Comprobacién de las cotas (3.11) y (3.12)) para el caso discreto no
binario empleando la regién de confianza de Bailey.

el procedimiento frecuentista que hemos aplicado para las variables discretas. Para
este ultimo caso, obtenemos las regiones de confianza de cada parametro bajo las
hipétesis, por ejemplo mediante el método de [Hall (1987), y procedemos como en el
caso discreto no binario.

Si la familia es desconocida podemos emplear el enfoque frecuentista por medio
de bootstrap y la estima no paramétrica de [fdp| Para la estima no paramétrica de
tdp| seguimos el método de [Parzen| (1962) que es consistente y converge en media
cuadratica a la [fdp| real cuando el nimero de muestras tiende a infinito. Vapnik
(1998) recomienda un ancho para el kernel igual W, donde K es el nimero de
muestras disponibles para la estima. Sheather y Jones| (1991)) proponen un método
para la estima de dicho ancho que funciona mejor en la practica para el caso unidi-
mensional. La carga computacional de este método ha sido reducida de O(K M) a
O(K + M) (M es el ntimero de puntos a estimar de la [fdp)) por[Raykar y Duraiswami
(2006)). Botev et al.[(2009) han propuesto recientemente un método ligeramente mas
rapido.

Empleamos bootstrap para obtener un intervalo de confianza de la verosimilitud

para la hipotesis Hy de la siguiente manera:
1. Obtenemos B muestras Bootstrap de & usando la metodologia no paramétrica.
2. Para cada una de ellas obtenemos la verosimilitud de H,.
3. Ordenamos los B valores de verosimilitud.

4. Para una confianza ¢y despreciamos (1 — ¢y)B/2 valores de cada uno de los

extremos del intervalo formado por los valores de verosimilitud ordenados.

5. Nos quedamos con el maximo de los valores del intervalo de verosimilitud

conservado.
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Anéalogamente se hace para H;. Los valores de ¢y y ¢; se establecen de forma que
los intervalos no solapen. Los umbrales del test secuencial se fijan de forma que sus
prestaciones finales tengan un efecto despreciable respecto a P.. De manera similar
al caso discreto no binario este método ha de recalcular las verosimilitudes y las
confianzas con cada nueva muestra, y, comparar el cociente de las verosimilitudes

méximas con los umbrales de Wald (Ecuacién (2.5))).

Si hay muchas muestras la estima de Parzen puede resultar muy costosa. En lugar
de ella podemos, por ejemplo, realizar una estima de [[dp| basada en mezclas de gaus-
sianas cuyo nimero puede estimarse siguiendo por ejemplo a [Roberts et al.| (1998).
Para la determinacion del intervalo de confianza de la verosimilitud el procedimiento
es analogo al anterior: cada muestra bootstrap proporciona unos parametros de la

mezcla de gaussianas y a partir de este modelo un valor de la verosimilitud.

[lustramos el caso de familias desconocidas mediante el siguiente experimento:
a proviene de una distribuciéon gaussiana de media cero y varianza 4; y proviene de
una gaussiana de media 1 y varianza 4. La familia se supone desconocida. Obtene-
mos una muestra aleatoria x para caracterizar Hy y una muestra aleatoria y para
caracterizar H;. Suponemos que disponemos de tantas muestras de test como sean
necesarias para tomar una decision cuya calidad dependa esencialmente de P.. Las
muestras de test se generan de una de las distribuciones. Para obtener el intervalo
de confianza de la verosimilitud de cada hipdtesis obtenemos las verosimilitudes de
la estima de Parzen de cada uno de los B remuestreos de las muestras que carac-
terizan cada hipotesis. P. se determina de modo que estos intervalos no solapen.
Por cuestiones de carga computacional hemos limitado B a 10* lo que permite esti-
mar intervalos de confianzas menores o iguales a 0.99 lo que limita el valor maximo

de P. = 0.9801. Las prestaciones del test secuencial las hemos establecido como:

1-P.
7 100FP,

). Repetimos este experimento 1000 veces variando el niimero de

probabilidad de falsa alarma o = min(0.01 ) v probabilidad de no deteccién

s le—4
7 = min(0.01, =%

muestras de entrenamiento y obtenemos la probabilidad de acierto y de error para

cada clase.

Los resultados de este experimento se muestran en el Cuadro [3.5] Apreciamos
que la cota resulta bastante conservadora para este experimento. Este hecho puede
deberse al uso del método de percentil en lugar de otros métodos para el calculo
de intervalos bootstrap como el BCa, que es menos conservador aunque resulta
mucho mas intensivo computacionalmente. Otra fuente de conservadurismo es que
nos quedamos con la P, obtenida con el niimero de muestras con las que el test
termina. Ademas estamos imponiendo que los intervalos de las verosimilitudes no

se solapen, lo que es en si mismo bastante mas conservador que imponer que las
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regiones de parametros no se solapen. Esta tultima condicién puede relajarse puesto
que la condicién necesaria para la terminacion del test secuencial es que el maximo

de las verosimilitudes de ambas hipdtesis se vaya separando mas y mas con el niimero

de muestras.

N # no SOlape PD,Cota PD PFA,cota PFA Pa
10 999 0.214 0.674 | 0.793 0.373 | 0.650
20 1000 0.259 0.777 | 0.742 0.250 | 0.764
50 1000 0.432 0941 | 0.593 0.080 | 0.930
100 1000 0.660 0.992 | 0.334 0.016 | 0.988
200 1000 0.861 0.999 | 0.113  2.00e-03 | 0.999

200 1000 0.977 1 0.024 0 1

1000 1000 0.980 1 0.020 0 1

Cuadro 3.5: Comprobacién de las cotas (3.11)) y (3.12) para el caso continuo asumien-
do variables desconocidas y obteniendo los intervalos de confianza de la verosimilitud
mediante el método bootstrap del percentil.

3.3. Resumen

La metodologia bayesiana proporciona soluciones cuya exactitud depende, en ge-
neral, de lo acertado en la elecciéon de la distribucion a priori, cuya importancia
desciende con el aumento del nimero de muestras de @ y de y. Formalizado el co-
nocimiento a priori, la incertidumbre en las hipdétesis se maneja perfectamente en
el enfoque bayesiano. La tnica dificultad, si acaso, consiste en la necesidad de tener
que evaluar numéricamente alguna integral, cosa que hemos evitado por medio de
distribuciones a priori conjugadas. Los resultados que proporciona esta metodologia
son quiza los mas deseables para la mayoria de las aplicaciones.

Por otro lado, la metodologia frecuentista es conservadora, lo que puede resultar
util en situaciones en las que se desea protegerse del caso peor. Hemos presentado
métodos para acotar las prestaciones alcanzables para el caso binario, discreto no
binario y continuo. El método binario aprovecha la precisién de las estimas frecuen-
tistas de intervalos de confianza (DasGupta y Zhang, 2006)). Para el método discreto
no binario, las cotas son mas conservadoras debido a la mayor dificultad en exten-
der las regiones de manera que sigan siendo disjuntas. Finalmente, el método para
variables continuas desconocidas, que solamente presentamos a modo de extension,
proporciona cotas muy conservadoras.

En conclusion, la incertidumbre en la caracterizacion de las hipétesis, debido al
numero finito de muestras, acarrea un limite en las prestaciones alcanzables que se

ha de tener en cuenta a la hora de proporcionar la calidad, medida en términos de
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probabilidad de deteccién y probabilidad de falsa alarma, de una decision. En este
capitulo hemos propuesto cotas inferiores de esta calidad tanto desde el enfoque

bayesiano como del enfoque frecuentista.



Capitulo 4
Extension del espacio de entrada

En muchas aplicaciones las prestaciones proporcionadas por una decisiéon tomada
con una sola muestra nos son aceptables y es necesario combinar varias muestras de
test. En redes de sensores, por ejemplo, un sélo sensor puede resultar insuficiente
para discriminar si un objetivo esta presente; Pero, combinar varios puede reducir la
tasa de falsa alarma al nivel deseado (Varshney|, 1996). Para detectar si un paciente
esté infectado con tuberculosis por medio del analisis de imagenes microscopicas de
su esputo se necesita procesar muchas imagenes para inferir con una alta confianza
cuando esta sano (Veropoulos et al., [1999). En radar y sonar es habitual procesar
varias muestras del entorno antes de poner un objeto en escena y clasificarlo (Van
Trees, 1992)). En todos estos casos existe un coste asociado al procesado de maés
muestras (tiempo, dinero, computacion, . ..), pero se recopila mas informacién para
decidir porque se espera reducir la probabilidad de error. En general, siempre aparece
un equilibrio entre coste y prestaciones.

Si las distribuciones condicionadas a las clases son conocidas, el clasificador 6p-
timo, conocido como clasificador de Bayes, se obtiene como la soluciéon de un pro-
blema de decisién que considera las distribuciones y el riesgo de cada decision (Ber-
ger, |1985). En problemas de clasificacién binarios comparamos el cociente de las
verosimilitudes de las clases con un umbral para clasificar cada conjunto de obser-
vaciones (Neyman y Pearson, [1933)). La probabilidad de error de este clasificador
tiene una caida asintéticamente exponencial con el nimero de observaciones, y el
mejor exponente de error para la probabilidad de no deteccion es la divergencia de
Kullback-Leibler entre las de las distribuciones condicionadas a las clases (Cover
y Thomas, [2006). Pero, en muchas situaciones dichas distribuciones son desconocidas

y dependemos de un conjunto de muestras para describir cada clase.

Es este caso, podemos emplear un clasificador basado en aprendizaje, como por

ejemplo: un perceptrén multicapa (Bishop|, |1995); una red de funciones de base

77



78 / EXTENSION DEL ESPACIO DE ENTRADA

radial (Haykin|, [1994); una (véase Seccién [2.4)); o un proceso gaussiano pa-
ra clasificacion (gaussian process for classification) (GPC|) (Rasmussen y Williams),
2006), entre otros. También necesitamos una regla para combinar la salida del cla-
sificador para cada observacion a fin de proporcionar una sola decisiéon. En el caso
de 1a[SVM], podemos sumar los mérgenes de las distintas muestras y decidir la clase
en funcion de si dicha suma es mayor o menor que cero. También podemos emplear
el método de Platt| (2000) para obtener una estima de la probabilidad a posteriori
a partir del margen y combinarlas (multiplicarlas) para decidir la clase del conjunto
de muestras. Sin embargo, 1a[SVM]|no ha sido disefiada para proporcionar probabili-
dades y estos métodos pueden proporcionar resultados indeseados. Otra posibilidad
es emplear un clasificador que proporcione probabilidades a posteriori directamente
como un [GPC| Las probabilidades proporcionadas por un [GPC]| para cada obser-
vacién se multiplican para formar una prediccién conjunta, pero la precision del
método depende de como de buenas sean las predicciones de dichas probabilidades.

También podemos ver este problema como un conjunto de problemas de dos
muestras (véase Apartado en los cudles contrastamos si las observaciones
vienen de la misma distribucién que la descrita por el conjunto de muestras de
entrenamiento de una clase. Sin embargo, los test mas potentes de dos muestras
emplean toda la muestra de entrenamiento (Gretton et al.,[2007)), haciendo el proceso
costoso computacionalmente. Ademas, el problema de dos muestras no tiene en
cuenta el nimero de clases ni la posible asimetria entre el nimero de observaciones
de test y el nimero de muestras de entrenamiento de cada clase. Por tanto, de alguna
manera, no emplean toda la informacion disponible para decidir la clase correcta de

las observaciones de test.

4.1. Motivacién y método

Supongamos que un banco de sangre nos asigna la construccién de un test de alguna
enfermedad infecciosa. Para ello, nos facilita un conjunto de muestras (X,)) =
{(xs,u:)} i=1,...,n donde x; € R? es un vector de caracteristicas que describe
la sangre del donante e y; € {41} es la etiqueta asociada a cada muestra que indica
si la sangre esta infectada. Construimos un clasificador mediante nuestro algoritmo
favorito de aprendizaje, el cudl, escoge la funcién f(-) entre una familia F que
minimiza algtin funcional de riesgo sobre (X', ))). Predecimos la clase y* de una nueva
muestra de sangre mediante y* = f(x*), donde x* es el vector de caracteristicas para
la sangre.

El gerente del banco de sangre considera la probabilidad de error proporcionada
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por una muestra de test es demasiado alta y recomienda repetir el test L veces de
forma Por tanto, obtenemos un conjunto de L observaciones {x7,...,x}} de
cada donante de sangre para reducir la probabilidad de error. Una posibilidad para
obtener una prediccion global sobre la clase de dichas observaciones es combinar las
salidas individuales del clasificador f(-) para cada observacion. Si el clasificador pro-
porciona salidas probabilisticas, p(y = 1|x}) ¢ = 1,..., L, multiplicamos sus salidas
y consideramos las probabilidades a priori de las clases p(y = 1), p(y = —1) para
obtener una estima de p(y = 1|x3,...,x}) como:

. o P(XT,oxp ly=1)ply =1
ply=1]x},...,x}) = (xi L*| *)( )
p<X1>"'7XL)

ply=DIIL p(x; [y =1)

ply=Dp(xi,....x; ly=1)+ply=-1)p(xi,....x} |y =
ply =1L p(x [y =1)
ply =D p(x |y =1) +ply = 1) I p(x; |y = —1)
pu=D [1, (py=1x)p(x}))

_ ply=1)%
py=1) [T, (p(y=1]x})p(x})) . ply=—1) [1, (ply=—1]x} )p(x}))
p(y=1)F ply=—1)L
py=1 [, ply=1Ix})
_ ply=1)L
ply=1) [12, ply=1x}) n ply=-1) [, ply=—1Ix})
p(y=1)F ply=—1)L
[, py=1]x})
- ply=1) — : (4.1)

[1, p(y=1Ix}) n [, —p(y=1]x}))
p(y=1)F~1 (I-p(y=1))L~*

En los casos en los que solo nos importa la clase con mayor probabilidad a posteriori,

basta con escoger la clase +1 cuando:

faply=11x) _ Mapl=-11x) _TL0-py=1]x))
ply =D ply == = ply=1)="

Sin embargo, los clasificadores discriminativos pueden proporcionar estimas pobres
de probabilidad en regiones del espacio alejadas de la frontera entre las clases que
podrian empeorar las prestaciones del test global. Por tanto, proponemos obtener
una sola salida para todas las observaciones de test y construir un clasificador fz ()
que clasifique el vector de L observaciones como entrada. Este clasificador debera
entrenarse con vectores de L muestras que se generaran a partir del conjunto de
entrenamiento (X',)) disponible. Al nuevo conjunto de entrenamiento lo llamamos
extendido porque se forma a partir de la combinacién de muestras del conjunto

original.
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Construimos el conjunto de entrenamiento extendido de la siguiente manera:
primero, separamos las muestras de entrenamiento por clases, de forma que cada
clase es una matriz con una muestra por fila; luego, para cada clase, creamos las
muestras del conjunto de entrenamiento extendido concatenando horizontalmente L
permutaciones de las filas de dicha matriz. Supongamos que las muestras (una por
fila) de clase +1 de X" son:

X3
X2

X3

XN

Un posible ejemplo para K7 muestras (una por fila) de un conjunto de entrenamiento

extendido para L = 3 seria:

7z Xo X3 Xi
Zy Xg X4 X2
Z3 | = [X5 X7 Xj5
7K, X1 X2 Xg

Repetimos los pasos de permutar y concatenar tantas veces como sea necesario.
En otras palabras, cada muestra extendida z;, € R¥” etiquetada como y, € {41}
del conjunto de entrenamiento extendido, (Z,)’) = {(z,y;)} k=1,..., K, estd
compuesta por L muestras de la clase y;,. Si NV} es el niimero de muestras de la clase
+1, existen un total de (121) L! posibles muestras diferente del conjunto extendido
de clase +1.

Asumamos que el conjunto de entrenamiento (X,)) estd ordenado por clase,
y; = 1 ¢ = 1,...,N;. El método de la permutacion construye el conjunto de
entrenamiento extendido usando diferentes permutaciones de todas las muestras
{x1,...,xn, }. El método bootstrap (Efron y Tibshirani,|1993)) muestrea {xy,...,Xn, }
en cada concatenacion. Este tltimo método toma muestras de la distribucion empiri-
ca de cada clase. Si la clase tiene N; muestras, cada muestreo toma aproximadamente
0.66N; muestras diferentes (Efron y Tibshirani, 1993). Hay dos diferencias funda-
mentales entre ambos métodos: la primera es el nimero de muestras del conjunto
original empleadas en cada concatenacion: el método de permutacion usa todas las

muestras cada vez y bootstrap aproximadamente 0.66/N;. Por otro lado, bootstrap

1Si consideramos que una muestra original no puede aparecer dos veces en la misma muestra
extendida. En caso contrario, tenemos N muestras diferentes.
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muestrea de manera independiente la funcion de distribucién empirica mientras que
en el método de permutacién no esta clara la independencia de las muestras resultan-
tes por el requisito de emplearlas todas. En cuanto a prestaciones podemos esperar
prestaciones similares de ambos métodos aunque el método de permutacién deberia
de funcionar un poco mejor con pocas muestras porque el requisito de usarlas todas

construye un conjunto ligeramente mas variado.

La funcién de distribucion empirica de X’ converge a la funcién de distribucion de
X cuando el nimero de muestras de entrenamiento n crece a infinito. Si L es finito,
tanto el método de permutacion como el método bootstrap producen distribuciones

empiricas de Z que convergen a la distribucion de la extension L-ésima de X.

Cualquier conocimiento a priori de las muestras puede usarse para construir el
conjunto extendido. Por ejemplo, si las muestras {x;,x;7} pertenecen a la misma
clase, y anadimos al conjunto extendido el punto z; = [x;,X;7| también podemos
anadir el punto z, = [x17, X1], esto es, es posible anadir al conjunto extendido mues-
tras que forman colecciones de puntos simétricos. Si anadimos para cada conjunto
de L muestras todas sus simetrias, tendremos simetrias en la frontera de decisién.
En particular para la esto dard lugar en ([2.10) a que los multiplicadores de
Lagrange, «;, correspondientes a las muestras z; que se forman a partir de las sime-
trias de L muestras x; tengan el mismo valor. Esto simplifica considerablemente la

carga computacional del entrenamiento del método extendido.

Para ilustrar este punto, vamos a suponer que L = 3 y que anadimos todas las

permutaciones de cada conjunto de 3 muestras al conjunto de entrenamiento. Por

comodidad, ilustramos este hecho con la clase +1 y las muestras {x1,...,Xg} nos

sirven para construir. - i i
Z% X1 X9 X3
Z% X1 X3 Xo
Z? X2 X1 X3
lel X2 X3 X1
z] X3 X Xo
Zfli X3 Xo X1
Z% B X1 X5 Xg
73 X4 Xg Xs
Z% X5 X4 Xg
Z% X5 Xg X4
z5 Xg X4 X5
Zg Xg X5 X4

Las muestras {z}, ..., z¢} forman todas las permutaciones de las muestras {x;, X2, X3}
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y las muestras {z3, ..., z$} forman a su vez las permutaciones de {x4, X5, X¢}. Ahora
bien, si anadimos todas las permutaciones de todas las muestras z; sabemos por
la simetrfa impuesta en la construccién que ai = o = -+ = af = a; y que
a = a2 =-.-=aS = ay por lo que el problema de optimizacién a resolver (véase

@2.19)):

1
mazix iaTKa —a’1

no tiene tantas incognitas como puntos en el conjunto de entrenamiento sino que

dicho ntimero se reduce por L!. El término o’ Ka en nuestro caso resulta

L
1 0
- . 10
Kip oo Kip Ky oo K -
I I | I
. . ol Lo
[041 042} K16,711 K16,716 Kf,bl K16,726
0 1 L PSP 16 1,1 1,6 0 1
A2 Ko e Koy Koy oK) 01
................................ 01
Kan oo KoY Kgy o Kyal, oo
01
01

donde los elementos de la matriz de kernel se corresponden a K;';" = k(z},z}'). La

matriz de kernel equivalente resulta:

6 6 1,J 6 6 1,J
i=1 Zj:l Kl,l i=1 Zj:l K1,2 aq

[Oél CYQ} . o
6 6 (2] 6 6 %,
i=1 24j=1 K2,1 i=12uj=1 K2,2 Q2

De modo que el ntimero de variables del problema de optimizacion no aumenta
por forzar la simetria sino que simplemente el calculo de la matriz de kernels se ve

afectado por ésta.
Consideramos ahora dos posibilidades para el kernel usado en el espacio exten-
dido. Siguiendo con el ejemplo anterior consideramos:

k(z1,27) = @(21)" @(z7) = @([x1 X2 x3])" P([x4 x5 X))

— _ 2 o1 . .z
Para k(z;,27) = e 121=27I1" este kernel puede escribirse en funcién de kernels del
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espacio de entrada como
— _ 2 _ _ 2 _ _ 2 _ _ 2
k(z1,27) = e Nzr—z7[? _ o=l —xall® ;=vlx2—xs]* =7 lIxs—xs]

= ]{?(Xl, X4)]€(X2, X5)k’(X3, Xﬁ) .

También podemos construir el kernel en el espacio original, lo que para un kernel

genérico resulta

P(x4)
k(z1,27) = (z1) Y (27) = [(x1) P(x2) d(x3)] | D(x5) | = k(x1,%4)+k(x2,%5)+k(x3, Xg) -
(%)

De este modo, los kernel k(zy,z;) para todas las permutaciones de z; y z7; pueden
obtenerse a partir de los kernels de {x1, X, X3} v {X4, X5, X6 }. Esto reduce el niimero

de kernels a calcular directamente de 36 a 9.

Combinando las propiedades que acabamos de mencionar y usando un kernel
adecuado podemos argumentar que emplear simetrias en el clasificador no aumen-
ta considerablemente la complejidad del problema de optimizacién que resuelve la
SVMl

Consideramos a continuacion el efecto de estos dos tipos de kernel en el pri-
mal (2.10) de la SVM. Vamos a ver como 1(z;) permite imponer las simetrias sin
necesidad de generar las permutaciones de todas las muestras x; que forman cada

z;. El problema de optimizacion es:

1, .o N
min Sfw(*+C) &

182y Z:1

sujeto a:

yi(whap(z) +0) > 1 ¢ Vi=1,...,N (4.2)
& =0 Vi=1,...,.N

T T T

Si ahora definimos w’ = [w! wl wl]/3 y tenemos en cuenta cémo es 1, podemos

escribir (4.2) como:
1 3
Yi (3 > Wi B(x}) +b> >1-6,
k=1

—~
N

i)

~—
=
<Y
o,
)

donde x¥ es la muestra que ocupa el lugar k—ésimo en z;. La salida para 1)

ser la misma que para cualquiera de sus permutaciones y, por tanto, wl = wi r
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con lo que podemos escribir la ecuaciéon anterior como:
1o k
vi{gwi 2 ex)+b) = 1-&.
k=1

Esta transformacién no lineal obtiene la media de todos los x¥ de un z; en el espacio

de caracteristicas y aplica una SVM.

Para el kernel ¢ necesitamos generar todas las permutaciones de cada z; para
imponer la simetria. En nuestro ejemplo tendriamos 3! permutaciones para cada
muestra z; que denotaremos como zg con j = 1,...,6. Ahora bien, debido a las
simetrias esperamos que la salida para todas las permutaciones sea la misma, esto
es, wip(zl) = -+ = wlp(z%). De modo que tenemos una tnica variable & y
un unico multiplicador de Lagrange «; que comparten todas las muestras zf . La

restriccion del margen para todas las muestras es:
(wle(z]) +b) >1-¢
Yi (W P\Z; =z i

y el funcional a minimizar es
1 2 al T j
§||W|| FOY &= iy | W D op(z) +b| —1+& ) = > ki
i=1 i j i

Ahora en lugar de calcular la media de x¥ obtenemos la media de todas las posibles

permutaciones de z; en el espacio de caracteristicas.

Pasando a la fase de test, clasificamos un vector de L muestras por medio del
clasificador extendido. Si hemos impuesto simetrias en el conjunto de entrenamiento,
las L! permutaciones de las muestras de test proporcionaran la misma salida. En
caso contrario, tenemos varias alternativas: la primera, consiste en hacer el test sobre
todas las permutaciones y escoger la muestra que proporcione mejor probabilidad o
margen. La segunda, es evaluar mas de una permutacion y combinar las salidas. La
forma de combinarlas no es evidente porque las distintas permutaciones no dan lugar
a muestras de test independientes. Aun asi, puede resultar ventajoso combinarlas

sumando los margenes, multiplicando las probabilidades o haciendo una votacion.

Combinar las salidas de distintas permutaciones del vector de test, proporcio-
na una decision mas robusta y puede disminuir la probabilidad de error. Por otra
parte, esto puede ser una manera de intercambiar complejidad entre las fases de
entrenamiento y test, que puede resultar conveniente cuando el test es rapido.

Comparamos los métodos de permutacion y bootstrap en la préxima seccion; en

la que también mostramos como las simetrias mejoran los resultados de clasificacion;
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ademas, presentamos la mejora de combinar las salidas de las permutaciones del

vector de test.

4.2. Tlustracion

[lustramos el funcionamiento del método propuesto con un ejemplo que nos permitira
mostrar que extender la dimensién de entrada puede ser una buena idea cuando
la probabilidad de error es alta. Escogemos un problema de clasificacién binaria
donde las muestras de la clase +1 han sido tomadas de una gaussiana de media
cero y varianza unidad y las muestras de la clase —1 han sido tomadas de una
gaussiana de media uno y varianza 4. El error de Bayes en este problema para una
muestra de test es 0.305. Tomamos dos observaciones de cada una de las clases y
comparamos la probabilidad de error obtenida por la combinacién de las dos salidas
del clasificador unidimensional con la salida del clasificador bidimensional entrenado
en el conjunto extendido. Realizamos la comparacién para[SVM|y [GPC| Las salidas
de la se convierten a probabilidades siguiendo el método de Platt (Plattl,
2000). Combinamos las probabilidades por medio de la regla de Bayes descrita en
la Ecuacion (4.1]). El conjunto de entrenamiento (X',)) contiene 100 muestras y
el conjunto de entrenamiento extendido contiene 200 muestras creadas usando los
métodos propuestos donde hemos incrementado el nimero de muestras del conjunto
extendido por L = 2, esto es, el factor en que hemos incrementado la dimensién. Los
pardmetros de la [SVM] y del [GPC| se ajustan respectivamente para cada conjunto
de entrenamiento por medio de validacién cruzada y maximizando su verosimilitud
marginal. En los cuadros y figuras denominamos la combinacion de las dos salidas
probabilisticas como SVM? y GPC? y la salida del clasificador extendido como EGPC
y ESVM, donde SVM o GPC hacen referencia al clasificador empleado.

La Figura muestra las predicciones probabilisticas de la para una
muestra de test para la clase 4+1 contra la probabilidad a posteriori obtenida de las
distribuciones reales de las que se obtuvieron las muestras. La [SVM]| predice muy
bien la frontera, esto es, la probabilidad 0.5. Sin embargo, las predicciones lejos de
la frontera no son precisas.

La Figura muestra la frontera de decisién de la clase +1 para la SVM?
versus la ESVM; también mostramos la frontera del decisor bayesiano para compa-
racion. Observamos en la Figura que la ESVM funciona mejor que la combi-
nacion SVM? en la regién superior izquierda, que coincide con la regién donde més
masa tienen las gaussianas. Ademas, la ESVM estima mejor que SVM? la casi totali-

dad de la frontera. La frontera predicha por la SVM? es precisa en el extremo inferior
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Figura 4.1: (a) p(y = 1|z) predicha por la [SVM] versus p(y = 1|z) real (clasifi-
cador bayesiano). (b) Frontera de la combinacién de dos predicciones de la
p(y = 1|zt 23) = 0.5 (SVM?)versus la prediccién de la ESVM (usando el método de
permutacién) versus la frontera real.
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de la biseccién, al igual que la[SVM]lo hacia determinando la frontera izquierda en
la Figura La SVM? trata de aproximar los extremos de la biseccién, pero su

precision es baja para probabilidades en otros puntos del plano.

Hemos repetido el mismo experimento usando un [GPC|y observamos en la Figu-
ra que las probabilidades estimadas por el son mejores que las estima-
das por la Sin embargo, el [GPC]| falla con las probabilidades extremas, lo que
permite una mejora para el clasificador entrenado en el conjunto extendido, como
podemos observar en la Figura |4.2(b)]

Para mostrar la diferencia cuantitativa entre la SVM? y el GPC?, y la ESVM
y el EGPC, repetimos el experimento de clasificar vectores de dos muestras de
test con conjuntos de entrenamiento aleatorios variando el nimero de muestras de
entrenamiento. Los resultados se resumen en el Cuadro [£.I} donde mostramos la
media y la desviacion tipica del error para ambos métodos. Observamos que las
prestaciones de la ESVM son muy superiores a los de los deméas métodos para 40
muestras de entrenamiento. Esperamos que la ESVM obtenga buenas prestaciones
donde hay pocas muestras por dimensién. Mostramos, ademas, la diferencia entre los
métodos para construir el conjunto extendido. El método de permutacion (subindice
“,”7) proporciona mejores prestaciones que el método bootstrap (subindice “;”) en
todos los casos como hemos conjeturado en la seccién anterior. Para evaluar el uso
de simetrias, hemos anadido conjuntos de datos simétricos como hemos explicado
mas arriba (subindice “g;,”) que claramente beneficia a la ESVM. También hemos
evaluado la combinacién probabilistica de las salidas de distintas permutaciones (2
en realidad) del vector de test (subindice “4,”) que también beneficia a la ESVM y
proporciona los mejores resultados para 100 y 200 muestras de entrenamiento. El
error de Bayes para este problema es de 0.2201 que es practicamente alcanzado por el
EGPC con 400 muestras de entrenamiento. Queremos hacer hincapié en que el error
de clasificadores basados en aprendizaje entrenados mediante conjuntos extendidos

converge al error de Bayes, como hemos presentado en la secciéon anterior.

En la Figura [4.3] comparamos la salida de la[SVM] contra la ESVM, con los mé-
todos bootstrap y permutacién, cuando el nimero de muestras en el vector de test
aumenta. El nimero de muestras de entrenamiento en el conjunto extendido aumen-
ta su tamano un factor de L. Observamos que la ESVM siempre funciona mejor que
la combinacién de las salidas de la[SVM]y que los métodos propuestos para generar el
conjunto extendido son practicamente indistinguibles. Las prestaciones de la ESVM
estan limitadas por el tamafno de entrenamiento porque algunos conjuntos son po-
bres y no se gana nada por emplear mas muestras de test. Este efecto disminuye,

como cabia de esperar, con el aumento del niimero de muestras de entrenamiento.
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Figura 4.2: (a) p(y = 1|x) predicha por el versus p(y = 1|z) real (clasi-
ficador bayesiano). (b) Frontera de la combinacién de dos predicciones del
p(y = 1|z%, 23) = 0.5 (GPC?) versus la prediccién del EGPC (usando el método de
permutacién) versus la frontera real.
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muestras 40 100 200 400
SVM? 0.333 £+ 0.154 0.249 4+ 0.030 0.238 4+ 0.018 0.240 £ 0.020
GPC? 0.315 + 0.079 0.246 £ 0.033 0.228 £ 0.016 0.223 + 0.006
ESVM, 0.276 £ 0.074 0.243 £ 0.021 0.231 £ 0.010 0.226 £ 0.006

ESVM, 0.269 £+ 0.071 0.238 4+ 0.017 0.229 £+ 0.010 0.225 £+ 0.007
EGPC, 0.298 + 0.061 0.246 £ 0.028 0.230 £+ 0.011 0.225 £+ 0.007
EGPC, 0.277 £+ 0.055 0.240 4+ 0.026 0.227 + 0.008 0.223 + 0.006

ESVMy, sim | 0.269 £ 0.050 0.240 4+ 0.019 0.229 £ 0.011 0.225 £+ 0.007
ESVM, sim | 0.264 + 0.040  0.237 £ 0.016 0.227 + 0.009 0.225 + 0.006
EGPCy sim | 0.298 £ 0.059 0.251 4+ 0.033
EGPC, sim | 0.286 £+ 0.050 0.244 £+ 0.028
ESVMy 4, 0.273 £+ 0.066 0.239 4+ 0.019 0.229 4+ 0.010 0.225 4+ 0.007
ESVM, 4 0.269 £ 0.057 0.236 + 0.017 0.227 + 0.009 0.225 £ 0.006

Cuadro 4.1: Media y desviacién tipica del error con dos muestras de test en el ejem-
plo de dos gaussianas variando el niimero de muestras de entrenamiento para SVM,
GPC, ESVM,, ESVM,,, EGPC,, EGPC,, (métodos extendidos bootstrap y permuta-
cién), ESVM,, sim, ESVM,, gim, GPCy sim, GPC, i (métodos extendidos bootstrap y
permutacion con restriccién de simetria) ESVM,, 4, ESVM,, 4, (métodos extendidos
bootstrap y permutaciéon combinando las salidas de las permutaciones del vector de
test).

La Figura muestra los resultados para 40 muestras de entrenamiento y la Fi-
gura para 100, donde se alcanzan menores probabilidades de error. También
representamos en ambas figuras el error de Bayes, que cae exponencialmente con L.

En la Figura [4.4] comparamos la diferencia entre ESVM y ESVM clasifi-
cando todas las permutaciones del vector de test y combinando sus salidas probabi-
listicas. La comparacion se realiza hasta vectores de test de 6 muestras y observamos
que los métodos que usan las permutaciones del vector de test (subindice “4;,” y

13

»a”) siempre funcionan mejor aunque esta diferencia es pequeia en este caso.

4.3. Experimentos

En esta seccién comparamos el error obtenido por la combinacién de L salidas de
(SVML) con el error obtenido por el método extendido: ESVMY. La compara-
ci6n se lleva a cabo con las bases de datos empleadas en (Mika et all, [1999). Cada
base de datos contiene 100 realizaciones (20 para splice e image) de los conjuntos de
entrenamiento y test. El Cuadro contiene una descripcion de las bases de datos:
“Dim” representa el nimero de dimensiones de los datos; “#entrenamiento” es el
numero de muestras de entrenamiento; “#test” es el nimero de muestras de test; y
“SVM” se corresponde con la media de su probabilidad de error.

Los experimentos se realizan para vectores de L = 3 muestras de test de la misma
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Figura 4.4: Probabilidad de error de la combinacién de las salidas de la [SVM] ver-
sus ESVM, métodos bootstrap y permutacion, versus ESVM, métodos bootstrap y

permutacién combinando las L! permutaciones del vector de test, como funcién del
niumero de muestras L en el vector de test.
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BD Dim #entrenamiento (n) #test SVM
breast-cancer 9 200 7 0.252 £+ 0.045
diabetis 8 468 300 0.232 + 0.017
flare-solar 9 666 400 0.323 £ 0.018
german 20 700 300 0.241 £ 0.022
titanic 3 150 2051 | 0.228 £ 0.012
waveform 21 400 4600 | 0.098 + 4.35e-3
thyroid 5 140 75 0.046 + 0.021
twonorm 20 400 7000 | 0.024 & 1.4e-3
ringnorm 20 400 7000 | 0.015 £ 9.46e-4
heart 13 170 100 0.155 £ 0.034
banana 2 400 4900 | 0.109 + 5.55e-3
splice 60 1000 2175 | 0.108 + 7.42¢-3
image 18 1300 1010 | 0.032 £ 6.08e-3

Cuadro 4.2: Descripcién de las bases de datos y la media y desviacién tipica de las
probabilidades de error obtenidas por la[SVM]

clase. Las salidas probabilisticas de la p(y = 1]z}) se combinan para obtener
ply = 1|z}, ..., x} ;). La extensién del conjunto de entrenamiento se realiza como
se ha explicado en la Seccion [4.1] La [SVM] emplea un kernel gaussiano y sus pa-
rametros se ajustan por validacion cruzada en los conjuntos de entrenamiento. Las
salidas probabilisticas se obtienen con el método de Platt| (2000). Para los experi-
mentos hemos empleado la implementacién de la del paquete LibSVM (véase
Chang y Lin, 2001)).

El primer experimento comparara SVM? y ESVM? cuando se emplea un subcon-
junto de las muestras de entrenamiento para ajustar los clasificadores. Los resultados
se resumen en el Cuadro [4.3] En este experimento hemos empleado el método de
permutacién para generar el conjunto extendido. En concreto, hemos generado 24 -n’
muestras donde n’ es el nimero de muestras de dicho subconjunto. Como apreciamos
en el cuadro, el método extendido es claramente superior para las bases de datos:
breast-cancer, flare-solar, titanic y ringnorm (menos cuando se emplea el 10 % en
esta tltima). Es también superior cuando se emplean el 10 % de las muestras en las
bases: german, thyroid y heart. Funciona peor en las bases: german, thyroid, image,
twonorm (en la que los parametros escogidos por validacién cruzada pueden ir mal)
y heart. No hay diferencias estadisticamente relevantes en las bases: diabetes, wa-
veform, banana y splice. A la vista de estos resultados podemos decir que extender
el conjunto de entrenamiento es ventajoso en algunos casos, especialmente, si hay
pocas muestras.

A continuaciéon comparamos tres formas de extender el conjunto de entrenamien-

to: el método bootstrap, el método de permutacion y el método de permutacion
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, Porcentaje de muestras de entrenamiento
BD | Método —5—50— 5007 66% 5%  100%
breast-cancer ESVM3 | 0.272 0.239 0.203 0.200 0.187 0.187
SVM? | 0.318 0.264 0.223 0.212 0.207 0.189
dinbetis ESVM? | 0.191 0.154 0.133 0.128 0.126 0.122
SVM? | 0.195 0.142 0.129 0.125 0.124 0.123
aresolar ESVM3 | 0.244 0.216 0.201 0.195 0.192 0.189
SVM? | 0.426 0.269 0.230 0.230 0.231 0.231
sorman ESVM? | 0.222 0.188 0.170 0.162 0.161 0.155
SVM3 0.232 0.178 0.158 0.155 0.152 0.146
titamic ESVM3 | 0.254 0.192 0.159 0.151 0.144 0.139
SVM? | 0.297 0.214 0.199 0.191 0.184 0.185
waveform ESVM? | 0.051 0.019 0.014 0.012 0.012 0.011
SVM3 | 0.059 0.022 0.015 0.013 0.013 0.011
thyroid ESVM? | 0.022 3.27e-03 2.48¢-03 8.33e-04 1.25¢-03 1.25e-03
SVM? | 0.059  5.32¢-03 2.07¢-03 2.45¢-03 8.33¢-04 4.00e-04
R ESVM?3 | 0.114  9.40e-03 2.26e-03 1.25e-03 8.06e-04 5.53e-04
SVM? | 0.011 6.47e-04 3.43e-04 4.54e-04 3.90e-04 3.64e-04
ringnorm ESVM? | 1.62e-03 1.76e-04 7.72e-05 9.00e-05 6.43¢-05 5.57¢-05
SVM? | 6.00e-04 2.19e-04 3.04e-04 3.47e-04 3.99e-04 3.52e-04
heart ESVM? | 0.164 0.102 0.085 0.073 0.073 0.069
SVM? | 0.476 0.084 0.056 0.056 0.051 0.053
banana ESVM? | 0.129 0.057 0.030 0.024 0.023 0.020
SVM3 | 0.116 0.040 0.024 0.021 0.020 0.018
splice ESVM3 | 0.097 0.053 0.033 0.028 0.027 0.023
SVM? | 0.078 0.043 0.026 0.022 0.021 0.017
mage ESVM?3 | 0.033 0.017 0.012  8.04e-03 7.74e-03 6.40e-03
SVM3 | 0.029  6.99¢-03 4.76e-03 3.42e-03 1.19¢-03 1.04e-03

Cuadro 4.3: Probabilidades de error medias de ESVM? y SVM? variando el procen-
taje empleado de las muestras de entrenamiento. ESVM mediante permutacion.

imponiendo la simetria. Tanto para el método bootstrap como para el método de
permutacion, se obtienen las salidas de L! permutaciones de cada vector y se deci-
de a partir de la mas extrema. El método de permutacién empleando las simetrias
considera todas las permutaciones de cada muestra de entrenamiento del conjunto
extendido. Los resultados se muestran los Cuadros [4.4] y .6l Apreciamos que
el método de la permutaciéon y el método bootstrap funcionan aproximadamente de
la misma forma: el primero gana ligeramente en las bases: breast-cancer, diabetis,
flare-solar, german y waveform; y el segundo gana en titanic, twonorm e image. La
comparacion ente el método de permutacién (solamente considerando la tabla con
N, = 3) y el método de permutacion imponiendo las simetrias (considerando para
tener el mismo nimero de muestras de entrenamiento N, < 9) encontramos que

imponer las simetrias funciona mejor en las bases: titanic, thyroid, twonorm, bana-
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na, splice e image; funciona peor en las bases: breast-cancer, diabetis, flare-solar,
german, waveform, ringnorm y heart. Asi y todo las diferencias no son muy signi-
ficativas en ningun caso. A la vista de estos resultados comprobamos la conjetura
de que el método de permutacion funciona mejor que el método de bootstrap con
menos muestras. La simetria funciona peor en 7/13 bases y mejor en 6/13 con lo
que su ventaja se presenta en la fase del test porque no es necesario evaluar todas
las permutaciones de la muestra para escoger la mejor. En muchos casos el mejor
resultado no se obtiene cuando el conjunto extendido se construye a partir del mayor
numero de permutaciones. Conjeturamos que esto se debe a un efecto de saturacion
combinado con que la eleccién de los hiperparametros se realizd6 para un menor

nimero de muestras de entrenamiento que las empleadas aqui.

ESVM?3

N, =3 N,=8 N,=13 N,=18 N,=23
breast-cancer | 0.188 0.181 0.182 0.185 0.186
diabetis | 0.119 0.121 0.121 0.123 0.126
flare-solar | 0.188 0.190 0.191 0.193 0.195
german | 0.148 0.152 0.158 0.161 0.163
titanic | 0.139 0.138 0.135 0.136 0.137
waveform | 0.011 0.011 0.011 0.011 0.011

thyroid | 1.65e-03  1.23e-03  1.25e-03 8.33e-04 4.17e-04

twonorm | 6.56e-04  5.79e-04 5.40e-04 5.10e-04 4.97e-04

ringnorm | 6.00e-05 5.14e-05 5.14e-05 6.00e-05  7.29e-05
heart | 0.058 0.066 0.069 0.073 0.078
banana | 0.020 0.017 0.015 0.015 0.015
splice | 0.025 0.023 0.021 0.020 0.021

image | 7.44e-03  5.80e-03  5.21e-03 4.91e-03 3.87e-03

BD

Cuadro 4.4: Probabilidades de error medias de la ESVM entrenada mediante 3N, *n
muestras generadas empleando el método de bootstrap.

Ahora comparamos en el Cuadro [4.7]los resultados de SVM?, ESVM? extendien-
do el conjunto de entrenamiento mediante el método de la permutacion, y el método
méxima discrepancia en media (maximum mean discreancy) para el proble-
ma de dos muestras (que aparece en el cuadro como MMD?)(Gretton et al., 2007).
Para el algoritmo hemos empleado el cédigo de los autoref] y seleccionado
un kernel gaussiano cuyo ancho es ajustado automaticamente por el método para
cada vector de test. Para predecir la clase de cada vector de test el MMD]emplea las
muestras de entrenamiento de las clases y selecciona la clase més verosimil. Podemos

apreciar en el cuadro que la ESVM? es mucho més ventajosa que los otros métodos

2http://www.kyb.mpg.de/~arthur.
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ESVM?

N,=3 N,=8 N,=13 N,=18 N,=23
breast-cancer 0.188 0.180 0.183 0.185 0.186
diabetis 0.118 0.120 0.122 0.123 0.126
flare-solar 0.187 0.190 0.191 0.193 0.194
german 0.147 0.153 0.156 0.160 0.161
titanic 0.138 0.136 0.136 0.136 0.137
waveform 0.011 0.010 0.011 0.011 0.012

thyroid | 1.65e-03 4.17e-04 8.33e-04 4.17e-04 8.17e-04

twonorm | 6.56e-04  5.57e-04 5.27e-04 5.14e-04 5.06e-04

ringnorm | 5.14e-05 5.57e-05 6.86e-05 6.86e-05  7.29e-05
heart 0.058 0.068 0.072 0.073 0.077
banana 0.020 0.017 0.015 0.015 0.015
splice 0.025 0.023 0.022 0.020 0.020

image | 7.74e-03  5.21e-03  4.46e-03 4.46e-03 4.17e-03

BD

Cuadro 4.5: Probabilidades de error medias de la ESVM entrenada mediante 3+ N, *xn
muestras generadas empleando el método de permutacion.

en las bases de datos: flare-solar, titanic y ringnorm. Ademaés obtiene el mejor resul-
tado en siete de las trece bases de datos. Por otro lado, SVM? gana claramente en la
base de datos image y gana en cinco de las trece bases de datos. El método MMD?
obtiene las mejores prestaciones en twonorm pero la ventaja no es estadisticamente

significativa y funciona sensiblemente peor en la mayoria de las otras bases de datos.

4.4. Conclusiones

Hemos considerado la clasificacién de conjuntos de muestras de la misma clase desde
el punto de vista de aprendizaje. Hemos visto que entrenar clasificadores para esta
tarea no es excesivamente complejo y que la incorporacion de simetrias no anade
variables al problema de optimizacién en el caso de la[SVM] Los experimentos que
hemos realizado indican que en ocasiones puede ser ventajoso emplear la ESVM en
lugar de combinar las salidas individuales de cada muestra de test. La ESVM solo
necesita predecir correctamente la frontera, algo que los clasificadores basados en
aprendizaje hacen bien, mientras que para combinar las salidas probabilisticas de

cada muestra la[SVM]necesita predecir con precision todo el rango de probabilidades.
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ESVM?
BD N, =3 N,=6 N,=9 N,=12
breast-cancer 0.189 0.192 0.192 0.192
diabetis 0.123 0.124 0.128 0.127
flare-solar 0.188 0.189 0.191 0.192
german | 0.155 0.157 0.163 0.166
titanic 0.141 0.137 0.139 0.140
waveform 0.015 0.016 0.017 0.018
thyroid | 8.17e-04 4.17e-04 8.33e-04 4.17e-04
twonorm | 3.73e-04 3.47e-04 3.77e-04 4.16e-04
ringnorm | 6.00e-05 6.43e-05 9.00e-05  8.15e-05
heart 0.070 0.074 0.075 0.079
banana 0.024 0.020 0.019 0.018
splice 0.028 0.025 0.023 0.021
image | 7.14e-03  5.80e-03  4.46e-03 4.32e-03

Cuadro 4.6: Probabilidades de error medias de la ESVM simétrica entrenada con
N, * n muestras empleando el método de permutaciéon para construir el conjunto

extendido.

BD SVM?3 ESVM3 MMD?
breast-cancer 0.189 + 0.057 0.180 + 0.065 0.22 + 0.075
diabetis 0.122 + 0.031 0.118 + 0.028 0.158 4+ 0.033
flare-solar 0.231 £ 0.057 0.187 £ 0.030 0.251 £ 0.034
german 0.146 + 0.032 0.147 4+ 0.034 0.174 4+ 0.036
titanic 0.185 + 0.041 0.136 £+ 0.023 0.196 £ 0.034
waveform 0.011 4 4.42¢-3 0.010 + 2.79e-03 0.039 4+ 7.82¢-3
thyroid | 4.00e-4 £ 0.010 4.17e-04 + 4.17e-03 0.012 £ 0.024
twonorm | 3.64e-4 + 3.50e-4 5.06e-04 £+ 5.63e-04 3.34e-4 + 3.2e-4
ringnorm | 3.5le-4 £+ 4.65e-4  5.14e-05 £ 1.40e-04 0.016 + 4.44e-3
heart 0.052 + 0.037 0.058 4 0.040 0.058 4+ 0.038
banana 0.017 £ 4.52e-3 0.015 + 3.31e-03 0.126 £ 0.029
splice | 0.016 + 4.77e-3 0.020 4 4.14e-03 0.086 + 0.014
image | 1.04e-3 + 1.4e-3 4.17e-03 + 4.57e-03 0.092 4+ 0.015

Cuadro 4.7: Error medio y desviacién tipica para los métodos SVM?, ESVM? em-
pleando el método de la permutacién para construir el conjunto extendido y MMD?3.



Capitulo 5

Diagnéstico automatico de la

tuberculosis

En este capitulo proponemos un sistema automatico para el diagndstico de la tu-
berculosis. Este sistema consta de dos partes: un clasificador de bacilos que imple-
mentaremos con una que analiza parches que provienen de una ventana que se
desliza sobre la imagen y un test secuencial que fusiona la informacién proveniente
del clasificador de bacilos y continia la adquisicién de imagenes mientras no se al-
cance la certidumbre deseada sobre la decision. En lo que resta de capitulo veremos
por un lado, la arquitectura del clasificador local, formado por una extraccion lineal
de caracteristicas y una[SVM]implementada en cascada; y por otro, las alternativas,

desde el enfoque frecuentista y bayesiano, del test secuencial.

5.1. EIl problema

Se dispone de un conjunto de imagenes microscopicas del esputo de un paciente.
El objetivo es el diseno de un sistema capaz de proporcionar una alta fiabilidad
en el diagnostico de un paciente de tuberculosis. El sistema adquirira y analizara
tantas imagenes como sea necesario para alcanzar la citada fiabilidad. En caso de
terminar las iméagenes disponibles o alcanzar un ntimero de imégenes maximo, el
sistema proporcionara una decision y la calidad alcanzada. El protocolo médico
recomienda analizar unas 100 iméagenes por paciente. El sistema automatico puede
disenarse para analizar 300 imagenes antes de diagnosticar al paciente. Si se trata

de un paciente claramente positivo, no hacen falta muchas imagenes para confirmar.

97
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Extraccion Clasificador
Caracteristicas Imagenes

no infeccioso

Clasificador
Pacientes

infeccioso

otra imagen

Figura 5.1: Sistema automatico de diagnéstico de tuberculosis.

5.2. Sistema propuesto
El sistema mostrado en la Figura |5.1| sigue los siguientes pasos:

1. La imagen es dividida en parches como muestra la Figura[5.2] Para evitar per-
der los bacilos que puedan aparecer en la interseccion de dos parches, hacemos

varias pasadas de la imagen desplazando el origen de la rejilla.

2. Cada parche es examinado por el clasificador de bacilos que envia su salida al

clasificador de pacientes.

3. El clasificador de pacientes actualiza su certidumbre sobre el estado del pa-
ciente con cada nuevo parche. Si la certidumbre es suficiente para tomar una
decision sobre el paciente el algoritmo termina. En caso contrario es necesario

examinar mas parches.

Ll JE S RS !

Figura 5.2: Divisién de una imagen en parches.
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5.3. Clasificador de parches

El clasificador de bacilos se encarga de determinar si en cada trozo de imagen esta
presente un bacilo. La arquitectura seleccionada para el clasificador de bacilos es
la maquina de vectores soporte. Para el clasificador de parches se ha seleccionado
un tamano de ventana de 37x37 pixels con el fin de que un bacilo centrado en
una ventana entre comodamente si se emplea un objetivo de 20 aumentos en el
microscopio. Se usan imagenes RGB aunque la mayor cantidad de informacién se

espera en el verde que es el color predominante de la tincién mediante auramina.

5.3.1. Datos

Los pacientes que forman la base de datos se dividen de la siguiente manera:

» Secuencias de imagenes de pacientes infecciosos de entrenamiento (9): 31087,
32741, 46989, 48940, 51859, 52707, 31404, 32742, 51861.

» Secuencias imagenes de pacientes infecciosos de test (7): 32743, 40279, 50304,
51862, 55165, 55798, 56036.

» Secuencias de imagenes de pacientes no infecciosos de entrenamiento (34):
32550, 30663, 29994, 31060, 30261, 30262, 30619, 30214, 30855, 30881, 31547,
31934, 32497, 31522, 30207, 30304, 30783, 30825, 30880, 30911, 31230, 31549,
32111, 32748, 30986, 30998, 30877, 31245, 32642, 32688, 32750, 32955, 51523,
38841.

» Secuencias de imdgenes de pacientes no infecciosos de entrenamiento (15):
30257, 30266, 30295, 30665, 30725, 31228, 31523, 31534, 31684, 31819, 32240,
32633, 32781, 32956, 36856.

Para los ejemplos positivos, se han anadido parches centrados en el bacilo declarados
como tales por un experto. El centrado se obtiene mediante técnicas de segmentacion
estandar (véase Figura . Para los ejemplos negativos se han anadido parches
escogidos aleatoriamente de imagenes de pacientes sanos y también parches escogidos
aleatoriamente de pacientes sanos cuya energia supere un umbral con el fin de evitar
entrenar con muchos parches demasiado oscuros que son la mayoria y aportan escasa

informacion.

5.3.2. Entrenamiento

De los pacientes negativos disponibles, 15 se dedican a test y el resto (34) a en-

trenamiento. De los pacientes positivos disponibles, 7 se dedican a test y el resto
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(a) (b)

(c) (d)
Figura 5.3: Segmentacién del bacilo: (a) parche original RGB, (b) imagen en escala
de grises, (c) imagen binaria de para posibles candidatos, (d) regién mas probable

del bacilo. De la imagen en (d) se obtiene el centro del bacilo, el parche de este
bacilo se obtiene como la ventana de 37x37 pixels de la imagen centrada en él.

(9) a entrenamiento. Se hace notar que la base de datos de pacientes negativos es
mucho mayor que la de los pacientes positivos ya que lo que perseguimos es una alta

especificidad.

5.3.2.1. Divisién del conjunto de entrenamiento

Dada la escasez de ejemplos positivos hemos dividido las muestras positivas por un
lado y las negativas por otro. Las secuencias de pacientes negativos de entrenamiento

y test se dividen como indica la Figura 5.4}

@ @) &) @
Test Validacién 1 Validacién 2 Train

) ©

Test Train

Figura 5.4: Divisién del conjunto de bacilos disponibles.
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Se han generado 4 grupos:
Test (1). Para evaluar las prestaciones de nuestro clasificador una vez concluido.
Validacion 1 (2). Para ajustar el clasificador.
Validacién 2 (3). Para ajustar el clasificador con preimagen y/o cascada.

Entrenamiento (4). Conjunto de entrenamiento con el que se obtiene la extraccién
de caracteristicas y se hace una busqueda preliminar de los hiperparametros

de la[SVM] Para ello se divide de forma aleatoria a su vez en dos subconjuntos:

Entrenamiento Buasqueda (5). Subconjunto con el 20% de las muestras

para entrenar.

Test Busqueda (6). Subconjunto con el resto de las muestras para validar

la seleccién.
Por otro lado, los 945 bacilos se han repartido en:
Test (1): 170.
Validacién 1 (2): 170.
Validacién 2 (3): 170.
Entrenamiento (4): 435.

Ademas, crearemos muestras virtuales a partir de las muestras de bacilo a fin
enriquecer la base de datosE] por medio de traslaciones y rotaciones teniendo cuidado
que el resultado sean bacilos enteros dentro del parche. De este modo se generan
56154 muestras de bacilos que se reparten estando cada bacilo con sus muestras

virtuales del siguiente modo:
Test (1): 10177.
Validacién 1 (2): 10167.
Validacién 2 (3): 10082.
Entrenamiento (4): 25728.

Entrenamiento Bisqueda (5): 5000.

Decoste y Scholkopfl (2002) recomiendan afiadir sélo vectores soporte virtuales en lugar de
muestras virtuales. Es més, recomiendan generar vectores soporte virtuales de ambas clases.
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Test Buisqueda (6): 20728.
En total se tienen 63438 muestras de fondo que se reparten:
Test (1): 11227.
Validacién 1 (2): 10348.
Validacién 2 (3): 10857.

Entrenamiento (4): 31006.

5.4. Clasificador de pacientes

Como hemos dicho, el clasificador de pacientes combina la salida del clasificador
local hasta que se ha acumulado suficiente informaciéon para tomar una decision
acerca del paciente. La herramienta que hemos elegido para esta tarea es un test
secuencial. El entrenamiento del test secuencial se realiza con la salida blanda de la

[SVM] para todos los pacientes de entrenamiento.

5.4.1. Test secuencial clasico para variables binarias con in-

certidumbre

El Algoritmo [I] muestra la modificacion que hemos propuesto del test secuencial
clasico para variables binarias. Esto equivale a establecer un modelo binario para

ambos tipos de pacientes. Los pasos que damos son los siguientes:

1. Pasamos la salida blanda por un umbral buscando la mayor discriminaciéon
entre pacientes sanos y enfermos. Este umbral se encuentra empiricamente a

partir de los pacientes de entrenamiento.

2. Estimamos intervalos de confianza para las probabilidades de apariciéon de ba-
cilo para ambos tipos de pacientes. Esto es una aproximacion de la tasa de
falsa alarma para un paciente sano y se corresponde con la probabilidad de
aparicion de bacilo méas la tasa de falsa alarma para un paciente enfermo.
Cada intervalo se ajusta de modo que tengan una confianza parecida y que
proporcionen el producto de confianzas P. mas alto posible sin solaparse. He-
mos seleccionado el método de |Cai y Krishnamoorthy| (2005) para el célculo

de los intervalos de confianza.

Los pacientes son muy diferentes tanto con los de la otra clase como entre si

mismos. De hecho, es posible que en pacientes no contagiosos se detecten mas
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bacilos que en pacientes contagiosos. Este hecho trae consigo las siguientes
alternativas para la seleccion de los intervalos de confianza que caracterizan

las clases:

» Usar todos los pacientes positivos como un sélo paciente y lo mismo para
los pacientes negativos. Esta posibilidad evita la eleccion del paciente
prototipo de cada clase. Sin embargo, esta opcion puede causar la mala
clasificacion de pacientes que se desvien del comportamiento medio hacia

la otra clase.

= Seleccionar el paciente de una clase que sea mas parecido a la otra. Esta
es la opcion que nos parece mas adecuada si las clases no se solapan. En
caso de solape entre las clases, debemos escoger como pacientes proto-
tipo aquéllos que satisfagan los requisitos de precisiéon o sensibilidad o

especificidad que deseemos.

3. El test secuencial se ajusta teniendo en mente que no se detenga antes de
analizar el nimero de imagenes estipulado para declarar un paciente sano
y que termine en cuanto sea posible para declararlo enfermo. Si no hubiese
incertidumbre, esto equivaldria a una probabilidad de no detecciéon muy baja
y a una probabilidad de falsa alarma razonable. Sin embargo, al considerar la

incertidumbre, llega con hacer dichas probabilidades despreciables frente a P..

El umbral superior del test secuencial B esta relacionado con la probabilidad
de falsa alarma, de (3.12)) obtenemos:

PFA,endSPcPFA+(1_Pc>

Si fijamos € = P.Pr4 despreciable con respecto a (1 — P.) obtenemos un valor
razonable de la Pry que debemos pedir al test secuencial
€
Ppa = 2
de donde, teniendo en cuenta (2.6)), calculamos el valor del umbral superior

del test secuencial para el € que nos parezca razonable como:

B="¢.
€

Por otro lado, para el valor de A (que declara al paciente sano) queremos ser
conservadores. Una posibilidad consiste en establecer un valor que asegure el

analisis del niimero de imagenes requerido antes de declarar un paciente sano.
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Otra posibilidad consiste en seguir un procedimiento analogo al anterior: si
partimos de (3.11)) tenemos

PD,end Z PcPD

Deseamos que P.Pp ~ P., que equivale a que su diferencia sea un valor pequenio
¢’. Por tanto, ¢ = P.(1— Pp) y

/

El valor de A se obtiene de (2.6) como:

A=<,
P.

. Si el test no termina antes del fin de las imagenes, proporcionamos la decisién
final y la calidad de dicha decision. La decision se toma a partir de qué umbral

esta mas cercano a ser cruzado.

Algoritmo 1 Test secuencial binario con incertidumbre

Entradas: {z1,29,...,28} ¥y {¥1,¥2,...,yn}; muestra de test {21, 22, ..., 2k} (ad-

quirida secuencialmente); requisitos: Pra y Pp

Salidas: decision del paciente, Pra cna ¥ Pp end

1:

T =
AR Sl

14:
15:

16:

Convertir las muestras a binario
Obtiene los intervalos de confianza para p* y ¢*
Obtiene el producto de confianzas P,
Obtiene los umbrales A y B del test secuencial
k<=1
Mientras (k < K) y (A < SPRT(p*,q*, Pra, Pp) < B) {
Obtiene la muestra zy,
Actualiza el cociente de verosimilitud
E<=k+1
}
Si Se han alcanzado los requisitos {
Devolver la decision y las prestaciones alcanzadas
}

en otro caso {
Obtener la decision a partir del cociente actual
Devolver las prestaciones moviendo los umbrales hasta que alguno de ellos
toque el valor final del cociente de verosimilitud

}




DIAGNOSTICO AUTOMATICO DE LA TUBERCULOSIS / 105

Estamos suponiendo que las probabilidades que se piden al test son alcanzables.
Una vez obtenida P, ya sabemos a qué prestaciones podemos aspirar.

El caso discreto no binario es anélogo al binario sin méas que cuantificar las senales
en distintos niveles. Para obtener los niveles 6ptimos es necesario conocer la [fdp| de
los datos. Por tanto, se puede seguir el criterio que méas nos satisfaga como: hacer
todos los niveles iguales, hacer que tengan las mismas muestras, usar recursivamente

la estrategia del caso binario, etc.

5.4.1.1. Estima del niimero de muestras necesarias

El niimero de muestras necesarias para tomar una decision, dependera de la muestra
de test y de P., o lo que es lo mismo, de lo solapados que se encuentren los intervalos
que definen las hipotesis. La estima que proponemos aproxima el niimero de muestras
por su valor esperado si realizasemos un contraste de hipotesis simples caracterizadas
por p*, v ¢

Si contrastamos:

Hy: z viene de una distribucién Bernoulli cuyo parametro es p*;,.

H;: z viene de una distribucién Bernoulli cuyo pardametro es g*;.

la funcién caracteristica de operacion, L(p), (del inglés operating characteristic fun-
ction), que proporciona la probabilidad de no rechazar Hy en funcién del valor real
de p para la muestra de test, se puede obtener a partir de las siguientes expresio-

nes (Wald, |1947)

dando valores a h. Para h = 0o, 1, —1, —o0 se obtienen los valores para p = 0, p*;,, ¢%;, 1.

Dado el punto [p, L(p)] correspondiente a h, el punto [p, L(p')] correspondiente a
N h

—h se obtiene como p’ = (;*—i) py L(p) = (ﬁ) L(p).

Finalmente, la estima del valor esperado del niimero de muestras de test en

funcion de p resulta:

L(p)log 12 + (1 — L(p)) log =2

plog% + (1 —p) xlog 11:5:2

E,[K] =

ol
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De dénde obtenemos la estima del nimero de muestras como la media de dicho valor

para ¢*; y p*p,.

5.4.2. Test secuencial bayesiano para variables binarias con

incertidumbre

Planteamos ahora el test bayesiano. El test parte de las muestras de entrenamiento
y el conocimiento a priori del que se disponga y devuelve la probabilidad de que el
paciente esté sano. El Algoritmo [2] resume este test para el caso de dos pacientes

prototipo.

Algoritmo 2 Test secuencial bayesiano binario caracterizando las hipdtesis con dos

pacientes prototipo.

Entradas: {z1,29,...,25} y {¥1,¥2, ..., yn}; muestra de test {z1, 29, ..., 2k} (ad-
quirida secuencialmente); probabilidad minima P,,;, para terminar el test; dis-
tribuciones a priori de las clases y de la probabilidad de bacilo.

Salidas: decision del paciente, probabilidad de la decision.

: Convertir las muestras a binario

2: k<=1

3: Mientras (k < K)y (P(Hp|z) < Pnin) {

4 Obtiene la muestra z,

5. Actualiza el posterior de las hipétesis.

6

7

8

—

: k<k+1
. }

: Devolver la decisién y la probabilidad P(Hy|z)

Los pasos que seguimos en este test son los siguientes:

1. En caso de caracterizar las clases con un paciente prototipo, como hicimos en
el caso frecuentista, escogemos dichos pacientes y las distribuciones a priori.
Aunque esperamos que la probabilidad de aparicién de bacilo sea pequena po-
demos escoger distribuciones a priori no informativas tanto para los pacientes

sanos como para los enfermos.

Dado que no tenemos un unico paciente de cada clase, seguimos otra posi-
bilidad que la metodologia bayesiana ofrece para tratar las diferencias entre
pacientes de la misma clase. Representamos al paciente k por el par (N*, NF)
que nos da respectivamente la informacion de cuéntos parches se han anali-
zado y cuantos han sido declarados como bacilo en ese paciente. A partir de
estas cantidades podemos aproximar su probabilidad de bacilo p* ~ NF/N*

y asumir que la probabilidad de bacilo de cada paciente es una realizacion
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de la distribucién a posteriori de la probabilidad de bacilo P(p|x) que apro-
ximaremos por una distribucion beta(a, b) (el equivalente a (3.2]) para varios
pacientes) cuyos pardmetros estimamos por maxima verosimilitud a partir de

los pacientes de entrenamiento.

2. Pasamos las muestras por un umbral para obtener una muestra binaria como

en el caso frecuentista.

3. Una vez escogida la forma del test, procesamos muestras hasta que la proba-
bilidad de alguna hipdtesis cumpla los requisitos o se terminen las muestras.
A partir del conocimiento a priori y de los datos de entrenamiento que ca-

racterizan las hipétesis pueden obtenerse qué prestaciones maximas podemos

esperar de (3.10).

En el caso discreto no binario seguimos teniendo, al igual que para el método
frecuentista, la complicacién de como establecer los escalones de cuantificacién. Por
otro lado, toda la metodologia es idéntica que la del caso binario estableciendo las

distribuciones a priori correspondientes.

5.5. Experimentos

En esta seccion mostramos los experimentos que hemos realizado para ajustar el
sistema. En cuanto al detector de bacilos hemos dividido los experimentos en la
extraccion de caracteristicas, el ajuste del clasificador y su reduccion de complejidad.
En cuanto a la fusion de datos hemos evaluado test secuenciales que tengan en cuenta

la incertidumbre siguiendo el método frecuentista y el método bayesiano.

5.5.1. Extraccion de caracteristicas

La extraccion de caracteristicas tiene un proposito doble: disminuir la dimension de
los datos y con ello, aliviar la carga computacional y facilitar la tarea del clasificador.
La extraccion de caracteristicas es un paso clave en esta aplicacion por el requisito
de tiempo real y la necesidad de mantener la informacién discriminante.

Aqui hemos barajado dos alternativas:

= Emplear una extraccién de caracteristicas no lineal y a continuacién emplear
un clasificador lineal. Un ejemplo de esto seria usar analisis de componentes

principales basado en ntcleos (kernel principal component analysis) (KPCA))
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como extraccion de caracteristicas y una lineal como clasificador (Schol-
kopf y Smolaj, [2001)). Esta opcién lleva la complejidad a la extraccién de ca-
racteristicas y deja la clasificacion como un proceso rapido que consiste sim-

plemente en la evaluacién de un vector soporte.

= La otra opcién es emplear una extraccion de caracteristicas lineal, en la que la
matriz de transformacién se obtiene durante el entrenamiento. Asi la extrac-
cién de caracteristicas es simplemente el producto de dos matrices. Siguiendo
esta opcion podemos permitirnos un clasificador mas complejo como puede ser

una SVM] con un kernel no lineal.

Nosotros hemos apostado por la segunda alternativa debido a su sencillez y a que
posteriormente es posible reducir la complejidad del clasificador mediante técnicas
de reduccién del conjunto de vectores soporte y la disposicion de clasificadores en
cascada.

La seleccion de un buen algoritmo de extraccion de caracteristicas es clave para
obtener buenas prestaciones en la posterior clasificaciéon. Hemos probado los mé-
todos andlisis discriminante lineal (linear discriminant analysis) (LDA) (Fukuna-
ga), 1990), anélisis de componentes independientes (independent component analy-
sis) (ICA) (Hyvarinen et al), 2001), maximizacién de la informacion mutua (ma-
zimization of mutual information) (MMI) (Leiva-Murillo y Artés-Rodriguez, 2004))
y andlisis de componentes principales (principal component analysis) (PCAJ|) (Bis-
hop), [1995) para esta tarea y finalmente hemos escogido por ser el que mejores
prestaciones de clasificacién proporciona en este problema. Partimos de 37x37x3
dimensiones y, a la vista de los autovalores de la matriz de covarianzas de los datos
(véase Figura , nos quedamos con la mayor parte de la energia conservando las

200 direcciones principales méas importantes y proyectando sobre ellas los datos.

5.5.2. Clasificador de bacilos

El clasificador escogido es una [SVM] Los pardmetros de este clasificador se ajus-
tan en el conjunto de entrenamiento por medio de validaciéon cruzada. Como hemos
visto, no todas las muestras de los pacientes negativos designados para el entrena-
miento del clasificador de parches se emplean en el mismo por razones de capacidad
computacional. Por ello, una vez entrenado el clasificador con la base de entrena-
miento, clasificamos los pacientes negativos de entrenamiento para anadir a dicha
base aquellos parches mal clasificados, puesto que sabemos que la etiqueta de todos
los parches de un paciente sano es —1. De este modo empleamos toda la informacion

disponible para mejorar el clasificador y mejoramos la especificidad.
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Figura 5.5: Los 200 primeros autovalores de la matriz covarianza de los datos.
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Figura 5.6: Curva ROC para PCA 100. AUC es el acronimo inglés para area bajo la
curva ROC.

Las figuras y muestran la curva caracteristica operativa del receptor
(receiver operating characteristic) (ROC)) (més bien pseudo-roc, puesto que sblo
hemos variado el umbral de la para su elaboracién) de un clasificador con
kernel gaussiano para una reduccién a 100 y 200 dimensiones por medio de [PCA|
La Tabla resume los resultados para otras dimensiones tras la extraccién de
caracteristicas. A la vista de la sensibilidad, especificidad y probabilidad de error se
obtienen mejores resultados en test realizando una reducciéon a 100 dimensiones. Sin
embargo, con 200 dimensiones se obtiene una mayor area bajo la curva ROC (area
under the ROC' curve) (AUC)). Esta pequefia diferencia se debe a que hay alguna/s
muestra/s que necesitan bajar mucho el umbral para clasificarse correctamente en el
caso de 100 dimensiones y que se clasifican correctamente con un umbral més elevado
en el caso de 200 dimensiones. Este efecto puede apreciarse en las figuras y
donde la curva se dibuja hasta que se alcanza una probabilidad de deteccion unidad.
Escoger la reduccion a 200 dimensiones parece una opcion mas resistente al caso

peor a costa de una ligera pérdida en prestaciones.
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Figura 5.7: Curva ROC para PCA 200.
nSV | Sens. (%) | Espec. (%) | P. train | P, test | |[AUC|
PCA10 | 11996 93.69 99.46 0.0218 | 0.0332 | 0.99033
PCA20 | 9144 96.42 99.77 0.0115 | 0.0184 | 0.99792
PCA50 | 9332 97.24 99.75 0.0049 | 0.0146 | 0.9984
PCA100 | 8485 97.43 99.71 0.0060 | 0.0138 | 0.99903
PCA200 | 9074 97.32 99.66 0.0025 | 0.0147 | 0.99905

Cuadro 5.1: Tabla resumen del entrenamiento del clasificador de parches.
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5.5.2.1. Implementacién en tiempo real

Para permitir la ejecucién en tiempo real hemos reducido la complejidad del cla-
sificador disminuyendo el ntmero de vectores soporte y hemos implementado el
clasificador mediante una estructura en cascada. Tenemos varias alternativas para
reducir la complejidad. La primera, consiste en emplear los reduced set methods co-
mo por ejemplo los distintos métodos para obtener preimagenes. Hemos observado
que esto funciona bien para nuestro problema si el kernel utilizado para la[SVM]es el
gaussiano; sin embargo, para otros kernels como el kernel polinémico el método de la
preimagen no funciona demasiado bien. La ventaja de esta opcién es que evita el en-
trenamiento de la[SVM]de nuevo. La otra opcién consiste en entrenar la méquina de
nuevo construyendo iterativamente la frontera de clasificacién (Parrado-Hernandez
et all 2003; Keerthi et al., [2006). Ambas alternativas cuentan con la ventaja adicio-
nal de devolver los vectores soporte en orden aproximado de importancia lo que es
particularmente conveniente para la implementacion en cascada.

La Tabla muestra un resumen de la combinaciéon de la reduccion de dimen-
sionalidad mediante PCA con la reduccion del nimero de vectores soporte mediante
el algoritmo de la preimagen. Las mejores prestaciones se obtienen para PCA100 y
200 vectores soporte. En este experimento apreciamos como el restringir el niimero
de vectores soporte nos penaliza el aumento de la dimension del espacio de entrada.
Asi encontramos en 50 y 100 dimensiones mejores probabilidades de error y mejores
[AUC] que para 200 dimensiones. Es més, la mejor [AUC|aparece para 50 dimensiones.
Por otro lado, en 10 y 20 dimensiones el clasificador sin reducir tiene una estructura
compleja. Esto hace que los errores de los clasificadores con un nimero reducido
de vectores soporte estén casi un orden de magnitud por encima del clasificador
sin reducir. Asi encontramos que los clasificadores que hacen mejor balance entre
complejidad y prestaciones se entrenan con datos entre 50 y 100 dimensiones.

La otra direccién para acelerar el clasificador de bacilos es la implementacién en
cascada. En nuestra aplicacién la mayoria de los parches pertenecientes a pacientes
sanos y enfermos no son bacilos, por tanto el clasificador en cascada puede disenarse
de modo que sélo los parches declarados como bacilo pasen al siguiente elemento.
La Figura muestra un diagrama de éste clasificador. Para que la sensibilidad del
clasificador global disminuya lo menos posible ajustamos los parametros (el sesgo
(o bias) en caso de una de cada clasificador de las etapas intermedias para
obtener una sensibilidad igual a uno o muy cercana a uno. Hacer la sensibilidad igual
a 1 es un requisito que puede relajarse si lo imponen las restricciones temporales
segun se avanza en las etapas de la cascada.

Nuestra implementacién de una[SVM] f(x) = 3=; a;k(x, x;)+b sigue los siguientes
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Sensib (%) | Especif (%) | P, test | AUC
PCA10RED50 71.55 99.75 0.1227 | 0.97068
PCA10RED100 68.37 99.80 0.1514 | 0.97068
PCA10RED200 72.82 99.76 0.1305 | 0.96239
PCA20REDA50 75.09 95.31 0.1430 | 0.98422
PCA20RED100 56.47 95.55 0.2303 | 0.96629
PCA20RED200 82.07 97.15 0.1002 | 0.98171
PCAS50REDS0 64.55 99.87 0.1693 | 0.96654
PCA50RED100 83.02 99.90 0.0812 | 0.99023
PCA50RED200 91.85 99.60 0.0408 | 0.99445
PCA100RED50 67.53 99.96 0.1546 | 0.96549
PCA100RED100 99.96 99.96 0.0426 | 0.98446
PCA100RED200 93.73 99.65 0.0316 | 0.99379
PCA200RED50 70.35 99.98 0.1410 | 0.9543
PCA200RED100 80.15 99.99 0.0944 | 0.97255
PCA200RED200 87.00 99.92 0.0622 | 0.98858

Cuadro 5.2: Resumen de la evaluacién de los clasificadores en el conjunto de test
para distintos valores de la reduccién de dimensionalidad mediante PCA y ntimero
de vectores soporte obtenidos por el método de la preimagen. El nimero que sigue
a “PCA” indica el nimero de dimensiones a las que se reduce y el nimero de sigue
a “RED” indica el nimero de vectores soporte usados por la aproximacion.

- (4 - C —» -+ — (C, — bacilo
fondo fondo fondo

Figura 5.8: Ejemplo de clasificador en cascada disenado para rechazar rapidamente la
clase fondo. Sélo los parches que superan los clasificadores de las etapas intermedias
pueden ser clasificados como bacilo.
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pasos:
= Reducimos la [SVM] por el método de Downs et al| (2001)).

» Como primer elemento de la cascada elegimos una [SVM] lineal que puede

escribirse como un producto escalar por un tinico vector soporte.
fx) = Bilx,xi) +b=(x,x) +b

donde x' = Y 3;x;. De este modo, si el problema tiene una buena aproximacién
lineal sacamos partido de ella y de lo contrario es poco costoso.

El resto de los elementos implementan una [SVM]no lineal del siguiente modo:

= En la etapa £ se obtiene

N,
flx) = iafk(x,xi) + b,
i=1
donde cada uno de los kernel k(x,x;) sélo se calcula en la primera etapa que
aparece y se almacena mientras la muestra siga en la cascada. El conjunto
de coeficientes a!f que multiplica a los kernels se optimiza para cada etapa
bien optimizando algin funcional de riesgo como en (Keerthi et al., 2006) o
minimizando la distancia con la frontera original (Scholkopf y Smola), 2001).

El coeficiente b, se obtiene a partir de la sensibilidad deseada.

= En la ultima etapa usamos los coeficientes y el umbral que resultaron del
entrenamiento de la[SVM]y es ahi donde discriminamos los bacilos del fondo

aproximadamente con la probabilidad de error obtenida en el conjunto de test.

[lustramos este procedimiento para un paciente positivo y uno negativo con una
implementacién en cascada del clasificador PCA200RED200. En esta implementa-
cién hemos prescindido de la [SVM] lineal y hemos hecho que cada etapa evaliie un
vector soporte méas que la anterior. Las figuras y muestran el porcentaje de

parches descartados en cada etapa para un paciente positivo y uno negativo.

5.5.3. Clasificador de pacientes

En este apartado vamos a examinar las prestaciones del clasificador de pacientes.

Seguimos ambas aproximaciones, la frecuentista y la bayesiana.
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Figura 5.9: Implementacién en cascada del clasificador PCA200RED200. Porcentaje
de parches evaluados en cada una de las etapas para un paciente positivo.
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Figura 5.10: Implementaciéon en cascada del clasificador PCA200RED200. Porcen-
taje de parches evaluados en cada una de las etapas para un paciente negativo.
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ID paciente ‘ #muestras #bacilos  phacilo

32742 378115 0 0
48940 337316 0 0
52707 375236 0 0
51861 447186 1 2.24e-06
31404 374107 1 2.67e-06
51859 316095 1 3.16e-06
31087 395889 4 1.01e-05
32741 367358 ) 1.36e-05
46989 304341 71 2.33e-04

Cuadro 5.3: Pacientes enfermos. Ntmero de parches declarados como bacilos y pro-
babilidad de bacilo en cada pacientes después de pasar la salida blanda de la [SVM]
por el umbral que maximiza la capacidad de discriminacion.

5.5.3.1. Aproximaciéon frecuentista

Nos centramos en el caso binario e ilustramos las distintas etapas que hemos descrito

arriba.

1. Encontrar el umbral que maximice la capacidad de discriminar pacientes. En
este paso hemos seleccionado el umbral que maximiza la probabilidad de clasi-
ficar un paciente correctamente siempre que no se clasifique erréneamente toda
una clase y se clasifiquen la mayor cantidad de pacientes enfermos. Si hubiese
varios umbrales que igualasen dichos criterios se escoge aquél que discrimine

mejor a nivel de parche.

El resultado de aplicar el criterio anterior a los pacientes de entrenamiento se
muestra en el Cuadro para los enfermos y en el Cuadro para los sanos.
La columna “ID paciente” muestra el identificador del paciente, la columna
“H#muestras” contiene el niimero de parches que tiene el paciente, la columna
“#bacilos” contiene el nimero de parches declarados como bacilo y la columna

“Dpacilo €s la probabilidad media de declaracion de bacilo.

2. Intervalos de confianza. A la vista de los Cuadros y parece evidente
que debemos tomar como prototipo de un paciente sano aquél en el que se
detectan 0 bacilos y como un paciente enfermo aquél en el que se detectan al
menos 4 bacilos. En el Cuadro[5.5 mostramos los intervalos de confianza para la
probabilidad de bacilo condicionada a paciente sano y a enfermo si escogemos
los pacientes prototipo “51523” para los sanos y “31087” para los enfermos.
La columna “N,” contiene el nimero de bacilos asignados al prototipo de los
enfermos; “P.” es la confianza de que las verdaderas probabilidades estén en sus

intervalos; [P sano, Ph.sano] forman el intervalo de la probabilidad de aparicion de
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ID paciente ‘ #muestras #bacilos  puacilo

30214 345242 0 0
30261 420377 0 0
30262 389929 0 0
30304 394930 0 0
30619 423600 0 0
30663 371216 0 0
30825 398745 0 0
30855 378676 0 0
30877 403796 0 0
30880 415717 0 0
30881 434528 0 0
30911 383563 0 0
30986 406695 0 0
30998 381192 0 0
31245 409800 0 0
31522 373237 0 0
31547 383463 0 0
31934 387449 0 0
32111 390678 0 0
32497 383379 0 0
32550 427327 0 0
32642 423447 0 0
32748 404043 0 0
32750 393425 0 0
32955 376269 0 0
38841 213689 0 0
51523 450316 0 0
31060 387925 1 2.58e-06
30783 355001 2 5.63e-06
31549 350956 2 5.70e-06
29994 394365 3 7.61e-06
31230 369991 15 4.05e-05
30207 381579 20 5.24e-05
32688 397627 102 2.57e-04

Cuadro 5.4: Pacientes sanos. Nuimero de parches declarados como bacilos y proba-
bilidad de bacilo en cada pacientes después de pasar la salida blanda de la por

el umbral que maximiza la capacidad de discriminacion.
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Nb ‘ Pc ‘ Pi,sano Ph sano ‘ Pl enf Dh ent
3 10.663 0 3.74e-06 | 3.74e-06 1
4 10.774 0 4.71e-06 | 4.72e-06 1
5 | 0.85 0 5.66e-06 | 5.68e-06 1
6 | 0.901 0 6.61e-06 | 6.63e-06 1
7 10.933 0 7.51e-06 | 7.60e-06 1

Cuadro 5.5: Intervalos de confianza para la probabilidad de aparicion de bacilo
considerando el paciente “51523” como el prototipo para los sanos y el “31087”
como el prototipo de los enfermos. Se ha variado el nimero de bacilos del prototipo

positivo, N, para escoger una calidad, P,, aceptable.

Pc ‘ pl,sano ph,sano ‘ pl,enf ph,enf ‘ € Eph,sano [K] Epz enf [K]
0.901 0 6.61e-06 | 6.63e-06 1 2.56e-08 | 9.09674e+10  9.085e+10
0.874 0 6.07e-06 | 7.07e-06 1 1.00e-06 | 6.06372e4-07 5.76332e+07
0.846 0 5.61e-06 | 7.48e-06 1 1.87e-06 | 1.75862e+4-07  1.5979e4-07
0.819 0 5.23e-06 | 7.85e-06 1 2.62e-06 | 9.07999¢+-06  7.9316e+06
0.794 0 4.92e-06 | 8.16e-06 1 3.24e-06 | 5.99913e+4-06 5.06997e+06
0.769 0 4.65e-06 | 8.46e-06 1 3.80e-06 | 4.39827e+4-06 3.60597e+06

Cuadro 5.6: Relacion entre P., la distancia entre intervalos, €, y una estima del

numero esperado de muestras necesario,

Ph,sano

K]y

E

Dl enf

[K], si se realizase un

contraste entre las hipétesis simples caracterizadas por pp sano ¥ Dient Si €l paciente
prototipo positivo tiene 6 bacilos.

bacilos para los pacientes sanos y [pyenf, Ph enf] dicho intervalo para los enfermos.
Para la elaboracion de estos intervalos nos hemos restringido a confianzas
iguales para cada uno de ellos. Si consideramos los cuadros anteriores junto
con el Cuadro[5.5vemos que resulta razonable fijar en 6 bacilos el limite inferior
para los pacientes positivos puesto que esto proporciona una P. > 0.9 y no

eleva demasiado el umbral para declarar a un paciente como positivo.

También podemos preguntarnos cémo se relacionan P,, el valor estimado del
numero de muestras necesarias para terminar y la distancia, €, que separa
Dhsano ¥ Plent- Para ello, mostramos el Cuadro que se obtiene variando e
para 6 bacilos en el paciente positivo prototipo. En el cuadro E,, [K]y
E

.ene /€] TEpresentan el valor esperado del niimero de muestras de test ne-

cesarias para finalizar para las probabilidades pjsano Y Prent Suponiendo un
contraste de estas dos probabilidades como hipdtesis simples. Apreciamos que
una ligera pérdida de calidad, puede proporcionar un test que necesite muchas
menos muestras. Vemos, por ejemplo, que pasar de una calidad de 0.901 a una
calidad de 0.874 produce un descenso en el nimero esperado de muestras de

tres 6rdenes de magnitud.
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ID paciente ‘ dec. fin LLR #muestras | 1 — Pp  Ppa ‘ #bacilos

32743 0 0 -6.22¢-03 393931 0.994 0.994 1
40279 1 0  5.34e-03 395551 0.995  0.995 4
50304 1 0 0.559 361000 0.614 0.614 147
51862 1 0 1.20e-03 406313 0.999  0.999 3
55165 1 0 0.0432 427629 0.962  0.962 14
95798 1 0  6.20e-03 361878 0.994 0.994 4
56036 0 0 -2.60e-03 403750 0.998  0.998 2

Cuadro 5.7: Pacientes enfermos de test. Mostramos la clasificacion, las cotas de la
probabilidad de no deteccién y de falsa alarma y el niimero de bacilos detectados.
P.=10.901.

3. Ahora aplicamos el test secuencial a los pacientes de test. Los resultados para
P. =0.901 se muestran en los Cuadros y en las que “dec.” muestra la
decision donde 0 es para sano y 1 para enfermo; “fin” muestra si el test ha
terminado; “LLR” muestra el valor del cociente de verosimilitud; “#muestras”
muestra el niimero de parches empleados en la decision; “1 — Pp” y “Pr4” son
cotas superiores a la probabilidad de error y “#bacilos” muestra el niimero de
parches declarados como bacilo. Los resultados de este experimento clasifican
correctamente a 5/7 pacientes sanos y a 12/15 pacientes enfermos. Las cotas de
la probabilidad de falsa alarma y no deteccién estan muy lejos de 1— P.. Esto se
debe a que los intervalos que definen las hipotesis estan muy cercanos y al uso
del[SPRT]que, aunque decide correctamente, sobrestima dichas probabilidades.
Claramente, la regla de parada de Lai, si se considera un coste por muestra,
o las de Lorden y Hubber, en caso contrario, harian que el test se detuviese
antes, sin embargo, en estos casos es mas dificil estimar qué probabilidades de

error se han alcanzado si se acaban las muestras y el test no termina.

Si seleccionamos los intervalos para los que P, = 0.846 los resultados se mues-
tran en los Cuadros y en las que apreciamos las mismas decisiones
pero con probabilidades de no detecciéon y falsa alarma mucho menos con-
servadoras que en el caso anterior. El compromiso entre P, y el ntimero de
muestras necesarias para finalizar el test se aprecia con claridad. En este caso,
el test secuencial finaliza antes de terminar las muestras para el caso de 147
bacilos en los pacientes positivos y 399 en los pacientes negativos. Asi y todo
los pacientes negativos necesitarian muchas mas muestras que las disponibles
para terminar. Para los nimeros que manejamos, las decisiones para pacientes

sSanos son muy conservadoras.
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ID paciente ‘ dec. fin LLR #muestras ‘ 1—Pp Ppgy ‘ #bacilos

30257 0 0 -2.77e-03 410090 0.998  0.998 2
30266 0 0 -0.0105 409178 0.991 0.991 0
30295 0 0 -0.0101 392553 0.991  0.991 0
30665 0 0 -1.33e-03 353973 0.999  0.999 2
30725 1 0 1.67e-03 387746 0.998  0.998 3
31228 1 0 0.0258 351546 0977  0.977 9
31523 0 0 -9.34e-03 364598 0.992  0.992 0
31534 0 0 -6.55e-03 406909 0.994 0.994 1
31684 0 0 -9.87e-03 385355 0.991 0.991 0
31819 0 0  -9.60e-03 374866 0.991  0.991 0
32240 0 0 -0.0107 418109 0.990  0.990 0
32633 0 0 -9.90e-03 386712 0.991 0.991 0
32781 1 0  1.53228 433886 0.294 0.294 399
32956 0 0 -9.51e-03 371446 0.991 0.991 0
36856 0 0 -9.46e-03 369371 0.992  0.992 0

Cuadro 5.8: Pacientes sanos de test. Mostramos la clasificacion, las cotas de la pro-
babilidad de no deteccién y de falsa alarma y el nimero de bacilos detectados.
P.=0.901.

ID paciente ‘ dec. fin LLR  #muestras ‘ 1—Pp Pray ‘ #bacilos

32743 0 0 -0.449 393931 0.694 0.694 1
40279 1 0 0.411 395551 0.715 0.715 4
20304 1 1 41.6158 361000 0.162 0.162 147
51862 1 0 0.103 406313 0917 0917 3
55165 1 0 3.22817 427629 0.187  0.187 14
55798 1 0 0.474 361878 0.680  0.680 4
26036 0 0 -0.179 403750 0.861 0.861 2

Cuadro 5.9: Pacientes enfermos de test. Mostramos la clasificacion, las cotas de la
probabilidad de no deteccién y de falsa alarma y el niimero de bacilos detectados.
P. =0.846.
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ID paciente ‘ dec. fin LLR  #muestras ‘ 1—Pp Prpy ‘ #bacilos

30257 0 0 -0.191 410090 0.853 0.853 2
30266 0 0 -0.765 409178 0.547  0.547 0
30295 0 0 -0.734 392553 0.560  0.560 0
30665 0 0 -0.0864 353973 0.930  0.930 2
30725 1 0 0.138 387746 0.891 0.891 3
31228 1 0 1.93196 351546 0.276  0.276 9
31523 0 0 -0.682 364598 0.582  0.582 0
31534 0 0 -0.473 406909 0.681 0.681 1
31684 0 0 -0.720 385355 0.565  0.565 0
31819 0 0 -0.701 374866 0.574 0.574 0
32240 0 0 -0.782 418109 0.541  0.541 0
32633 0 0 -0.723 386712 0.564  0.564 0
32781 1 1 113.978 433886 0.162  0.162 399
32956 0 0 -0.694 371446 0.576  0.576 0
36856 0 0 -0.691 369371 0.578  0.578 0

Cuadro 5.10: Pacientes sanos de test. Mostramos la clasificacién, las cotas de la
probabilidad de no deteccién y de falsa alarma y el nimero de bacilos detectados.
P. = 0.846.

Resulta evidente que las prestaciones del test dependen de las prestaciones del clasi-
ficador de bacilos. La mayor cantidad de bacilos detectados, aparecen en un paciente
negativo lo que nos hace pensar que el clasificador de bacilos no esta haciendo un
trabajo muy bueno (esta aplicacién requiere una probabilidad de falsa alarma muy

baja) y por tanto las prestaciones globales se resienten por ello.

5.5.3.2. Aproximacién bayesiana

El primer experimento consiste en emplear dos pacientes prototipo para discriminar
entre las clases. Se escogen los mismos pacientes que en la aproximacion frecuentista
y se escoge como distribucién a priori una uniforme entre 0 y 1. Este experimento
se lleva a cabo con la probabilidad a priori de un paciente sano, P(Hy) = 0.92,
(Cuadros y y también para comparar con las decisiones frecuentistas
con una probabilidad a priori de un paciente sano, P(Hy) = 0.5 (Cuadros
y [p.14). La columna “P(Hy|z)” es la probabilidad a posteriori de que el paciente
sea sano. Del examen de los cuadros anteriores vemos influencia en la decision de la
probabilidad a prior: de paciente sano, puesto que cambiarla, varia el resultado de la
decision en 4 pacientes. También queremos resaltar que las predicciones se vuelven
muy extremas en cuanto aumenta el nimero de bacilos detectados, y son muy altas
para pacientes negativos sin bacilos. Este comportamiento, es esperable puesto que

estamos contrastando dos hipétesis simples y por tanto, solo estamos buscando a
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ID paciente | P(Holz) dec. #muestras #bacilos

30257 0.965 0 410090 2
30266 0.999 0 409178 0
30295 0.999 0 392553 0
30665 0.946 0 353973 2
30725 0.877 0 387746 3
31228 0.0554 1 351546 9
31523 0.998 0 364598 0
31534 0.991 0 406909 1
31684 0.999 0 385355 0
31819 0.998 0 374866 0
32240 0.999 0 418109 0
32633 0.999 0 386712 0
32781 1.71e-21 1 433886 399
32956 0.998 0 371446 0
36856 0.998 0 369371 0

Cuadro 5.11: Pacientes sanos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad de

que sea sano y el nimero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior uniforme
y P(Hy) = 0.92.

cual se parecen mas los datos.

Para considerar la influencia de la distribucion a priori vamos a repetir el experi-
mento con la distribucién a priori de Jeffreys que equivale a una beta(0.5,0.5). Los
Cuadros a muestran el resultado de este experimento en donde se aprecia
que el método se vuelve mas conservador para declarar un paciente como sano y mas
extremo para declararlo como enfermo. Esto, si comparamos con lo que habiamos
obtenido con la distribucion a priori uniforme, produce decisiones distintas en dos
pacientes enfermos cuando P(Hy) = 0.92; y en dos pacientes sanos y uno enfermo
cuando P(Hy) = 0.5.

ID paciente | P(Hplz) dec. #muestras #bacilos

32743 0.990 0 393931 1
40279 0.740 0 395551 4
50304 1.36e-12 1 361000 147
51862 0.892 0 406313 3
95165 0.0104 1 427629 14
55798 0.684 0 361878 4
26036 0.963 0 403750 2

Cuadro 5.12: Pacientes enfermos de test. Mostramos la clasificacién, la probabilidad
de que sea sano y el nimero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior uniforme
y P(Hy) = 0.92.
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ID paciente | P(Holz) dec. #muestras #bacilos

30257 0.704 0 410090 2
30266 0.987 0 409178 0
30295 0.985 0 392553 0
30665 0.603 0 353973 2
30725 0.384 1 387746 3
31228 5.07e-03 1 351546 9
31523 0.982 0 364598 0
31534 0.908 0 406909 1
31684 0.984 0 385355 0
31819 0.983 0 374866 0
32240 0.988 0 418109 0
32633 0.984 0 386712 0
32781 1.49e-22 1 433886 399
32956 0.983 0 371446 0
36856 0.982 0 369371 0

Cuadro 5.13: Pacientes sanos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad de

que sea sano y el nimero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior uniforme

ID paciente ‘ P(Hy|z) dec. #muestras #bacilos

32743 0.900 0 393931 1
40279 0.199 1 395551 4
20304 1.18e-13 1 361000 147
51862 0.419 1 406313 3
25165 9.10e-04 1 427629 14
55798 0.158 1 361878 4
96036 0.694 0 403750 2

Cuadro 5.14: Pacientes enfermos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad

de que sea sano y el nimero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior uniforme



124 / DIAGNOSTICO AUTOMATICO DE LA TUBERCULOSIS

ID paciente | P(Holz) dec. #muestras #bacilos

30257 0.919 0 410090 2
30266 0.999 0 409178 0
30295 0.999 0 392553 0
30665 0.880 0 353973 2
30725 0.725 0 387746 3
31228 0.0162 1 351546 9
31523 0.998 0 364598 0
31534 0.983 0 406909 1
31684 0.999 0 385355 0
31819 0.998 0 374866 0
32240 0.999 0 418109 0
32633 0.999 0 386712 0
32781 3.77e-22 1 433886 399
32956 0.998 0 371446 0
36856 0.998 0 369371 0

Cuadro 5.15: Pacientes sanos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad de
que sea sano y el nimero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior de Jeffreys
y P(Hp) = 0.92.

ID paciente ‘ P(Hy|z) dec. #muestras #bacilos

32743 0.982 0 393931 1
40279 0.492 1 395551 4
50304 3.04e-13 1 361000 147
51862 0.753 0 406313 3
95165 2.72¢-03 1 427629 14
55798 0.424 1 361878 4
96036 0.916 0 403750 2

Cuadro 5.16: Pacientes enfermos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad
de que sea sano y el numero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior de
Jeffreys y P(Hp) = 0.92.
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ID paciente | P(Holz) dec. #muestras #bacilos

30257 0.498 1 410090 2
30266 0.986 0 409178 0
30295 0.985 0 392553 0
30665 0.389 1 353973 2
30725 0.187 1 387746 3
31228 1.43e-03 1 351546 9
31523 0.981 0 364598 0
31534 0.838 0 406909 1
31684 0.984 0 385355 0
31819 0.982 0 374866 0
32240 0.987 0 418109 0
32633 0.984 0 386712 0
32781 3.27e-23 1 433886 399
32956 0.982 0 371446 0
36856 0.982 0 369371 0

Cuadro 5.17: Pacientes sanos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad de

que sea sano y el nimero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior de Jeffreys

ID paciente ‘ P(Hy|z) dec. #muestras #bacilos

32743 0.824 0 393931 1
40279 0.0776 1 395551 4
20304 2.64e-14 1 361000 147
51862 0.210 1 406313 3
25165 2.37e-04 1 427629 14
55798 0.0601 1 361878 4
96036 0.486 1 403750 2

Cuadro 5.18: Pacientes enfermos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad

de que sea sano y el numero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior de
Jeffreys y P(Hp) = 0.5.
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ID paciente | P(Holz) dec. #muestras #bacilos

30257 0.910 0 410090 2
30266 0.943 0 409178 0
30295 0.943 0 392553 0
30665 0.909 0 353973 2
30725 0.906 0 387746 3
31228 0.889 0 351546 9
31523 0.943 0 364598 0
31534 0.916 0 406909 1
31684 0.943 0 385355 0
31819 0.943 0 374866 0
32240 0.943 0 418109 0
32633 0.943 0 386712 0
32781 0.0382 1 433886 399
32956 0.943 0 371446 0
36856 0.943 0 369371 0

Cuadro 5.19: Pacientes sanos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad de
que sea sano y el numero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior extraido
de todos los pacientes y P(Hy) = 0.92.

Finalmente, empleamos toda la informacién de los pacientes de entrenamiento de
los cuadros y para construir una distribucién a posteriori de la probabilidad
de aparicién de bacilo para cada clase. Para ello, aproximamos para cada paciente el
valor de dicha probabilidad por su estima de maxima verosimilitud. Asumimos que
esta distribucién a posteriori tiene forma de beta y la estimamos sus parametros
por méaxima verosimilitud a partir de las estimas de las probabilidades de aparicion
de bacilo.

Los resultados de este experimento se muestran en los Cuadros[5.19)y [5.20| para la
probabilidad de sano P(Hy) = 0.92 y en los Cuadros y para P(Hy) = 0.5.
En el primer caso, s6lo un paciente enfermo y uno sano son declarados enfermos,
lo que muestra el dominio de las probabilidades a priori de las clase. Si hacemos
P(Hy) = 0.5 tenemos que todos los pacientes con al menos un bacilo son declarados
enfermos. Aparte de la clasificacion destacamos que el test es claramente conservador
en sus predicciones, solo separandose sensiblemente de 0.5 en un caso negativo con
399 bacilos y en un caso positivo con 147 bacilos. En los demés, la evidencia es

escasa a favor de ninguna hipotesis.

A modo de resumen de las distintas aproximaciones bayesianas, mostramos el
Cuadro [5.23] Este cuadro contiene el niimero de pacientes que han sido declarados
como enfermos para cada una de las distribuciones a priori. Notamos que los resul-

tados varian entre una aproximacion y otra, especialmente, en el caso que construye
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ID paciente | P(Hplz) dec. #muestras #bacilos

32743 0.916 0 393931 1
40279 0.903 0 395551 4
50304 0.434 1 361000 147
51862 0.907 0 406313 3
95165 0.883 0 427629 14
55798 0.902 0 361878 4
56036 0.910 0 403750 2

Cuadro 5.20: Pacientes enfermos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad
de que sea sano y el nimero de bacilos declarados. Test bayesiano con prior extraido
de todos los pacientes y P(Hy) = 0.92.

ID paciente | P(Hplz) dec. #muestras #bacilos

30257 0.469 1 410090 2
30266 0.591 0 409178 0
30295 0.590 0 392553 0
30665 0.466 1 353973 2
30725 0.456 1 387746 3
31228 0.410 1 351546 9
31523 0.589 0 364598 0
31534 0.487 1 406909 1
31684 0.590 0 385355 0
31819 0.589 0 374866 0
32240 0.591 0 418109 0
32633 0.590 0 386712 0
32781 3.44e-03 1 433886 399
32956 0.589 0 371446 0
36856 0.589 0 369371 0

Cuadro 5.21: Pacientes sanos de test. Mostramos la clasificacion, la probabilidad de
que sea sano y el nimero de bacilos declarados. Test bayesiano con con distribucion
a priori extraida de todos los pacientes y P(Hy) = 0.5.

ID paciente | P(Ho|z) dec. #muestras #bacilos

32743 0.487 1 393931 1
40279 0.448 1 395551 4
50304 0.0626 1 361000 147
51862 0.457 1 406313 3
25165 0.395 1 427629 14
25798 0.445 1 361878 4
26036 0.469 1 403750 2

Cuadro 5.22: Pacientes enfermos de test. Mostramos la clasificacién, la probabilidad
de que sea sano y el numero de bacilos declarados. Test bayesiano con distribuciéon
a priori extraida de todos los pacientes y P(Hy) = 0.5.
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Distribucién a priori uniforme | Jeffreys | conjunta
P(H,) 09210509205 1092]|0.5

Enformos Declarados enfermos 2 5 4 6 1 7
Declarados sanos 5 2 3 1 6 0

Sanos Declarados enfermos 2 3 2 5 1 6
Declarados sanos 13 | 12 13 | 10 14 9

Cuadro 5.23: Tabla de confusiéon obtenida con las distribuciones a priori uniforme,
Jeffreys y la obtenida de conjuntamente con todos los pacientes de entrenamiento
por maxima verosimilitud.

la distribucién a priori de manera conjunta.

5.6. Resumen

Hemos presentado un sistema para la clasificacion de pacientes de tuberculosis con
un reconocedor de patrones basado en la [SVM] y un centro de fusién basado en
un test secuencial. A la vista de los resultados obtenidos tanto en la aproximacion
frecuentista, que es mejorable sustituyendo el SPRT]|por la regla de parada de Lai o la
de Hubber; como en la aproximacion bayesiana, cuando incluimos en la distribucion
a priori toda la informacion de las clases; podemos concluir que hay que hacer mayor
esfuerzo en el clasificador, especialmente en la extraccion de caracteristicas.

Dicho esto, podemos decir que la metodologia desarrollada en la tesis, se adapta
perfectamente a esta aplicacion y que la incertidumbre queda claramente reflejada
por los métodos propuestos. Los resultados de los Cuadros y para el caso
frecuentista y los Cuadros y para el bayesiano muestran claramente que
hacen falta muchas mas muestras de test o que hay que mejorar el clasificador de
bacilos.

A la vista de los resultados, quiza el método bayesiano con la distribuciéon a
priori conjunta sobre todos los pacientes de su clase sea la opcién mas facil. Aqui,
por supuesto, justificamos el uso de la beta por comodidad analitica y su estima por
méaxima verosimilitud quiza no sea lo mas ortodoxo. Esta distribucién puede seguir
otro modelo como una mezcla de betas o establecer distribuciones a priori sobre los
parametros de la beta y resolver, pero esto complica analitica y computacionalmente
el test que ha de funcionar practicamente en tiempo real (1 segundo por imagen).

El enfoque frecuentista evita todas estas justificaciones, al precio de decisiones
mas conservadoras. En ocasiones se desean estas decisiones, como podria ser la
aplicacion presente donde un paciente sano se va a su casa y uno enfermo se queda

dias en el hospital.



Capitulo 6

Conclusiones y Lineas Futuras

6.1. Conclusiones

En los capitulos anteriores hemos considerado la aplicacion de la teoria de la de-
cision al problema de diagnoéstico de tuberculosis basado en imagenes. Para ello,
hemos introducido el contraste de hipotesis inciertas y métodos para llevarlo a ca-
bo. También hemos considerado la clasificaciéon de un conjunto de muestras de la
misma clase como el equivalente desde el punto de vista de aprendizaje maquina a
un cociente de verosimilitud.

En el contraste de hipdtesis inciertas hemos formalizado de manera novedosa
el problema desde el punto de vista frecuentista. La conclusion mas importante
tanto si seguimos el camino frecuentista como el bayesiano es que no es posible
alcanzar prestaciones arbitrariamente buenas, ni atin con un numero infinito de
muestras, si las hipotesis estan definidas con incertidumbre. Los resultados mas
relevantes son las cotas superiores a las probabilidades de error en el caso frecuentista
y las cotas superiores de la probabilidad a posteriori alcanzable desde el punto
de vista bayesiano. Algunos resultados preliminares de esta linea se han publicado
en (Santiago-Mozos y Artés-Rodriguez, 2006a.bj; Santiago-Mozos et al., 2008) y otro
se ha enviado recientemente (Santiago-Mozos et al., | 2009b)).

En la clasificacion de conjuntos de muestras de la misma clase desde el punto
de vista de aprendizaje hemos visto que entrenar clasificadores en el conjunto ex-
tendido no es excesivamente complejo y que la incorporacion de simetrias no anade
variables al problema de optimizacién en caso de la [SVM] Los experimentos que
hemos realizado indican que en ocasiones puede ser ventajoso entrenar un clasifica-
dor que proporcione una unica salida al conjunto de test en lugar de combinar las
salidas individuales de cada muestra de test. Este trabajo se ha enviado reciente-

mente (Santiago-Mozos et al., 2009a).
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Finalmente, hemos considerado la implementacion de un sistema de diagnéstico
de tuberculosis que funciona en tiempo real, adquiere imagenes de un paciente mien-
tras su certidumbre no es suficiente para tomar una decisiéon y finalmente informa
de la calidad de dicha decision. La ventaja de este sistema es que es posible conocer
a priort cuales son las mejores prestaciones que podemos alcanzar a partir de los
datos proporcionados para entrenar el sistema. Las conclusiones mas importantes en
este desarrollo son dos, la primera que los métodos desarrollados son ttiles para me-
dir la prestaciones del sistema y la segunda, que hay que dedicar mayor esfuerzo al
clasificador local para poder alcanzar buenas prestaciones con un ntimero razonable
de muestras. Este trabajo se enviara proximamente a una revista tipo Transactions
on Medical Imaging o Transactions on Biomedical Engineering y a alguna revista

médica.

6.2. Lineas futuras

Como lineas futuras proponemos:
= En la linea del contraste de hipodtesis inciertas:

e Reemplazar el por el test secuencial propuesto por Lai para evitar
el exceso de conservadurismo de la aproximacion frecuentista y hacer que

el test secuencial termine antes.

e Encontrar mejores métodos para la determinacién de regiones de con-
fianza en los casos discreto y continuo, haciendo especial énfasis en como
extender las regiones de modo que no solapen para ocupar la mayor can-
tidad posible del espacio de estados y asi evitando el exceso de conserva-

durismo.

e Cémo medir la incertidumbre en el caso continuo con distribuciones des-
conocidas ha sido s6lo brevemente considerado en este trabajo y merece

un estudio mas profundo.

= En la linea de clasificacion de conjuntos de muestras de la misma clase, podria
continuarse el trabajo haciendo un estudio tedrico de cudles son las condiciones
en las que es mejor “extender” el conjunto de entrenamiento, y cudl es la forma

mas eficiente de hacerlo.

= Sinos centramos en la aplicacién que tenemos entre manos, mejorar el detector
local es absolutamente necesario para la viabilidad del sistema. Una parte

fundamental del detector de bacilos es la extracciéon de caracteristicas, aqui
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se podrian probar algin tipo de descriptor local como SIFT (Lowe, 2004),
isomap (Tenenbaum et al) 2000), LLE (Roweis y Saul, |2000) u otros, pero

siempre teniendo en cuenta el funcionamiento del sistema en tiempo real.

Relacionado con el punto anterior, seria interesante comparar las redes neu-
ronales con la [SVM] Las primeras “suelen” proporcionar arquitecturas mas

sencillas y probablemente mas rapidas.
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